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1 ．はじめに

　数学の歴史は古いが，とりわけ幾何学はユークリッド
原論が世界最古の数学の教科書と言われているように最
も古い歴史をもっている。この幾何学についてはユーク
リッドの初等幾何学から多くの様々な分野が派生し，今
に至っている。本稿では，幾何学の歴史を振り返りつつ，
ユークリッド幾何学，射影幾何学，解析幾何学，位相幾
何学，非ユークリッド幾何学及び微分幾何学について概
観し，それぞれの幾何学で用いられる思考の特徴を明ら
かにすることを目的とする。その結果を基に，複数の幾
何学を使って，三角形の垂心についての証明方法を例示
する。なお，ベクトルは幾何学ではないが，参考として，
併せて記載する。

2 ．幾何学のおこり

　幾何学のおこりはエジプトのナイル河のほとりで始
まった土地の測量技術にあると言われている。ナイル
河が定期的に氾濫を起こし，その後，田の区画を引き
直すための土地測量の必要性から，その技術が進展し
た。幾何学は英語で，geometryであるが，これは，geo
とmetryに分けられ，前者は土地，後者は測量を意味し
ていることからも，この事実の根拠がよく分かるだろう。
　また，当時土地の測量をするのに，縄を使っていたが，
それを行う専門家は縄張師と呼ばれ，彼らは縄をピンと
張って直線をかき，縄の一端を固定して，他の端を一回
りさせて円をかく，これらを組み合わせて様々なことを
行っていた。これが幾何学における作図の起源である。
例えば， 3 ， 4 ， 5 の辺の長さをもつ三角形を基にして，
5 の長さの辺に対する角が直角になることを利用して直
角を作図していた。
　ギリシャはエジプトの地中海を隔てた対岸に位置する
が，北方から移り住んだギリシャ人たちは，エジプト，
そして，バビロニアとの交通によって，それらの地方の
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文化を受け継ぎ，それを自分たちなりに発展させていっ
た。ギリシャの人たちは，エジプトやバビロニアで得ら
れた経験的知識に対して，理論的視点から反省を加えて，
知識を確立し，それを再び実用的な問題に当てはめてい
くようにした。これを最初に行ったのが世界で最初の数
学者と言われるタレスである。タレスは「対頂角は等し
い」「三角形の合同条件」「直径の上に立つ円周角は直角
である」「一つの円において，同じ弦の上に立つ円周角
は等しい（円周角の定理）」「円に内接する四角形におい
ては，その一つの内角と，それに対する頂点における外
角とは等しい」「三角形の相似条件」等の定理を証明し
ていった。また，ピタゴラスやその学派の人たちはピタ
ゴラスの定理をはじめ，三角形の内角の和が180度であ
ること，正五角形の作図方法，黄金分割の方法等を発見
していった。さらに，タイル張り，敷き詰めと言われる
問題にも取り組み，敷き詰め可能な正多角形，存在可能
な正多面体についても見つけたと言われている。
　ギリシャはその後も栄え，アテネの人たちは生活に関わ
る仕事は全て奴隷に任せ，自分たちは政治と学問にエネ
ルギーを注いでいた。そのような状況の中で，ソフィスト
と呼ばれる，職業的教師が現れ，三大難問と呼ばれる，角
の三等分問題，律法倍積問題，円積問題に取り組んでいた。
その後，プトレマイオス王の招きに応じて，アレキサンド
リアへ来たと言われるユークリッドは，これまでに挙げら
れてきた様々な定理等に，彼の見つけた研究結果を加え
て，幾何の教科書を執筆した。これがユークリッド原論で
ある。次節では，ユークリッド幾何学について概観する。

2 ．ユークリッド幾何学

　ユークリッド幾何学はユークリッド原論を起源とする
幾何学である。ここでは，ユークリッド原論を概説する
ことで，ユークリッド幾何学で用いられる思考の特徴を
明らかにしていこう。
　ユークリッド原論では，点，直線，平面等の定義を述
べた後で， 5 つの公理と 5 つの公準が挙げられている。
それは以下の通りである。

定義（約束）
1 ．点とは，部分をもたないものである。
2 ．線とは，幅のない長さである。
3 ．線の端は点である。
4 ．直線とは，その上にある点について，一様に横たわ
る線である。

5 ．面とは，長さと幅のみをもつものである。
6 ．面の端は線である。
7 ．平面とは，その上にある直線について，一様に横た
わる面である。

8 ．平面角とは，平面上にあって互いに交わり，かつ 1
直線をなすことのない 2 つの線相互の傾きである。

9 ．角を挾（はさ）む線が直線であるとき，その角は直
線角と呼ばれる。

10．直線が直線の上にたてられて接角を互いに等しくす
るとき，等しい角の双方は直角であり，上にたつ直線
は，その下の直線に対して垂線と呼ばれる。

11．鈍角とは，直角より大きい角である。
12．鋭角とは，直角より小さい角である。
13．境界とは，あるものの端である。
14．図形とは， 1 つまたは 2 つ以上の境界に囲まれたも

のである。
15．円とは， 1 つの線に囲まれた平面図形で，その図形

の内部にある 1 点から，それへ引かれたすべての線分
が互いに等しいものである。

16．この点は，円の中心と呼ばれる。
17．円の直径とは，円の中心を通り，両方向で円周によっ

て限られた任意の線分であり，それはまた円を 2 等分
する。

18．半円とは，直径とそれによって切りとられた弧とに
よって囲まれた図形である。半円の中心は，円のそれ
と同じである。

19．直線図形とは，線分に囲まれた図形であり，三辺形
とは 3 つの，四辺形とは 4 つの，多辺形とは 4 つより
多くの線分に囲まれた図形である。

20．三辺形のうち，等辺三角形とは 3 つの等しい辺をも
つもの，二等辺三角形とは 2 つだけ等しい辺をもつも
の，不等辺三角形とは 3 つの不等な辺をもつものである。

21．さらに三辺形のうち，直角三角形とは直角をもつも
の，鈍角三角形とは鈍角をもつもの，鋭角三角形とは
3 つの鋭角をもつものである。

22．四辺形のうち，正方形とは等辺でかつ角が直角のも
の，矩形（くけい）とは角が直角で等辺でないもの，
菱形（ひしがた）とは等辺で角が直角でないもの，長
斜方形とは対辺と対角が等しいが等辺でなく，角が直
角でないものである。これら以外の四辺形はトラペジ
オンと呼ばれるとせよ。

23．平行線とは，同一の平面上にあって，両方向に限り
なく延長しても，いずれの方向においても互いに交わ
らない直線である。　

公理（共通概念）（資料参照）
1 ．同じものに等しいものは互いに等しい。
2 ．等しいものに等しいものを加えれば，また等しい。
3 ．等しいものから，等しいものを引けば，残りは等しい。
4 ．互いに重なり合うものは互いに等しい。
5 ．全体は部分より大きい。

公準（要請されていること）
1 ．任意の点から任意の点へ直線を引くこと。
2 ．有限な直線を連続的に直線に延長すること。
3 ．任意の点を中心とする任意の半径の円を描くこと。
4 ．すべての直角は互いに等しい。
5 ．直線が 2 直線と交わるとき，同じ側の内角の和が 2
直角より小さいなら，この 2 直線は限りなく延長され
たとき，内角の和が 2 直角より小さい側において交わる。

　この最後の第 5 公準を認めることは，「一直線以外の一
点を通って，この直線と交わらない直線，すなわち平行
線は一本あって一本に限る」ということを認めることにな
る。これは平行線の公理と呼ばれ，この第 5 公準は非ユー
クリッド幾何学を生み出すきっかけとなったのである。
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　このように，ユークリッド幾何学では，定義，公理，
公準を前提として，それらを根拠に様々な図形の性質を
研究し，それが成り立つことを明らかにしていく方法を
取っていく。この中では，図形について言えば，現在使
われている幾何学の用語とは異なる用語が使われてい
る場合もあり，また，図形間の関係は階層分類にはなっ
ていない。このほか，以下のような定理が取り上げられ，
それらが証明されている。例えば，三角形の合同条件（資
料参照），中点連結定理，円周角の定理等。

3 ．射影幾何学

　ユークリッドに続いて，アルキメデス，アポロニウス
などの手によって目を見張る幾何学の発展が示されてき
たが，その後は，残念ながら，長い暗黒時代に入り，イ
タリアの文芸復興期になって，やっと新しい幾何学の時
代が来ることになる。文芸復興期には，造形美術が発
達したが，この時期になって初めて，遠近法，すなわち，
透視法が研究されるようになった。これは我々が物体を
見ている時，それを見える通りに紙の上に再現する方法
である。この場合， 2 つの平行な直線は実は無限に遠い
ところで交わっており，その像が一点（消失点）とし
て現れたと考えることができる。この透視法が研究され，
ドイツへ紹介された。
　一般に，一つの平面α上に，一つの図形F（例えば，
三角形OPRと辺PR上の一点Q）が与えられているとき，
この平面α上にない一点Sと，図形Fを構成している全
ての点とを結ぶ直線を作ることを，平面α上の図形Fを，
点Sから射影するという。また，こうしてできた，一点
Sに集まる図形と，Sを通らぬ一つの平面α’との全ての
交点を求めることを，Sに集まる図形を平面α’で切断す
るという。さらに，平面α上に一つの図形Fが与えられ
た場合，これを平面α上にない一点Sから射影し，それ
をさらにSを通らぬ平面α’で切断して図形F’を得たとす
るとき，平面α上の図形Fを，点Sから平面α’上へ射影
して図形Ｆ’を得たという。

　このように考えると，射影によって，点，直線，一直線
上の点，一点に集まる直線はそれぞれ点，直線，一直線

上の点，一点に集まる直線にうつることになる。図形の
性質の中には，この射影によって保たれているものとそう
でないものとがある。いくつかの点が一直線上に並んで
いるという性質，またいくつかの直線がすべて同一の点
で交わっているという性質は，この射影という操作で普
遍に保たれている性質である。この射影という操作で普
遍に保たれている性質を取り扱うのが射影幾何学である。
　この考え方を使って，例えば，デザルグの定理「 2 つ
の三角形において，もしその対応する頂点を結ぶ 3 つ
の直線が一点に会するならば，その対応する辺（の延
長）の交点は一直線上にある。」を証明することができ
る。このように，射影幾何学では，デザルグの定理のよ
うな，射影という操作で普遍に保たれている性質に限定
して，その性質を証明していく。

4 ．解析幾何学

　前章で述べた射影幾何学の基礎が築かれた後に，解析
幾何学が発見され，それが微分幾何学へと繋がっていく
ことになる。解析幾何学は，点の位置を座標で表わし，
図形をその上の点の座標の満足すべき方程式で表し，図
形の性質についての研究を，方程式についての研究に置
き換えて行うものである。そのため，直線上の点の位置
は，一つの数 x で表され，平面上の点の位置は，二つの
数 x ， y の組で表される。さらに空間の点の位置は，順
序をもった三つの数， x ， y ， z の組で表される。これ
らの数に関する方程式を対象として図形の性質を研究す
ることになる。このように，解析幾何学では，その研究
の対象はユークリッド幾何学で扱ってきた図形と同様で
あるが，その手法は方程式を使った計算等であることが
分かる。

5 ．位相幾何学

　位相幾何学はこれまで述べてきた幾何学とはかなり異
なっている。ユークリッド幾何学では，日常生活で現れ
てくる図形として，直線でできている平面図形，また直
線と平面でできている立体図形，円柱や円錐，球等の分
類整理された限定的な図形の性質を調べている。これに
対して，位相幾何学では，多種多様な図形を取り扱い，
図形に勝手な一対一両連続な変換を施しても変わらない
性質を調べている。具体的には，一筆書きができる図形
の条件を調べたり，多面体を分類整理するための多面体
定理を考えたりする。その中には，正多面体であるため
の条件を調べることも含まれている。取り扱う対象は
ユークリッド幾何学で扱ったものと同様であり，それを
かなり大雑把な分類という視点から研究することになる。
射影幾何学と同様に，変換しても不変な性質について証
明していくという方法を採っている。

6 ．非ユークリッド幾何学

　ユークリッド幾何学では，まず定義を述べて，次にこ
れから議論の根拠となるべき公理と公準を述べて，可能
な限りその議論を厳密にしている。これに対して，平行

射影幾何学の図
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線の公理についての取り扱いを別にして考えることで，
非ユークリッド幾何学が発見されることになる。別の仮
定に立って，矛盾なく考えていけることを明らかにした
ことで，非ユークリッド幾何学が発見されたのである。
この発見は今日の抽象的な数学を生む原動力になってい
ると言えよう。
　この公準 5 「直線が 2 直線と交わるとき，同じ側の内
角の和が 2 直角より小さいなら，この 2 直線は限りなく
延長されたとき，内角の和が 2 直角より小さい側にお
いて交わる。」は平行線の公理「一直線外の一点を通っ
て，この直線と交わらない直線，すなわち平行線は（ 1
本あって） 1 本に限る。」と同じことであることが分か
る。他の公理や公準と比べると異質であることから，多
くの方々が，この第 5 公準または平行線の公理を証明し
ようと試みたが，残念ながらうまくはいかなかった。こ
れらについてはサッケリー，ランベルト，ルジャンドル
が研究を続けていた。平行線の問題に深い関心のあった
ガウスは，ユークリッド幾何学以外の幾何学が成り立つ
可能性があることを初めて認めたと言われている。その
頃，ソ連のロバチェフスキーも平行線の公理について強
い関心を示しており，imaginary geometryでは，一直
線外の一点を通って，この直線と交わらない直線を無数
に引けば，三角形の内角の和はいつでも二直角より小さ
くなることを発見した。また，J・ボリアイも既に非ユー
クリッド幾何学の発見をしていたと言われている。
　ここで，クラインによるエルランゲンの目録を紹介し，
変換との関係性について概観してみよう。ユークリッド
幾何学では，運動と相似変換を組み合わせた変換で変わ
らない，図形の性質を調べている。運動と相似変換を組
み合わせた変換をユークリッド変換と呼ぶと，この変換
の集まりは次の性質を持っていると言える。
1 ．ユークリッド変換に引き続いてユークリッド変換を
行った結果はまたユークリッド変換である。

2 ．すべての図形を動かさない恒等変換は一つのユーク
リッド変換である。

3 ．一つのユークリッド変換の逆変換はまたユークリッ
ド変換である。

　これら 3 つの性質をもった変換の集まりは，変換群を
作ることから，ユークリッド幾何学はユークリッド変換
群に属する変換で変わらない，図形の性質を調べるもの
である。同様の意味で，射影変換の集まりも群を作り，
これを射影変換群と呼ぶと，射影幾何学は，射影変換群
に属する変換で変わらない，図形の性質を調べるものと
言える。さらに，射影変換のうち，特定の円錐曲線を不
変にするものの集まりも群を作るので，これを非ユーク
リド変換群と呼ぶと，非ユークリッド幾何学は，非ユー
クリッド変換群に属する変換で変わらない，図形の性質
を調べるものと言えよう。これについては，次章で触れ
ることにする。

7 ．微分幾何学

　17世紀には，デカルトとフェルマーによって，解析幾
何学が，また，ニュートンとライプニッツによって，微
分幾何学が発見された。その直後から，一般の曲線や曲

面の性質を，解析幾何学の手法と微分積分学の考えを
使って研究するということが始められた。これを今日で
は微分幾何学と呼んでいる。
　ガウスによって始められた，曲面上の幾何学は，リー
マンによってｎ次元の曲率をもった空間の幾何学に拡張
され，リッチとレビ・チビタによって，このリーマン幾
何学研究のための道具として，絶対微分学が確立された。
加えて，リーマン幾何学とこれを研究するためのテンソ
ル解析学がアインシュタインによって一般相対性理論の
構築に利用された。
　このように，微分幾何学では，対象自体がユークリッ
ド幾何学で扱っていたものではなく，非ユークリッド幾
何学における独自のものが研究対象となっており，幾何
学の前提がユークリッド幾何学とは異なっている。しか
しながら，非ユークリッド変換群に属する変換で不変な
図形の性質を調べるという手法を採っている。

8 ．幾何学の思考の特徴のまとめ

　ユークリッド幾何学は我々の身の回りのものの形から
抽象された図形を対象として，その性質や関係性を，定
義，公準，公理などの前提のもとに明らかにしていく思
考方法を採っている。この同様な対象を，座標上の方程
式に置き換えて研究する手法を採るのが解析幾何学であ
る。そのため，ユークリッド幾何学と同様の対象を解析
的に明らかにすることができる。また，位相幾何学も研
究する対象はユークリッド幾何学で扱った図形であるが，
それを大雑把な分類によって整理することで行う研究で
ある。従って，必ずしも同様な対象を扱うことにはなら
ない。
　一方，射影幾何学は，透視法で見たときに見える図形
間の関係を研究するものである。これは美術の影響を受
けていることがわかる。そのため，研究の対象はかなり
限定されている。また，非ユークリッド幾何学はユーク
リッド幾何学の 1 つの公理を変えることで別の前提のも
とに成り立つ一つの公理系の中で様々な図形やその関係
性を明らかにするものである。さらに，微分幾何学は非
ユークリッド幾何学を突き詰めることによって生まれた
もので，これは物理学等へ応用されている。
　幾何学については，必ずしも思考方法が全て異なるわ
けではなく，対象が限定されていることによる違いもあ
る。また，幾何学は条件下で不変な性質を調べることに
ついては共通している。そこで，次章では，対象が同じ
場合の異なる幾何学による証明を紹介し，その思考の違
いについて明らかにしよう。

9 ．例　　示

　以下では，三角形の垂心についての証明を例示しよう。
ベクトルは幾何学ではないが，手法としての違いを明ら
かにするために取り上げよう。

問題：三角形の各頂点からその対辺に下ろした垂線は 1
点（垂心）で交わることを証明せよ。
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ユークリッド幾何学による方法①
　∠ＡＥＢ＝∠ＣＤＢ＝90°を仮定し，∠ＢＦＡ＝90°と
なることを示す。仮定より，四角形ＤＢＥＨは，向かい
合う角の和が180°で，円に内接する。 ①
　また，∠ＡＤＣ＝∠ＡＥＣ＝90°で，四角形ＤＥＣＡ
は円周角が等しいので，円に内接する。 ②
　①，②より，円周角が等しいので，
　∠ＤＢＨ＝∠ＤＥＨ＝∠ＤＣＡ  ③
　①より，∠ＤＢＥ＝∠ＤＨＡ  ④
　一方，△ＡＨＣにおいて∠ＤＨＡ＝∠ＤＣＡ＋∠ＨＡＣ
   ⑤
　また，∠ＤＢＥ＝∠ＤＢＨ＋∠ＨＢＥ  ⑥
　③，④，⑤，⑥より，∠ＨＡＣ＝∠ＨＢＥ  ⑦
　さらに，対頂角が等しいので∠ＡＨＦ＝∠ＢＨＥ ⑧
　△ＨＡＦと△ＨＢＥについて，⑦，⑧より，二角が等
しいので，　△ＨＡＦ∽△ＨＢＥ
　よって，∠ＨＥＢ＝∠ＨＦＡ＝90°つまり，∠ＢＦＡ＝90°

ユークリッド幾何学による方法②
　三角形ＡＢＣの頂点Ａ，Ｂ，Ｃから対辺へそれぞれお
ろした垂線と対辺との交点を，Ｄ，Ｅ，Ｆとする。
　△ＡＢＤと△ＣＢＦにおいて，
仮定より，∠ＡＤＢ＝∠ＣＦＢ＝∠Ｒ  ①
　　　　　∠Ｂは共通  ②
　①，②より，△ＡＢＤ∽△ＣＢＦ
　よって， ＢＤ　＝　ＡＢ
　 ＢＦ　　　ＣＢ

  ③

　同様にして，△ＢＣＥ∽△ＡＣＤ，△ＣＡＦ∽△ＢＡ
Ｅより ＣＥ　＝　ＢＣ
 ＣＤ　　　ＡＣ

  ④

 ＡＦ　＝　ＣＡ
 ＡＥ　　　ＢＡ

  ⑤

③，④，⑤より
ＢＤ ＣＥ ＡＦ＝ＢＤ ＣＥ ＡＦ＝ＡＢ ＢＣ ＣＡ＝ 1 　
ＤＣ ＥＡ ＦＢ　ＢＦ ＣＤ ＡＥ　ＣＢ ＡＣ ＢＡ

　△ＡＢＣにおいて，チェバの定理の逆より，ＡＤ，Ｂ
Ｅ，ＣＦは 1 点で交わる。

ユークリッド幾何学による方法③
　三角形ＡＢＣの頂点Ａ，Ｂ，Ｃから，その対辺ＢＣ，
ＣＡ，ＡＢにそれぞれおろした垂線と対辺との交点をＤ，
Ｅ，Ｆとする。
　また，頂点Ａ，Ｂ，Ｃを通って，それぞれ対辺に平行
線を引き，それらの交点をＬ，Ｍ，Ｎとする。
　四角形ＡＢＣＬは 2 組の対辺が平行となり，平行四辺
形であるから，
 ＡＬ＝ＢＣ ①
　同様に，四角形ＭＢＣＡも平行四辺形となるから，
 ＭＡ＝ＢＣ ②
　①，②より，ＡＬ＝ＭＡ ③
　仮定より，ＡＤ⊥ＢＣ，ＭＬ//ＢＣだから，　　　　
　 ＡＤ⊥ＭＬ ④
　③，④より，ＡＤはＭＬの垂直二等分線となる。
　同様にして，ＢＥはＭＮ，ＣＦはＮＬの垂直二等分線
となる。
　よって，ＡＤ，ＢＥ，ＣＦは各辺ＭＬ，ＭＮ，ＮＬの垂直
二等分線であり，三角形ＭＮＬの外心となり，1点で交わる。

解析幾何学による方法
　座標平面上に，△ＡＢＣを，ＢＣが x 軸上にくるよう
に置き，直線nとＡＢが直交することを示す。
　１： x ＝ 0      

　ＡＣは， y ＝－ x + y 3より，ＡＣ直交するｍの

式は次のようになる。　

　 y ＝ x + b

ユークリッド幾何学による方法①の証明における図

ユークリッド幾何学による方法③の証明における図

ユークリッド幾何学による方法②の証明における図
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（ x 1， 0 ）を通ることから， b ＝ －

したがって， m：y ＝ x －

mと１の交点は， （ 0 ， － ）

よって，ｎは，（ 0 ，－ ）と（ x 2，0 ）を通る直線より，

　ｎ： y ＝ x －

　一方，ＡＢ，つまり，（ x 1， 0 ）（ 0 ，y 3）を通る直
線を考える。

　 y ＝ － x  + y 3

　ｎとＡＢの傾きの積が－ 1 になることから，ｎとＡＢ
は直交すると言える。

ベクトルによる方法

　Ａ→ＨとＢ→Ｃ，Ｂ→ＨとＡ→Ｃの内積が 0 になることを仮定
して，ベクトルが直交するときは内積が 0 になることか
ら，Ｃ→Ｈ・Ａ→Ｂ＝ 0 を示す。

Ｏ→Ａ＝ａ→，Ｏ→Ｂ＝ｂ→，Ｏ→Ｃ＝ｃ→，Ｏ→Ｈ＝ｈ→とする。

Ａ→Ｈ⊥Ｂ→Ｃより

Ａ→Ｈ・Ｂ→Ｃ＝（ｈ→－ａ→）・（ｃ→－ｂ→）

 ＝ｈ→・ｃ→－ａ→・ｃ→－ｈ→・ｂ→＋ａ→・ｂ→＝ 0  ①

同様にして

Ｂ→Ｈ・Ａ→Ｃ＝（ｈ→－ｂ→）・（ｃ→－ａ→）

 ＝ｈ→・ｃ→－ｂ→・ｃ→－ｈ→・ａ→＋ｂ→・ａ→＝ 0  ②

①，②よりａ→・ｃ→＋ｈ→・ｂ→＝ｂ→・ｃ→＋ｈ→・ａ→

Ｃ→Ｈ・Ａ→Ｂ＝（ｈ→－ｃ→）・（ｂ→－ａ→）

 ＝ｈ→・ｂ→－ｃ→・ｂ→－ｈ→・ａ→＋ｃ→・ａ→

 ＝ 0

　垂心の証明であっても，ユークリッド幾何学によるも
のは定理や性質を用いて示している。一方，解析幾何学
については，座標平面上の図形を，方程式としておき，
その方程式の関係から，図形の性質を調べて示している。
また、ベクトルは特有の計算方法を用いて，直行条件に
より示している。このように，一つの定理の証明でも選
択する幾何学により手法がかなり異なっている。

10．おわりに

　本研究では，幾何学の思考の特徴を明らかにした。そ
のために，幾何学の歴史を振り返りつつ，ユークリッド
幾何学，射影幾何学，位相幾何学，非ユークリッド幾何
学及び微分幾何学について概観し，それぞれの幾何学で
用いられる思考について比較し，その特徴を導き出した。
その結果を基に，ユークリッド幾何学，解析幾何学，ベ
クトルを使って，三角形の垂心についての証明方法を例
示した。結果として，以下のことが分かった。ユークリッ
ド幾何学が全ての基本にあり，それを，解析学を用いて
解決したのが解析幾何学であった。ユークリッド幾何学
の一公理の問題状況の解決過程で，非ユークリッド幾何
学がつくられた。その発展として，微分幾何学が位置付
けられている。そのための大前提はユークリッド幾何学
とは異なるものである。一方，射影幾何学は透視法の原
理を使って，また，引き延しても変わらない性質のみを
考える位相幾何学があるように，これらは考える対象が
限定されている幾何学である。しかしながら，共通点と
しては，すべての幾何学では，ある条件で不変な性質を
調べることがその手法として採られている。
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解析幾何学の証明における図
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もし瓜B が 4B に悔し〈な11.twf，それらのー方は大きい• AB f:大きいとし， BHが

,eに等しくされ， Hr 語IMばれたとせよ．
そうすればBHは48に噂I,(,Brは.BZle.’JI..いから＇ 2辺BH,Brは2辺4B,
留にそれぞれ等しい．そして角 HBrは角 4EZに噂Lい．それゆえ底辺 Hrは底辺 4Z

K暢しし三角形 HBr肱三角形 4EZに等しし仰の角低apの角に暢しい．すなわち
等しい辺が対する角は暢しいであろう．ゆえに角 Hrsは角 4ZBに等しい．とこるが角

4ZBは角 BrAに悔しいと仮定さti.ている.I,たが，て角 BrHは角 BrAに噂L.（，小

さいものが大きいものに噂しい． これは不可飽である．それゆえ A.B陪4Ble.不等でない．

ゆえに・しい．しかも Brは EZに等しい．ょ。て2辺 AB,BrはZ辺48,BZにそれ

ぞれ等しい．しかも角ABrは角4EZに等しい．したが，て底辺Arは底辺，zに噂し〈．

a pの角 BArはa，の角 B4Zに等しい．
さてまた等しい角に対する辺．たとえば ABが4BIt等しいとせよ．このときもaPの辺
は震’の辺に．すなbち AFは 4Zに， BrIi広Zに等しく．また強Pの角 BAI'はlU

の角臼Z佐官事しいと主彊する．

もLBrが BZに不等であれば．それらの一方拡大きい．もし可飽ならば， Brが大きい

とし. Beが EZに脅し〈さIt,. A9が結ぼれたとせよ.86は EZに， ABは 4，置に等
しいから. 2辺 AB,88はZ辺 41!,EZにそh.ぞれ等しい．そして等しい角をはさむ．そ

れゆえ底辺 A8は底辺 4Zに等しし三I角fljAB9は三角形 4EZに等し＜.，.’Pの角f宜J.!I
Pの角に．すなbち喝しい泊が対する角は軍事しいであろう．ゆえに角 B9Aは角 EZ4Ii:等

しい．ところが角 EZ.4は角 BrAK等しい．かくて三角形 A8I'の外角 B8Aは内対角

BI'Aに等しい．これは不可密である．それゆえ BI'はEZに不等ではない．ゆえに等しい．

しかも ABは 4Eに等しい．このときZ沼AB,Brは2ill 4E. EZ にそれぞれ等しい．そ

して等しい角止はさむ．したが.，，て底辺刈rは底辺 4ZIC等し〈， 三角形 ABI'は三角形
4BZ K等L.(,!l！＞の角 BAI'は残9の角臼Ziこ等しい．

よqてもLニつの三角形においてこつの角がニつの角にそれぞれ等L.<. I辺が1辺に．す

なわら等しい2角にはさまれる辺かまた陪等しい角のーつに対する辺が等しけれ『＂！. 11，の2

辺もa，の2辺広場しく.!I pの角も痩Pの角に等しいであろう．これが証明すべきζとであ

ヲた．

もしこつの三角形が2辺が2辺にそれぞれ等しく．その等しい2辺にはさまれる1(1が

等しいならば， l底辺は底辺に等しく． 三角形11三角形に等しく．残9の2角は残りの

2111に，すなわち等しい辺が対する角はそれぞれ等しいであるう．

ABI', 4EZを2辺 AB,AI'が2辺 4E,4Zに，すな

わち ABが 4Eに， AFが4Zにそれぞれ等しく．かっ

角 BAI'が角 E4Zに等しいニつの三角形とせよ．底辺

BI'は底辺 EZに等しく．三角形，'1BI'は三角形 4EZ

に等し＜. I.I ！＞の角は残Pの角に，等しい辺が.~する角は

それぞれ等しい．すなわち角ABI'は角4EZに．角ArB

は角 4ZEに等しいであろうと主張する．

三角形 ABI'が三角形 4EZに.ねられ，点Aが点dの上に．

線分 ABが 4Eの上におかれれば， ABは 4Eに等しいから，

Al. BもEに重なるであろう．また ABが 4EK8なるとき．角

A
A
4
 

BArが角 E4Zに等しいから．線分 AI'も4Z1c.aなるである
う．それゆえ， AI'がまた 4Zに等しいから，胤rも点Zに.なるであろう．ところが点
Bもすでに Eと.なq ている．したがq て底辺 BI'は底辺 EZに重なるであるう．なぜな

らもし 8が Eに.rが Zに.な。ているのに．底辺 BI'が EZに重ならないならば．

2線分が踊績をかこむことになるであるう．これは不可能である．それゆえ底辺 BI'は EZ

にaなPそれに等し〈なるであろう．したがqて三角形 A.Br全体も三角彫 4EZ全体に重
なPそれと等しくなるであろう．そして残Pの角も捜Pの角に.なPそれと等I,＜なるであろ

う．すなわち角 ABrは角 4EZに．角 AI'Bは角 4ZEに等しく抱るであろう．

よ唱てもし二つの三角形が2辺が2辺にそれぞれ等しくその等しい2辺にはさまれる角が句

しいならば．底辺は底辺に等しし 三角形は三角形に等し〈．残Pの2角はJUの2角に．す

なわち等しい辺が対する角はそれぞれ等しいであろう．これがa明すベきことであ。た．
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もし2直線が互いに交わるならば．対頂角を互いに等しくする．

2 ill線 AB,r J til/ .. i Eにおいて互いに交わる

とせよ．宵lAEI・1:1:-/11JEBに， 角 rEBIま角

AEJに等しいと主裂する．

直線 AEは直線 rJのよに立ち， fllf・EA,AEJをつ

くるから， ft1 rEA, AEJの事lは2直角に匂しい． また

直線JEl'i.直線 ABのよに立ち角 AEJ,JEBをつくる

』

4 ・r 

'B 

から， fl1AEJ, 4EBの和Iま2ii(角に符しい．そして角 rEA,AE4の和が2直角に等しい

ととも先に証明された＠それゆえfi1rt:A，』Edの和l;tf11AEJ, JEBの車IK精しい．双方

から角 AEJが引き去られたとせよ．そうすれば残日のfl1rEAはJHのfl1BE/Jに等しい．

同僚にして111I'EB, JEAが理事しいことも恒明書れうる．

よヲてもし2五線が互いに交わるならば．対頂角を互いに等しくする。これが柾IJJすべきこ

とであった．

与えられた紅総角を2等分すること。

与えられた［也線fl1をタ1BAf'とせよ． このときそれを2等分しなければならぬ．

AB上に任意の点 dがとられ， Af'から刈Jに

しくAEが切り取られ， 4Eが鎗Iiれ，4E上に等辺

三角形 JEZがつくられ．バZが結ぼれたとせよ．角

BAf'は線分 AZによ。て2等分されているとま泌

する．

AJは AEに君事しく，，4Zは共通であるから.2辺 4A,AZ 

は2辺 EA,AZにそれぞれ等しい．そして底辺 JZは底辺

EZに等しい．ゆえにfI14AZは角 EAZに等しい．

よヲて与えられた直線14BAf'は線分 AZによって2等分

されている．これが作図すべきものであヲた．

与えられた線分を2等分すること。

cy.えられた線分量〆wとせよ．ニのとき線分，qsを2

等分しなければならぬ．

そのよに君事辺三角形 ，WI'がつくられ， f11 Ar・8が線分

によって2匂分されたとせよ．線分 AB!;t点 Jにおいて

2等分されていると玄畷する．

Af'は I'Bに等しく，rJl'i.共通であるから． 2辺 Af',I'd 

必

II ・r 

ム一
は2辺 Bf',f'Jにそれぞれ等しいe そしてPiAf'4はJl18/"dに等しい．ゆえにほ辺刈J

Iii底辺 BJに等しい．

よって与えられた線分 ABは 」において2等分されている． これが作幽すべきものであ

勺fこ．

与えられた［白線にそのよの与えられた点からf江角に砥線をひくこと。

与えられた直線を AB，そのよの与えられ

た点を Fとせよ．このと幸，Mfから直線

ABに直角に訓練をひかなければならぬ．

Af'上に任意の点 dがとられ， I'Eが I'Jに噂

しくされ．4E上に得辺三角形 ZJEがつくられ，

zrが紛ばれたとせよ．与えられた直線 ABにそ

のよの与えられた府 fから直角に直線 zrがひか

れていると主;;u寸畠，

A-
,d 

z 

B 

4I' fま I'Elニ噂L.＜署 rzは共通であるから， 2辺 11r,rzはそれぞれ2辺 Er,rzに

婚しい．そして底辺 dZIi底辺 ZEに絡しいーしたが令て角 JI'Zは角 ErzK等しい．し

かも俊角である．ところが直線がii'.(線の上にたてられて俊f/Jを互いに君事し〈するとき．等しい

よってもし任：なの瓜特に対してそのよの点において向じ側にない2低線が彼11，の利を2rr角
に絡しくするならば，この2砥線は1i.いに一直線をなすであろう．これがl!iEI到すべきことであ

。た．
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定 義

1.相似な直線図形とは角がそれぞれ等しくかっ等しい角をはさむ辺が比例するも

のである。

[2.二つの図形の双方に前項と後項の比があるとき，ニつの図形は逆比例する。l

3.線分は，不等な部分に分けられ， 全体が大きい部分に対するように，大きい部

分が小さい部分に対するとき，外中比に分けられたといわれる。

4.すべての図形において高さとは頂点から底辺にひかれた霊線である。

[S.比の大きさがかけあわされてある比をつくるとき， この比は比から合成される

といわれる。］

定義

l.内接する図形のおのおのの角が．内鍛される図形のおのおのの辺の上にあると

き，直線図形は白銀図形に内援するといわれる。

2.同織に，外接する図形のおのおのの辺が， 外後される図形のおのおのの角に按

するとき，図形は図形に外援するとヤわれる。

3.内接する図形のおのおのの角が円周上にあるとき，直線図形は阿に内接すると

、われる．

...外按する図形のおのおのの辺が円周に俊するとき．直線図形は円に外依すると

いわれる．

5.同織に．円周が．内被i5れる図形のおのおのの辺に按するとき， 円は図形に内

接するといわれる。

6.円周が外接される悶形のおのおののff1に桜するとき． 円は図形に外依するとい

われる。

7.線分はその両錨が円周上にあるとき，円に州入されるとャわれる。

定 議

I.等しい2円とはその直径が苦手しいかまたはその半径が等しいものである。

2.円と会し延長されて刊を切らないii'.(tfill:1門に依するといわれる．

3 . .ffl会し側交わらない円は相嫁するといわれる。

4.円において弦は．中心からそれらに下す電線が符しいとき． 中心から智；ro障に
あるといわれる。

5. 大きいm~が下される~；は大きい距婦にあるといわれる．

6.円の切片とは弦と弧とにかこまれた図形である．

7.切片の角とl主目立と弧とにはさまれたf{Jである。

8. ¥;,!JJt内のfl1とは切）1・の弧の上に 1点がとられ． それからt;,J}tの底辺をなす弦の

両端に線分が結ぼれるとき，紡ばれた2線分にはt5まれた角である．

9.この切1Jj・内の111をはさむ2線分が弧＆切りltkるとき．向は弧の上に立つといわ

It.る．

10.円の問形とは円の中心においてff1がつくられるとき..，，，をはさむ2線分とそれ

によって切り取られる弧とにかこまれた悶形である。

11. 2円の相似な切片とは符しい；，，を含むか， または~J片内のflJが互いに等しい も

のである。




