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は じ め に

こ の報告書は文部省科学研究費補助金( 基盤研究( c)( 2)) の 交付を受けて ､ 平成1 1 年度か ら

平成1 2 年度 の 2 年間に実施された研 究｢ 有限群の指標環 の構造に つ い て｣ に 関するもの で

ある｡

有限群 G の 指標 環 R( a) に つ い て ､ 研究代表者 ･ 山内を中心 に次 の 点に焦点を当て て研

究を進 めた ｡

(i) R( a) の 単数群の 構造を調 べ る こ と ､ とく に R( a) の 単数( 無限位数を持 つ) を具体

的に構成する こと ｡

(ii) ∫n d u cti o n T h e o r e m に つ い て ､ B r a tl e r ､ A rti n ､ G r e e n 等の研究結果が あるが､ も っ

と証明を簡易化 できない か ､ または別証明が得 られない か とい うこ とに つ い て 考える こと ｡

色 々 な証明に つ い て 見直 しをして み る こ と｡

(iii) R( a) に つ い て は W eid m a n ､ S a k s o n o v の 定理 があるが ､ これ らに つ い て B r a 11 e r

指標環 B R( a) に対 して
一

般化 で きな い か を考え る ことo

(iv) 有限群 の表現の拡大に つ い て｡ I s a a c s は こ の こ とに つ い て いく つ か結果をだ して

い るが ､ も っ と 一

般化 で きない かを考 える こ と ｡

2 年 間の研 究の結果 い く つ か の 成果 を得 る こ とが できた
｡ 成果の 詳細 に つ い て は ､ 本文

の｢ 研究成果｣ の 項を参照 して頂きた い ｡

各研究分担者 には ､ それぞれ の 専門分野か らの 情報の 提供 と共に ､ 共同研究を進め
､ 必

要に応 じて外部か らの研 究協力を得る こと にな っ た｡ とく に研究代表者 ･ 山内が ､ 2 00 0 年

2 月(9 日 -

2 0 日) 及び 2 0 00 年 9 月(9 日
-

1 7 日) の 2 回に渡り ､ B i r m i n gh a m 大学( 英国)
を訪問 し､ G . 氏 . R o bi n s o n 教授と意見交換 し ､ 助言を得 るこ とが できた ｡ こ の研究に際して

大き な役割 を果 たされま した ｡

研究費の 多く の部分は ､ 資料収集や研究連絡 の た めの 旅費と して 使用 され た ｡ ま た細か

な複雑な計算をする必 要もあり ､ 計算機購入 の た め に設備備品費の
一

部 を使用 した｡

本研 究の 推進 に当た っ て は ､ 研究分担者の み ならず ､ B i r m i n gh a m 大学 の R o bi n s o n 教授

をは じめ ､ 数多くの研究者並 び に大学院生 の お 世話 になり ま した｡
こ こ に記 して 感謝の 意

を表明 します｡
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( 6) 研究発表

( 6
.
1) 学会誌等

山内 憲
一

( K e n i c hi Y A M A U C H I)

1 ･ O n t h e E x t e n si o n s of G r o u p R e p r e s e n t ati o n s o v e r A r bit r a r y Fi el d s 口
,
T h e B u ll e ti n o f

t h e F a c ulty o f E d u c a ti o n
, C hib a U ni v e r sity ,

V ol .4 8 P a rt III (2 0 00) ,
1 l - 1 9 .

2 ･ A n o t h e r p r o of o f a T h e o r e m o f J ･ A ･ G r e e n
,
J o u m al of A lg e b r a 2 3 5

,(2 0 0 1) ,
8 29 - 83 2 .

3 ･ O n i s o m o r p hi s m s o f a B r a u e r ch a r a ct e r ri n g o n t o a n oth e r II
,
J o u m al of A 19 eb r a ( # #

予 定)

嘩谷 重夫 ( s hi g e o K O S H I T A N I)

1 ･ ( w ith H ･ M iy a c hi) T h e p ri n cip al 3 - bl o c k s o f f o u r - a n d fi v e
- di m e n si o n al p r oj e cti v e s p e -

ci al li n e a r g r o u p s i n n o n - d e A ni n g c h a r a ct e ri s ti c
,
J o u r r m l of A lg eb r

･

a 2 2 6
,(2 0 00) ,

7 8 8 -

8 0 6 .

2 . ( w ith N ･ K u n u gi) A R e m a rl " n t h e L o e w y S t r u ct u r e f o r t h e T h r e e D i m e n si o n a .I P r o -

j e c ti v e S p e ci al U n it a r y G r o u p s
■
i n C h a r a ct e ri s ti c 3

,
A S P M ( A d v a r l C ed S t u di e s i n P u r e

M ath m a ti c s
,
J a p a rt e s e S o ci et y of M ath e m ati c s)

"

G r o u p s a n d C o m bi n a t o ri c s
- i n M e m -

o r y o f M i chi o S u z u ki
"

( e dit e d b y E ･ B a n n ai
,
H ･S u z u ki

,
fI ･ Y a m aki

,
T ･ Y o s hid a) (20 0 0)

(発表予定) .

3 ･ ( w ith H . M iy a c hi) D o n o v a n c o rJ e ct u r e a n d L o e w y l e n g t h fb ∫ p ri n ci p al 3 - bl o ck s of

fi n it e g r o u p s w ith el e m e n t a r y a b eli a n S yl o w 3 - s u b g r o u p o f o rd e r 9
,
C o r T m u r2i c a ti o ri S

i T u l19 e b r a ( 発表予 定) .

4 ･ ( w it h G ･ 0 ･ M i c hl e r) G l a u b e r m a n c o r r e s p o n d e n c e o f p
- bl o ck s of 鮎it e g r o u p s

,
J o u r n al

of A 19 eb r a ( 発表予定) .

北詰 正 顕 ( M a s a a k i K I T A Z U M E )

1 ･ ( w it h B o n n e c a z e
,
P

･ G a b o rit
,
M ･ I-I a r a d a

,
S o16) N i e m e

.

1 e r L a ･tti c e s a ･n d T y p e II C o d e s

o v e r Z 4 ,
D

/

i s c r e l e M a t･h e m a t /i c s
,
2 0 5 (1 9 99) ,

I - 2 l .

2 ･ ( w it h M ･ M iy a ･ m o t o
,
H ･ Y a m a d a) T e r n a r y c o d e s a n d v e rt e x o p e r a t o r alg e b r a s

,
J o u r n al

of A 19 e b r a
,
2 2 3 (2 0 0 0) ,

3 7 9 - 3 95 .

3 ･ S o m e N o n
-

s plit E x t e n si o n s of t h e O rt h o g o n al G r o tl P 0(7
,
3) ,

J o u
,

n 川l of jl19 e b ･

r(i
,
2 2 4

(2 0 0 0) ,
5 9 - 7 6 .

4 ･ ( w it h C ･I.I ･ L a m
,
H ･ Y a m a (l a) D e c o m p o siti o n o f f, h e M o o n s hi n e v e r t e x o p e r a t o r alg el ) I

.

a

a s V i r a s o r o m o (l u t e s
, J o u

.

m al of A lg eb ･

r a
,
2 2 6 (2 0 0 0) ,

89 3 - 91 9 .

1 1l



5 ･ ( w it, h M ･ M iy a m o t o
,
FI T Y a m a cl a) B o r w ei n Id e n tit y a n d V e rt e x O p e r a t o r A lg e b r a s

,

J o u m al of A 19 e b r a 8 2
,

n o ･1 (20 00) ,
10 0 - 1 08 .

6 ･ ( w it h M ･ H a r a d a) Z 4
- C o d e C o n st ru c ti o n s f o r t h e Ni e m ci e r L a t ti c e s a n d T h ei r E m b ed -

di n g s i n t h e L e e ch L a tti c e
,
E u r o p e a rt J o u m al of C o m bi r2 a t O ri c s

,
2 1 (2 0 0 0) ,

4 73 - 4 8 5 .

7 ･ ( w it h K ･ K oik e
,
H ･ S hig a) N o t e s o n a c e rt ai n i n t e g r al o rt, h o g o n al g r o u p a n d it s q u o ti e n t

b y th e p ri n cip al c o n g ru e n c e s u b g r o u p of l e v el 2
,
I; y てL S h u J o u m al of M ath e m a ti c s

,
5 4

( 20 0 0) ,
ト15 .

越川 浩明( H i r o a ki K O S H I K A W A)

1 ･ F u n ct o ri al p r o p e rt y o f e q u l V a ri a n t c u tti n g a n d p a sti n g r l n g ,

r

r h e B ull eti n o f t h e F a c u lt y

o f E d u c ati o n
,
C hib a U n i v e r sit y ,

V ol ･4 8
,
P a rt III

, ( 20 0 0) ,
7 - 1 0 .

2 ･ ( 永井正洋氏 と の 共著) 数学学習にお ける分散型ネ ッ トワ
- クの 利用 ､ 平成 1 2 年 2

月 千葉大学教育学部研 究紀要
,
V o l .4 8

,
P a r t I

,
5 3 - 5 8 .

3 . ( 阿部昌人 民 と の 共著) 学校ネ ッ トワ
ー ク化 に関す る諸問題 ､ 平成 1 2 年 3 月 ､ 千

葉大学教育実践研究 ､ V ol .7
,
1 2 9 - 1 3 8 .

丸山 研
一

( K e n -i ch i M A R U Y A M A )

1 ･ ( wi t h M ･ A rk o w it z
,
D ･ S t a n l e y) T h e s e mi g r o u p o f s elf h o m o t. o p y cl a s s e s w hi c h i n d u c e

z e r o o n h o m o t o p y g r o u p s
,
K y u s h u J o u m al of M a th e m a ti c s ( 発表予定) .

l V



(6 .2) 口 頭発表

山内 憲
一

( K e n i c hi Y A M A U C H I)

1 . J . A . G r e e n の 定理の 別証明 ､ 2 0 0 0 年 9 月 ､ 日本数学会代数学分科会 (京都大学) .

越谷 重夫( s hi g e o K O S H ⅠT A N I)

l ･ Lifti n g of M o rit a a n d d e ri v e d e q ui v al e n c e s o f p
- bl o ck s ､ 2 0 00 年 5 月 ､ 表現論 と計算

代数 ( R e p r e s e n t a ti o n T h e o ry a n d C o m p tlt a ti o n a l Alg el) r a 告) ( ア メ リ カ合衆国 ジ ョ
ー

ジア 大学) .

2 ･ R e m a rk s o n M o rit a e q u l V al e n c e s f o r p r l n C l p a1 3 -I )l o c k al g e b r a s o f 丘nit e g r o u p s ､ 2 0 0 0

年 7 月 ､ 表現論研究集会 ( 東京理科大学) .

北詰 正 顕( M a s a a k i K I T A Z U M E)

1 ･ 2 7 - di m e n si o n al r e p r e s e n t a ti o n s o f 3 ･0(7
,
3) ,

3 ･ F 2 2 ,
3 .

2
E 6(2) ,

1 99 9 年 6 月 ､ 第 1 6 回代数

的組合せ論 シ ンポ ジウム ( 九州大学) .

2 . T h ⊂ E 8(3) ,
2 00 0 年 3 月 ､ 代数的組合せ論ミ ニ 集会 ( 九州大学) .

3 ･ O n 7 8 - di m e n si o n al S ch r
'

'

o d e r l a t ti c e f o r F , 2 ,
2 0 0 0 年 6 月 ､ 第1 7 回代数的組合せ論 シ ン

ポジウム ( つ くば国際会議場) .

4 ･ A Si m pl e C h a r a ct e ri z a ti o n of th e S t ei n e r S y st e m S(5
,
8

,
24) ,

2 0 00 年 7 月 ､ A lg eb r a i c

C o m bi rL a t O ri c s
,

M o n st e r a n d V e rt e tT O p e r a t o r A 19 e b r a s ( U n i v e r sit y o f C alif o r n i a
,
S a n t a

C r u z) .

5 ･ C l a s sifi c ati o n o f E v e n U ni m o d u l a r G a u s si a n L a tti c e s o f R a n k 1 2
,

2 0 00 年 1 1 月 ､ 研

究集会｢ C o d e s
,
L a tti c e s

,
M o d u l a r F o r m s a n d V e rt e x O p e r at o r A lg e b r a s ｣ ( 山形大学) .

6 ･ 3 -t r a n s p o siti o n g r o tlp S
,
20 0 0 年 1 2 月 ､ ｢ 群論と そ の 周辺

一

総括と展望｣ 研究集会( 戻

都大学数理解析研究所) ･

表割JI 浩明( H i r o a ki K O S H I K A W A )

1 ･ A D e sig n o f t h e E n vi r o n m e n t S u p p o rti n g C o一l a b o r a ti v e L e a r n i n g O n S c h o o l M a t h e
-

m ati c s U si n g t h e D i st rib u ti o n N et w o r k
, 平成 12 年 8 月 ､ 第9 回 国際数学教育会議 ､ (慕

張メ ッ セ) ( 永井正洋 ､ 岡部泰宰 ､ 永 田潤
一

郎 ､ 高橋正 ､ 赤堀侃司民 らとの 共同発 表) .

2 . W e b 上 で の 数学科協同学習にお ける知識構成図に 関す る研究
､ 平成 1 2 年 1 1 月 ､ 第 3 3

回数学教育論文 発表会 ､ ( 鳴門教育大学)( 永井正洋 ､ 岡部泰幸 ､ 赤堀侃司民 ら と の 共 同

発表) .

V



丸山 研
一

( K e n -i c h i M A R U Y A M A )

1 ･ ホ モ トピ ー 同値群の ある部分群の g e n e ri c な性質､ 1 99 9 年 9 月 ､ ホ モ ト ピ
ー

同値の 空

間に関する シ ン ポジ ウム
､ ( ミ ラノ) .

2 ･ ホ モ ト ピ
ー

同値群の ある部分群 の g e n e ri c な性質 ､ 1 9 9 9 年 1 1 月 ､ ホ モ トピ
ー

論シ ン ポ

ジウ ム ( 信州大学) .

3 ･ 自 己ホ モ トピ ー 集合 の なす 半群 に つ い て ､ 2 0 00 年 2 月 , 水戸 トポ ロ ジ ー

セ ミナ ー

(漢

城大学) .

4 ･ 自己 ホ モ トピ ー 集合の なす 半群に つ い て ､ 2 0 0 0 年1 0 月 ､ メ モ リ ア ル 大学( カナダ) コ

ロ キ ュ ウム
.

5 . M - L 条件を満たす自己 ホ モ ト ピ ー

同値群の部分群 ､ 20 0 0 年 1 1 月 ､ 水戸 トポ ロ ジ ー

セ

ミ ナ ー

(茨城大学) .

V l



(7) 研究成果

有限群 G の 指標環 R( a) の 構造 に つ い て ､ 主と して次の 4 項目に つ い て 研究を進め たo

得られた結果に つ い て順に述 べ る こ と にする｡

(i) R( a) の 単数群の構造 に つ い て

R( a) の 位数有限の 単数に つ い て は既に知 られて い るの で ､
こ こ で は無限位数 の 単数に

つ い て 考 える こ と に した ｡ 今ま で に は n 次交代群 A
n( n ≧5) に対 し ､ R( A

n) の 単数群 の構

造に つ い て 研究されて い る o これ は A
n

の 既約指標 がわ か っ て い る の で 考え易か っ た の で

ある｡

既約指標が 一

般に知られて い な い 有限群 G の R( a) に対 して 次の ように考え た.

G を有限可解群 とす る. こ の とき G の 可解性 に より ､ H q G
,1

'

G/ H L -

p (素数) を満た

す G の 部分群 H が存在す る. 今 p(≧ 5) と仮定す るo また C
p
を位数 p の巡 回群 とする ｡ 剰

余群 G/ 1I の 既約指標は白 熱 こ G の 既約指標 とみなせ る｡ 従 っ て R( C
p) の 無限位数の 単数

を見 つ けれ ば､ そ れは自然に R( a) の 無限位数をも つ 単数と なる ｡ 実際に R( C
p) の 無元位

数をも つ 単数を構成する こ と に成 功 した ｡
これらに つ い て は い ずれ論文 と してま とめ る予

定で ある｡

(ii) I n d u c ti o n T b e o r e m に つ い て

∫. A . G r e e n は B r a u e r のI n d u cti o n T h e o r e m の 逆が成り立 つ こ とを 1 95 5 年に証明 した
. 証

明の方法は ､ 誘導指標 に関す る F r o b e n i u s の 公 式を用 い るもの で あ っ たo
こ の G r e e n の 定

理 の別証明と して ､ 有限群の 特性関数( c h a r a ct e ri sti c cl a s s f u n cti o n) を用い る方法もある.

( K ･ Y a m a u c hi
,

"

O n a T h e o r e m o f J ･ A ･ G r e e n
"

,
J ･ A l g eb r a 2 0 9

, (1 9 98) ,
7 0 8 - 71 2)

今回の 研究で は M a c k e y の 分解定理 を用 い て 上 の 2 つ の 証明とは異なる方 法で G r e e n の

定理 を証明 した ｡ ([1] I( . Y a m a u chi
,

"
A n o t h e r p r o o f o f a T h e o r e m of ∫. A . G r e e n

"

,
I . A lg e b r a

2 3 5
, (2 0 0 1) ,

8 2 9 - 8 3 2)

(iii) 有限群 G の B r a u e r 指標環 B R( a) に対 して W eid m a n
,
S a k s o n o v の 定理の

一

般化を

試み る こ と

こ の こ とに つ い て は色々 大事な結果が得 られ
,
論文と してまとめられた ｡ ([2] K . Y a m a u ch i

,

"

O n i s o m o r p hi s m s of a B r a u e r c h a r a ct e r ri n g o n t o a n o t h e r
"

,
t o a ･p p e a r i n J . A lg e b r a) 以 下

に主 な結果を述 べ る ｡

( 1) A : R( a ) → R ･( II) を同 型写像 とす る とき ､ x i , /Yj
が G の 同 じ bl o c k に属すれ

.＼

ば
"y:･

′
, ,1

,

; ･

, も II の 同 じbl o c k に属するo 但 し
, x t 1

/y
'

t, (i - 1
,

- r) , ,y i , i
,

i ∈ I r r( a) , i
,
/

i
,
, X;･

/ ∈

J r γ( 〟) ･

以下 に
, 次の 記号を定め る ｡

fl
- 素数,

G o
- G の p

- 正則 な元 の集合 ､ c l ,
I

-

,
C r を7 > Jt 則な共役類 の 代表元 の集合 ､ 人 ‥

Z B R( a) → 言B R ,( II) を同型写像 と し､ c 言上 c
'

i
′

,(i - 1
,

… r) で あるとす る. 但 し
,
c
/

i
,

,
…

,
C
/

r
/

V ll



は II の p
一 正 則な共役類の 代表元 の集合. l C G( ci)Ip

/ をI C G( ci)I 0) p
/

-

p a ･rt とする とき ､

m p
, - (l C G( c l)l p

l
,

･ -

,l C G( c ,)Ip
,) ,

m ; /
- (lC H( c

/

l
l)Ip

,
,

-

,I C FI( c
'

r
,)ip

,)

とおく｡
こ の とき次が成り立 つ

｡

(2) m
p

, - m ; ,

さらに次の 記号を定める ｡

m - (I C G( c l)l ,
-

,I C G( c r)l) ,
m

′
- (l C H( c

'

l･)I ,
-

,l C LI( c
'

r
,)I)

I B r( a) - ( p l ,
･ ･ ･

, P ,) : G の B r a u e r 既約指標

a
,
c

/ をそれぞれ G
,
LI の C a rt a n m a t ri x と し ､ A を入 を表す行列 とする o

こ の とき次が

成り立 つ
｡

(3) 次 の 三 つ は同値 である o

(i) m - m
′

(ii) A
*

C A - C
'

(iii) ( p i , P j)
'

G
- (A( p i) ,

A( 甲j))
'

H

但 し
,(f っg)

,

a
- 古志.

I( 痢

さらに C A = A C
′

ならば次が成り 立 つ
｡

(4) 上 の 仮定の 下で次が成り立 つ
o

(i) A( p i) - E i P:I

, (i - 1
,

･ ･ ･

,
r) こ こに I B r( H ) - ( 甲

1

1
1
,

･ ･
･

, P
'

,
/) ,

e i は 1 の べ キ根 で あるo

(ii) G と H の B r a u e r ch a r a c t e r t a bl e は同 じで あるo

(iii) 行 と列 を適当に入れ替えれば C - C
′

が得 られ るo

(i v) りi とり] が G の 同 じbl o c k に属すれば ､ り;, とり: ･

t も LI の 同じb lo ck に属するo
こ こ に

りt 与り;I (t - 1
,

…

,
r) , ( qi , りj) 及び‡り: ,

, り; ･

,) はそれぞれ G
,
H の p ri n cip al i n d e c o m p o s a bl e

ch a r a c t e r で ある ｡

M
I
Tれ

u
n

∽
ー

≡

. '

〃
]

9
L
.

ー

軌

と p ,
･ が G の 同 じbl o c k に属すれ ばp

/

i
, と 甲;･

l も H の 同 じblo ck に属する o
こ こに

(t - 1
,

･ -

,
r) 0

(i v) 有限群 G の表現の 拡大に つ い て

Is a a c s は標数 0 の 体 L に関 して 次の より 一

般化 された定理 を証明 した .

定理 E を標数0 の代数閉体と し ､ I J ⊂ E とする o N < G で
/y は G -i n v a ri a n t な N の L -

表現で ある とす る o α を k
, の E - 既約成分 と し ､ (l G : Nl ,

α( 1) o( α)) - 1 と仮定するo
こ の

とき
/t

J は G の I r 表現に拡張され る｡

本研究 で は(I G : N l ,
o( α)) - 1 を仮 定 しな い で議論 を進 め

,
種々 の 結果 を得た o

これ ら

をま とめ て 論文 と して 出版 した ｡ ([3] Ⅰく･ Y a m a u c hi
,

"

O n th e E x t e n si o n s of G r o u p R e p
-

r e s e n t a ti o n s o v e r A rt)it r a r y Fi eld s Il
o

T h e B u ll eti n o r t h e F a c ult y o f E d u c ati o n
,
C hib a

u ni v e r sit y ,
V o†.4 8 P a ･rt III (2 0 00) ,

l l - 1 9 ･)

V lll



詳細な内容を述 べ るには ､ 沢山の 記号の 説明や長い 仮定を書かねばなりません の で , こ

こで は省略する こ と に します｡
こ の 報告書の 後半に こ の 論文の 全文 を載せ ます の で ､ それ

をご覧下さい
｡

最後 に上の 主要な結果 を述 べ た 3 篇 の論文[1] ,[2] ,[3] を以下に つ づ るこ とにする . ま た研

究代表者 ･ 山内が本研究で得 られ た成果に つ い て ､ 日本数学会代数学分科会(2 00 0 年 9 月 ､

京都大学) で発表 した原稿も載せ る こ とにす るo

l X



A n o th e r p r o of of a th e o r e m of J ･ A I G r e e n

K e ni c hi Y a m a t l C hi
*

D e p a r t m e n t o f M a t h e m a ti c s
,
F a c u lt y o f E d u c ati o n

,
C hib a U ni v e r sit y フ

Y a y oi c h o

C hi b a 26 3 - 8 5 2 2 ,
J a p a n

E - m ail : y a m a u c hi @ m a t h ･ e ･ chi b a - u ･ a c ･J p

D e di c a t e d t o P r o f e s s o r s E
'

li c hi B a n n ai a n d Et-, s u k o B a n n ai

J . A . G r e e n p r o v e d a th e o r e m w h i cl- i s th e c o n v e r s e t o a th e o r e m of R ･ B r a u e r

( p r o c . c a m b .P bil o s ･S o c ･ 5 1(19 55) ,
2 3 7 - 2 3 9) ･ T h e p r e s e n t a tlt h o r gi v e d a n oth e r p r o of

of th e th e o r e m b y m a ki n g a n a p pli c a ti o n o f t h e ch a r a ct, e ri sti c cl a s s f u n c ti o n s o f a

払it e g r o u p ･ I n t hi s a rti cl e w e g l V e a n o th e r p r o o f o f t h e t h e o r e m w hi c h i s e a si e r

t h a n th e t w o p r e v i o u s p r o o fs o f th e th e o r e m
)
b y u si n g M a ck e y d e c o m p o siti o n th e

1

0 r e m .

1 .
I n t r o d u c ti o n

T h r o u gh o u t t hi s a rti cl e
,
a

,
Z a n d C d e n o t e a fi nit e g r o u p ,

t h e ri n g of r a ti o n al

i n t e g e r s a n d t h e fi eld of c o m pl e x n u m b e r s r e s p e cti v el y ･ L et ( x l
- 1 G(t h e p r i n cip al

c h a r a ct e r) ,
. . .

, ,1
,

h) b e t h e f ull s et o f n o ni s o rn o r p hi c i r r e (l u cibl e c o m p l e x c h a r a ct e r s

o f a . L et c h a r( a) b e t h e c h a r a c t e r ri n g o f G ･

* s tlp p O rt e d b y a g r a n t -i n - aid f o r s ci e n tifi c r e s e a r ch ( 1 16 4 0 0 1 0) fr o m t h e M i ni st r y

o f E d u c a ti o n o f J a p a n ･

1



T h a t i s
,

c h a r( a) - ( ∑t

l
= 1

a i ,Y i I a i ∈ Z (i - 1
,

･ ･ ･

,
h)) ･ T h e n c h a r( a) i s a

s u b ri n g o f t h e ri n g cf( a) o f all c o m pl e x
-

v al u e d cl a s s f u n c ti o n s o n G ･

F r o m n o w o n
,
f o r a n y s u b ri n g R of C w e d e n o t e b y ch a r R( a) t h e s et of R - li n e a r

c o m bi n a ti o n s o f t h e c o m pl e x c h a r a ct e r s o f a f o r si m pli cit y ･ F o r 0 ∈ cf( a) a ･ n d a

s u b g r o u p H of a
,
w e d e n o t e t h e r e st ri cti o n of 0 t o LI b y OIfI

O r R e s富(0) ･

L et A b e a n y s u b ri n g o f a c o n si sti n g o f alg e b r ai c i n t e g e r s s tl Ch t h a t Z ⊆ A a n d

l e七 光 b e a f am ily o f s u b g r o u p s o f G ･ T h e n w e c o n sid e r t h e f oll o w i n g f o u r st a t e m e n t s

w it h r e s p e c t t o 光 ･

(i) If f o r a n y O ∈ cf( a) ,
OI H ∈ c h a r( H ) f o r all H ∈ D(

,
th e n O ∈ c h a r( a) ･

(ii) If f o r a n y O ∈ cf( a) ,
OLFI ∈ c h a r d( H ) f o r all H ∈ 光

,
th e n O ∈ c h a r A( a) ･

(iii) ∑H E .1 r( c h a r( H ))
a

- c h a r( a) w h e r e ( c h a r( H))
G

i s th e s ell of a l1 9 e n -

e r ali z ed c h a r a c t e r s of a of ik e f o r m 4 ,
*

(th e g e n e r ali z e d c h a r a ct e r of a i n d u c ed b y

4,) w ith 4 , ∈ ch a r( H) ･

(i v) E a c h el e m e n t a r y s u b9 r O u P Of G i s c o n t ai n e d i n s o m e c oj u g a t e of s o m e

s u b9 r O u P b el o n gi r19 t O 光 ･

T h e s e st at e m e n t s a r e e q ui v al e n t(S e e t h e I n t r o d u cti o n i n [7]) I P r o o f s o f (i)

～ (iii) a n d (ii) ～ (iii) a r e o b t ai n e d b y B r a u e r
'

s p r o o f o f T h e o r e m 3 i n [1] a n d

b y u si n g t w o f o r m u l a s (i) o f (3 8 ･5) T h e o r e m i n [2] a n d l G
- ∑ a H 枯 w h e r e

a LI ∈ Z
,
A ll ∈ c h a r( H ) a n d H ∈ 31 ･ I n [4] J ･ A ･ G r e e n gi v e s a p r o o f of (iii) = ⇒ (i v)

b y u si n g F r o b e n i u s
'

s f o r m ul a f o r i n d u c e d ch a r a c t e r s
,
i n o r d e r t o p r o v e (i) * (i v)

(t h a .i i s
,
t h e c o n v e r s e t o a t,h e o r e m o f R ･ B r a u e r) ･ I n [7] t h e p r e s e n t a u t h o r gi v e s

a . p r o o-r o f (ii) - ⇒(i v) i n c a s e e ∈ A w l l e r e t- i s a p ri m iti v e t GIt h r o o t of u n it y ,
b y

m a ki n g a n a p p li c a ･ti o n o f t h e c h a l
･

a C t e ri s ti c cl a s s f ll n Cti o n s o r G ･ W e w a n t t o g e t

a (1i r e c t p r o o f o f (i) - ⇒ (i v) I) u t it s e e m s t o b e difn c ult t o g et it s p r o o F ･

Ⅰ｡ tl-i s a I
､

ti cl e w e i llt e n (I t o gi v e a ･ p r o o f o f (iii) - ⇒(i v) I) y tl Si n g M 礼ck e y d e c o m -

l ' O Siti o ll tl l e O r e I- I ((4 4 ･ 2) Tll e O I
､

e n - i n [2]) ･

2



2 . P r o o f o f (iii) = ⇒(i v)

L e t e b e a I Glt h r o o t o f u n ity a n d A - Z[e] b e th e s u b ri n g of C g e n e r a t e d b y e

o v e r Z . T h e n w e h a v e

L e m m a 2 .1 L e t E - < y > × P b e a p
-

el e m e n t a ry s u bg r o u p of G w h e r e P i s

a p
-

g r o u p a n d < y > i s a p
'

-

g r o u p a n d E o b e a p r o p e r s u b9 r O u P Of E ･ L e1 0 b e

a n y g e n e r ali z e d c h a r a ct e r of E
.

･ T h e r - e h a v e

l n dg .
( 0)( y) - 0

*

(y) ∈ p A

w h e r e I n dE .(0) d e n ot e s th e 9 e n e r ali g e d c h a r a c t e r of E i n d u c ed by O ･

p r o of . If y 卓 E
. ,
th e n b y t h e d e丘n iti o n o f a n i n d u c ed ch a r a ct e r

,
w e c a n

e a sily s h o w t h a t O *

( y) - 0 ∈ p A ･ fl e n c e w e m a y a s s u m e y ∈ E o ･ T h e n w e c a n

w rit e E
.

- < y > x P o
w h e r e P o

- P n E
o

a n d P
o
i s a p r o pe r s u b g r o u p of P ･ L e t

p - u? = 1
ti p .

b e a d e c o m p o siti o n o f P i n t o di sj oi n t l eft c o s e t s w ith r e s p e ct t o P
o

･

T h e n E エ リT = 1
ii E . i s a d e c o m p o siti o n o f E i n t o di sj oi n t l eft c o s et s w it h r e s p e ct

t o E
.

. H e n c e w e h a v e

o
*

(y) - ∑? = 1
0(i[

1

y ii) - n O( y)

si n c e n - [ P : P
o] a n d pl n

,
w e h a v e O

*

( y) ∈ p A ･
T h u s t h e p r o o f i s c o m pl et e ･

困

R e lT. a rk . T h e a b o v e l e rn m a m a y b e si m il a ･r t o t h e l e m m a s w hi ch a r e st a t e d

i n [3] a n (i [6] (S e e ( 1 5 ･2 9) L e m m a i n [3] a ･n cI I J e m m a l l a t p a g e 8 5 i n [6]) ･ B u t, it

i s e s s e n ti ally diff e r e n t f r o m t h o s e l t? m m a s b e c a u s e i n L e m m a ･ 2 ･1 w e o n ly c o n si (1 e r

a g e n e r a ･li z e d c h a r a ct e r of a p r o p e r s u b g r o u p o f a n el e m e n t a r y s u b g r o u p o f a
,

3



i n
'

st e a d o f a g e n e r ali z e d c h a r a ct e r of a s u b g r o u p II o f a w h e r e II d o e s n o t c o n t ai n

a n y c o nj u g a t e O f a g i v e n el e m e n t a r y s u b g r o u p of a .It s e e m s t, h a t a I) r o o f o f L e m m a

2 . 1 i s e a si e r t h an t h e p r o o f s o f t h e t w o p r e v i o u s st a t e d l e m m a s .

P r o of o f (iii) - ⇒(i v) L e七 っ( b e a f a mi ly of s tlb g r o u p s o f a 名n it e g r o u p a

w hi ch s a ti s五e s (iii) a n d l et E - < y > × P b e a ･ p
-

el e m e n t a r y s u b g r o u p o f G fo r a

p
/

-

el e m e n t y a n d a p
-

g r o u p P ･ B y a s s u m pti o n (iii) w e h a v e

l G
- ∑FI E .7{ ∑入

a [I
,
A I n d?I( A)

w h e r e a H
,
入 ∈ Z a n d 入∈ c h a r( II) .

A s s u m e b y w a y of c o n t r a di cti o n t h a t E i s c o n t ai n e d i n n o c o nj u g a t e O
･

f a s u b -

g r o u p b el o n gi n g t o Jt ･ B y M a ck e y d e c o m p o siti o n t h e o r e m ((4 4 .2) T h e o r e m i n [2】)

w e c a n w rit e

R e s富(1 G) - 1 E
- ∑H e 升 ∑^

a H
,
A R e s富(I n 堀(A))

- ∑H e 封 ∑入
a H

,
^ ∑帽 T

I n 堵t
n E (l

i

i H t ｡ E)

w h e r e T i s a f u ll s e t o f t h e r e p r e s e n t ati v e s o f al l (II
,
E) d o u bl e c o s et s i n a .

S i n c e E i s c o n t ai n e d i n n o c o nj u g a t e O f a s u b g r o u p b el o n g l n g t o ワ(
,
H

i
ロ E is a

p r o p e r s u b g r o u p o f E ･ T h e r ef o r e b y L e m m a 2 .1 w e h a v e

l n dZ t n E ( 入
t

I H C ｡ E)( y) ∈ p A .

fl e n c e l E( y) ∈ p A . T hi s i s c o n t r a r y t o I E(y) - 1 . fl e n c e t h e r e s u lt f o ll o w s . 圃

A c k n o w l e (lg e m e llt .

T hi s a rti cl e w a s w rit t e n w hil e l w a s vi siti n g tJl'1 e U lli v e r sitJy O f B i r m l n gll a m i n

F e上)1
､

u a 1
･

y 2 0 0 0 .
i w a s s u p p o r t ed b y a g r a n t -i n

-

ai (I f o r s ci e n tiG c r e s e a r c h fr o m t h e

4



M i ni st r y o f E d u c a ti o n of J a p a n ･ I r e c ei v e d u s ef u l s u g g e st･i o n s a n d e n c o u r a g e m e n t

fr o m P r of e s s o r G ･ R ･ R o bi n s o n o f th e U n i v e r sity o f B i r m l n gh a m .

R ef e r e n c e s

1 . R . B r a u e r
,

A c h a r a ct e ri z a ti o n of th e c h a r a ct e r s o f g r o tlp S O f lG n it e o rd e r
,

A n n ･ o f M a t h ･ 5 7
,(1 95 3) ,

3 5 7 - 3 7 7 .

2 ･ C ･ W ･ C u rti s a n d I ･ R ei n e r
,

"

R ･e p r e s e n t a ti o n T h e o r y o'f F i nit e G r o u p s a n d A s -

s o ci a ti v e Al g e b r a s
,

' '

W il e y
- I n t e r s ci e n c e

,
N e w Y o r k

,
1 96 2 .

3 ･ C ･ W . C t l rti s a n d I ･ R ei n e r
,

"

M et h o d s o f R e p r e s e llt ati o n T h e o r y w ith a p pli c a -

ti o n s t o 丘n it e g r o u p s a n d o rd e r s
,

"

W il e y
- I n t e r s ci e n c e

,
N e w Y o r k

,
19 8 1 .

4 . J . A . G r e e n
,
O n th e c o n v e r s e t o a th e o r e m o f a . B r a u e r

,
P r o c . C a m b . P h il o s .

S o c . 5 1
,(1 9 5 5) ,

23 7 - 2 3 9 ･

5 ･ I . M .I s a a c s
,

"

C h a r a ct e r T h e o ry o f Fi n it e G r o tlp S
,

"

A c a d e m i c P r e s s
,
N e w Y わr k

,

1 9 76 .

6 ･ J ･ P ･ S e r r e
,

"

Li n e a r R e p r e s e n t a ti o n s o f Fi n it e G r o u p s
,

"

S p ri n g e ト V e rl a g ,
N e w

帆) r k
,
1 9 7 7 .

7 ･ Ⅰく･ Y a m a u c hi
,
O n a T h e o r e m o f J ･ A ･ G r e e n

,
J ･ A lg ･ 2 0 9

,(1 9 9 8) ,
7 0 8 - 7 1 2 .
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O n is o m o r p his m s of a B r a u e r c h a r a c t e r rl n g O n t, 0 a n o t h e r II

K e n i c hi Y a m a u chi
*

D e p a rt m e n t o f M a t h e m a ti c s
,
F a c ulty of E d tl C a ti o n

,
C l-i b a U n i v e r sity ,

Y a y oi ch o

C bib a 2 63 - 8 5 2 2
,
J a p a n

E -

m a il : y a m a u c hi @ m a th . e . c hib a - u . a c .JP

D e di c a t e d t o P r o fe s s o r E ii c hi A b e

T hi s a rti cl e i s a c o n ti n u a ti o n of m y a rti cl e
"

O n i s o m o r p hi s m s o f a B r a u e r ch a r a c t e r

ri n g o n t o a n oth e r
"

,( T s u k u b a J ･ M a th ･2 0(1 9 9 6) ,
20 7 - 2 12) .I n thi s a rti cl e w e s t at e

a n e c e s s a r y a n d s u fB ci e n t c o n diti o n u n d e r w hi c h a n i s o m o r p hi s m 入 of a B r a u e r

ch a r a ct e r r i n g O n t o a n o t h e r p r e s e r v e s a n i n n e r p r o d u ct
. W e al s o st a t e t h e r el ati o n s

b et w e e n 入 a n d bl o ck s o f g r o u p alg e b r a s o f 丘n it e g r o u p s ･

1 . I n t r o d u cti o n

T h r o u g h o u t th i s a rti cl e a
,
Z a n d Q d e n o t e a fi n it e g r o u p ,

t h e ri n g o f r a ti o n al

i n t e g e r s a n d t h e r a ti o n al fi eld r e s p e cti v ely . M o r e o v e r w e w rit e 言 t o d e n o t e t h e

ri n g o f all alg e b r ai c i n t e g e r s i n t h e c o m pl e x n u m b e r s a n d 百t o d e n o t e th e alg e b r ai c

cl o s u l
､

e O f Q i n t h e fi eld o f c o m p l e x n u m l) e r s ･ F o r a fi nit e s et S
,

w e (1 e n o t e b y fSl

t h e n u m b e r o f el e m e n t s i n S .

* S u p p o rt e d b y a g r a n しi n aid .f o r s ci e n tifi c r e s e a r c h (1 1 64 00 10) fr o m t h e M i ni s t ry

of E d u c a ･ti o n o f J a p a 皿
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L e t I r r( a) - ( /y l ,
-

, Ⅹh) b e th e c o m pl e t e s et o f a b s ol u t ely i r r e d u cibl e c o m pl e x

ch a r a ct e r s o f G ･ T h e n w e w rit e 雷R( a) t o d e n o t e th e 雷 -

alg e b r a s p a n n e d b y

/1
/

1 ,
-

, X h ･ T h a t i s
,
言R( a) - ( ∑t

P
= 1

a i X i I a i ∈ 雷
,(i - 1

,
…

,
h)) .

F o r t w o fi n it e g r o u p s a a n d H
,
1 e七人 b e a 雷 - al g e b r a i s o m o rp hi s m o f 雷R( a)

o n t o 雷R( H ) . T h e n w e c a n w rit e

入(x i) = ∑吾= 1
a ij ,Y;･

, (i - 1
,

-

,
h)

w h e r e a il ∈ 雷 a n d l r r( H ) - ( x

/

l ,
. . .

, XL) . I n t hi s c a s e w e w rit e A t o d e n o t e t h e

h x h m a t ri x w it h (i ,j ト e n t r y e q u al t o a id a , n d s a y t ,h a t A i s aff o rd e d b y 入 w ith

f e s p e ct t o I r r( a) a n d I r r( H ) .

A s i s w ell kn o w n
,

c o n c e r n in g t h e i s o m o r p hi s m A t h e f oll o w l n g S t a t e m e n t s h ol d .

T h e s e r e s u lt s s e e m t o b e m o s t i m p o r t a n t .

(i) t C G( ci)l - I C H( c:I,)t , (i - 1
,

･ ･ ･

,
h) w h e r e ( c l ,

･ ･ ･

,
C h) a n d ( c

'

l
, ,

-

,
Cl ,)

a r e c o m pl et e s et s of r e p r e s e n t a ti v e s of th e c oj u 9 a t e Cl a s s e s i n a a n d H r e s p e cti v ely

a n d c i 与 c:･, , (i - 1
,

-

,
h) . ( T h e d efi n iti o n o f ci 与 c:･′ w ill b e s t a t e d i n th e c a s e

o f m o d u l a r r e p r e s e n t a ti o n s of 丘n it e g r o u p s i n s e c ti o n 2 ･)

(ii) A is u n it a r y w h e r e A i s t h e m a t ri x a H o rd e d b y 入 w it h r e s p e ct t o l r r( a)

m d I r r( H ) ･

B y u si n g t hi s r e s u lt W eid m a n a n d S ak s o n o v p r o v e d i n d e p e n d e n tly t h a t if 雷R( a)

i s i s o m o r p hi c t o 言R( H ) f o r t w o A n it e g r o u p s a a n d H
,
t h e n t h e c h a r a ct e r t a bl e s

o f G a n d H a r e t h e s a m e .

(iii) W ith r e s p e ct t o a r "

'

1 m e r P r O d u ct
, ( x i , X j) a

- ( A( x i) ,
A( x j)) H f o r x i , X j ∈

[ r r( a) ･

(i v) C o l- C e m i l, 9 th e bl o c k s of m o d ul a r r e p r e s e n t a L-i o rl th e o r y ,
if x i a ll d x j

/

a r e i n t h e s a m e bl o c k of G
,

th e n x i
, a n d

/y; ･J a r e i n th e s a m e bl o ck of H w h e re

/1
,

l う
,y

'

t
J

, (i - 1
,

-

,
h) ･ ( T h e d e B niti o n o f x t 与 x; ′ w ill b e st a t e d a lld t h i s r e s u lt

w ill I) e p r o v e d i n s e cti o n 2 .)
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I n g e n e r al
,

c o n c e r n l n g a n i s o m o r p hi s m 入 o f a B r a u e r c h a r a ct e r r i n g O n t o a n o t h e r
,

th e a b o v e st a t e m e n t s n o t a l w a y s h old .

I n t hi s a rti cl e o u r m ai n o bj e cti v e i s t o g l V e a n e c e s s a r y a n d s u fB ci e n t c o n diti o n

u n d e r w hi ch s o m e o f t h e a b o v e st a t e m e n t s h ol d a n d a s u 岱ci e n t c o n d iti o n u n d e r

w hi c h th e a b o v e st a t e m e n t s (ii) a n d (i v) h old
,

c o n c e r ni n g a n i s o m o r p hi s m A of a

B r a u e r ch a r a ct e r r l n g O n t o a n o t h e r .

F l
･

O m n o w O n
,

W h e n w e c o n sid e r h o m o m o r p hi s m s fr o m a n alg e b r a t o a n o t h e r
,

u n l e s s o t h e r w i s e s p e cifi e d
)

w e s h al l o nly d e al wi th alg eb r a h o m o m o r p hi s m s ･

2 . P r el主m i n a ri e s

W e R x a r a ti o n al p r i m e P a n d u s e t h e f oll o w i n g n o t a ti o n w it h r e s p e ct t o a 鮎it e

g r o u p G .

G . : t h e s et o f all p
- r e g u l a r el e m e n t s o f a

c l( G o) = ( e l
= ( 1) ,

･ ･ ･

,
e

r) :t h e c o m pl et e s et o f p
一

千
e g ul a r c o nj u g a t e cl a s s e s i n

a

( c l ,
･ ･ ･

,
C

r) : a c o m pl et e s e t o f r e p r e s e n t a ti v e s o f e l ,
…

,
a ,

r e s p e cti v ely

I B r( a) - ( 甲1
- 1

,
-

, p ,) : th e c o m pl et e s et of i r r e d u cibl e B r a u e r c h a r a ct e r s ｡ f

a w hi c h c a n b e vi e w e d a s f u n c ti o n s f r o m G o i n t o t h e c o m pl e x n u m b e r s .

F o r a n y s u b ri n g R o f t h e 丘eld o f c o m pl e x n u m b e r s s u ch t h a t 1 ∈ R
,

w e w rit e

l W R( a) t o d e n o t e t h e ri n g o f li n e a r c o m bi n a ti o n s o f p l ,
-

, P r
o v e r lL T h a t i s

,

1 W R( a) - i ∑: = 1
a i P i [ a i ∈ A

,(i - 1
,

. . .

,
r)) . I n p a r ti c ul a r w e u s e t h e n o t a ti o n

B R( G) i n st･ e a (1 of Z B R( a) a n (1 s a y t h a t B R( G) i s t h e B r a u e r c h a r a ct e r ri n g o f

a .

W e a r e g i v e n t W O 丘nit e g r o u p s a a n d II . F o r a a n d ll w e a s s u m e t h a t th e r e

e x i s t s a n i s o m o r p hi s m 入 o f 言B R( a) o n t o 言B R( II) . T h e n it f oll o w s t h a t t h e r a n k

o f B R( a) - t h e r a nlく O f B I W I) a ･n 〔11 C l( G ｡)I - I C l( fI
.)ト
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W e al s o c a n e x t e n d 人 t o a n i s o m o r phi s m A of e B R( a) o n t o 百B R( H ) b y li n -

e a rit y .

H e r e w e u s e th e f oll o w i n g a d diti o n al n o t a ti o n .

C l( H
.) - ( a

l

l
- †1) ,

…

,
eニ)

†c

1

1
- 1

,
-

,
cニ) ‥ a c o m pl et e s e t o f r e p r e s e n t ati v e s o f e

t

l ,
. .

.

,
eニr e s p e c ti v ely .

I B r(II) - †p

/

I ,
- .

, Pニ)

if l ,
･ ･ ･

, f r) : th e c o m pl et e s et o f ch a r a ct e ri sti c cl a s s f u n cti o n s o n a . w h e r e fi

c o r r e s p o n d s t o e t
r

, (i - 1
,

-

,
r) ( s e e D efi n iti o n 2 ･ 1 i n [4]) .

( I l

l

,
･ ･ ･

, I:) : t h e c o m pl et e s e t o f ch a r a ct e ri sti c cl a s s f u n cti o n s o n H . w h e r e I:

c o r r e s p o n d s t o a:･

, (i - 1
,

…

,
r) .

B y L e m m a 2 ･ 2 a n d L e m m a 2 ･3 i n [4] ,
it f o ll o w s t h a t fi ∈百B R( a) a n d 入(ft

･

) i s

′l

a ch a r a c t e ri sti c cl a s s f u n cti o n o n H
. ,(i - 1

,
. . .

,
r) .

N o w w e d e丘n e a bij e c七i o n .f r o m C l( G o) t o C l( H
.) th r o u gh t h e i s o m o r p hi s m 入 a s

f oll o w s ･ F o r a p
-

r e g ul a r c o n j u g a t e Cl a s s e i O f a
)
e i C O r r e S p O n d s t o a c h a r a ct e ri s ti c

∧

cl a s s f u n cti o n fi O n G
o

a n d A(fi) is al s o a c h a r a ct e ri sti c cl a s s f u n c ti o n f
i

r

, O n H
o

w hi c h c o r r e s p o n d s t o a p
- r e g u l a r c oJ u g at e Cl a s s e

J

･ , o f H ･ H e r e w e a s s lg n a
,

. ,
t ■- O~ー ~

i

t o e i ,(i - 1
,

- ･

,
r) ･ T h u s w e g e t o n e -t o -

o n e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n C l( a .) a n d

C l( H
.):

^

ci 6 e i → fi → A(fi) - f
i

'

, - e
'

･ t ∋ c:I,

t

w h e r e
J

i - i
'

,(i - 1
,

-

,
r) i s a p e r m u t a ti o n ･ I n t hi s c a s e w e w rit e c i う c:･

J
,(i =

1
,

-

,
㍗) ･

K e e p l n g t h e a b o v e n o t a ti o n w e g i v e t h e f ol] o w l n g l e m m a c o n c e r n i n g t h e B r a u e r

ch a r a ct e r t a bl e o f G ･ T hi s l e m m a pl a y s a f u n d a m e n t al r ol e i n p r o o f s o f T h e o r e m s

2 ･2 a n d 3 ･ 2 ･ B u t a p r o o f of t hi s l e m m a i s n o t gi v e n i n [4] a n d [5] a n d s o w e gi v e a

p r o o f .
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L e m m a 2 ･ 1 ･ ( p i( cj)) - ( A( p i)( c;･,)) ( r x r m a i ri c e s) u,h e r e c
j 与 c: I, ,(j -

1
,

‥ ･

,
㍗) .

P r o o f ･ S i n c e w e c a n w rit e fi
- ∑; = 1

bij P j ,
b id ∈ 百,(i - 1

,
･ ･ ･

,
r) ,

w e h a v e

i:I
- A(fi) - ∑; = 1

bij 入( p j) ･ H e n c e w e h a v e

ム

･

･

･

ふ

′

/
.
.
.

し
l

㍗

9
_

I

.

'

9
_

.

/

汁
βニ

w h e r e B - (bid) ( a n r x r m a t ri x) ･Si n c e c
,

. ヰ c;I /
,(i - 1

,
･ ･ ･

,
r) ,

w e h a v e fi( c
,

･

) -

6i3
･

a n d f: I( c;･,) - 6
i

,

i
,

･ H e n c e

ニ

＼

1
1

E

E

i

-

退
=

=

コ

温

ム

ふ

′

/

ド
)

/

.

ウ
_

ハ

し(
.

●

.

〆
巾

)
r

り

=

[

〃
】

i

E

ll

l
u

.I

;
.

i
･

a n d o th e r s e q ll al t o 0 .

T h e r ef o r e B ｢

is th e v e ct o r w ith o n ly i - th e n t r y e q u al t o 1

A( p l)( c;∫)

A( p ,)( c; ,)

･ Si n c e B i s r e g u l a r
,

w e g et (p l( ci) -

A( p l)( c:･f) ,
- ･

, 甲r( c i) - A( p r)( a:･

,) , (i - 1
,

･ ･ ･

,
r) ･ T h a t i s

,( p i( cj)) - (A( p i)( c;･ ,)) ･ T h u s

t h e p r o o f i s c o m pl e t e . 萄

N o w w e r e t u r n t o a n i s o m o r p hi s m 人 o f 言R( a) o n t o 言R( H) . T h e n l Gl - l III
J

a n d b y S a k s o n o v
'

s t h e o r e m w e h a v e A( x i) - e i X
i

J ,(i - 1
,

･ ･
･

,
A ,) w h e r e I r r( a) -

†JY l ,
- ･

, ,Y h) ,
I r T( H ) - ( x

l

l ,
-

, XL) a n d t h e ei a r e r o o t s O f u nit y . I n t hi s c a s e w e

/1 /

w rit e
,1
,

i 1
,y i

J
,(i - 1

,
-

,
h) ･ T h e n w e h a v e
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T h e o r e m 2 ･ 2 ･ If x i a n d
,y j a r e i n t h e s a m e bl o c k of G f o r

,y i , Xj ∈ I r r( a) ,

1
7

l
.

. 7 . , . ,
.

T1 .･ . ^ /

th e n
/y i

, a n d y;･ , a r e i n t h e s a
･

m e bl o ck of LI w h e r e i
,

i →
,y

i
,

,(i - 1
,

･ -

,
h) .

P r o o f ･ If w e s et 0(x i) -

X:･,
,(i - 1

,
- ･

,
h) ,

t h e n 0 i s al s o a n i s o m o r p hi s m

o f 言R( a) o n t o 言R( H ) ,
b e c a u s e 入( x i) - 亡i X:･ J

,(i - 1
,

･ ･ ･

,
h) ( s e e t h e p r o o f o f

T h e o r e m l ･2 (ii) i n 【5】) .

L e t C l( a) - ( e l
- ( 1) ,

-

,
e h) a n d C l( LI) - ( a

l

l ,
…

,
eL) b e c o m pl e t e s et s o f

c o nj u g a t e Cl a s s e s i n a a n d H r e s p e cti v ely ･ T h e n b y th e le m m a w h i ch c o r r e sp o nd s

t o L e m m a 2
･1 i n o rdi n a ry r e p r e s e n t a ti o n s o f B nit e g r o u p s

,
w e hふv e x i( c k) = X:I

,( c上′′)

w h e r e c k 6 e k ,
Cと′′ ∈ek ′′ a n d c k A c宝′′ ,( k - 1

,
-

,
h) . S i n c e x i(1) -

x i( c l) =

x:. I( c

'

l ′′) ≦ x:･

'

,(l) a n d x:L,(1) -

x i( C
I

J) ≦ x i(1) w h e r e a
l

l ∋ 1
Oi3

1

c
l

, ∈e l ,
,

W e h a v e

x i(1) -

x:. ′(1) I T h e r ef o r e

le klx i( c k) [ ek ′′Ix:･

,( ck ′′)

x i(1) x:,(1)

I n a si m il a r w a y w e h a v e

le ktX ,
･

( c k) (e
l

k "Ix;･

J( ck ")

x j(1) x; I

,(l)

, (k - I
,

･ . .

,
h) .

, (k - 1
,

･ ･ .

,
h) .

S i n c e x i a n d x j a r e i n t h e s a m e b l o c k o f G
,
b y (85 ･ 12) C o r oll a r y i n [l]

le k‡x i( c k) ～
i e ktX j( c k)

x i(1) x ,
･

(1)
( m o d(7T)) , (k - 1

,
. .

"
h)

w h e r e ( 7T) i s a m a xi m al id e al of a c o m pl et e di s c r et e v al u a ti o n ri n g i n a p
-

m o d lll a r s y s t e m o f G !
. T h e r efわr e w e h a v e

峨〃lx:I,( cl･ /,) I e
'

k ･ ′′1x;. ,( cll′′)

･y:･

,( 1) xi･J(1)
( m o d( 7T)) , (k - i

,
"

,
h) .

J . /

B y ( 8 5 ･ 1 2) C o r oll a r y i n [1] , x i
, a n d x

]
, a r e i n th e s a m e bl o ck o f H ･ T h u s t h e

r e s u lt f oll o w s . S

l l



3 . M ai ll t h e o r e m s

W e k e e p th e n ot a ti o n i n s e cti o n 2 ･ L et G a n d H b e t w o fi n it e g r o u p s a n d l e t A b e

a n i s o m o r p hi s m o f 雷B R ,( a) o n t o 言B R( H ) s u c h t h a t ei ∋ ci ヰ c:･, ∈e:･, , (i -

1
,

…

,
㍗) .

W e w rit e m
p

, t o d e n o t e t h e v e ct o r w ith i - t h e n t r y e q u al t o I C G( ci)lp
, (th e

p
'

-

p a rt off C G( ci)I) a n d m去I t O d e n o t e t h e v e ct o r w it h i - th e n t ry e q u al t o I C H ( c:･,)fp
,

(i - i
,

･ ･ ･

,
r) . T h e n w e p r o v e

T h e o r e m 3 ･ 1 ･ I n t h e a b o v e sit u a ti o n w e h a v e m
p

/ - m; , ･

P r o of ･ L et f i b e t h e c h a r a ct e ri s ti c cl a s s f u n c ti o n o n a . w hi c h c o r r e s p o n d s

t o e i , ( T h a t i s
, fi( c

,
.

) - 6ij) . T h e n fi i s w ritt e n a s a 百 - li n e a r c o m bi n ati o n o f

77 l )
･ ･ ･

,
77 r

W h e r e r7 1 ?
･ -

) q ,
a r e t h e p ri n c IP al i n d e c o m p o a bl e ch a r a ct e r s o f a w hi c h

c o r r e s p o n d s t o p l )
･ ･ ･

) P ,
r e S p e Cti v ely ･ T h a t i s

,

fi
-

f C G( ci)I
∑; = 1 甲j( ci) りj , (i - 1

,
･ ･ ･

,
r) ･

B y T h e o r e m 6 1 ･ 4(2) i n [2] w e c a n s e e th a t p
a

I C G( ci)lA(fi) i s a li n e a r c o m bi n a ti o n

o f りi ,
･ ･ ･

, 7 ,
W it h c o e ni ci e n t s o f alg e b r ai c i n t e g e r s w h e r e り1 ,

. . .

, りr
a r e th e p r l n ｡ 1P al

/ ･
. 1 n

･

'
･

. r
･

1 . . . . 1 1 1 1

/ /

i n d e c o m p o s a bl e c h a r a ct e r s o f H w hi c h c o r r e s p o n d s t o p l ,
- ･

, P ,
r e s p e c ti v ely a n d

p
a

i s t h e o r d e r o f a S yl o w p
- s u b g r o u p o f H .

o n t h e o t h e r h a n d
,

si n c e ci ヰ c:A

, it f oll o w s t h a七 人(fi) i s t h e c h a r d .｡ t e ri s ti ｡ Cl a s s

^

f u n c ti o n I: I O n Il o w hi c h c o r r e s p o n (1 s t o e
'

. , I Ii e n c e w e h a v e
甘

p
a

l C G
･( ci)l人(f i) -

p
a

f C G( ci)[

lC H( c;,)I
∑; = 1 P; .( c:･,) りi･

･

T h e c o e 托ci e n t o f りi i n t h e a b o v e f o r m ul a i s e q u al t o
p

a

[C G( ci)!
C II( c;,)

a n d i s a n alg e b r ai c

i n t e g e r ･ II e n c e w e h a v e lC H( c: I

/)Fp
, ( 1 C G( c i)[p

I
･ B y c o n sid e r主n g 入

- i
: 言B 月( 〟) →

12



Z B R( a) (t h e i n v e r s e o f ユ) ,
i n a si mi l a r w a y w e c a n o b t ai n f C G( ci)fp

, H C H( a:･

,)lp
/ .

H e n c e w e h a v e l C G( ci)(p
, - l C H ( c; I)(p

/
I T hi s c o m pl et e s t h e p r o of ･ 歯

L et a a n d H b e t w o 鮎it e g r o u p s wi t h C a ft a n m a t ri c e s C a n d C
/

r e s p e cti v ely ･

L e七人 b e a n i s o m o r ph i s m o f 雷B R( a) o n t o 雷B R ( H ) a n d A - ( a id) b e th e m a t ri x

a ff o rd e d b y 入 wi th r e s p e c t t o I B r( a) - †p l ,
- ･

, P r) a n d I B r( H) - ( p

'

l ,
-

, Pニ) .

L e t 77 1 )
-

)
77 , b e t h e p r l n C IP al i n d e c o m p o s a b l e ch a r a c t e r s o f a w hi c h c o r r e s p o n d t o

p l ,
･ ･ ･

, 甲,
r e s p e cti v ely a n d 玉et r7i ,

-

, りニb e th e p r l n C lp a l i n d e c o m p o s a bl e c h a r a ct e r s

I ∫

o f H w h i ch c o r r e s p o n d t o p l )
･ ･ .

) P ,
r e S P e C ti v ely ･

W e s e t C l( G o) - ( e l ,
-

,
e r) a n d C l( H

o) - ( e
'

1 ,
･ ･ ･

,
eL) a n d a s s u m e th at ci 与 c:･J

w h e r e ci E E L ,
C:. ′ ∈e:･′

,(i - 1
,

･ ･
･

,
r) ･ W e w rit e m t o d e n o t e t h e v e ct o r wi t h

i - t h e n t r y e q u al t o J C G( ci)l a n d m
′

t o d e n o t e t h e v e c t o r wi t h i - t h e n t r y e q u al t o

I C H( c:･

,)( , (i - 1
,

…

,
r) .

W e u s e th e c o m m o n n ot a ti o n X
* f o r th e c o nj u g a t e t r a n sp o s e Of a m a t ri x X .

F o r 百 - V al u e d cl a s s f u n c ti o n s I a n d g o n a o r a . ,
w e d e fi n e a n i n n e r p r o d u ct

(I , g)
/

a
a S f oll o w s

(I , g)
,

a
- 古= 蛾 f( 痢 ･

T h e n w e h a v e th e fbll o w l n g t w o T h e o r e m s 3 .2 a n d 3 . 4 .

T h e o r e m 3 ･2 ･ W it h th e a b o v e r w t a ti o n t h e f oll o w i n g c o r}diti o n s a r e eq u i v al e n i‥

(i) m - m
′

(ii) A
* C A - C '

(iii) ( p i , P j)呂 - (A(p i) ,
A( p j))♭ ,(i

,i - 1
,

. .
.

,
r) .

P r o o r ･ A p r o o f o f (i) ⇔ (ii) is gi v e n i n [4] .

1 3



A p r o of o f (i) = ⇒ (iii) ･ Si n c e m - m
′

,
w e h a v e J GI - J LIJ a n d fe ll - l e:･ 11

,(i - 1
,

-

,
r) ･ B y L e m m a 2 ･1 p i( c k) - A( p i)( cと′) ,(k - 1

,
-

,
r) ･ T h e r e fo r e w e h a v e

( p i , P j)b - 古=
r

k - 1l e klp i( c k 応両

古=: - 1lel･

IJ^( p i)( cと′)A( p j)( c去′) - (A( p i) ,
A( p j))k ･

A p r o o f of (iii) * (ii) ･ Si n c e C
'
i s th e C a ft a n m a ,t ri x o f H

,
w e h a .v e

′
/

ド
ーj
J

日
日

れ

り

‥
.

/

r

m
リ

H e r e w e s e t C - ( cid) a n d ( C
′

)
～ 1

- ( c:･1 ･) ･ B y a s s u m pti o n ( p i , 甲j)呂 - (A( p i) ,
A( p j))♭,

w e h a v e

( p i , りj)
'

G
- ( p i , ∑k

Cj k P k)
f

G
- (A( p i) , ∑k

Cj k入( p k))i -

( ∑j
, a

id
,

P;I,
, ∑k

,
I

Cj k a kE P;)ら - (∑j
l a

ij
J

P;･ ,
, ∑k

,
I

Cj k a kL(∑m
c;｣ り∴))i -

∑j
,

,
k

,
I

,
m

a id
, Cj k 両 c;

/

m( p; ′
, りふ)k (3 .1)

S i n c e ( p i , りj)呂 - 6i ,
I

a n d ( p;I , , りニ)旨 - 6
j

,

m ,
b y t h e f o r m u l a (3 ･ 1) w e h a v e

( 甲i , りi)呂 - ∑k
,
I

, m
C i k 布 c; m

a i m
- 1

( p i , りj)左 - ∑k ,I ,
m

Cj k 砺 c;
'

m
a i m

- 0
, (i ≠j) .

T h e r ef o r e w e h a v e C i( c ′

)
~ 1

(
i
A) - I ( a n id e n tity r x r m a t ri x) . H e n c e C 才 -

(
l
A)

~ 1
c

′

∴
t
A C ス エ c

′

･ T h a t i s
,
A

* C A - C
/

. T h i s c o m pl e t e s t h e p r o of . 圃

W e d o n
'

t k n o w a n y n e c e s s a r y c o n diti o n u n d e r w hi ch A i s u nit a r y ･ It s e e m s t o

b e d i 瓜 c ult t o 丘n d it s c o n diti o n b e c a u s e t h e r e i s a n i s o m o rp hi s m s of 言B R( a) o n t o

言B R( H ) e v e n if[ Gl ≠JIJl ( s e e R e m a r k i n t h e e n d o f t hi s s e c ti o n) . B u t w e c a n

gi v e a s llffi ci e n t c o n diti o n u n d e r w hi ch A i s u nit a r y ･ F o r e x a m pl e if C A - A C
/

,

tl - e n b y T I- e o I
､

e m 3 ･2 i n [41 it fわll o w s t h a t m - m
′

a ･n d A i s tl nit a r y .

1 4



W e c a n e a sily p r o v e t h e fbll o w l n g C O r Oll a r y ･

C o r oll a r y 3 ･ 3 ･ If m - m
′

′
th e n t h e f oll o w i n g C O n diti o n s a r e eq u i v ale n t:

(i) C A - A C
'

(ii) A i s u n it a r y .

T h e o r e m 3 AL ･ If C A - A C
"

,
th e n w e h a v e

(i) A( 甲i) -

叩:･, W h e r e th e ei a r e r O Ot S Of u n ity a n d i J i
′

(i - 1
,

…

,
r) i s

a p e r m u t a ii o n ･ ( I n tlli s c a s e w e w rit e p i ヰ ?:･

,
, (i - 1

,
. . .

,
,) .)

(ii) T h e B r a u e r c h a r a c t e r t a bl e s of G a n d H a , e th e s a m e .

(iii) W ith a s u it a bl e a r r a n g e m e n t Of r o w s a n d c o l u m n s
, C = a

,

,

(i v) A( m) - ei り; , W h e r e ih e ei a r e r O O t S Of u n ii y a n d i → i
,

(i - 1
,

…

,
r) i s

th e p e r m u i a ti o l "

'

n (i) ･ (I n t hi s c a s e w e w rit e りi ぅり;′
, (i - 1

,
. . .

,
,) .)

( v) Ih i a n d りj a r e i n ih e s a - e bl o c k of G
,
ih e 叩;, a n d 7i ., a r e i n th e s a m e

bl o ck of H w h e r e りi う り; ′
, (i - 1

,
. ‥

,
r) .

( vi ) If p i a n d pj a r e i n t h e s a - e bl o c k of G
,
ih e 叩:･l a n d y;･ , a re i n th e

s a m e bl o c k of H w h e r e p i ヰ p; I
, (i - 1

,
. . .

,
r) .

P r o o f ･ P r o o fs o f (i) a n d (ii) a r e st a t e d i n [4] .

P r o o f s o f(iii) a n d (i v) ･ B y (i) o f th i s th e o r e m w e h a v e

人( p i) - ti p:･′
, ( 2

'

- 1
,

-

,
r) .

si n c e p
a

l(丁]i) is a li n e a r c o m bi n a ti o n o f りi ,
･ . I

, りニ w it h c o efB ci ｡ n t s ｡ f alg e b r ai c i n t ｡
_

g e r s w h e r e p
a

i s t h e o r d e r o f a S yl o w p
-

s u b g r o u p o f H
,
b y r e n u m b e ri n g 7 1 )

･ ･ ･

' りr

J /

w e m a ･y w rit e

p
a

l(r7i) - a l , 7i , + - ･ + a
,
l l) ,

'

･ ,
,

a i , ∈ 言
,(i - 1

,
. . .

,

,

,)

15



w h e r e i → i
'

, (i - 1
,

･ ･ ･

,
r) i s th e a b o v e p e r m u t a ti o n . T h e n w e h a v e

p
a

- ( p i , P
a

qi)呂 - ( A(甲i) , P
a

l(りi));I
- eia T .

0 - ( ?i , P
a

q i)呂 - ( A( p j) , P
a

Å( qi))妄 - E 府 , (i ≠j)

H e n c e w e h a v e a i , - eJ
I

p
a

,
a i

′ - 0 (i ≠j) ･ T h e r ef o r e w 占c a n s e e t h a七人( m) - e n i
,

/ /

w h e r e e; - e｢
1
i s a r o o t o f u nity (i - 1

,
. . .

,
r) .

N e x t w e p r o v e t h at C - C
/

w ith a s u it a bl e a ･r r a n g e m e n t o f r o w s a n d c o ltl m n S .

If w e s et C - ( c id) a n d C '
- ( c:･

,

･) ,
t h e n

ci ,
.

- (7i , りj)呂 - (A(りi) ,
A(りj))i - ( e:･

り;′
,

亡; 1

7i ･

,); - ei e
]

C
i
,

j
′ ･

J / J

If cid ≠0
,
t h e n cij

a n d c:I

,

i
, a r e p o siti v e i n t e g e r s a n d e:･ e;

I i s a r o o t, o f u n it y . T h e r ef o r e

/ /

c i3
･ - C

i
,

i
, ･ If c ij

- 0
?
t h e n c

i 1
3

･

,
- 0 ･

W e s et C '
- ( c: /

,
･

t) w h e r e C
'

h a s a n e n t r y c
i ,

i
, at P O Siti o n (i ,i) A T h e n C - C

'
/

a n d C
l

i s t ,h e C a ft a n m at ri x of H .

P r o o f o f ( v) ･ Si n c e C - C
′

b y (iii) o f thi s t h e o r e m a n d りi a n d りj a r e i n t h e

s a m e bl o c k o f G b y a s s u m pti o n
,

w e c a n s e e b y T h e o r e m 4 6 ･2 i n [2】t h at り1

:
, a n d り;･

,

,1
a r e i n th e s a m e bl o c k of H w h e r e りi ぅ り; ∫ (i - 1

,
. . .

,
r) .

P r o o f o f ( vi) ･ S i n c e T7i a n d 甲i a r e i n th e s a m e bl o ck o f G a n d りj a n d p j a r e i n

t h e s a m e bl o c k o f a
) りi a n d りj a r e i n th e s a m e bl o ck of a b e c a u s e p i a n d p 3

･

a r e

i n t h e s a m e bl o c k o f G ･ B y ( v) o f t hi s t h e o r e m り;∫ a n d りi ･

, a r e i n t h e s a m e b l o ck

of H w h e r e りt う り;, (i - 1
,

-

,
r) ･ T h e r ef o r e p:A

, a n d p; ･

/ a ･r e i n t h e s a m e bl ｡ ck

of H . T lm s t h e p r o o f i s c o rn pl e t e . 圏

R e m a r k ･ If C A ≠ A C
/

, ( v) a n d ( vi) o f T h e o r e m 3 .4 d o n o t h old . W e c a n

g i v e a C O u n t e r e X a m Pl e ･ W e c o n si d e r t h e c a ･s e p - 2 ･ L e t a - S 4 b e a s y m m et ri c

g r o u p o n 4 s y I 血 o l s a n d H - D 6 b e a dih e d r al g r o tlp O f o r d e r 1 2 ･ D 6 i s g e n e r a t e d

b y t w o el e m e n t s a
,
b s tl Ch t,h a t a

6
- i

,
a

- l
a b - a

- 1

,
b
2

- 1 . T h e n
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C l( a .) - ( e l
- ( 1) ,

e 2
- 3 - cy cl e s)

C l( H
.) - ( e

'

l
- ( 1) ,

a; - ( a
2

,
a
4

))

a n d w e h a v e t h e f oll o w i n g B l
･

a u e r ch a r a c t e r t a bl e s o f a a n d II( s e e th e e x a m pl e s

of §9 1 A a n d §9 1 B i n [1]) .

e 1 e 2

P 1 1 1

や2 2 E l

a
l

l
a;

■
甲1 1 1

∫

甲2
2 E 】

w h e r e I B r( a) - ( p l , P 2) a n d I B r( H) - †p

'

l , P;) .

W e s et 入(甲i) -

雷B R( H ) a n d A -

1

0

ー

軌
/
-

し)
(

.

i - 1
,
2) ･ T h e n 入i s a n i s o m o r p hi s m o f 雷B R( a) o n t o

0

1

(t h e m a t ri x aff o r d e d b y ュ) . T h e n C A ≠ A C
'

b e c a u s e

a a n d C
/

a r e d iff e r e n t .

T ll e r e i s o n ly o n e bl o ck B w it h r e s p e ct t o S 4 a n d th e r e a r e e x a ctly t w o bl o c k s

Bi ,
a; w it h r e s p e ct t o D 6 ･ T h e r ef r e w e c a n s e e th a t p l , P 2 ∈ B b u t p

'

l ∈ Bi , p 2 ∈

J

B; a n d りl , り2 ∈ B b u t りi ∈ Bi , り2 ∈ B; .

J

A c k n o w l e d g m e n t s

T hi s a rti cl e w a s w ritt e n w hil e l w a s v i siti n g t h e U ni v e r sit y o f Bi r mi n gh a m i n

F e b r u a r y 20 0 0 ･ I w a s s u p p o rt e d b y a g r a n トi n - aid f o r s ci e n tifi c r e s e a r c h f r o m t h e

M i n i s t r y o f E (1 u c a ti o n o f J a p a n ･ I r e c ei e v e d u s ef u l s u g g e s ti o n s a n (1 e n c o u r a g e m e n t

f r o m P r o f e s s o r G ･ R ･R ･o b i n s o n o f t h e U ni v e r sit y o f Bi r m l n gh a m ･
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R ef e r e n c e s

1 ･ C ･ W ･ C u rti s a n d I ･ R ei n e r
,

u

R e p e s e n t a ti o n T h e o r y of F i nit e G r o u p s a n d

A s s o ci a ti v e A lg e b r a s
)

n

W il e y
- I n t e r s ci e n c e

,
N e w Y o rk

)
19 6 2 .

2 ･ L ･ D o l
'

n h o ff
,

"

G r o u p R e p e s e n t a ti o n T h e o r y ,

"

(t w o v ol u m e s) ,
D ek k e r

,
N e w

Y o rk
,
1 9 7 2 .

3 ･ I ･ M ･I s a a c s
,

u

C h a r a c t e r T h e o r y of F i nit e G r o u p s
,

"

A c a d e mi c P r e s s
,
N e w y o rk

)
1 9 7 6 .

4 ･ K ･ Y a m a u c hi
,
O n i s o m o r phi s m s of a B r a u e r ch a r a ct e r ･ ri n g O n t o a n o th e r

?

T s u k u b a J ･ M a七h ･ 2 0(1 9 96) ,
20 7 - 2 1 2 .

5 ･ K ･ Y a m a u chi
?
O n a u t o m o r p h i s m s o f a c h a r a ct e r r i n g ,

T s u k u b a J . M a th . 2 0

(1 9 9 6) ,
5 2 5 - 5 2 7 .
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O n t h e E x t e n si o n s of G r o u p R e p r e s e n t ati o n s

o v e r A rbit r a ry Fi eld s II

K e nic hi Y a m a u chi

1 . I n t r o d u cti o n

L e t a b e a fi n it e g r o u p w ith N q G
,

a n d l et L b e a ny 五eld ･ A n L - r e p r e s e n t a ti o n

･Y o f N i s s aid t o b e i n v a ri an t i n a
?
if fo r e v e r y g ∈ a

,
th e r e p r e s e n t a ti o n X 9

d e fi n ed b y X 9
( n) - X (9 n g

- 1

) i s si m il a r t o X .

Ⅰ･ M ･I s a a c s p r o v e d th e f oll o w l n g th e o r e m w hi c h i s a g e n e r ali z a ti o n o f G al 1 a gh e r
'

s

th e o r e m ･ (S e e T h e o r e m A o f [4]) .

L et N q G b e a H all s u b9 r O u P a n d L b e a n a rbit r a r y P eld . T h e n e v e r y i r w a ri a r lt

i r r e d u cil e L - r ep r e s e n i aii o r - I N i s e xt e n d ibl e t o a rt L - r e p r e s e n t ati o n of a .

A n d f u rt h e r
,
i n th e c a s e t h a t c h a r( L) - 0

,
I ･ M ･I s a a c s p r o v ed th e f oll o wi n g t h e o r e m

w hi c h i s th e st r e n gt h e n v e r si o n o f th e a b o v e th e o r e m ･ (S e e C o r oll a ry 6 . 4 o f[4]) .

T h e o r e m l ･1 ･(Ⅰ･ M ･I s a a c s) L et N 4 a a n d l et lt
'

b e a r H

'

r w a ri a n t i r r e d u cibl e L -

r e p r e s e rti a ii o TI Of N
,

w h e r e L i s a rt a rbit r a r y s u bP eld of m a 19 e b r ai c ally cl o s e d ji eld

E of c h a r a ct e r
･

L

'

s ii c z e r v ･ L e t α b e a rt i r r e d u cibl e E w r LS lit u e n t of ,r a n d a s s u m e

t h a t (( a : Nt ,
α(1) o( α)) - 1

,
w h e r e o (cy) i s i k e d e l e r m i ri a n t al o rd e r of 比 . T h e r-

X e LTi e rl d s t o - L - r e p r e S e n t a ti o r1 0f a w hi ch h a s 7 a S a rt E - c o rl S tit u e rlt
,

W h e r e

7 - ( 良)
a

a n d a i s t h e c a n o n i c al e x･t e n si o n of α t o ik e i n e rti a g r o u p I G( α) .

If w e d o n
7

t a s s u m e t h a t (l G : N J,
o( α)) - 1

,
t h e n w e w o n (l e ∫h o w r s a a c s

'

s t h e o r e m
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c h a n g e s ･ I n t hi s p a p e r w e i n t e n d t o c o n sid e r t h e e x t e n si o n s of i n v a ri a nt i r r e d u cibl e

L - r e p r e s e n t a ti o n s o f n o r m al s u b g r o u p s
,
w h e n (( a : N l ,

α(1)) - 1 a n d I, i s a n

a rbit r a r y 丘eld .

I n s e c ti o n 2
,
w e w ill c o n si d e r th e f oll o w i n g P r O b l e m ･ T h a t i s

,
l et N A a a n d X

b e a n i n v a ri a n t i r r ed u cibl e L -

r e p r e s e n t a ti o n of N ･S u p p o s e th a t X e x t e n d s t o a n

L - r e p r e s e n t ati o n X
'

of G ･ L e t α b e a n i r r e d u cibl e E -

c o n s tit u e n t o f X a n d βb e a n

i r r e d u cibl e E - c o n stit u e n t o f ,Y
′

l T ( th e r e st ri c ti o n of X
′

t o T) ,
w h e r e E ⊇ L is a n

alg e b r ai c ally cl o s e d 丘el d a n d T - I G( α) is t h e i n e rti a g r o u p ムf α i n a . T h e n w e

w ill st u d y t h e r el a ti o n b e t w e e n α a n d β･ (S e e T b e o r e l n 2 .3 .)

I n [5】,
w e g a v e t h e n e c e s s a r y a n d s u 托ci e n t c o n diti o n o n w hi ch a n i n v a ri a n t

i r r e d u cibl e L -

r e p r e s e n t a ti o n X of N e x t e n d s t o t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n o f a
)
i n

th e c a s e t h a t t h e S c h tl r i n d e x o f a n i r r e d u cibl e E -

c o n stit u e n t o f X i s e q u a l t o 1 .

I n s e cti o n 3
,

w e w ill c o n si･d e r th e th e r e m o v al o f th e a s s u m p ti o n th at th e S ch u r

i n d e x o f a n i r r e d u cibl e E - c o n stit u e n t o f X i s e q u al t o l ･(S e e T h e o r e m 3 .1 .)

T h r o u gh o u t t hi s p a p e r a d e n o t e s al w a y s a fi n it e g r o u p w ith N A a
,
Z t h e r in g

o f r a ti o n al i n t e g e r s
)
E a n alg e b r ai c ally cl o s e d fi eld w it h E ⊃ L b ei n g a n a rbit r a ry

R eld ･ Fi n ally w e n o t e th a t t h e d e fi n iti o n s a n d th e n o t a ti o n s i n t hi s p a p e r a r e th e

s a m e a s t h o s e i n l s a a c s
'

s p a p e r [4] .

2 ･ S e m i -

s t a n d a rd e x t e n si o n s a n d c r o s s ed r e p r e s e n t a ti o n s

L e t E b e a ･n alg e b r ai c all y cl o s e d B el d ･ W e w rit e I r r E( a) t o d e n o t e t h e s e t o f

i r r e d u ci bl e E -

c h a r a ･c t e r s of G ･S u p p o s e L ⊆ E is a n a r bit r a r y 丘el d . T h e n a( E/ L)

p e r m u t e s l r r E( a) i n t o fi n it e o r bit s .

N o w w e d efi n e a n L s e mi -i n v a r; a n c e .
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D e丘n iti o n 2 1 1 ･ L et N < a a n d α ∈ I r r E( N ) . T h e n w e s a y th a t α i s L -

s e m i _

i n v a ri a n t i n a if it s G al oi s o rbit o v e r L i s G -i n v a ri a n t .

D e fi niti o n 2 ･2 ･ L e t N A a a n d l e t α ∈ I r r E( N ) b e L -

s e mi -i n v a ri a n t i n a
,
w h e r e

E i s a n alg e b r ai c all y cl o s e d 丘eld a n d L ⊆ E i s a n a r bit r a r y fl eld ･ L et T - I G( α)

b e t h e i n e r ti a g r o u p o f α i n G ･ T h e n w e s a y th a ･t β∈ I r r E( T) i s a s e m トs t a n d a rd

e x t e n si o n o f α p r o v id e d t h a t

(i) βis a n e x t e n si o n o f α

(ii) βi s L - s e mi -i n v a ri a n t in G .

I n p a r ti c u l a r w e s a y t h a t a s e mi -

st a n d a rd e x t e n si o n β ∈ I r r E( T) o f α i s a

st a n d a r d e x t e n si o n p r o vi d e d t h a t L( α) - L(β) ,
w h e r e L( α) a n d L(β) a r e th e

A eld s g e n e r a t e d o v e r L b y t h e v al u e s of α o n N a n d b y t h e v al u e s o f β o n T

r e s p e cti v ely .

L et N A G a n d a s s u m e t h a t α ∈ I r r E( N ) i s L -

s e m トi n v a ri a n t i n a a n d ([ G :

Nf'
m L( α)) - 1 w h e r e E i s alg e b r ai c al 1y cl o s e d

,
L ⊆ E

,
a n d m L( α) i s t h e S c h u ,

in d e x o f 比 o v e r L ･ L e t T - I G( α) a n d l et X b e a n i r r e d u ci bl e L r e p r e s e n t a ti o n o f N

h a vi n g α a s a n E -

c o n stit u e n t s o t h a t X i s i n v a ri a n t i n G ･S u p p o s e t h a t a e x t e n d s

t o a n L r e p r e s e n t a ti o n X
′

o f G ･ L et β∈ I r r E( T) b e a n E - c o n s tit tl e n t O f X
′

l T (t h e

r e s t ri cti o n o f X
/

t o T) s u c h t h a t βJ N h a s α a s a c o n s tit u e n t .

T h e n w e h a v e t h e f oll o w i n g t h e o r e m .

T h e o r e m 2 . 3 . I n th e a b o v e sit u a ti o rl W e h a v e

(i) If c h a r(L) - 0
,
th e n β i s a s e m i -

s t a n d a rd e xt e n si o n of c M n d w e h a v e

m L( α)IL( α) ‥ Ll - m L(β)l L(β) : LI .

h - p a rti c ul a r βis a s t a ll d a rd e x t e n si o n of α 2f a n d o Ttly if m L( α) - m L(β) .
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(ii) If c h a r(L) - 0 - d L c o n t ai n s a p ri m iti v e m -th r o o t of u n ity w h e , e m

i s th e e tTP O n e n t Of ( T/ N)/ D ( T/ N ) a n d D ( T/ N ) i s th e c o m m u t a t o r s u b 9 r O u P Of

T/ N
,
th e n βis a st a n d a rd e xt e n si o n of α

.

(iii) If ch a r(L)≠ 0
,
th e n βi s a st a n d a rd e xt e n si o n of α

.

P r o of ･ (i) W e w rit e t r ,Y a n d i r X
′

f T t O d e n o t e t h e ch a r a ct e r s ｡ f X a n d

X
′

fT r e S P e Cti v ely ･ Si n c e X a n d X
/

( T a r e i r r e d u cibl e L - r e p r e s e n t a ti o n s ｡ f N a n d T

r e s p e cti v ely ,
i r X a n d l r X

'

l T d e c o m p o s e a s f oll o w s

i r k - m ( α. + - I

+ α
r) ,

m - m L( α) ,
α 1

- α
,

㍗ - IL( α) ‥ L[ ･ ･ ･ (2 .1)

t r X
/

l T
- n(β1 +

･ ･ ･

+ βs) ,
n - m L(β) , β1 - β,

a - f L(β) : Lf -

( 2 .2)

w h e r e αi ∈ I r r E( N )(i - 1
,

･ -

,
r) a n d P j ∈ I r r E( T)(i - 1

,

･ ･ ･

,
s) a r e di sti n c t

a n d c o n stit u t e o rbit s u n d e r a( L( α)/ L) a n d a( L(β)/ L) r e s p e cti v ely . (S e e L e m m a

2 .l o f[4] .)

Si n c e T - I G( α) i s t h e i n e rti a g r o u p o f α i n a
, βl N C a n b e w ritt e n a s f oil . w s

β‡N
- e α

,
e ≧1

,
e ∈ Z -

( 2 .3)

H e r e w e w ill s h o w t h a t e - 1 ･ B y th e f o r m ul a s (2 ･l) a n d (2 . 2) w e g et

e n s α(1) - m r α(1) a n d s o e n s - m r . ･ ･

( 2 A)

B y C o r oll a r y l l ･ 29 o f[3】w e g e t e ll r ‥ N 卜

O n th e o t h e r h a n d
,
by t h e f o r m u l a (2 ･3) ,

t h e a s s tl m P t･i o n t h a ,t c h a r( L) - 0
,yi el d s

t h a t L( α) ⊆ L(β) a n d s o w e h a v e

s - I L(β) : L[ - lL(♂) : L( α)lIL( α) : Lt - lL(β) ‥ L( α)I r

H e n c e r di vi d e s s ･ T h e l
･

ef o r e b y t h e f o r m u l a (2 .4) ,
w e c a n s e e t h a t e di vid e s m =

m L( α) I T h e f a ct th a t e 仰 ‥ Nl a n d t h e a s s u m p ti o n t h a t (l G : N I p I
L( α)) - 1

i m ply t h a .t e - 1 a s cl ai m e d ･ B y t h e f o r m ul a (2 ･4) w e g e t L

m I ,( α)lL( α) : Ll -

m ,

I ,(β)lI J(β) : L卜
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S i n c e 'Y
/

IT i s th e r e s t ri cti o n of X
′

t o T
,
it f oll o w s th a t βis L -

s e m i -i n v a ri a n t i n

a . H e n c e βi s a s e m トst a n d a r d e x t e n si o n o f α .

I n p a rti c u l a r if w e a s s u m e t h a t βi s a st a n d a r d e x t e n si o n o f α
,
th e n L( α) - L(β)

a n d s o w e h a v e r - s ･ B y th e f o r m u l a ( 2 ･ 4) a n d a - 1
,

w e h a v e m L( α) - m L(β) .

C o n v e r s ely if w e a s s u m e t h a七 m L( α) - m L(β) ,
t h e n w e h a v e a - r b y t h e

f o r m ul a (2 ･ 4) a n d e - l l H e n c e w e o b t ai n L( α) - L(β) b e c a u s e L( α) ⊆ L(β)

h old s . T h e r ef o r e βis a st a n d a r d e x t e n si o n o f α .

(ii) K e e pi n g t h e n o t a ti o n s i n (i) ,
w e wi ll s h o w t h a t lL(β) : L( α)I di v id e s m L( α) .

B y t h e f o r m u l a (2 A) a n d e - 1
,

w e h a v e n s - r T " A I n t h e p r o of o f (i) w e al s o

s h o w e d th a t a - ( L(β) : L( α)l r a n d s o w e h a v e 叫L(β) : L( α)l - m . H e n c e

lL(β) : L( α)I di vi d e s m - m L( α) a s cl ai m e d .

O n th e o t h e r h a n d w e w ill s h o w t h a t IL(P) : L( α)I di vid e s [ T : N 卜 F o r a n y

q ∈ a( L(β)/ L( α)) , β
q

i s a n e x t e n si o n o.f α a n d s o b y C o r oll a r y o f[2】( p 2 2 5) ,
th e r e

i s a u n iq u e li n e a r c h a r a ct e r p q
of T/ N s u c h th at β

q
-

p qβ. H e r e w e s et H -

(FL qlc, ∈ a( L(β)/ L( α))) I

E ⊇ii i = ヨ⊆

T h e n H f o r m s a s u b g r o u p o f th e g r o u p T/ N c o n si sti n g o f al 1 li n e a r ch a r a ct e r s

o f T/ N ･ I n f a ct f o r q
,
T ∈ a( L(β)/ L( α)) ,

w e g e t

β
q r

- ( p qβ)
丁

-

p
T

q β
T

-

FL U(F L Tβ) -

P q P Tβ

b e c a u s e L c o n t ai n s a p rl mi ti v e m - t h r o o t o f u n it y ･ H e n c e w e h a v e fL q i l
T

-

F L
q T ∈ LI

⊆≡:i i liii = ヨ⊇

a n d s o II i s a s u b g r o u p o f T/ N ･
T h e r ef o r e w e c a n s e e t h a t lL(β) : L( α)I - l H f

di v id e s t T : 叫 a s r e q ui r e d ･ B y t h e a s s ll m P ti o n t h a t (IG
'

: Nl ,
m , L( α)) - 1

,
it f oll o w s

t h a tIL(β) : L( α)I - 1 ･ C o n s e q u e n tly βis a st a n d a r d e x t e n si o n o f α ･

(iii) Si n c e c h a r( L)≠0
,
w e g e t m L( α) - m L(β) - 1 b y T h e o r e m 9 .2 1 ( b) o f[3】,

a n d

s o t r y a n d -l r
･

't
' '

) T d e c o m p o s e a s f oll o w s

-t r y - α 1 + ･ ･ ･ + α
, ,

α 1
- α

,
r - lL( α) : LI
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i r X
′

t T
- β1 十

･
- + P s , β1

- β,
S - r L(β) ‥ L卜

Si n c e βt N
- e α

,
e ≧ 1

,
e ∈ Z a n d X

′

1N
- X

,
w e g et

1 - th e m ultipli city o f α i n a ≧ e .

H e n c e e - 1 a n d s o w e h a v e r - s ･ T h e r ef o r e L( α) - L(β) h old s b e c a u s e

βIN
- α ･ C o n s e q u e n tly βi s a st a n d a r d e x t e n si o n ｡ f α .

T hi s c o m pl et e s t h e p r o o f o f T h e o r e m 2 . 3 . Q . E . D .

R e m a rk ･ L et N A a a n d l et α ∈ I r r E( N ) b e ,i - s e mi -i n v a ri a n t i n a .A s s u m e

t h a t α h a s a st a n d a rd e x t e n si o n β ∈ I r T E( T) w h e r e T - I G( α) . T h e n w e n o t e

t h a t m L( α) - m L(β) h old s ･ I n f a ct b y s e t ti n g T - a i n L e m m a 2 .3 o f[4】,
w e c a n

s e e th a t m L(β) di vid e s

.

m L( α) I H e n c e m L(P) ≦ m L( α) ･ O n th e o t h e r h a n d
,

s in c e

L( α) - L(β) a n d PJN
- α

,
W e O b t ai n m L( α) ≦ m L(P) ･ T h e r ef o r e m L( α) - m L(β)

h old s .

L e t N A a a n d a s s u m e t h at α ∈ I r r E( N ) i s L I S e m トi n v a ri a n t i n a w h e r e E

i s al g e b r ai c ally cl o s ed a n d L ⊆ E ･ L e七 T - I G( α) a n d l e t X b e a n i r r e d u cibl e

L -

r e p r e s e n t a ti o n o f a h a v l n g α a S a n E - c o n stit u e n t ･ T h e n w e h a v e th e f oll o w l n g

th e o r e m .

T h e o r e m 2 ･4 L I n t h e a b o v e sit u a ti o n
,
if α h a s a s e m i _ st a n d a r d e x i e n si o ,,

β ∈ I r r E( T) s u c h th a t m L( α)lL( α) ‥ LI - m L(β)7L(β) ‥ Lf,
th e n X e x t e n d s i o a n

L - r e p r e s e r,t ati o r} of T h a vi rt 9 P a s a n E - c o r} siit u e n t .

p r o of ･ L et A
^

,

b e a n i r r ed u cib l e L - r e p r e s e n t a ti o n o f T h a vi n g β a s a n E -

^

c o n stit u e n t . T h e n i r X c a n b e w ritt e n a s f oll o w s
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i r k - m L(β)(β1 + ･ ･ ･ + βs) ,β1
- β,

a - lL(β) : L(

w h e r e t h e βi ∈ I r r E( T) (i - 1
,

-

,
s) a r e di sti n ct a n d c o n stit u t e a n o r bit u n d e r

a( L(P)/ L) ･ H e n c e w e h a v e

t r kl N
- m L(β)(P l[N + - ･ + βsI N) .

F o r a n y o
･

∈ a(L(β)/ L( α)) , β1

q

l N
- (β1l N)

q
- α

q
- α a n d s o it fo ll o w s th a t t h e

m ultipli cit y o f α i n kIN i s e q u al t o

E
q

m L(β)1L(β) : L( α)I - m L(P)lL(β) : LI/l L( α) : Ll - m L( α)lL( α) : L VIL( α) :

Ll - m L( α) ･

H e n c e w e h a v e t r X - i r X I N a n d s o X i s si m il a r t o 舟IN .

J
ヽ

T h e p r o o fi s c o m pl et e . Q . E . D .

R e m a r k . H e r e aft e r w e w ill t r e a t th e c a s e t h at (l G : NI,
α(1)) - 1 . Si n c e m L ,( α)

di v id e s α(1) b y C o r oll a ry l O ･ 2 ( h) of [3】,
w e n o t e t h a t t h e c o n diti o n t h a t (l G :

N L,
m L( α)) - l i s a u t o m a ti c all y s ati s爪e d a n d s o w e c a n al w a y s a p ply T h e o r e m 2 ･ 3

t o o u r e x t e n dibilit y p r o bl e m s .

N o w w e d e fi n e a n F - c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f a w h e r e F i s a fi eld
,

w hi c h i s a n

i m p o r t a n t t e ch ni q u e fらr e x t e n di n g r e p r e s e n t a 七io n s ･

D e丘niti o n 2 .5 . L e t F b e a n a r bit r a ry fi eld a n d l et a a ct o n F v i a fi eld a u t o
-

m o r p hi s m s . T hi s a cti o n i n d u c e s a n a cti o n o f a o n G L( r
,
F) f o r p o siti v e i n t e g e r r ･

T h e n w e s a y t h a t a m a p Z : a → G L( r
,
F) is a n F I

C r O S S e d r e p r e s e n t ati o n o f G
,

p r o v id e d t h a t

z(g h) - Z (a)
h
z( h) fo r all g ,

h ∈ G ･
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F o r α ∈ I r r E( N ) w e w rit e αd t O d e n o t e t h e d e t e r m i n a n t of α ･

L e t N A a a n d l et a b e a n i r r e d u cibl e L - r e p r e s e n t ati o n of N w hi ch i s i n v a ri a n t

i n a w h e r e E i s alg e b r ai c ally cl o s e d a n d L ⊆ E ･ S u p p o s e α ∈ I r r E( N) i s a n

i r r e d u cibl e E _

c o n stit u e n t o f X . T h e n α i s L - s e mi -i n v a ri a , n t i n a a n d th u s a

a c t s o n L( α) . L e 七 X
L( α) d e n ot e t h e r e p r e s e n t ati o n X w h e n vi e w e d a s a n L( α)

-

r e p r e s e n t ati o n o f N a n d l et y b e a n i r r e d u cibl e c o n stit u e n t of X
L( α) w h i c h h a s α

a s a n E - c o n stit u e n t . L e t X . b e a n i r r e d u cibl e L r e p r e s e n t a ti o n o f N h a v i n g α d a S

a n E - c o n s tit u e n t . T h e n
･

w e h a v e t h e f oll o w i n g t h e o r e m ･

T h e ｡ r e m 2 .6 . I n t h e a b o v e sit lL a ti o n w e a s s u m e f u rth e r th a t th e S c h u r i n d e x

m L( α) - 1 s o th a t α i s an o r d e d b y a n L( α) - r e p r e s e n t a ti o n 3) ･ S u p p o s e th a t(IG :

N [,
α( 1)) - 1 ･

T h e r2 W e h a v e

(Ⅰ) Th e f oll o w i n g c o n d iti o n s a r e eq u i v al e n t ･

(i) X e x t e n d s t o a n L - r ep r e s e n t ati o n of G ･

(ii) T h e L( α) - r e p r e s e n t a ti o n αd Of N e x t e n d s t o a n L( α) - c r o s s e d r e p r e s e n t a -

ti o n of G w ith r e sp e ct i o th e gi v e n a c ti o n of G o n L( α) ･

(II) If X o e xt e n d s t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n of G
,
th e n X e x t e n d s i o a n L -

r e p r e s e n t a ti o n of G ･

p r o of . (I) It i s o b vi o u s b y T h e o r e m 2 ･3 o f[5] ･

(It) Si n c e X . e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n o f a
,

w e m a y a p ply T h e o r e m

3 .1 of [4] a n d c o n cl u d e t h a t αd e x t e n d s t o a n L( αd) -

C r o s s e d r e p r e s e n t ati o n LJ α
Of

a . S i n c e α i s a H o r d e d b y a n L( α) - r e p r e s e n t a ti o n y ,
w e s e e t h a t L( αd) ⊆ L( α) ･

B e c a u s e ( αg)a
- ( αd)

9
(S e e t h e p r o o f o f T h e o r e m 3 ･ 2 (i)) a n d ( α

q

) a
- ( αd)

q

f o r

o
･

∈ a( L( α)/ L) ,
it i s cl e a r t h a t t h e a cti o n o f a o n L( αd) w ith r e s p e c t t o w hi ch LJ

α

i s a c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n
,
i s j u s t t h e r e st ri cti o n o f t h e o rigi n al a cti o n o n L( α)
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t o L( αd) . T h e r ef o r e α d e x t e n d s t o a n L( α) - c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f a a n d s o w e

m a y a p pl y (I) a n d c o n cl u d e th at X e x t e n d s t o a n L -

r e p r e s e n t a ti o n o f G ･ T h e p r o o f

主s c o m pl et e . Q ･ E ･ D ･

If c h a r( L) > 0
,
th e S c h u r i n d e x m L( α) - 1 h old s b y T h e o r e m 9 ･2 1 ( b) of [3] a n d

s o w e c a n al w a y s a p p ly T h e o r e m 2 ･6 t o t h e fi eld L o f p r i m e Ch a r a c t e ri sti c ･ A s a n

a p pli c a ti o n o f T h e o r e m 2 .6 w e w ill p r o v e th e f oll o w i n g th e o r e m ･ (S e e T h e o r e rn of

【川

T h e o r e m 2 . 7 .( B . F ei n) L e t N b e a n o r m al H all s u b9 r O u P Of G a n d l et L b e a n a r -

bit r a r y P eld w ith c h a r(L) > 0 . L et X b e a r "
'

n v a ri a n t i r r e d u cibl e L - r e p r e s e n t ati o n of

N . S u p p o s e th a t(I G : Nl,
d e g X ) - 1 ･ T h e rt X i s e x t e n dibl e t o a n L - r ep r e s e n t a ti o n

of G .

p r o o f . (S e e t h e p r o of o f L e m m a 6 ･2 o f [4】) L e t α ∈ I r r E( N ) b e a n E -

c o n stit u e n t o f X w h e r e E ⊇ L is alg e b r ai c ally cl o s e d . Si n c e c h a r( L) > 0 ,
m L( α) - 1

h old s a n d s o w e h a v e (l G : N l,
α(1)) - 1 b y t h e a s s u m p ti o n th a t(l G : NL,

d e9 X ) -

1 . L e t X
.
b e a n i r r ed u cibl e L - r e p r e s e n t ati o n o f N h a vi n g αd a S a n E - c o n stit u e n t ･

T h e n w e w ill s h o w t h at X o e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n of a . H e n c e w e m a y

a p ply T h e o r e m 2 .6 (II) a n d c o n cl u d e t h a t X e x t e n d s t o a n L r e p r e s e n t ati o n o f G ･

I n o r d e r t o p r o v e t h a t X o i s e x t e n dibl e t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n o f a
?
b y T h e o r e m

2 .4 o f[4】it s u 氏 c e s t o p r o v e t h a t α d h a s a st a n d a r d e x t e n si o n b e c a u s e m L( α) - 1 ･

si n c e αd i s I ,
- s e m i -i n v a ri a n t i n a

)
X

.
i s i n v a ri a n t i n a a n d s o it f oll o w s t h a t t h e

k e r n el o f X
.
i s a n o r m al s u b g r o u p o f G ･ H e n c e w e m a y a s s u m e t h a t X

o
i s f ait hf u l ･

si n c e a ll o f t h e E - c o n stit u e n t of X . a r e G al oi s c o nj u g a t e
,
th e y all h a v e t h e s a m e

k e r n el a n d it f oll o w s t h a t αd i s f ait hf u l a n d s o N i s c y cli c o f o r d e r e q u al t o o( αd) ･

L e t T - I G( αd) b e t h e i n e rti a g r o u p o f αd i n G ･ T h e n N i s c e n t r a l i n T b e c a u s e

27



αd i s f ait hf ul ･ Si n c e N i s a n o r m al Ⅲal 1 s u b g r o u p of a
,
t h e r e i s a s u b g r o u p A

r

o f

G s u c h th a t T - N x A
r

( a d i r e ct p r o d u ct) ･ W e s e七β - αd X l Å
･

∈ I r r E( T) . T h e n

βi s th e c a n o n i c a l e x t e n si o n o f αd t O T . T h i s c o m pl e t e s t h e p r o o f o f T h e o r e m 2 . 7 .

Q . E . D .

3 . C h a r a c t e ri sti c z e r o

I n T h e o r e m 2 ･ 6 w e a s s u m e d t h a t t h e S c h u r i n d e x m ･L ,( α) - 1 . T o r e m o v e 七hi s

a s s u m pti o n w e w ill st a t e s o m e v a ri a ti o n o f T h e o r e m 6 . 3 o f[4] .

W e 丘Ⅹ a n a lg eb r ai c ally cl o s e d fi eld E o f c h a r a ct e ri sti c z e r o a n d al l ot h e r fi eld s

c o n sid e r e d i n th i s s e cti o n w ill b e s t lb B eld s of E ･ L e t T b e a n o r m al s u b g r o u p o f

a a n d a s s u m e t h a t β∈ I r r E( T) i s L - s e m i -i n v a ri a n t i n a w h e r e L i s a s u b 鮎1d o f

E ･ S u p p o s e th at (lG : Tl, β(1)) - l an d I G(β) (th e i n e rti a g r o u p o f βin a) is

e q u al t o T ･ L et e b e a p r i mi ti v e n - th r o o t of u n ity i n E w h e r e n i s t h e e x p o n e n t o f

G ･ T h e n t h e r e i s a u n iq u e m i n i m al R eld K
,

L ⊆ A
r

⊆ L( e) s u ch t h a t f L( e) : Kl

i n v ol v e s n o p ri m e di v idi n g t h e S ch u r i n d e x m L(P) b e c a u s e a( L( e)/ L) is a b eli a n

a n d m L(β) di vi d e s IL( e) : Ll . W e 五x It
'

a s a b o v e a n d s et 7
- β

G
. L et ′γ b e a n

i r r e d u cibl e L r e p r e s e n t a ti o n o f T h a vi n g P a s a n E I

C O n Stit u e n t a n d l e t y b e a n

i r r e d u cibl e K - r e p r e s e n t a ti o n of T h a v i n g β a s a n E - c o n stit u e n t . T h e n w e h a v e t h e

lf oll o w l n g t h e o r e m .

T h e o r e m 3 .1 . I r! th e a b o v e sit u a ti o n w e h a v e

(I) (i) T h e s ch u r i n d e x m A
･

(β) - 1 .

(ii) βis K -

s e m i -i n v a ri a n t i rt a .

(ⅠⅠ) T h e f oll o w i r19 C O n diti o n s a r e eq ui v al e rlt

(i) X e
.Ti e rld s t o ( m L - r e p r e s e rlt ati o n of G .
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(ii) m L(β) - m L(7) ･

(iii) 3) e x t e n d s t o a K -

r e p r e s e n t a ti o n o f G ･

(i v) ( m K(β) -) m K (7) - 1 ･

P r o of . (S e e t h e p r o of s o f T h e o r e m 6 ･3 o f [4] a n d T h e o r e m 4 ･ l of [5])

(Ⅰ) (i) S u p p o s e t h at p i s a p ri m e di vi s o r o f m K (β) ･ T h e n p di v id e s m L(β) b y

C o r oll a ry 1 0 . 2 (f) o f[3] a n d h e n c e p †[ A
'

( e) : KI( - (L( e) : A
'

I) by th e c h oi c e o f

a fi eld A
'

. T h u s th e S yl o w p
- s u b g r o u p o f a( A

'

( e)/ K (β)) i s t ri v i al a n d T h e o r e m

1 0 . 1 2 of [3] yi eld s th a t p †m K(β) . T hi s c o n t r a di c ti o n i m pli e s th a t m K (β) - 1 a s

cl ai m e d .

(ii) Si n c e P i s L - s e m i -i n v a ri a n t i n a
,
b y L e m m a 2 ･l of [4] a( L(P)/ L) c o n t ai n s

a s u b g r o u p H w hi ch i s i s o m o r p hi c t o a/ T ･ Si n c e m L ,(β) di vid e s β(1) a n d (1 G :

T] , β(1)) - 1
,

w e h a v e t h at (lG : Tl,
m L(β)) - 1 ･ Si n c e a( A

'

(β)/ Ii
'

) i s i s o m o rp hi c

t o a (L(β)/ L(P) n A
'

) ,
it f oll o w s th a t J A

'

(β) : A
l

l - lL(β) : L(β) n A
'

卜 L et M

b e a 丘Ⅹ ed fi eld of H . T h e n w e h a v e (L(β) : 叫 - 1 G : TI . If a p ri m e p di vid e s

JL(P) n K : L いh e n pl m L(β) a n d ir a p ri m e p di vi d e s IL(β) : L(β) n A
r

t ,
t h e n

p I m L(P) . T h e s e f a ct s yi eld s t h a t M i s a s u b 五el d o f L(β) w hi c h c o n t ai n s L(β) n K

a s a s u b五eld . T h e r ef o r e a( K (β)/ A
'

) c o n t ai n s a s u b g r o u p w h o s e r e st ri cti o n t o L(β)

is e q u al t o H . T hi s i m pli e s t h a t P i s A
'

- s e mi -i n v a ri a n t i n G ･

(ⅠⅠ) (i) - 辛(ii) L e t 7
I

b e t h e i r r e d u cib l e E -

c h a r a ct e r o f G w h o s e r e st ri cti o n t o

T h a s P a s a c o n s tit u e n t . T h e n w e g et

l ≦(β, 7
′

l T) T
- (β

G

, 7
'

) a
- ( 7 , 7

1

) G
- (3 .1)

Si n c e 7
- β

G
∈ I , r E( a) ,

w e h a v e 7
-

7
'

b y t h e f o r m u l a (3 .1) ･ T h e r ef o r e 7 i s t h e

o n ly i r r e d u ci bl e E -

c h a r a c t e r o f a w h o s e r e st ri c ti o n t o T h a s β a s a c o n s tit u e n t . If

X e x t e n d s t o a n L -

r e p r e s e n t ati o n X
/

of G
,
t h e n it f oll o w s t h at 7 1S a n E - c o n s tit u e n t

o f X
/

a n d i r 't
'

a n d i r X
′

d e c o m p o s e a s f oll o w s
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i r X - m L(β)(β+
･ ･ ･

) ,
i r X

'
- m L(7)(7 十

･ ･ ･) ･

Si n c e (β, 7t T) T
- 1

,
th e a b o v e e q u a ti o n s yi eld t h a t m L(β) i s e q u al t o m L( 7) ･

(ii) - 辛(i) A s s u m e th a t m L(β) - m L( 7) ･ Si n c e T i s e q u al t o I G(β) ,
W e C a n

c o n sid e r βa s a s t a n d a rd e x t e n si o n a n d s o b y T h e o r e m 2 ･ 4 o り4】,
it i s o b v i o u s tll at

X e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n o f a .

(iii) ⇔ (i v) T h e p r o of i s q uit e si m il a r t o th a t o f(i) ⇔ (ii) ･

(ii) = ⇒(i v) A s s u m e t h a t m L(β) - m L( 7) ･ T h e n w e cl ai 甲 t h at m K (7) - 1
,

f o r s u p p o s e th a t p i s a p ri m e d i v i s o r o f m A
･(7) ･ H e n c e p di vid e s m L(7) - m L(β)

b y C o r o ll a ry 1 0 .2 (f) of [3] a n d s o p †l K ( e) : A
'

I ･

r

r h u s t h e S yl o w p
-

s u b g r o u p

o f a ( K ( e)/ A
'

(7)) i s t ri v i al a n d T h e o r e m l O ･1 2 of [3】yi eld s t h a t p †m K( 7) ･ T hi s

c o n t r a di cti o n i m pli e s t h a七 m K (7) - 1 a s cl ai m e d ･

(i v) = ⇒(ii) T h e p r o of th a七 m L(β) di vid e s m L(7) i s si mi l a r t o th e b e gi mi n g of

t h e p r o o f of T b e o r e m 6 ･3 o f【4】a n d s o w e o m it it s p r o of ･

C o n v e r s ely w e w ill s h o w th at m L( 7) di v id e s m L(β) ･ Si n c e m K(7) - 1
,

m L(7)

di v id e s I K : LI b y C o r o ll a r y l O ･ 2 (g) of [3] ･ B y th e ch oi c e of It
'

it f oll o w s th a七 all

p ri m e di vi s o r s ofl K : LI a r e di vi s o r s o f m L(P) a n d t h u s di v id e β(1) ･ T h e s e p ri m e s

d o n o t di v id e J G : TI b y th e a s s u m pti o n t h a t (l G : Tl, β(1)) - 1 a n d s o m L(7)

div id e s m L(P) b y L e m m a 2 ･ 3 o f [4] a n d th e f a ct t h a t P i s a st a n d a rd e x t e n si o n ･

T h e r ef o r e w e h a v e m L(β) - m L(7) . T hi s c o m pl et e s th e p r o o f o f T h e o r e m 3 ･1 ･

Q . E . D .

A s a n a p pli c a ti o n o f T h e o r e m 3 . 1 w e w ill p r o v e T h e o r e m i ll (I ･ M ･I s a a c s) ･

P r o of of T h e o r e m 1 . 1 ･ T o b e gi n wi t h w e n o t e t h a t α h a s a s t a n d a rd e x -

t e n si o n a s u ch t h a t o( α) - o( a) I (S e e th e n o t e b el o w D e fi n iti o n 2 ･2 o f [4]) ･ B y

T h e o r e m 2 .4 it f oll o w s t h a t X e x t e n d st o a n L -

r e p r e s e n t ati o n i ,

o f T - I G( α)
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h a vi n g α a s a n E - c o n s tit u e n t ･ T o p r o v e t h a t X e x t e n d s t o a n L -

r e p r e s e n t a ti o n
ノヽ

of a
,

b y T h e o r e m 3 .I (II) (iii) it i s n o l o s s t o a s s u m e t h a t th e S c h u r i n d e x

m L( a) - 1 . L et A . b e a n i r r e d u cibl e L - r e p r e s e n t a ti o n of T h a v i n g & d a S a n

E - c o n stit u e n t . T h e n b y L e m m a 6 .2 of [4] it f o ll o w s th at A . e x t e n d s t o a n L -

r e p r e s e n t a七i o n of a b e c a u s e (l G : N l,
o( α)) - 1 a n d o( α) - o(a) ･ B y T h e o r e m

′ヽ

2 .6 w e s e e th at X e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e n t ati o n o f a . T h e p r o o f i s c o m pl e t e ･

Q . E . D .

L et N A a a n d l e t X b e a n i n v a ri a n t i r r e d u cibl e L - r e p r e s e nt a ti o n o f N w h e r e

L ⊆ E i s a n a r bit r a r y fi eld . S u p p o s e 七h a t X e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e n t a ti o n o f G ･

L et α ∈ I r r E( N ) b e a n E -

c o n stit u e n t o f ,t
'

･ T h e n b y T h e o r e m 3 ･ l o f [4】 w e c a n

s e e t h a t αT e x t e n d s t o a n L( α)
-

c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f a w it h r e s p e ct t o t h e

gi v e n a cti o n of G o n L( α) w h e r e m - m L( α) i s th e S c h u r i n d e x o f α o v e r L ･ (S e e

al s o th e p r o o f o f T h e o r e m 2 .3 of [5])

C o n v e r s ely w e w ill c o n sid e r t h e f o ll o w i n g sit u a ti o n . L et α ∈ I r r E( N ) b e L -

s e m i -i n v a ri a n t i n a w h e r e L ⊆ E s o t h a t a a ct s o n L( α) a n d a s s u m e th a t (lG :

N l,
α(1)) - 1 . S u p p o s e t h a t α d e x t e n d s t o a n L( α) - c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n w

｡
o f

a w it h r e s p e ct t o t h e gi v e n a c ti o n of G o n L( α) ･ W e s e t T - I G( α) ･ S i n c e

e a c h el e m e n t o f T a c t s t ri v i al ly o n L( α) ,
fo r a n y x

, y ∈ T a n e q u ati o n w
｡( x y) -

w
｡( x) LJ

α( y) h old s ･ T h a t i s
,
L J

｡I T (t h e r e st ri c ti o n o f L J
α

t O T) is a n e x t e n si o n o f αd ･

T h e n w e h a v e t h e fbll o w l n g t h e o r e m .

T h e o r e m 3 .2 . I n th e a b o v e sit u ati o n w e h a v e

(i) Th e r e i s a u n iq u e c h a r a ci e r β∈ I r r E( T) s u c h th a t βl N
- α a n d βd

- L J
αlT ･

(I n thi s c a s e w e s a y ih a l βi s d et e r m i n ed b y α αn d L J
α

.) I rl a d diti o rL βis L - s e m i -

i r 抑 a ri a n t i n G .
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(ii) L ei ,i b e a n i r r e d u cibl e L - r e p r e s e n i ati o ' M f T h a vi n g β a s a n E -

c o n stit u e n t

w h e r e βi s d et e r m i n e d b y α αn d w
α

･ Th e n カ e xt e n d s t o a n L - r ep r e s e n t a ti o n of G .

(iii) L etβ∈ I r r E( T) b e ik e c h a r a ct e r w hi ch i s d et e r m i n ed b y α αrl d w
｡

s u ch th a i

m L( α)lL( α) ‥ Lf - m L(β)lL(β) ‥ Ll a n d l et X b e a r H

'

r r e d u cibl e L - r ep r e s e n t a ti o n

of N h a vi n g α αS a rk E - c o n siii u e n t ･ T h e n X e x t e n d s t o a n L - r e p re s e n t a ti o n of G .

p r o of ･ B y T h e o r e m 5 of [2] ,
it i s o b v i o u s th at th e r e i

?
a un iq u e ch a r a ct e r

β ∈ I r r E( T) s u ch th a t β[ N
- α a n d βd

- LJ
αlT . N e x t w e wi ll p r o v e t h a七βi s

L - s e m トi n v a ri a n t i n G ･ S i n c e α i s L - s e m トi n v a ri a n t i n a
,
f o r g ∈ a w e c a n w rit e

α
9 - α

q fo r s o m e o
'

∈ a( L( α)/ L) ･ A n d t h e r e i s a n a u t o m o r p hi s m a
･

∈ a( L(β)/ L)

s u ch t h a t 3fL( α)
- Cr ･ It f oll o w s th a t

P
3

lN
- (βI N)

3
- α

3
- α

α

a n d (P
3

)a
- (βd)

3
- ( w

αI T)
3

- (βd)
q

b e c a u s e w
α( x) ∈ L( α) fo r e v e r y x ∈ a .

O n th e o th e r h a n d w e g et

β
9
J N

- (βlN) 9 - α
9 - α

q

a n d (P
9
) a

- (βd) a - ( w
αl T)

9
- (L J

α[T)
q

- (βd)
q

b e c a u s e f o r e v e r y x ∈ T

(β
9
) a( I) - d ei X 9( I) - d ei X (g x g

~ 1

) - βd(9 X g
~ l

) - (βd)
9
( x) a n d s o w e h a v e

(P 9) d
- (βd)

9
w h e r e X i s a n E - r e p r e s e n t a ti o n o f T w hi c h a H o r d s β.

B y T h e o r e m 5 of[2] w e h a v e P
3

- β9
. C o n s e q u e n tly βis L -

s e mi -i n v a ri a n t i n a .

(ii) Si n c e P i s L - s e mi -i n v a ri a n t i n a a n d I G(P) i s e q u al t o T
,
f o r e w e c a n t a k c a

fi eld Ii
'

,
L ⊆ A

'

⊆ L( e) w hi ch w e d et e r m i n e d i n T h e o r e m 3 ･ 1 w h e r
?

e i s a p ri mi ti v e

n - t h r o o t o f u n it y i n E a n d n i s th e e x p o n e n t o f G ･ Si n c e w
αI T

- βd a n d L J
α i s a n

IJ( cY) - C r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f
'

G
, βd e x t e n d s t o a n L( α) - c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f

G ･ C o n s e q u e n tly it f oll o w s t h at βd e x t e n d s t o a n A
'

(P)
-

c r o s s e d r e p r e s e n t a ti o n o f
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a b e c a u s e L( α) ⊆ L(β) ⊆ A
r

(β) a n d βi s A
'

-

s e m i -i n v a ri a n t i n a b y T h e o r e m 3 . 1

(Ⅰ) (ii) ･ S i n c e th e S ch u r i n d e x m ∬(β) - 1 b y T h e o r e m 3 .1 (I) (i) ,
w e c a n s e e b y

T h e o r e m 2 ･6 a n d T h e o r e m 3 .1 (ⅠⅠ) (iii) th a t A e x t e n d s t o a n L - r e p r e s e nt a ti o n ｡ f

a .

(iii) L e t A b e a n i r r e d u cibl e L -

r e p r e s e n t a ti o n o f T h a vi n g P a s a n E -

｡ ｡ n stit u e n t .

T h e n w e s h o w ed i n (ii) th a t A e x t e n d s t o a n L -

r e p r e s e n t a ti o n of G . B y t h e a s s u m p
-

ti o n t h a t m L( α)l L( α) : Ll - m L(P)IL(β) ‥ L(,
w e c a n s e e t h a t kI N i s si mi l a r t o X .

(S e e th e p r o o f of T h e o r e m 2 .4) fl e n c e ,γ e x t e n d s t o a n L r e p r e占e n t a ti o n of a . T hi s

c o m pl et e s t h e p r o o f of T h e o r e m 3 ･ 2 ･ Q . E . D .

R ef e r e n c e s

[1] B ･ F ei n : E x t e n si o n s of g r o u p r e p r e s et a ti o n s o v e r fi eld s o f p ri m e ch a r a c t e ri sti c
,

P r o c ･ A m e r ･ M at h ･S o c ･ 23 (19 6 9) ,
ll - 1 3 .

[2] P ･ X
･ G all a gh e r: G r o u p ch a r a ct e r s a n d n o r m al H all s u b g r o u p s

,
N a g o y a M at h .

J . 2 1 (1 9 6 2
'

) ,
2 23 - 2 3 0 .

[3] I ･ M ･I s a a c s : C h a r a c t e r T h e o r y o f Fi n it e G r o u p s
,
A c a d e mi c P r e s s

,
N e w Y o rk

,

1 9 7 6 .

[4] Ⅰ･ M ･I s a a c s ‥ E x t e n si o n s o f G r o u p R e p r e s e n t a ti o n s o v e r A rbit r a r y Fi eld s
,

J ･ A lg ･ 6 8 (1 9 8 1) ,
5 4 7 41 .

[5】 K ･ Y a m a tl Clli : O n t h e E x t e n si o II S Of G r o t lp R e p r e s e n t ati o n s o v e r A r bit r a r y

Fi eld s
,
M a t h J a p o n ･ V ol ･3 6 N o .3 (19 9 1) ,

46 9 - 4 7 5 .

D e p a rt m e n t o f M a t,h e m a ti c s
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F a c u lt y o f E (1 u c a ti o n

C hi b a U n i v e r sit y

C bi b a 26 3 - 8 5 22

J a p a n
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J . A . G r e e n の 定理 の別証明

山 内 憲
一

千葉大学 教育学部

G を有限群と し､ G の 表現はす べ て 複素数体 C 上 で考 える こ とにする o G の 既

約指標 の全体をx l , X 2 ,
-

, X h とする｡ Z は有理整数全体の なす環 で ､ A(⊇ Z) を代

数的整数か ら成 る C の任意 の部分環 とする o さらに次の記号を定義する o

c h a r( a) : - G の 指標環
,

c h a r d( a) : - ‡∑%

b
= 1

a i X i[ a i ∈ A
,
i - 1

,
2

,
…

,
h) ,

cf( a) : - 複素数値 を取る G 上 の類関数全体 の集合
,

7i : = G の或 る部分群の集合
こ の とき次に述 べ る定理 はよく知 られて い るもの で ある｡

定理 1 次の(i) ,(ii) ,(iii) ,(i v) は同値で ある｡

(i) 任意の 0 ∈ cf( a) に対 し､ 0[ H(LI - の 制限) ∈ c h a r( H) f o r all H ∈ 7i ならば､

0 ∈ c h a r( a) で ある o

(ii) 任意 の 0 ∈ c f( a) に対 し､ OI H ∈ c h a r d( II) f o r all H ∈ 7i な らば ､ a ∈

ch a r d( a) で ある o

(iii) ∑H 6 7(i c h a r( H ))
a

- c h a r( a)

(i v) G の 各基本部分群は7i に属する或る部分群 の 共役に含まれ るo

上の 定理 で(i) ⇔ (iii) 及 び(ii) - (iii) の証明は B r a u e r の 定理 3 i 叫】の 証明を

見習えば出来るo G r e e n は(i) - ⇒(i v) (i ･ e ･ B r a n e r の In d u cti o n tb e o r e m の逆) を証

明するの に ､ 誘導指標に関する F r o b e n i u u s の 公式 を用 い て(iii) ⇒ (i v) の証明を与

えて い るo 我 々 はまた A ∋ E( こ こに e は 1 の 原料 Gl 乗根) の 場合に ､ G の 特性関

数 を用い て ､ (ii) = ⇒(i v) の 証明を与えた｡ 本当は(i) - ⇒(i v) の 直接 の 証明が欲 しい

の ですが ､
これは相当に難 しい と思われます｡

我々 の 目標 は M a c k ey d e c o m p o siti o n t h e o r e m を用 い て(iii) - ⇒(i v) の( G r e e n の

証明とは異なる) 別証明を与える こ と である｡

これか らは A は 1 の原始J Gl 乗根を含む もの とする .

I J e m m a 2 E - < y > × P は G の p
一 基本部分群で E

.
は E の 真の 部分群で

ある とす る｡ こ の とき0 を E
.
の

一

般指標とすれ ば

I n dE o( a)( y) ∈ p A

が なり た っ
｡

(iii) - 辛(i v) の 証明の要 点

(iii) の 仮定より

1 G
- ∑FI 6 71 ∑^

a
H

,
A I n 堀(A)

M a k e y d e c o ll lp O Siti o n t b e o r e m より
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R e s富(1 G) - 1 E
- ∑II E? i ∑入

a H
,
入 R e sg(I n dS( A))

- ∑H e 7 L ∑入 a H , ^ ∑i E T I n 堵t n E (入
t

I H t ｡ E)

p
一 基本群 E が 7i に属する部分群の どの 共役にも含まれない ならば H t

n E は E

の真 の 部分群で ある｡ よ っ て L e m m a 2 より

I n 堵t
n E(人

i

J H t ｡ E)( y) ∈ p A

よ っ て 1 E( y) ∈ p A を得る o これは 1 E( y) - 1 に反する ｡

R ef e r e n c e s

l ･ R ･ B r a u e r
?

A ch a r a c t e ri z a ti o n o f th e ch a r a ct e r s o f g r o u p s of fi n it e o r d e r
,

A n n ･ o f M a t h ･ 57(1 9 5 3) ,
3 5 7 -3 7 7 .

2 ･ C ･ W ･ C u r ti s a n d I ･ R ei n e r
)

㍑

M et b o d s o f R e p r e s e n t a ti o n T h e o r y

w it h a p pli c a ti o n s t o fi nit e g r o u p s a n d o r d e r s
?

n

W il e y
-I n t e r s ci e n c e

?
N e w Y o r k

?

1 9 8 1 .

3 ･ J ･ A ･ G r e e n
,
O n t h e c o n v e r s e t o a t h e o r e m o f R ･ B r a u e r

,
P r o c . C a m b .

P bil o s ･S o c ･51(1 9 55) ,
2 3 7 - 2 3 9 .

4 ･ J ･ P ･S e r r e
?

"

Li n e a r R e p r e s e n t ati o n s o f Fi nit e G r o u p s
,

"

S p ri n g e r - V e rl a g ,
N e w

Y わrk
,
19 7 7 .

5 ･ K ･ % m a u c hi
,
O n a th e o r e m o f J ･ A ･ G r e e n ･ J ･ A lg . 2 0 9(1 9 9 8) ,

7 0 8 - 7 1 2 .

6 ･ I( ･ Y a m a u chi
?
A n o th e r p r o o f of a th e o r e m of J ･ A ･ G r e e n ･ t o a p p e a r i n ∫. A lg ･
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