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本研究の目的は図形の定義についての検討場面を取り入れた授業により，図形の包摂関係についての生徒の理解が
変容することを明らかにすることである。そのために，まず，図形の概念形成を促進することを目指し，定義の捉え
方の指導を考えるという本研究の立場を明確にし，また，これまでの研究成果を踏まえ，定義指導の要因を示す。次
に，その要因を考慮して実施された授業の概要，その授業前後で行われた図形の包摂関係についての理解に関する実
態調査の概要及びその結果を述べ，その結果を考察する。その結果，長方形，平行四辺形及び二等辺三角形について
はより特殊な図形を含めて考えられるようになったことにより指導の効果が示された。しかしながら，定義を適切に
捉えることができた生徒はある図形がそれより一般的な図形に含まれるかどうかの判断はできても，その判断を，概
念イメージに当てはまる図を選ぶ際に用いていないことが明らかになった。

The purpose of this study is to show the transition of students’understanding of inclusion relations between
geometric figures through the lessons which adopt the situation of discussing about definitions of geometric
figures. First it clarifies that teaching definitions of geometric figures promotes concept formation of these figures
in this study. Second the factors of teaching definitions of geometric figures are pointed out based on the results of
the previous studies. Third the lessons which adopt the situation of discussing about definitions of geometric
figures were given and the survey of understanding of inclusion relations between geometric figures before and
after the lessons administered and the results of the survey were considered. It follows from what has been said
that the teaching definitions effects students’understanding of inclusion relations between squares and rectangles,
rectangles or rhombi and parallelograms, regular triangles and isosceles, right isosceles and isosceles, however,
students who understood the definitions of geometric figures appropriately was not able to use the inclusion
relations in order to select figures that are consistent to their concept image of geometric figures.

キーワード：図形の概念（concepts of geometric figures） 包摂関係（inclusion relations） 理解（understanding）
定義指導（teaching definitions） 概念イメージ（concept image）

１．はじめに

数学教育において，定義指導が重要であることはこれ
までに様々な研究者により指摘され１），また，定義の指
導実践が多数報告されている２）。我が国では，小学校第
２学年においてはじめて定義が取り上げられるが，定義
の意味や役割については明らかにされていない。一方，
中学校第２学年では，図形の証明の単元において命題と
して定義が本格的に取り扱われるようになる。しかしな
がら，中学校では，生徒たちは小学校での学習の延長と
して考え，特に注意して定義を学習することは少なく，
また，教師も定義構成の学習指導には特に注目している
ということはない。

これまでに，長方形についての小学校６年生と中学校
２年生に対する実態調査の結果を基に，図形の定義につ
いての捉え方が図形の概念形成に及ぼす影響を解明し
た３）。また，日本とフィンランドにおける図形の定義の
捉え方に関する調査結果を踏まえて，我が国の平行四辺
形の定義指導の効果を明らかにするとともに，我が国に
おける児童・生徒の長方形，ひし形及び平行四辺形の定
義の捉え方が図形の概念形成に及ぼす影響を解明した４）。
また，図形学習後の小学校６年生と図形の定義学習前

の中学校２年生における定義の捉え方の比較から，図形
の定義を性質の列挙と考える生徒が多く，捉え方の変容
が殆ど見られないことを明らかにした５）。そこで，これ
らの結果を踏まえ，図形の定義についての検討場面を取
り入れた授業を実施することにより，図形の包摂関係に
ついての生徒の理解の変容を明らかにすることを本研究連絡先著者：
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の目的とする。

２．図形の定義についての捉え方

これまでに，図形の概念形成を促進する学習指導を提
案するために，図形に関する諸概念の関係についての理
解の状態を捉える枠組みを設定した６）。この構成要素の
一つに図形に関する諸概念の関係についての理解の状態
（以下，理解の状態）がある。この理解の状態は２つの
図形の概念間の関係を捉える観点を基に以下のように設
定されている。すなわち，２つの図形の概念を弁別でき
ない状態（状態１），その相違点に基づいて弁別できる
状態（状態２），その相違点によって弁別し，類似点に
よって同類と見なすことができる状態（状態３）である。
さらに，２つの図形の概念の相違点及び類似点を基に，
それらの包摂関係を理解できる状態（状態４）である。
上述の枠組みに基づいて，状態３から状態４への移行

を促す要因「図形の概念をその定義にあてはまるもの全
ての集合であると考え，定義の意味を正確に捉えるこ
と」を抽出した７）。これにより，図形の定義についての
捉え方が図形の概念形成を促進するための要因であるこ
とを示し，その重要性を明らかにしたことになる。した
がって，本研究では，図形の定義についての適切な捉え
方が図形の概念形成を促進する，とりわけ包摂関係の理
解を促すという立場に立っている。

３．図形の定義指導の実践に関する先行研究

図形の定義についての捉え方を改善するために，様々
な指導が提案されている。Pereira―Mendoza（１９９３）は
数学における定義の役割についての理解を促すための活
動を提案している８）。具体的には，四角形を例として，
三角形との違いを明らかにしたり，４点が同一平面上に
ない場合について検討したり，最少の単語数で図形を述
べる方法を考えたりしている。また，Keiser（２０００）は
角の概念に焦点化して，６年生に対して定義の指導を
行っている９）。角の意味や角の概念に対する矛盾につい
ての話し合いにより，子どもたちは形式的定義の導入前
に豊かな概念イメージをつくることができると示唆され
ている。
我が国では，小関ほか７名（１９８１）は二等辺三角形の

定義指導を中学校２年生で取り上げて授業を行い，その
効果を明らかにしている１０）。生徒たちに二等辺三角形に
ついて説明させ，その中から，二辺相等，二角相等，二
辺・二角相等の何れかが相応しいかについて話し合わせ，
最終的に二辺相等を選んで，定義を意味づけている。ま
た，この継続研究として，中西，国宗ほか７名（１９８３）
は「図形の定義は，みんなで討論して決めるもの」とい
う立場で，平行四辺形の単元において，その定義と性質
を明確に捉えさせ，定義の必要性や役割を理解させる指
導を実施し，その効果を示している１１）。さらに，清水
（１９９９）は，高校１年生の２名ずつの２ペアに対して，
たこ形と凹四角形を用いて教授実験を行い，図形の考察
の水準及び定義観の変容から，その定義指導の効果を示
している１２）。

以上のように，図形の定義指導に関する実践的研究が
多数行われてきており，その成果が示されている。しか
しながら，トピック的な取り扱いや少人数による教授実
験であったり，指導要因が明確でなかったりする。その
うえ，小学校段階から中学校段階における図形の概念イ
メージや定義の捉え方の変容を考慮した指導にはなって
いない。本研究では，小学校までの定義についての捉え
方を踏まえ，また，中学校の教育課程に組み入れて図形
の定義指導を構想し，実施することを目指している。

４．図形の概念イメージに関する先行研究

これまでに，概念イメージと概念定義の不一致１３）やそ
れらにより捉えられる概念理解１４）について研究がなされ
ている。概念イメージとは，ある概念に対してもつメン
タル・ピクチャーのことであり，概念定義とともに，概
念理解の一側面を捉えるものである。概念イメージは与
えられた数学的対象がその概念の例かどうかを判断する
基準となり得るため，図的に表現しやすい図形の場合は
特に概念理解において重要な役割を果たす。また，本研
究で研究対象となっている定義の捉え方は概念に対する
言語形式である概念定義と区別して取り扱われるため，
概念定義は取り上げないことにする。
以上のように，本研究では，図形を表した図と概念イ

メージとの整合性を基に図形の包摂関係の理解を捉える
ことにする。

５．図形の定義指導における留意点

これまでに実施してきた研究により次のような示唆が
得られたことから，それらを踏まえて図形の定義指導に
おける留意点を示し，授業に取り入れる。まず，図形の
定義についての捉え方が図形の概念形成に及ぼす影響を
解明した研究１５）により，悪影響を回避するために，否定
的な表現をなくすようにすること，必要条件だけでは不
十分であることが分かるように，定義記述の内容を吟味
することが必要であることを明らかにした。また，図形
の概念イメージとのずれを視点として定義の捉え方の実
態を解明した研究１６）では，定義の意味内容とそれを満た
す図形の集合を対比させることで，図形の概念イメージ
と定義の捉え方のずれを解消させること，性質の列挙を
簡潔な表現に改める話し合いの場面を設けることが必要
であると結論づけた。
以上のことから，授業に取り入れる留意点として，以

下の４点が挙げられる。第一に，否定的な表現を用いな
いようにする。第二に，定義を必要十分条件として捉え
るようにする。第三に，定義の意味を明らかにし，それ
にあてはまる例示を行う。第四に，性質の列挙を簡潔な
表現に改めるようにする。

６．調 査

本章では，図形の定義指導による図形の包摂関係につ
いての生徒の理解の変容を明らかにする。
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� 調査の概要
この調査は国立大学の附属中学校１学級４２名の生徒を

対象にして行われた質問紙調査である。事前調査は２００６
年１月に，事後調査は２００６年６月に行われた１７）。授業は
２００６年５月に，四角形の関係についての指導時期にあわ
せて，２単位時間（４５分×２）で実施された。事前及び
事後調査は数学担当教師の監督下でいずれも１０分間で行
われた。

� 調査問題
この調査では，問題２と問題３が出題された。問題２

は１２の図の中から，問として提示された図形にあてはま
る図を全て選ぶ問題である（図１，２）。１では，正方
形，長方形，ひし形，平行四辺形，四角形及び多角形に
あてはまるものを，図の中から選ぶ問題が出題されてい
る。図はそれぞれ以下の図形を表している。Ａは平行四
辺形，Ｂは正方形，Ｃはひし形，Ｄはたこ形，Ｅは台形，
Ｆは凹八角形，Ｇは長方形，Ｈは平行四辺形，Ｉは長方
形，Ｊはひし形，Ｋは正方形，Ｌは正六角形である。ま
た，２では，直角三角形，鋭角三角形，鈍角三角形，二
等辺三角形，正三角形，直角二等辺三角形にあてはまる
ものを図の中から選ぶ問題が出題されている。図はそれ
ぞれ以下の図形を表している。Ａは正三角形，Ｂは直角
二等辺三角形，Ｃは鋭角三角形，Ｄは二等辺三角形，Ｅ
は直角三角形，Ｆは鋭角三角形，Ｇは三角形でない，Ｈ
は鈍角三角形，Ｉは鈍角三角形，Ｊは鈍角三角形，Ｋは
二等辺三角形，Ｌは直角三角形である。
また，問題３は定義を問う問題や包摂関係について説

明する問題である（図３，４）。この問題には以下の６

あるいは７つの問が出題されている。問１は定義として
あてはまるものを選ぶ問題である。事前調査では長方形，
事後調査ではひし形についてたずねた。但し，事前調査
では，定義が未習のため「……をはっきりと述べている
と思われるのはどれですか」という問いにした。問２は
問１の選択肢の中から最適なものを選ぶ問題である。問
３では，事前調査ではひし形の図を示し，事後調査では
長方形の図を示さずに，各々の定義をたずねた。また，
問４では，事前事後調査ともに，正方形の図を示し，ひ
し形かあるいは長方形か，その理由をたずねた。問５で
は，事前事後調査ともに，問３と同様な形式で平行四辺
形の定義をたずねた。問６では，事前調査で長方形の図，
事後調査でひし形の図を示し，平行四辺形かどうか，そ
の理由をたずねた。問７は事後調査でのみに出題され，
台形の定義を記す問題である。

� 調査結果の分析方法
本研究では，まず，問題２においては，Ａ～Ｇの図が

表す図形の中で，ａ）～ｆ）の図形を，より特殊な図形
との包摂関係を基にそれらを含めて捉えているかどうか
を判断する。また，問題３においては，問１及び問２に
ついてはＡ～Ｇの選択肢を選んだ人数を学年ごとに集計
する。定義の捉え方の視点としての経済性１８），条件の過
不足性１８），任意性１９）及び視覚的イメージ２０）に基づく選択
肢を設定した。そのため，経済性を満たしている一般的
な定義をＢ，それに同値な命題としてのＧ，条件過剰の
ＤとＥ，条件不足のＡとＦ，視覚的イメージによるＣを
設定した。具体的に言えば，次の通りである。Ａは図形
の一種であるという記述である。Ｂは数学的に一般的な

図１ 事前事後調査の問題２・問１

図２ 事前事後調査の問題２・問２
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図３ 事前調査の問題３

図４ 事後調査の問題３
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定義である。Ｃは視覚的にどのように見えるかという記
述である。Ｄでは４直角だけでなく，４辺あること，対
角線の相等や対辺の相等及び平行性についても述べられ
ている。Ｅでは４直角の他に，隣接する辺の長さが等し
くないことが記されている。Ｆは対辺の平行性を述べて，
より一般的な図形である平行四辺形の定義になっている。
Ｇは１つの直角をもつ平行四辺形というＢに同値な命題
である。
問３，５及び７については，回答の記述に問１のＡ～

Ｇを特定する。この場合，２つ以上に相当する回答には
DE等の２つ以上を特定することとする。
問４と問６については，「はい」か「いいえ」か，そ

の理由が包摂関係を理解しているものとなっているかど
うかを判断する。

� 授業の概要
授業は数学科の担当教師に，授業のねらいを理解して，

実施して頂いた。授業のねらいは生徒たちが定義の役割
を知り，定義を適切に理解し活用できるように，図形の
定義指導を行うことである。事前打ち合わせをし，５で
示した指導の留意点を基に，授業の展開過程を説明し，
依頼した。
１時間目の授業の概要は以下の通りである。教師は長

方形とは何かとたずね，一人ずつ順番に様々な特徴を言
わせていった。教師の介入もあったが，以下の特徴が挙
げられた。「向かい合う辺が平行」「対角線が互いに中
心・中点で交わる」「４つの角が全部９０°」「４つの角の
合計が３６０°」「辺が４つ，角が４つ」「向かい合う辺の長
さが同じ」「対角線の長さが等しい」等。
その後で，教師は長方形という言葉を的確に表すのは

どれか，簡単で，無駄なく，しかし，必要なものを消さ
ないようにするとどうかとたずねた。それぞれの特徴は
一つずつ理由づけられ，消されていった。正方形でも言
えるという理由で「４つの角が全部９０°」も消されたが，
Ｔさんから，平行四辺形との確実な違いを言うためには
必要だという反対意見が出された。結果として，「４つ
の角が全部９０°」「対角線の長さが等しい」が残された。
しかし，生徒たちがすっきりしていない様子を受け止め，
教師は角度が９０°の平行四辺形はどうかともちかけ，角
度が９０°の平行四辺形では，角を９０°にすることは結果と
して対辺が平行になることであり，９０°と平行がダブり
になるので，平行を消すことになると結論づけた。
続いて，教師は平行四辺形から条件付加により，ひし

形，長方形及び正方形になるという図を示し，全体を大
きく囲んで，全部が平行四辺形で，２組の向かい合う辺
が平行だからと説明した。平行四辺形の角度を９０°にす
ると長方形になること，四角形だから，３６０°で，全ての
角が等しいと言えること，４つの辺が等しいとひし形で，
角と辺がともに等しいと正方形になることから，図形を
関係づけた。
最後に，長方形は４角が全て等しい四角形としてまと

め，必要最低限の言葉でいうのを定義と言い，定理は図
形について言えることであると説明した。
また，２時間目の授業の概要は以下の通りである。再

度，定義と定理の確認を行い，長方形を例として，定義

はその用語の意味を述べたもの，必要十分条件であるこ
とを説明した。一方，定理はみんなが正しいと確認した
ことで，よく使われる性質をまとめたものであるとした。
また，１時間目で挙げられた長方形の性質の中から，隣
り合う辺は等しくないという表現を取り上げて，否定的
表現を使わないことの確認を行った。一般の四角形でも
言えることであり，条件は「そうである」というものの
みとすることを説明した。さらに，「もれ，重なり」に
ついて，平行四辺形を取り上げて確認した。

７．調査結果とその考察

� 調査結果
問題２についての結果をまとめると以下の表１及び表

２の通りになる。表１は四角形についてまとめたもので

表１ 事前事後調査における問題２の四角形の解答率
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あり，表２は三角形についてまとめたものである。それ
ぞれの図形の主たる解答に対してそれを出した生徒の割
合を，事前調査，事後調査毎に示した。三角形の中で，
鋭角三角形，鈍角三角形については本研究では特に考察
の対象としないことから，ここでは削除した。また，各
解答については２名以上の生徒が答えたもののみを取り
上げ，１名だけが答えたものについてはその他にまとめ
た。したがって，「その他」の割合が多い場合は，多種
の解答が出されたということである。

� 理解の変容が見られなかった図形
以上の結果から，図形の包摂関係の理解についての変

容が見られなかった図形を取り上げる。正方形，四角形，
正三角形及び直角二等辺三角形である。これらの図形の
場合，殆どの生徒が事前調査の段階で既に正解であった
ために，変容は見られなかったと言える。
また，多角形の場合は，正答率は必ずしも高くないが，

全体的な変容は見られなかった。ＡからＬの全ての図形
を選んだ生徒と，四角形ではない図形Ｆ，Ｌのみを選ん
だ生徒に大きく２つに分かれている。このため，四角形

と多角形の包摂関係についての理解は受けた授業によっ
て改善されたとは言えない。
さらに，ひし形の場合，正答率は２，３割であり，低

く，また，理解の変容も見られなかった。また，正方形
以外のひし形だけをひし形と捉える生徒の割合はそれほ
ど多いわけではなく，２割弱であり，これについても変
容が見られなかった。しかしながら，解答の種類は多い。
水平鉛直方向に置かれた正方形を除いた解答や，底辺が
水辺になるように置いたひし形を除いた解答，対角線が
水平鉛直の位置になるように置いた正方形やひし形のみ
を選んだ解答などがある。このように，正方形を含まな
い典型的なひし形のみ選んだ解答の他に，置かれている
位置に依存して図形を捉えている解答が授業の前後を通
して多く出されていることが分かった。
また，直角三角形については，６，７割の生徒が正答

しており，事前事後調査で変容が見られなかった。

� 理解の変容が見られた図形
長方形の場合，正答率は有意に増加するが（x２（１）＝

１２．３５，ｐ＜．０１），その割合は５割弱であり，望ましい
結果であるとは言えない。図形Ｇ，Ｉという正方形を除
いた長方形を選んでいる生徒が急激に減少していること
から，このことについては，授業の効果があったと判断
できる。しかしながら，正方形を除いた長方形のみを選
んでいる生徒の割合は４割であり，依然として多く残っ
ていることが明らかである。
また，平行四辺形の場合，正答率が増え，６割程度に

なっている。これはACHという底辺が水平になるよう
に置かれたひし形と平行四辺形であり，この解答が有意
に減少したことにより（x２（１）＝８．９８，ｐ＜．０１），正答
が増えたと解釈できる。置かれた位置によらずに図形を
判断できるようになったと言えよう。
さらに，二等辺三角形の場合，正三角形や直角二等辺

三角形を含めて正答できた生徒は増加しているが（x２

（１）＝１０．７３，ｐ＜．０１），事後調査の結果では，２割強の
生徒たちのみが正答しており，十分な効果が出ていると
は言い難い。しかしながら，授業では四角形を取り扱い，
三角形自体を取り扱っていないことから，四角形のみに
関する学習が三角形に転移したと考えることができるだ
ろう。正三角形が含まれていなかったり，不等辺三角形
を含めていたり，底辺が水平方向のみのものを選んでい
たりして，生徒の概念イメージに整合している図のみが
選ばれていると考えられる解答が多い。そのうえ，「そ
の他」の割合が多いことからも，生徒の捉え方が多様で
あり，様々な誤りがあることが分かる。しかしながら，
二等辺三角形について，図形Ａ，Ｂ，つまり，正三角形
や直角二等辺三角形が含まれる解答は有意に増えている
ことから（x２（１）＝１０．３３，ｐ＜．０１），二等辺三角形と
正三角形，二等辺三角形と直角二等辺三角形の包摂関係
についての理解が促進されていることは明らかである。

� 定義の捉え方と包摂関係の理解
ここでは，問題３で，長方形，平行四辺形の定義を，

数学的に一般的な定義であると考える生徒の包摂関係に
ついての理解に関して考察する。問題３における包摂関

表２ 事前事後調査における問題２の三角形の解答率
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係についてたずねた問題は，問４及び問６がある。事後
調査では，問４は正方形が長方形と言えるかどうか，問
６はひし形が平行四辺形と言えるかどうかをたずねてい
る。長方形の定義が数学的に一般的な定義になっている
人２１）１０名中９名が問４で「はい」と答えており，平行四
辺形の定義が数学的に一般的な定義になっている生徒１５
名のうち全てが問６で「はい」と答えている。このこと
から，数学的に正しい定義を捉えている生徒は包摂関係
の理解ができると言える。
しかしながら，問題２において，包摂関係になるよう

に図形を選択できていたかどうかを判断すると，必ずし
も包摂関係になるようには図形を選択できていないこと
が分かった。具体的には，問２において，長方形を，正
方形を含んだものとして選んでいる生徒は１０名中６名で
あり，平行四辺形を，ひし形，長方形及び正方形を含ん
だものとして選んでいる生徒は１５名中１１名である。これ
らのことから，問２において正答の割合が有意に多いと
は言えないので，包摂関係を基にした解答であるとは判
断できない。
以上のことを総合して考えると，定義構成の授業を通

じて，定義を適切に捉えることができている生徒におい
て，包摂関係については，各図形がより一般的な図形に
含まれるかどうかという判断が正しくても，その図形と
して，自分のもつ概念イメージに合わせて当てはまる図
を適切に選ぶことができるとは言えない。つまり，包摂
関係かどうかを記述できることと，包摂関係になるよう
に具体的に図を選ぶこととは必ずしも一致しないという
ことである。より一般的な図形に含まれるかどうかの判
断記述は定義の捉え方に依存するものであり，ここでの
結果は概念イメージと定義の捉え方との不一致を表して
いると言えるだろう。

８．おわりに

本研究では，図形の定義についての検討場面を取り入
れた授業の実施により，図形の包摂関係についての生徒
の理解が変容することを明らかにした。この結果から，
この授業を受けることにより，長方形，平行四辺形及び
二等辺三角形に関する包摂関係の理解については効果が
あることが分かった。また，定義を適切に捉えることが
できた生徒は包摂関係について，より一般的な図形に含
まれるかどうかの判断はできても，概念イメージに当て
はまる図を選ぶ際にその判断を用いていないことが明ら
かになった。
今後はこの結果を踏まえて図形の包摂関係の理解を促

進するために，図形の定義指導の方策をどのように工夫
していったらよいかについて考察することが課題である。
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