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1 基本的な知識 1

1 基本的な知識
1.1 テイラー級数
x = c 近傍における関数 F (x) の様子を調べる場合, F (x) を簡単な関数で近似することは有効な

方法である。最も簡単な近似は, x = c における F (x) の接線, つまり

F (x) ≈ F (c) + F ′(c)(x− c)

で近似することである。これを一般化して, x− c のべき級数 (power series)で展開して

F (x) = F (c) + F ′(c)(x− c) + f2 (x− c)2 + · · ·+ fn (x− c)n + · · ·

としてみる。ここで, f2, · · · , fn, · · · は定数である。x で順次微分すると

F ′(x) = F ′(c) + 2f2 (x− c) + 3 f3 (x− c)2 + · · ·+ nfn (x− c)n−1 + · · ·

F ′′(x) = 2f2 + 3 · 2 f3 (x− c) + · · ·+ n(n− 1) fn (x− c)n−2 + · · ·

F ′′′(x) = 3·2·1 f3 + 4·3·2 f4 (x− c) + · · ·+ n(n− 1)(n− 2) fn (x− c)n−3 + · · ·
...

x = c とすると, 一般に F (n)(c) = n! fn になる。ただし, F (n)(x) は F (x) を n回微分した n次導関
数である。したがって, F (x) は

F (x) =

∞∑
n=0

F (n)(c)

n!
(x− c)n (1.1)

と展開できる。これをテイラー級数 (Taylor series)という。あるいは x→ x+ c と置き換えれば

F (x+ c) =

∞∑
n=0

F (n)(c)

n!
xn

である。更に, c と x を交換すると

F (x+ c) =

∞∑
n=0

F (n)(x)

n!
cn =

∞∑
n=0

cn

n!

dn

dxn
F (x) =

∞∑
n=0

1

n!

(
c

d

dx

)n

F (x) (1.2)

と表せる。(1.1)で c = 0 とした
F (x) =

∞∑
n=0

F (n)(0)

n!
xn

をマクローリン級数 (Maclaurin series) という。これらの級数は収束するとは限らない。代表的な
マクローリン級数と収束範囲を示す。

ex = exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · , |x| <∞ (1.3)

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · , |x| <∞ (1.4)

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · , |x| <∞ (1.5)

log(1 + x) = −
∞∑

n=1

(−x)n

n
= x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · , −1 < x ≤ 1 (1.6)
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• F (x) = ex とすると F (n)(x) = ex であるから F (n)(0) = 1 になる。したがって, (1.3) が成り
立つ。

• F (x) = sinx の場合

F ′(x) = cosx , F ′′(x) = − sinx , F (3)(x) = − cosx , F (4)(x) = sinx , · · ·

であるから

F (k)(0) =


1 , k = 1, 5, 9, · · ·
−1 , k = 3, 7, 11, · · ·
0 , k = 0, 2, 4, · · ·

つまり F (k)(0) =

{
(−1)n , k = 2n+ 1

0 , k = 2n

したがって
F (x) =

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
xk =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!

になり (1.4)が成り立つ。(1.4)の両辺を微分すれば (1.5)を得る。
tanx のマクローリン級数は複雑であり (1.17)で与えられる。

• F (x) = log(1 + x) の場合

F ′(x) = (1 + x)−1 , F ′′(x) = (−1)(1 + x)−2 , F ′′′(x) = (−1)(−2)(1 + x)−3 , · · ·

一般に n ≥ 1 のとき

F (n)(x) = (−1)(−2) · · · (−n+ 1)(1 + x)−n =
(−1)n−1n!

n
(1 + x)−n

F (0) = 0 であるから
log(1 + x) =

∞∑
n=1

F (n)(0)

n!
xn = −

∞∑
n=1

(−x)n

n

になる。
上の無限級数の部分和が元の関数に収束する様子を, sinx と log(1 + x) について示したのが次の

図である。細い曲線がそれぞれに付けた整数 N の xN までの和を表す。sinx の部分和は項数が増
すにつれて近似の精度がよくなる。一方, log(1 + x) の部分和は収束範囲 −1 < x ≤ 1 では同様であ
るが, 収束範囲外では全く近似していない。

1

3

5

7

9

11

13

1

− 1

O

2

4

6
14

1− 1 O

部分和は元の関数の近似式として使える。F ′(c) = 0 の場合, x = c 近傍を

F (x) ≈ F (c) +
F ′′(c)

2
(x− c)2

で近似することはよく使う。
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問題 1.1 次のマクローリン級数を示せ。

coshx ≡ ex + e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, ax =

∞∑
n=0

(log a)n

n!
xn , ただし a > 0

(1.5)と比較すると cosh(ix) = cosx である。

問題 1.2 x を与えたとき x = tan y , |y| < π/2 を満たす y を y = tan−1 x または y = arctanx で

表わす。dy

dx
=

1

x2 + 1
を示せ。これを積分して

tan−1 x =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 , ただし |x| < 1

を求めよ。

1.2 複素数
x と y を実数とするとき, 複素数 z を

z = x+ iy , i =
√
−1 (1.7)

で定義する。ここで i2 = −1 である i を虚数単位 (imaginary unit), x を複素数 z の実部 (real part),

y を複素数 z の虚部 (imaginary part)といい

x = Re z , y = Im z

で表す。z = iy を (純)虚数 (imaginary number)という。z = x + iy に対して x − iy を z の共役
(conjugate)複素数といい, z̄ または z∗ で表す。共役複素数を使うと, 実部と虚部は

Re z = Re z∗ =
z + z∗

2
, Im z = − Im z∗ =

z − z∗

2i

と表せる。z が実数である条件は z = z∗ である。z1 = x1 + iy1 , z2 = x2 + iy2 のとき

z1 = z2 ⇐⇒ x1 = x2 かつ y1 = y2 (1.8)

である。z = x+ iy の絶対値 |z| を |z| =
√
x2 + y2 で定義する。|z|2 = zz∗ である。

実軸

虚軸

x

y

O

P

θ

r

実数は直線上の点で表せる。これと同様に, 2つの実数からな
る複素数は平面上の点で表せる。x軸と y軸からなる直交座標を
考え, 点 P (x, y) に対して複素数 z = x + iy を対応させる。複
素数を表示するために用いられる xy 平面を複素平面 (complex

plane) またはガウス平面 (Gaussian plane) という。また, x 軸
は実軸, y 軸は虚軸と呼ばれる。z の共役複素数 z∗ = x − iy は,

複素平面上において実軸 (x 軸) に関して対称の位置にある。原
点 O から点 z = x+ iy までの距離 r は z の絶対値 |z| に等しい。OP と x軸のなす角を θ とすると

z = x+ iy = r (cos θ + i sin θ) (1.9)

と書ける。これを複素数の極形式という。θ を z の偏角 (argument)といい arg z と書く。

r = |z| =
√
x2 + y2 , tan θ = y/x
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であるから, x, y を与えると r は一意に決まる。一方, n を整数とすると tan θ = tan(θ+ 2nπ) であ
るから θ には 2nπ の不定性がある。2π の区間に制限すれば θ は一意に決まる。これを偏角の主値
といい Arg z で表わす。通常, −π < Arg z ≤ π または 0 ≤ Arg z < 2π とする。−π < Arg z ≤ π の
場合, tanx の逆関数 tan−1 x , ( −π/2 < tan−1 x < π/2 )で表すと

x ≥ 0 のとき Arg z = tan−1(y/x) , x < 0 のとき Arg z =

{
tan−1(y/x) + π , y ≥ 0

tan−1(y/x)− π , y < 0

である。

オイラー (Euler)の公式 マクローリン級数 (1.3)の実数 x を複素数 z で置き換えて

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
(1.10)

により複素変数の指数関数 ez を定義する。複素数 z1 , z2 に対して

ez1+z2 =

∞∑
n=0

1

n!
(z1 + z2)

n =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
zk1z

n−k
2 =

∞∑
n=0

n∑
k=0

zk1
k!

zn−k
2

(n− k)!

n

0 ≤ k ≤ n

k n ≥ k

右図より n ≥ 0 , 0 ≤ k ≤ n は k ≥ 0, n ≥ k と同じであるから

ez1+z2 =

∞∑
k=0

zk1
k!

∞∑
n−k=0

zn−k
2

(n− k)!
= ez1ez2

になる。実数と同様に ez1+z2 = ez1ez2 が成り立つ。t が実数のとき
d

dt
ezt =

d

dt

∞∑
n=0

(zt)n

n!
=

∞∑
n=1

zntn−1

(n− 1)!
= z

∞∑
n=0

(zt)n

n!
= z ezt

である。複素数 z に関する微分は 108ページ。
純虚数 z = iθ の場合, n が偶数 (n = 2k)と奇数 (n = 2k + 1)に分ければ

eiθ =

∞∑
k=0

(iθ)2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

(iθ)2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(−1)kθ2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)kθ2k+1

(2k + 1)!

になる。この実部と虚部はそれぞれ cos θ と sin θ のマクローリン級数であるから

eiθ = cos θ + i sin θ (1.11)

を得る。これをオイラーの公式という。
•
(
eiθ
)∗

= e−iθ , |e±iθ| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1 , cos θ =

eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

• 極形式 (1.9)は z = reiθ , z∗ = re−iθ になる。
• n を整数とすると einπ = (−1)n より eiθ = eiθ0 を満たす θ は θ = θ0 + 2nπ である。
• オイラーの公式を使うと三角関数のいろいろな等式を簡単に導ける。例えば

ei(α+β) = cos(α+ β) + i sin(α+ β) (1.12)

ei(α+β) = eiαeiβ = (cosα+ i sinα)(cosβ + i sinβ)

= cosα cosβ − sinα sinβ + i
(
sinα cosβ + cosα sinβ

)
(1.13)

(1.8)より加法定理が求まる。
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• einθ =
(
eiθ
)n より

cosnθ + i sinnθ = (cos θ + i sin θ)
n

これをド・モアブルの公式という。
マクローリン級数を用いてオイラーの公式を導いたが, 次のようにしてもよい。eiθ は複素数である
から F (θ), G(θ) を実数の関数とすると

eiθ = F (θ) + iG(θ) (1.14)

とおける。 d

dθ
eiθ = ieiθ より ( F ′ = dF/dθ など )

F ′ + iG′ = i (F + iG) = −G+ iF , したがって F ′ = −G , G′ = F (1.15)

になる。これから F ′′ = −G′ = −F である。微分方程式 F ′′ = −F を満たす関数は sin θ と cos θ

であるから A, B を任意の実数として

F = A cos θ +B sin θ , G = −F ′ = A sin θ −B cos θ

になる。(1.14) で θ = 0 とすると 1 = F (0) + iG(0) = A − iB より A = 1, B = 0 になるから
F = cos θ, G = sin θ である。

問題 1.3 ド・モアブルの公式より cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ , sin 3θ = − 4 sin3 θ + 3 sin θ を示せ。

問題 1.4 z3 = 8i の解は z3 − 8i = z3 + (2i)3 を因数分解すれば求まるが, z = reiθ とおいて求め
よ。求まった z を複素平面上の点として図示せよ。

問題 1.5 1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
より ( z = 1 は z → 1 の極限と見なす )

n∑
k=0

cos kθ =
cos(nθ/2) sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)
,

n∑
k=1

sin kθ =
sin(nθ/2) sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)

を示せ。

問題 1.6 f(x) = x/(ex − 1) + x/2− 1 は f(−x) = f(x), f(0) = 0 を満たすから
n Bn

1 1/6

2 1/30

3 1/42

4 1/30

x

ex − 1
= 1− x

2
−

∞∑
n=1

(−1)nBn

(2n)!
x2n , ただし |x| < 2π

とおける。これで定義される正の有理数 Bn をベルヌーイ数という。右表に具体的
値を示す。x は複素数でもよい。x = 2πi で x/(ex− 1) は発散するから収束範囲は
|x| < 2π になる。

x cotx = ix+
2ix

e2ix − 1
= 1−

∞∑
n=1

22nBn

(2n)!
x2n , |x| < π (1.16)

tanx = cotx− 2 cot 2x =

∞∑
n=1

22n(22n − 1)

(2n)!
Bnx

2n−1 , |x| < π

2
(1.17)

を示せ。
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1.3 ベクトル
速度, 加速度, 力のように大きさと方向で指定される量をベクトルという。一方, 大きさだけの量

をスカラーという。ベクトルは矢印を付けて A⃗ と書いたり, 太文字 (ボールド体) A で表す。x, y,

z 軸方向の単位ベクトル ( 大きさ 1 のベクトル ) を ex, ey, ez とする。x, y, z 成分が Ax, Ay, Az

であるベクトル A は
A = Axex +Ayey +Azez =

3∑
k=1

Ak ek

と表せる。Ax, Ay, Az をそれぞれ A1, A2, A3 とし, ex, ey, ez を e1, e2, e3 とも書く。A の大きさ
を |A| で表す。つまり

|A| =
√
A2

x +A2
y +A2

z

である。2つのベクトル A と B のなす角を θ とするとき

A·B = |A||B| cos θ

でスカラー積 (内積 ) A·B を定義する。A と B が直交する場合 ( θ = π/2 ), A·B = 0 になる。な
お, A·A = |A|2 を単に A2 と書く。
単位ベクトル ex, ey, ez は大きさ 1で互いに直交するから

ex ·ex = ey ·ey = ez ·ez = 1 , ex ·ey = ey ·ez = ez ·ex = 0 (1.18)

である。これをまとめて書くと ( i, j は 1, 2, 3 のどれかを指す )

ei ·ej = δij , ただし δij =

{
1 i = j のとき
0 i ̸= j のとき

(1.19)

である。δij をクロネッカーのデルタ記号といい, 非常に便利な記号である。
3∑

i=1

ai δi3 = a1 δ13 + a2 δ23 + a3 δ33 = a3 , 一般に
3∑

i=1

ai δij = aj (1.20)

になる。スカラー積 A·B を 2つのベクトルの成分で表すと

A·B =
( 3∑
i=1

Aiei

)
·
( 3∑
j=1

Bjej

)
=

3∑
i=1

Ai

3∑
j=1

Bj ei ·ej =
3∑

i=1

Ai

3∑
j=1

Bj δij =

3∑
i=1

AiBi (1.21)

つまり A·B = AxBx +AyBy +AzBz である。

ei ·A =

3∑
k=1

Ak ei ·ek =

3∑
k=1

Ak δik = Ai ∴ A =

3∑
k=1

Akek =

3∑
k=1

ek (ek ·A) (1.22)

である。∑ の演算に関して次の点に注意せよ。
•

3∑
k=1

=
∑
k

,

3∑
k=1

3∑
j=1

=
∑
kj

など簡略化して書く。

• 和をとる変数は何でもよい, 例えば∑
i

ai =
∑
k

ak ,
∑
ij

aibj =
∑
mn

ambn

である。もちろん, 和を取らない変数は勝手に変更してはいけない。
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•
(∑

i

ai

)2
=
(∑

i

ai

)(∑
i

ai

)
=
∑
i

aiai =
∑
i

a2i ???

などとしてはいけない。i についての 2 つの和は独立に行うからである。混乱しないためには,

別の変数を用いて (∑
i

ai

)2
=
(∑

i

ai

)(∑
j

aj

)
=
∑
ij

aiaj

である。(1.21)では

A·B =
(∑

i

Aiei

)
·
(∑

i

Biei

)
=
∑
i

AiBi ei ·ei =
∑
i

AiBi

としても正しいが, これは ei ·ej = δij の結果である。

A

B

A×B

θ

A

B

B×A

θ

ベクトル積
2つのベクトル A と B の間のなす角を θ ( 0 ≤ θ ≤ π ) と
するとき, 大きさが |A||B| sin θ で, 方向が A と B に垂直
で A から B へ θ の角で回すとき右ネジが進む方向のベクト
ルを考える。このベクトルを A と B のベクトル積 (vector

product)あるいは外積 (outer product)といい A×B と書く。

ベクトル積の基本的性質
• 定義から |A×B| は A と B を 2辺とする平行四辺形の面積である。
• B×A の方向は, B から A へ回すとき右ネジが進む向きである。これは A×B の方向とは逆で
あるから B×A = −A×B になる。掛ける順序には注意を要する。

• A と B が平行な場合, A と B が同じ向きなら θ = 0, 逆向きなら θ = π であり, どちらにして
も sin θ = 0 である。したがって A×B = 0 になる。特に A×A = 0 である。

• ベクトル A, B, C に対して分配則 A×(B +C) = A×B +A×C が成り立つ。
• A×B は A と B に垂直であるから, 内積は A·(A×B) = B ·(A×B) = 0 になる。

ベクトル積を成分で表す。ベクトル積の定義から ex×ey の方向は ez の方向であり, 大きさは
|ex||ey| sin(π/2) = 1 であるから, ex×ey = ez になる。同様にして

ex×ey = ez , ey×ez = ex , ez×ex = ey (1.23)

これと ex×ex = 0, ey×ex = − ex×ey などを使うと

A×B =
(
Axex +Ayey +Azez

)
×
(
Bxex +Byey +Bzez

)
= AxByex×ey +AxBzex×ez +AyBxey×ex +AyBzey×ez

+ AzBxez×ex +AzByez×ey

= (AyBz −AzBy) ex + (AzBx −AxBz) ey + (AxBy −AyBx) ez (1.24)

になる。したがって, A×B の成分は

(A×B)x = AyBz −AzBy , (A×B)y = AzBx −AxBz , (A×B)z = AxBy −AyBx (1.25)
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である。添字 x, y, z は x→ y → z の循環で現れる。3×3 の行列式 (8.10)を用いれば

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣
と表せる。

ベクトル積の例 電荷 q の粒子が磁場 B 中を速度 v で運動する場合を考える。v と B のなす角
を θ とすると, 粒子が磁場から受けるローレンツ力 (Lorentz’s force) F の大きさは q|v||B| sin θ で
ある。その方向はフレミングの左手の法則 (左手の中指, 人差指をそれぞれ v, B の方向とすると親
指が力の方向)で決まる。以上をベクトル積で表せば F = q v×B と簡単に表せる。

1.4 レビ・チビタの記号
ベクトル積を含む公式を, 成分を書き下して導出するのは非常に面倒であるが, レビ・チビタの記

号 εijk を用いると簡潔に導ける。εijk は便利な記号である。

定義
i, j, k を 1, 2, 3 のどれかとする。i, j, k がすべて異なる 3つの並び ijk を考える ( n個の並びにつ
いては 203ページ )。具体的には, 3 ! = 6個の

123 , 132 , 231 , 213 , 312 , 321

である。下線部を互換 (2つの数を置換すること) すると, 次の並びになる。互換を繰り返すと, ある
並び ijk から別の並び i′j′k′ が得られる。このとき, 繰り返す互換の組み合わせは, 一意には決まら
ない。例えば 123 から 213 を得るには 123→ 213 , 123→ 321→ 231→ 213 など, いろいろある。
しかし, 現れる互換の回数が偶数回か奇数回かは定まる。偶数回必要な置換 ijk → i′j′k′ を偶置換,

奇数回必要な置換を奇置換という。εijk を

εijk =


0 2つの添字が等しいとき

+1 ijk が 123の偶置換であるとき
−1 ijk が 123の奇置換であるとき

(1.26)

で定義する。これをレビ・チビタ (Levi-Civita)の記号という。具体的には

ε123 = ε231 = ε312 = 1 , ε132 = ε213 = ε321 = −1 , その他の εijk = 0

である。ijk を 1回互換すると ikj になるから 123→ ijk が偶 (奇)置換なら 123→ ikj は奇 (偶)置
換である。これから

εijk = − εikj = εkij

になる。ijk の順番を入れ替えるときには符号に注意する。
有用な関係式

3∑
k=1

εkij εkmn = δimδjn − δinδjm (1.27)

が成り立つ。
証明
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i = j または m = n のとき両辺ともに 0 になり成り立つ。i ̸= j かつ m ̸= n の場合, εkij εkmn ̸= 0

になるのは, 4個の i, j, m, n が k と異なる 2つ整数になる場合である。これが可能なのは i ̸= j ,

m ̸= n であるから i = m, j = n または i = n, j = m だけである。したがって∑
k

εkij εkmn = δimδjn
∑
k

ε2kij + δinδjm
∑
k

εkijεkji =
(
δimδjn − δinδjm

)∑
k

ε2kij

i ̸= j のとき ε2kij = 1 になる k が 1つだけ必ず存在するから (1.27)が成り立つ。

ベクトル積
x, y, z軸方向の単位ベクトルをそれぞれ e1, e2, e3 で表す。(1.23)は一つの式

ei×ej =
∑
k

εijk ek (1.28)

で表せる。これは具体的に i, j を指定してみれば容易に確かめられる。また εijk = − εjik であるか
ら (1.28)には性質 ei×ej = − ej×ei も含まれる。εijk は ei×ej の k成分になるから (1.27)の左辺
の和は内積 (

ei×ej
)
·
(
em×en

) である。
ベクトル A, B の外積は

A×B =
∑
ij

AiBj ei×ej =
∑
ijk

AiBj εijk ek =
∑
k

(∑
ij

εijkAiBj

)
ek

であるから, A×B の k成分は

(A×B)k =
∑
ij

εkijAiBj =
∑
ij

εijkAiBj (1.29)

になる。例えば k = 3 のとき (A×B)3 = ε312A1B2 + ε321A2B1 = A1B2 −A2B1 であり (1.25)に一
致する。なお, 1つの項の中で 2度現れる添字の和に対して, 和の記号を省略することがある (アイ
ンシュタインの規約 )。これに従えば (A×B)k = εkijAiBj である。

問題 1.7 (1.29)を用いて A·(A×B) = B ·(A×B) = 0 を示せ。

ベクトル積を含む公式の導出で (1.27), (1.29)は有用である。具体例を 3つ示す。
公式

A·(B×C) = B ·(C×A) = C ·(A×B) (1.30)

A×(B×C) = B(C ·A)−C(A·B) (1.31)

(A×B)·(C×D) = (A·C)(B ·D)− (B ·C)(A·D) (1.32)

• (1.30)

A·(B×C) = A1(B×C)1 +A2(B×C)2 +A3(B×C)3

= A1

(
B2C3 −B3C2

)
+A2

(
B3C1 −B1C3

)
+A3

(
B1C2 −B2C1

)
(1.33)

= B1

(
C2A3 − C3A2

)
+B2

(
C3A1 − C1A3

)
+B3

(
C1A2 − C2A1

)
= B ·(C×A)
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である。(1.33)より

A·(B×C) = B ·(C×A) = C ·(A×B) =

∣∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣∣ (1.34)

とも書ける。これをスカラー 3重積という。
εijk を使うと

A·(B×C) =
∑
k

Ak(B×C)k =
∑
ijk

Ak εkijBiCj

εkij = εijk であるから∑
kj

εkijAkCj =
∑
kj

εijkCjAk = (C×A)i , ∴ A·(B×C) = Bi(C×A)i = B ·(C×A)

εijk を用いると, 添字 ijk の入れ替えだけである。

• (1.31) (
A×(B×C)

)
1
= A2(B×C)3 −A3(B×C)2

= A2 (B1C2 −B2C1)−A3 (B3C1 −B1C3)

= B1 ( A2C2 +A3C3)− C1 ( A2B2 +A3B3)

= B1 (A1C1 +A2C2 +A3C3)− C1 (A1B1 +A2B2 +A3B3)

= B1 A·C − C1 A·B

他の成分についても同様である。εijk で表すと(
A×(B×C)

)
k
=
∑
ij

εkijAi(B×C)j =
∑
ijmn

εkijAi εjmnBmCn =
∑
imn

AiBmCn

∑
j

εjki εjmn

(1.27)を用いて j の和を行うと(
A×(B×C)

)
k
=
∑
imn

AiBmCn

(
δkmδin − δknδim

)
第 1項でmの和をとると δkm より m = k だけ, nの和をとると δin より n = i だけ残る。第 2

項では m = i, n = k だけ残るから(
A×(B×C)

)
k
= BkAiCi − Ck

∑
i

AiBi = BkA·C − CkA·B

である。

• (1.32)

成分を具体的に書き下して示すのは, 非常に煩雑になるから行わない。

(A×B)·(C×D) =
∑
k

(A×B)k(C×D)k =
∑

kijmn

εkijAiBj εkmnCmDn

=
∑
ijmn

AiBjCmDn

∑
k

εkijεkmn
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(1.27)より

(A×B)·(C×D) =
∑
ijmn

AiBjCmDn

(
δimδjn − δinδjm

)
=
∑
ij

AiBj

(
CiDj − CjDi

)
=
∑
i

AiCi

∑
j

BjDj −
∑
i

AiDi

∑
j

BjCj

= (A·C)(B ·D)− (A·D)(B ·C)

になる。

問題 1.8 (1.30), (1.31)より (1.32)を証明せよ。

問題 1.9 n を単位ベクトルとする。

A = (A·n)n+ n×(A×n)

を示せ。ベクトルは n方向のベクトル (第 1項 )とこれに直交するベクトル (第 2項 )に分解できる。
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2 微分
2.1 偏微分
幾つかの独立な変数 ( 互いに無関係に値を変えられる変数 )の関数を多変数関数という。以下では,

簡単のため 2つの独立変数 x, y の関数 f(x, y) を扱う。
関数 f(x, y) は, 例えば y を固定すると, 1変数 x の関数と見なせるから, x についての微分を考

えることができる。これを x に関する偏導関数といい
∂f(x, y)

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
(2.1)

で定義する。同様にして, y に関する偏導関数は
∂f(x, y)

∂y
= lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h
(2.2)

である。偏導関数の書き方としては
∂f

∂x
, fx ,

(
∂f

∂x

)
y

などがある。最後の表現は一定に保つ変数を明示した書き方で, 熱力学でよく用いられる。
高階の偏導関数も 1変数と同様に定義できる。2階の偏導関数は

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x2
= fxx ,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y ∂x
= fyx ,

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x ∂y
= fxy

などである。fxy と fyx が存在し連続であれば fxy = fyx である。つまり, 偏微分の順序には依らな
い。物理の問題では, 特別な断りのない限り, 偏微分の順序は問題にしない。
2変数以上の場合も同様にして偏微分を定義できる。f(x1, x2, · · · , xk, · · · ) のとき

∂f

∂xk
= lim

h→0

f(x1, x2, · · · , xk + h, · · · )− f(x1, x2, · · · , xk, · · · )
h

である。
微積の教科書では余り用いないが, 以下では, 表記を簡単のため

∂x =
∂

∂x
, ∂y =

∂

∂y
, ∂z =

∂

∂z
(2.3)

などで表すこともある。例えば

∂xf =
∂f

∂x
, ∂2

xf =
∂2f

∂x2
, ∂x∂yf =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x ∂y

である。

例題 x2 + y2 + z2 ̸= 0 のとき f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−1/2 を考える。
∂f

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2 = − 1

2
(x2 + y2 + z2)−3/22x = − x

(x2 + y2 + z2)3/2
(2.4)

∂2f

∂x2
= − 1

(x2 + y2 + z2)3/2
− x

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−3/2

= − 1

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3x2

(x2 + y2 + z2)5/2
(2.5)
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y, z についても同様にすると
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
= − 3

(x2 + y2 + z2)3/2
+

3(x2 + y2 + z2)

(x2 + y2 + z2)5/2
= 0 (2.6)

である。

問題 2.1 次の関数 f(x, y) について 1階の偏微分を求めよ。

f(x, y) = log(x2 + y2) , f(x, y) = tan−1 y

x

問題 2.2 f(x, y) = g(y/x) のとき xfx(x, y) + yfy(x, y) を求めよ。

全微分 xy平面上での極限をとる方向は, (2.1), (2.2)のように x, y方向だけに限らない。任意の方
向から (x, y) に近づく場合, 2点 (x, y) と (x+∆x, y +∆y) における関数の差 ∆f は

∆f = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

=
f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y)

∆x
∆x+

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
∆y

であるから, ∆x , ∆y → 0 のとき

∆f → ∂f(x, y +∆y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y → ∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y

になる。通常, ∆ を d で書いて
df =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

と表す。これを全微分という。x軸とのなす角が θ で表される方向から (x, y) に近づく場合, ∆x =

h cos θ, ∆y = h sin θ とおけるから, 偏微分係数は

lim
h→0

f(x+ h cos θ, y + h sin θ)− f(x, y)

h
=

∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

になる。

任意の 2つの関数 P (x, y), Q(x, y) について

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

を考える。これがある関数 f(x, y) の全微分であるとする。つまり

df = P (x, y) dx+Q(x, y) dy (2.7)

である。
df =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

であるから
P =

∂f

∂x
, Q =

∂f

∂y

したがって
∂P

∂y
=

∂2f

∂x∂y
,

∂Q

∂x
=

∂2f

∂x∂y
, ∴ ∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(2.8)

である。Pdx + Qdy が全微分ならば (2.8)を満たす。逆に, (2.8)ならば Pdx + Qdy は全微分にな
る。この証明は 52ページ参照。
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2.2 多変数関数のテイラー級数
f(x+ a, y + b) を x, y のまわりで展開する。y + b を固定すれば f(x+ a, y + b) は x だけの関数

と見なせる。このときテイラー展開 (1.2)を使うと

f(x+ a, y + b) = f(x, y + b) + a ∂xf(x, y + b) +
a2

2!
∂2
xf(x, y + b) + · · ·

同様に f(x, y + b) を y のまわりでテイラー展開すると

f(x, y + b) = f(x, y) + b ∂yf(x, y) +
b2

2!
∂2
yf(x, y) + · · ·

これを f(x+ a, y + b) の展開式に代入すると ( a, b の 3次以上は無視 )

f(x+ a, y + b) = f(x, y) + b ∂yf(x, y) +
b2

2!
∂2
yf(x, y) + · · ·

+ a ∂x

(
f(x, y) + b ∂yf(x, y) + · · ·

)
+

a2

2!
∂2
x

(
f(x, y) + · · ·

)
= f(x, y) + a ∂xf(x, y) + b ∂yf(x, y)

+
1

2!

(
a2∂2

xf(x, y) + 2ab ∂x∂yf(x, y) + b2∂2
yf(x, y)

)
+ · · ·

= f(x, y) +
(
a ∂x + b ∂y

)
f(x, y) +

1

2!

(
a ∂x + b ∂y

)2
f(x, y) + · · ·

になる。ここで
(
a ∂x + b ∂y

)
などは式を簡略に表すために導入した記法で, 例えば

(
a ∂x + b ∂y

)2
f(x, y) =

(
a2∂2

x + 2ab ∂x∂y + b2∂2
y

)
f(x, y) = a2

∂2f

∂x2
+ 2ab

∂2f

∂x∂y
+ b2

∂2f

∂y2

である。一般には (1.2)より

f(x+ a, y + b) =

∞∑
k=0

1

k!
(a ∂x)

kf(x, y + b) , f(x, y + b) =

∞∑
ℓ=0

1

ℓ!
(b ∂y)

ℓf(x, y)

であるから
f(x+ a, y + b) =

∞∑
k=0

∞∑
ℓ=0

1

k! ℓ!
(a ∂x)

k(b ∂y)
ℓf(x, y)

n = k + ℓ とする。n を与えると ℓ = n− k , ( k = 0, 1, · · · , n )であるから

f(x+ a, y + b) =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
(a ∂x)

k(b ∂y)
n−kf(x, y)

=

∞∑
n=0

1

n!

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)n

f(x, y) (2.9)

ただし, k の和に対して 2項定理を使った。3変数以上の場合への拡張も容易である。例えば

f(x+ a, y + b, z + c) =

∞∑
n=0

1

n!

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

∂

∂z

)n

f(x, y, z) (2.10)

である。
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多変数関数の極大・極小 2変数関数 f(x, y) の場合を考える。点 (a, b) の近傍の任意の点 (x, y) ̸=
(a, b) に対して f(a, b) > f(x, y) が成り立つとき, f(x, y) は (a, b) で極大であるといい, f(a, b) を
極大値という。f(a, b) < f(x, y) の場合, f(x, y) は (a, b) で極小であるといい, f(a, b) を極小値とい
う。極大値, 極小値を総称して極値という。ここでは fx(x, y) = ∂f(x, y)/∂x などの記法を用いる。
(a, b) で極大になる条件を求める。y = b に固定すれば f(x, b) が極大になるためには

fx(a, b) = 0 , fxx(a, b) < 0 , ただし fx(x, y) =
∂f

∂x
など

である。同様に x を固定すれば

fy(a, b) = 0 , fyy(a, b) < 0

になる。これらの条件を満たすとき x軸及び y 軸に沿った方向に対しては f(x, y) は (a, b) で極大
になるが, 任意の方向に対しては極大とは限らない。f(a+ t, b+ s) を (a, b) のまわりでテイラー展
開すると fx(a, b) = fy(a, b) = 0 であるから

f(a+ t, b+ s) = f(a, b) +
1

2

(
fxx(a, b)t

2 + 2fxy(a, b)ts+ fyy(a, b)s
2
)
+ · · ·

(a, b) の近傍を考えるから t, s は微小である。

gxx = fxx(a, b) < 0 , gxy = fxy(a, b) , gyy = fyy(a, b) < 0

とおくと

2
(
f(a+ t, b+ s)− f(a, b)

)
= gxx

[(
t+

gxy
gxx

s

)2

+
gxxgyy − g2xy

g2xx
s2

]
+ · · · (2.11)

f(a+ t, b+ s)− f(a, b) < 0 であるためには, gxx < 0 であるから [ ]内が正でなければならい。し
たがって gxxgyy − g2xy > 0 である。gxx < 0, gyy < 0 であっても gxxgyy − g2xy < 0 ならば (a, b) で
は極大にならない。例えば, 直線 t+ (gxy/gxx)s = 0 上の点 (a+ t, b+ s) に対しては

2
(
f(a+ t, b+ s)− f(a, b)

)
=

gxxgyy − g2xy
gxx

s2 > 0

になるから直線 t + (gxy/gxx)s = 0 の方向では極小である。また, gxxgyy − g2xy = 0 の場合, 極値の
判断をするには t, s の 3次以上を考慮する必要がある。
(a, b) で極小になる必要条件は gxx > 0 , gyy > 0 である。f(a + x, b + y) − f(a, b) > 0 であるた

めには, (2.11)より, やはり, [ ]内が正であるから gxxgyy − g2xy > 0 である。以上から, f(x, y) が
(a, b) で極値をとる条件は

fx(a, b) = fy(a, b) = 0 , fxx(a, b)fyy(a, b)−
(
fxy(a, b)

)2
> 0 (2.12)

s = mt

s = −mt

(a, b)

であり, fxx(a, b) あるいは fyy(a, b) が負のとき極大, 正のとき極小になる。
fx(a, b) = fy(a, b) = 0 ではあるが, 極大でも極小でもない点を停留点とい

う。例えば, gxx < 0, gxy = 0, gyy > 0 のとき gxxgyy − g2xy = gxxgyy < 0 であ
る。m =

√
−gxx/gyy とおくと

∆f = 2
(
f(a+ t, b+ s)− f(a, b)

)
= gxxt

2 + gyys
2 + · · ·

= gyy (s−mt) (s+mt) + · · ·

になる。影付きの領域では ∆f < 0 であり, 付けていない領域では ∆f > 0 になる。また, 2直線
s = ±mt 上では ∆f = 0 である。影付きの領域は谷, 付けていない領域は山になり, (a, b) が峠に
なっている。f(x, y) の曲面の形状が馬の鞍に似ているため, 点 (a, b) を鞍点 (あんてん)という。
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−0.5

−1

1
x

y

(2.11)は行列を用いて

2
(
f(a+ t, b+ s)− f(a, b)

)
= ( t s )

(
gxx gxy

gxy gyy

)(
t

s

)
+ · · ·

と表せるが, n変数の場合 n× n行列になる。この行列の固有値
が全て正 ( 負 )ならば極小 ( 極大 )になるが, ここでは扱わない。

問題 2.3 f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) の極大, 極小を求め
よ。右図は f(x, y) の 3次元プロットである。

2.3 多変数関数の合成微分
x, y が他の 2つの変数 r, s の関数

x = x(r, s) , y = y(r, s)

で与えられる場合を考える。

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂s
ds , dy =

∂y

∂r
dr +

∂y

∂s
ds

である。これらを x, y の関数 f(x, y) の全微分

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

に代入すると
df =

(
∂f

∂x

∂x

∂r
+

∂f

∂y

∂y

∂r

)
dr +

(
∂f

∂x

∂x

∂s
+

∂f

∂y

∂y

∂s

)
ds

になる。一方, f(x(r, s) , y(r, s)) を r, s の関数として見れば

df =
∂f

∂r
dr +

∂f

∂s
ds

である。したがって
∂f

∂r
=

∂x

∂r

∂f

∂x
+

∂y

∂r

∂f

∂y
,

∂f

∂s
=

∂x

∂s

∂f

∂x
+

∂y

∂s

∂f

∂y
(2.13)

である。これは 1変数の関係式
dg(x(t))

dt
=

dx

dt

dg

dx

の拡張である。
繰り返しになるが, 偏微分の定義より ∂f/∂r は s を固定したときの変化率であるから

∂f

∂r
= lim

h→0

f(x(r + h, s), y(r + h, s))− f(x(r, s), y(r, s))

h

である。簡単のため
x = x(r, s) , y = y(r, s) , xr =

∂x

∂r
, yr =

∂y

∂r

と書くことにする。h→ 0 のとき

x(r + h, s) = x(r, s) + h
∂x

∂r
+O(h2) = x+ hxr +O(h2)

y(r + h, s) = y(r, s) + h
∂y

∂r
+O(h2) = y + hyr +O(h2)
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である。ここで, O(h2)は h→ 0のとき定数×h2 の量であることを表す (ランダウの記号という )。

f(x(r + h, s), y(r + h, s)) = f(x+ hxr, y + hyr) +O(h2)

= f(x, y) +
∂f

∂x
hxr +

∂f

∂y
hyr +O(h2)

であるから
∂f

∂r
= lim

h→0

(
∂f

∂x
xr +

∂f

∂y
yr +O(h)

)
=

∂f

∂x
xr +

∂f

∂y
yr =

∂x

∂r

∂f

∂x
+

∂y

∂r

∂f

∂y

である。s を固定して r を変化させたとき, x = x(r, s) と y = y(r, s) の両方とも変化する。x の変
化による f(x, y) の変化率が ∂x

∂r

∂f

∂x
であり, y の変化による f(x, y) の変化率が ∂y

∂r

∂f

∂y
である。全

体ではこの 2つの和になる。∂f/∂s についても同様である。
(2.13)で f を省略して

∂

∂r
=

∂x

∂r

∂

∂x
+

∂y

∂r

∂

∂y
,

∂

∂s
=

∂x

∂s

∂

∂x
+

∂y

∂s

∂

∂y

と書くこともある。これは任意の関数に作用したとき, 右辺と左辺が同じ結果を与えるということ
である。微分の記号は右側に演算する関数がきて初めて実際的な意味をもつが, あたかも 1つの独
立なものとして扱うと便利なことが多い。微分の記号を微分演算子という。
特別な場合について考える。x と y が 1つの変数 r の関数である場合, f(x(r), y(r)) は r だけの

関数である。(2.13)より
d

dr
f(x(r), y(r)) =

dx

dr

∂f

∂x
+

dy

dr

∂f

∂y

になる。f は rだけの関数であるから (2.13)の ∂f/∂rを一変数の微分 df/drで置き換えた。∂x/∂r ,

∂y/∂r も同様である。
次に, x = x(r, s) のとき f(x) も r と s の関数である。(2.13)より

∂f

∂r
=

∂x

∂r

df

dx
,

∂f

∂s
=

∂x

∂s

df

dx
(2.14)

になる。
3変数以上の場合

F (x1, x2, · · · , xn) , x1 = x1(r1, r2, · · · , rn) , · · · , xn = xn(r1, r2, · · · , rn)

のとき
∂F

∂rk
=

∂x1

∂rk

∂F

∂x1
+

∂x2

∂rk

∂F

∂x2
+ · · ·+ ∂xn

∂rk

∂F

∂xn
=

n∑
i=1

∂xi

∂rk

∂F

∂xi
(2.15)

である。

P

ϕ

x

y

r

O

例題 1 図のように, 原点からの距離を r , x軸とのなす角を ϕ とす
る。2次元平面上の点を r と ϕ で指定する座標を (2次元)極座標と
いう。

x = r cosϕ , y = r sinϕ , r ≥ 0

である。∂2
xf + ∂2

yf を r, ϕ の微分で表そう。

r =
√

x2 + y2 , tanϕ =
y

x
つまり ϕ = tan−1 y

x
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になるから
∂r

∂x
=

x√
x2 + y2

= cosϕ ,
∂r

∂y
=

y√
x2 + y2

= sinϕ (2.16)

tanϕ = y/x の両辺を x で微分すると ( (2.14)参照 )

∂ϕ

∂x

d tanϕ

dϕ
= − y

x2
, ∴ ∂ϕ

∂x
= − y

x2
cos2 ϕ = − sinϕ

r
, 同様に ∂ϕ

∂y
=

1

x
cos2 ϕ =

cosϕ

r

である。したがって

∂xf =
∂r

∂x
∂rf +

∂ϕ

∂x
∂ϕf = cosϕ∂rf −

sinϕ

r
∂ϕf

∂yf =
∂r

∂y
∂rf +

∂ϕ

∂y
∂ϕf = sinϕ∂rf +

cosϕ

r
∂ϕf

(2.17)

これから
∂xf ± i ∂yf = e±iϕ

(
∂rf ±

i

r
∂ϕf

)
(2.18)

になる。ここで
F = ∂xf − i ∂yf = e−iϕ

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)
とすると

∂xF + i ∂yF = ∂x

(
∂xf − i ∂yf

)
+ i∂y

(
∂xf − i ∂yf

)
= ∂2

xf + ∂2
yf

である。一方, (2.18)で f を F に置き換えれば

∂xF + i ∂yF = eiϕ
(
∂rF +

i

r
∂ϕF

)
になる。

eiϕ∂rF = eiϕ∂r

[
e−iϕ

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)]
= ∂r

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)
= ∂2

rf +
i

r2
∂ϕf −

i

r
∂r∂ϕf

i

r
eiϕ∂ϕF =

i

r
eiϕ∂ϕ

[
e−iϕ

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)]
=

1

r

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)
+

i

r
∂ϕ

(
∂rf −

i

r
∂ϕf

)
より

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
=

∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2
∂2f

∂ϕ2
(2.19)

である。

問題 2.4 x, y の関数を極座標で表すと r =
√
x2 + y2 だけの関数 f(r) になる場合を考える。f は

ϕ に依存しないから
∂f

∂x
=

∂r

∂x

df

dr
,

∂f

∂y
=

∂r

∂y

df

dr

である。これから (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f

を求め (2.19)と比較せよ。なお, ∂f/∂x , ∂f/∂y は ϕ にも依存する。
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例題 2 c を正の定数として
∂2w(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2w(x, t)

∂t2
= 0 (2.20)

を満たす 2変数 x, t の関数 w(x, t) を求める。u = x+ ct , v = x− ct とすると
∂

∂x
=

∂u

∂x

∂

∂u
+

∂v

∂x

∂

∂v
=

∂

∂u
+

∂

∂v
,

∂

∂t
=

∂u

∂t

∂

∂u
+

∂v

∂t

∂

∂v
= c

∂

∂u
− c

∂

∂v

であるから

∂2

∂x2
=

(
∂

∂u
+

∂

∂v

)2

=
∂2

∂u2
+ 2

∂2

∂u ∂v
+

∂2

∂v2
,

∂2

∂t2
= c2

(
∂2

∂u2
− 2

∂2

∂u ∂v
+

∂2

∂v2

)
したがって (

∂2

∂x2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
w = 4

∂2w

∂u∂v
= 0

になる。∂w/∂v を u で偏微分すると 0 ということは, ∂w/∂v は u に依存せず v だけの関数を意味
する。したがって, ∂w/∂v = f(v) とおける。これを v について積分する。G を積分定数とすると
( G は v について定数であればよいから u に依存してよい )

w(x, t) = F (v) +G(u) = F (x− ct) +G(x+ ct) , F (v) =

∫
dv f(v) (2.21)

になる。F (x), G(x)は任意の関数である。一般に, 2つ以上の独立な変数をもつ未知関数とそれらの
偏微分を含む方程式を偏微分方程式という。偏微分方程式 (2.20)を特に波動方程式といい,解 (2.21)

をダランベールの解という。

x x+∆x

w(x, t)
w(x+∆x, t)

P
TP

Q
TQ波動方程式 (2.20) を弦の振動を例にして導出しておく。単位

長さあたりの質量が σ である一様な弦を張力 T で張る。弦の平
衡位置を x軸とし, 弦を x軸に垂直な方向に振動させる。振動し
ている弦の平衡位置からの変位 w は位置 x と時間 t によるから
w = w(x, t) と表せる。弦の x と x+∆x の間の微小部分 PQ を
質点と見なし, 運動方程式を求める。PQ に働く力 F は P にお
ける張力 TP と Q における張力 TQ の合力 F = TP + TQ であ
る。TP と TQ は大きさは等しいが, 向きがわずかに違うので F は 0 にならない。位置 x における
弦の接線と x軸のなす角を θ(x) とすると, TP, TQ の x方向の成分と w方向の成分は

(TP)x = −T cos θ(x) , (TP)w = −T sin θ(x)

(TQ)x = T cos θ(x+∆x) , (TQ)w = T sin θ(x+∆x)

である。変位は小さく θ の 2次以上が無視できるとし, cos θ ≈ 1 , sin θ ≈ tan θ で近似すると

Fx = (TP)x + (TQ)w ≈ 0 , Fw = (TP)w + (TQ)w ≈ T
(
tan θ(x+∆x)− tan θ(x)

)
になる。PQ に働く力の x成分は無視できる。tan θ は弦の接線の傾きであるから

tan θ(x) = wx(x, t) , ただし wx(x, t) =
∂w(x, t)

∂x

である。これから

Fw = T ∆x
wx(x+∆x, t)− wx(x, t)

∆x

∆x→ 0−−−−−→ T ∆x
∂wx

∂x
= T ∆x

∂2w

∂x2
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になる。PQ の質量は σ∆x であり, w方向の加速度は ∂2w/∂t2 であるから, 運動方程式より

σ∆x
∂2w

∂t2
= Fw = T∆x

∂2w

∂x2
, ∴ ∂2w

∂x2
− 1

c2
∂2w

∂t2
= 0 , ただし c =

√
T

σ

である。ダランベールの解 (2.21)において, F (x − ct) は F (x) を x軸正方向に ct だけ移動したも
のであるから, 波形 F (x) が速さ c で x軸正方向に進む波を表す。G(x + ct) は波形 G(x) が速さ c

で x軸負方向に進む波である。F (x), G(x) の具体形は初期条件と境界条件を与えると決まる。
x = r cosϕ を r で微分すると ∂x/∂r = cosϕ であるが, これを (2.16)と比較すると

∂x

∂r
=

∂r

∂x
(2.22)

1変数の微分と異なり ∂x/∂r ̸= (∂r/∂x)−1 である。これは両辺で一定にする変数が異なるからであ
る。固定する変数を明示すれば (2.22)は(

∂x

∂r

)
ϕ

=

(
∂r

∂x

)
y

である。一定にする変数を同じにすると, 例えば r を x と ϕ の関数 r(x, ϕ) = x/ cosϕ と見なせば (

このようなことは通常考えないが )

(
∂r

∂x

)
ϕ

=
1

cosϕ
=

[(
∂x

∂r

)
ϕ

]−1

であり, 1変数の場合と同じ関係が成り立つ。通常, 独立な変数として x, y の組か r, ϕ の組を考え
るので, 一定にする変数は明示しない。

問題 2.5 α を定数として x = u cosα− v sinα , y = u sinα+ v cosα のとき(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
f =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f

を示せ。

問題 2.6 f(x, y) = 2x+ y のとき fx = 2 である。u = x , v = x+ y とすると f = u+ v であるか
ら fu = 1 になる。u = x であるが fx ̸= fu である。何故このような違いが生じるのか。

2.4 ベクトルの微分
ベクトル A が変数 t の関数 A(t) であるとき, ベクトル A の微分を

dA

dt
= lim

∆t→0

A(t+∆t)−A(t)

∆t

で定義する。成分で表して

A(t) = Ax(t) ex +Ay(t) ey +Az(t) ez =
∑
k

Ak(t) ek

ならば
dA

dt
=
∑
k

lim
∆t→0

Ak(t+∆t)−Ak(t)

∆t
ek =

∑
k

dAk

dt
ek
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である ( ここでの単位ベクトル ek は t に依らない )。高次の微分も同様に定義できる。なお, t が
時間のとき t に関する微分を ˙ で表す ( ニュートンの記号 )。ẋ = dx/dt , ẍ = d2x/dt2 などである。
微分の定義から

d

dt

(
f(t)A(t)

)
=

df

dt
A+ f

dA

dt

d

dt

(
A(t)·B(t)

)
=

dA

dt
·B +A· dB

dt
,

d

dt

(
A(t)×B(t)

)
=

dA

dt
×B +A× dB

dt

が成り立つ。例えば
d

dt
f(t)A(t) = lim

∆t→0

f(t+∆t)A(t+∆t)− f(t)A(t)

∆t

= lim
∆t→0

(
f(t+∆t)− f(t)

∆t
A(t+∆t) + f(t)

A(t+∆t)−A(t)

∆t

)
=

df

dt
A+ f

dA

dt

である。

A(t)

A(t+∆t)

A(t+∆t)−A(t)
ベクトルには大きさと方向があるから, t が変化すると, 一般

には A(t) の大きさと方向が変化する。A(t) = |A(t)| , eA(t) を
A(t)方向の単位ベクトルとすると A = A eA であるから

dA

dt
=

dA

dt
eA +A

deA
dt

になる。右辺第 1項が大きさの変化, 第 2項が方向の変化であ
る。単位ベクトル ek , ( k = x, y, z ) は大きさ及び方向が t に依存しない定数ベクトルであるが,

eA(t) は方向が t に依存する。ただし, 大きさは t に依存しないから

eA · eA = 1 , ∴ d

dt

(
eA · eA

)
= 2 eA ·

deA
dt

= 0 (2.23)

になり, deA/dt は eA に直交する。一般に, |A| = 一定 ならば A と dA/dt は直交する。これを図
で表したのが上図である。図から ∆t→ 0 のとき A(t) とA(t+∆t)−A(t) は直交するから A(t) と
dA/dt は直交する。

O

P
Q

r(t) r(t+∆t)

∆r 軌道
時刻 t における質点の位置を r(t) とする。時刻 t での位

置を P , 微小時間 ∆t 経過した t + ∆t における位置を Q と
し, ∆r = r(t + ∆t) − r(t) とする。速度の大きさである速さ
は, 軌道 (orbit)に沿った P から Q までの距離 ∆s を ∆t で
割ったものである。また, 速度の方向は軌道の接線方向であ
る。∆t→ 0 のとき, Q は P に限りなく近づき, ∆r の大きさ
はほぼ ∆s に等しく, その向きは P における軌道の接線方向になるから

v(t) = lim
∆t→0

∆r

∆t
= lim

∆t→0

r(t+∆t)− r(t)

∆t
=

dr

dt
(2.24)

が速度である。位置ベクトルの時間変化が速度であるが, これと同様にして, 速度の時間変化として
加速度 (acceleration)を定義する。加速度を a とすると a = dv/dt = d2r/dt2 である。速度の変化
は, 大きさ (速さ)の変化だけでなく, 方向の変化もある。速さを v(t) とし, v の方向を向く単位ベク
トルを ev(t) とすると, v = v ev であるから

a =
dv

dt
ev + v

dev
dt

(2.25)
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と表せる。ex, ey, ez と違い, ev(t) は質点の運動とともに方向が変わるから時間の関数である。
dev/dt について考える。時刻 t と微小時間経過後の t + ∆t における質点の位置を A, B とし,

∆ev = ev(t+∆t)− ev(t) とする。また, ev(t+∆t) と ev(t) の間の角を ∆θ とする。∆ev の大きさ
は半径 1, 角度 ∆θ の円弧の長さで近似できるから |∆ev| = ∆θ である。A と B における軌道の垂線
の交点を C とする。AC と BC はほぼ等しいから, AB間の軌道は中心を C, 半径 ρ(t) = AC の円と
見なせる。∠ACB = ∆θ より AB間の軌道の長さ ∆s は ∆s = ρ∆θ になるから |∆ev| = ∆θ = ∆s/ρ

である。∆t→ 0 のとき ∆s/∆t→ v であるから
C

B

A

ρ

軌道

ev(t)

ev(t+∆t)

en(t)

ev(t)
ev(t+∆t)

∆ev

∆θ

∆θ

∣∣∣∣devdt

∣∣∣∣ = lim
∆t→0

∣∣∣∣∆ev
∆t

∣∣∣∣ = 1

ρ
lim

∆t→0

∆s

∆t
=

v

ρ

∆ev の方向は, ∆t → 0 のとき, ev(t) に垂直
な −→AC の向きになる。この向きの単位ベクト
ルを en(t) とすると dev

dt
=

v

ρ
en になるから

a =
dv

dt
ev +

v2

ρ
en (2.26)

である。速さの変化 dv/dt は軌道の接線方向
( 速度の方向 )の加速度を生じ, 一方, 速度の方向の変化は, 接線に垂直な方向の加速度をもたらす。

問題 2.7 v = dr/dt , a = dv/dt , L = r×v とする。dL/dt = r×a を示せ。円運動 ( 等速とは限
らない )

r = R
(
ex cos θ(t) + ey sin θ(t)

)
, R =定数

のとき v , a , L を求め r と v が直交することを確かめよ。

2.5 曲線
3次元空間内の曲線である質点の軌道 r(t) は 1つの変数 t の関数になる。これと同様に, 一般に

曲線は適当な 1つの変数で表すことができる。曲線上にある基準点 A をとり, 曲線に沿った A か
らの距離 s で曲線を表すことにする ( A から一方の方向を s > 0 とし, 逆向きには s < 0 とする )。
つまり, 曲線上の点の位置ベクトル r を

r = r(s) = x(s)ex + y(s)ey + z(s)ez

とする。r(0) は基準点 A の位置ベクトルである。
∆r = r(s+∆s)− r(s) とすると, ∆s→ 0 のとき |∆r/∆s| → 1 であり, ∆r の向きは曲線の接線

方向になるから
t(s) = lim

∆s→0

∆r

∆s
=

dr

ds

は曲線の接線方向を向く単位ベクトルである。t を接線ベクトルという。n を単位ベクトルとして
dt

ds
=

d2r

ds2
=

1

ρ(s)
n(s) , ρ(s) ≥ 0 (2.27)

とおく。t·t = 1 を s で微分すると t·n/ρ = 0になるから, n は接線ベクトル t と直交するベクトル
である。n を法線ベクトルという。(2.26)と同様に ρ は曲線に滑らかに接する円の半径を表す。こ
れは, 次のようにしても示せる。

r(s+∆s) = r(s) +
dr

ds
∆s+

1

2

d2r

ds2
(∆s)2 + · · · = r(s) +∆s t+

(∆s)2

2ρ
n+ · · ·



2 微分 23

t

n

b
であるから, s近傍の曲線は r(s) を通り t(s) と n(s) で張られる平面上
にある。この平面を接触平面という。r(s) を原点とし t の方向に X 軸,

n の方向に Y 軸をとると, 上式は

X = ∆s , Y =
(∆s)2

2ρ
=

X2

2ρ

になり放物線を表す。ところで, 中心が (0, R) である半径 R の円は, 原
点近傍では

Y = R−
√

R2 −X2 = R−R

(
1− 1

2

X2

R2
+ · · ·

)
=

X2

2R
+ · · ·

になるから ρ = R である。ρ を曲率半径, κ = 1/ρ を曲率という。
t , n に直交する単位ベクトル b が存在するが, b として b = t×n を採用する。この b を陪法線

ベクトルという。t, n, b は互いに直交する単位ベクトルである。
db

ds
=

dt

ds
×n+ t× dn

ds
= κn×n+ t× dn

ds
= t× dn

ds

であるから db/ds は t と直交する。また, b ·b = 1 を s で微分すれば b ·(db/ds) = 0 になるから
db/ds は b とも直交する。したがって

db

ds
= − τ n (2.28)

とおける。上図から分かるように, 接触平面に垂直な b が s の変化とともに n方向に変化すること
は, 接触平面が曲線の接線ベクトル t を軸として回転する (ねじれる)ことを表す。τ はねじれの度
合いを与えることになりねじれ率という。(1.31)より

t×b = t×(t×n) = tn·t− nt·t = −n , n×b = t

になるから
dn

ds
= − dt

ds
×b− t× db

ds
= −κn×b+ τ t×n = τ b− κ t (2.29)

(2.27), (2.28), (2.29) をフレネ・セレの公式という。

例題 θ を変数とする螺旋 (らせん)曲線

x(θ) = R cos θ , y(θ) = R sin θ , z(θ) = b θ , R , b は定数

を考える。
t =

dr

ds
=

dθ

ds

dr

dθ
=

dθ

ds

(
−R sin θ ex +R cos θ ey + b ez

)
ds/dθ > 0 となるように s の向きをとれば, | t | = 1 より

dθ

ds
=
∣∣∣−R sin θ ex +R cos θ ey + b ez

∣∣∣−1

=
1√

R2 + b2

したがって
t =

1√
R2 + b2

(
−R sin θ ex +R cos θ ey + b ez

)
になる。更に微分すると

dt

ds
=

dθ

ds

dt

dθ
= − R

R2 + b2

(
cos θ ex + sin θ ey

)
= κn
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絶対値をとれば κ > 0 より

κ =
R

R2 + b2
, n = − cos θ ex − sin θ ey

である。
b = t×n =

1√
R2 + b2

(
b sin θ ex − b cos θ ey +R ez

)
を s で微分すると

db

ds
=

dθ

ds

db

dθ
=

b

R2 + b2

(
cos θ ex + sin θ ey

)
= − b

R2 + b2
n , ∴ τ =

b

R2 + b2

になる。b = 0 のとき

t = − sin θ ex + cos θ ey , n = − r

R
, b = ez , κ =

1

R
, τ = 0

になるが, 曲線は xy平面上の円になるから当然の結果である。

問題 2.8 xy平面上の曲線が t を変数として x = x(t) , y = y(t), z = 0 で与えられるとき

t =
ẋ ex + ẏ ey√

ẋ2 + ẏ2
, κ =

|ẋÿ − ẍẏ|
(ẋ2 + ẏ2)3/2

になることを示せ。

問題 2.9 τ =
1

κ2

dr

ds
·
(
d2r

ds2
× d3r

ds3

)
を示せ。

2.6 ベクトル場とベクトル演算子
3次元空間の点 r = xex + yey + zez に依存する量を場という。場所 r の関数 F (x, y, z) をスカ

ラー場という。また, 各成分が r の関数であるベクトル関数 A(x, y, z) をベクトル場という。ベク
トル場を成分で表すと

A(x, y, z) = Ax(x, y, z) ex +Ay(x, y, z) ey +Az(x, y, z) ez

である。これらを F (r) , A(r) とも書くが, 3変数 x, y, z の関数である。また, ベクトル演算子

∇ ≡ ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
= ex ∂x + ey ∂y + ez ∂z

を定義する ( ∂x などの記法は (2.3)を見よ )。これをナブラ演算子という。17ページでも述べたよ
うに, 微分演算子は右側に演算する関数がきて初めて実際的な意味をもつが, あたかも 1つの独立な
量として扱うと便利である。

勾配 (グラジアント) スカラー関数 F (r) の勾配 (グラジアント, gradient )は

gradF (r) = ∇F (r) = ex ∂xF + ey ∂yF + ez ∂zF =

3∑
k=1

ek ∂kF

で定義される。グラジアントはスカラー関数 F (r)から x成分, y成分, z成分がそれぞれ ∂xF , ∂yF ,

∂zF であるベクトル関数を生成する。
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点 r = xex + yey + zez と近傍の点 r +∆r = (x +∆x)ex + (y +∆y)ey + (z +∆z)ez での関数
の差

∆F = F (r +∆r)− F (r) =
F (x+∆x, y +∆y, z +∆z)− F (x, y +∆y, z +∆z)

∆x
∆x

+
F (x, y +∆y, z +∆z)− F (x, y, z +∆z)

∆y
∆y

+
F (x, y, z +∆z)− F (x, y, z)

∆z
∆z

は ∆x, ∆y, ∆z の 2次以上を無視すると

∆F =
F (x+∆x, y, z)− F (x, y, z)

∆x
∆x+

F (x, y +∆y, z)− F (x, y, z)

∆y
∆y

+
F (x, y, z +∆z)− F (x, y, z)

∆z
∆z

になるから ∆r → 0 のとき

∆F = ∆x∂xF +∆y ∂yF +∆z ∂zF

=
(
∆x ex +∆y ey +∆z ez

)
·
(
ex ∂xF + ey ∂yF + ez ∂zF

)
= ∆r ·∇F (r) (2.30)

と表せる。なお, テイラー展開 (2.10)を用いれば

F (x+∆x, y +∆y, z +∆z) = F (x, y, z) +

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y
+∆z

∂

∂z

)
F (x, y, z) + · · ·

になるから, (2.30)は直ちに求まる。

∇F (r)

∆r
θ

r

P

∇F (r) と ∆r のなす角を θ とすると

∆F = |∇F (r)| |∆r| cos θ

である。|∆r| を一定にして ∆r の方向を変えると, ∆F が最も大き
く変化する方向は θ = 0 , π, つまり, ∆r を ∇F (r) の方向, あるいは
その逆向きにとったときである。したがって, ベクトル ∇F (r) の方
向は F (r) が最も大きく変化する方向, 勾配が最大の方向である。
F (r) = 一定 = C である点 r を考える。x, y を与えると F (x, y, z) = C を満たすように z が決

まる。この点 (x, y, z) を 3次元空間でプロットすると曲面になる。この曲面 S 上の近傍の 2点 r ,

r +∆r では F (r +∆r) = F (r) であるから

∆F = ∆r ·∇F (r) + · · · = 0

∆r は曲面 S上の点を r を始点として表したベクトルであるが, このベクトルは r近傍では ∇F (r)

に直交する。したがって, ∇F (r) は F (r) =一定 の曲面 S に直交するベクトル ( 法線ベクトル )で
あり, ∇F (r) に直交する平面 P は曲面 S の接平面になる。2次元の場合 F (x, y) = 一定 は曲線に
なり ∇F はこの曲線に直交するベクトルである。
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x

y例題 1 F (x, y) =
x

(x2 + y2)
3/2

の場合, C の値を適

当に変えて F (x, y) = C の曲線を右図に実線で示す。
F (x, y) = C を y について解くと

y = ±
√

(x/C)
2/3 − x2

になる。破線は, 接線の方向が

∇F (x, y) =
−2x2 + y2

(x2 + y2)
5/2

ex −
3xy

(x2 + y2)
5/2

ey

の方向になる曲線である。破線の曲線を y = y(x) とすると
dy

dx
=

∂yF

∂xF
=

3xy

2x2 − y2
(2.31)

である。この微分方程式は解析的に解け

φ(x, y) =
y2

(x2 + y2)3/2
=一定 = D (2.32)

になる (78ページ参照)。破線は D の値を適当に変えたときの φ(x, y) = D の曲線である。実線と
破線は直交する。
例題 2 r = xex + yey + zez , a = axex + ayey + azez とすると

∂

∂x

1

|r − a|
=

∂

∂x

1√
(x− ax)2 + (y − ay)2 + (z − az)2

= − x− ax(
(x− ax)2 + (y − ay)2 + (z − az)2

)3/2 = − x− ax
|r − a|3

y, z についても同様にすると

∇ 1

|r − a|
= − (x− ax)ex + (y − ay)ey + (z − az)ez

|r − a|3
= − r − a

|r − a|3
(2.33)

になる。− (r−a)/|r−a| は大きさ 1で点 r から点 a に向かうベクトルであるから, ∇|r−a|−1 は
大きさが |r − a|−2 で常に a に向かうベクトルである。|r − a|−1 =一定 は a を中心とした球面で
あり ∇|r − a|−1 はこれに直交する。
ポテンシャルエネルギー U(x, y, z) が k を定数として

U(x, y, z) =
k

r
, r =

√
x2 + y2 + z2

で与えられる場合を考える。k < 0 のとき引力, k > 0 のとき斥力である。
• 原点に質量 M の物体があるとき, 質量 m の物体の位置エネルギーは, 万有引力定数を G と
して k = −GMm である。

• 原点に電荷 Q があるとき, 電荷 q の物体の位置エネルギーは, 真空の誘電率を ε0 とすると
k = Qq/(4πε0) である。

(2.33)より −∇U = − k∇ 1

r
=

k

r2
r

r
であるから, 物体に働く力 F は大きさと方向を含めて

F = −∇U (2.34)

になる。F は U(r) =一定 の等ポテンシャル面に直交し, U(r) が最も大きく変化する方向に向く。
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問題 2.10 次の関数の ∇F (x, y, z) を求めよ。

F (x, y, z) = f(r) , F (x, y, z) = a·r , ( a は定数ベクトル )

問題 2.11 U(x, y, z) において x, y, z が t の関数とすると U(x, y, z) も t だけの関数になる。
dU

dt
= v ·∇U , ただし v =

dr

dt

を示せ。U(x, y, z) を位置エネルギーとすると, 物体に働く力 F は F = −∇U である。運動方程式
から力学的エネルギー E = mv2/2 + U(x, y, z) が保存する, つまり, dE/dt = 0 を示せ。

発散 (ダイバージェンス) ベクトル A(r) の発散 (ダイバージェンス, divergence)を

divA(r) = ∇·A(r) =
(
ex ∂x + ey ∂y + ez ∂z

)
·
(
Ax(r) ex +Ay(r) ey +Az(r) ez

)
=

∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

で定義する。言うまでもないが, Ak はベクトル A の k成分を表す。

y

z

x
∆y

∆x

∆z P Q

RS

P′
Q′

R′
S′

jy(x, y+∆y, z)

j(x, y+∆y, z)

jy(x, y, z)

j(x, y, z)

j(r) を点 r において j の方向に単位面積あたり
| j | の電荷が流れる量とする。点 P(x, y, z) を頂点と
する 1辺 ∆x, ∆y, ∆z の直方体を考える。y軸に垂直
な面積 ∆x∆z の平面 QRR′Q′ では

jy(x, y +∆y, z)∆x∆z

の電荷が直方体から流れ出る。一方, 平面 PSS′P′ で
は jy(x, y, z)∆x∆z の流入がある。したがって, 差し
引き(

jy(x, y +∆y, z)− jy(x, y, z)
)
∆x∆z =

jy(x, y +∆y, z)− jy(x, y, z)

∆y
∆x∆y∆z =

∂jy
∂y

∆x∆y∆z

が直方体から流出する。x軸に垂直な 2面, z軸に垂直な 2面についても同様にすると,直方体からは(
∂jx
∂x

+
∂jy
∂y

+
∂jz
∂z

)
∆x∆y∆z = ∇·j∆x∆y∆z

が流出する。∇·j は単位体積あたりの出ていく (発散する)量なので j の発散という。

例題 A(r) = r/r3 のとき

∂

∂x
Ax =

∂

∂x

x

r3
=

1

r3
+ x

∂

∂x

1

r3
=

1

r3
+ x

∂r

∂x

d

dr

1

r3
=

1

r3
− 3x2

r5

であるから
∇·A(r) =

∂

∂x

x

r3
+

∂

∂y

y

r3
+

∂

∂z

z

r3
=

3

r3
− 3(x2 + y2 + z2)

r5
= 0

になる。ところで (2.33) より A = −∇1

r
であるから

∇·A(r) = −∇·∇1

r
= −

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
1

r
= 0
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これは (2.6)である。

∇2 = ∇·∇ =
(
ex ∂x + ey ∂y + ez ∂z

)
·
(
ex ∂x + ey ∂y + ez ∂z

)
= ∂2

x + ∂2
y + ∂2

z (2.35)

をラプラシアンという。

回転 (ローテーション) ベクトル場 A(r) の回転 ( rotation )を

rotA(r) = ∇×A(r) =
(
ex ∂x + ey ∂y + ez ∂z

)
×
(
Ax(r) ex +Ay(r) ey +Az(r) ez

)
= ex

(
∂yAz − ∂zAy

)
+ ey

(
∂zAx − ∂xAz

)
+ ez

(
∂xAy − ∂yAx

)
で定義する。(1.29)を使うと ∇×A の k成分は

(∇×A)k =
∑
ij

εkij ∂iAj (2.36)

とも書ける。

問題 2.12

1. ∇·r = 3 を示せ。
2. A(r) = f(r) r のとき ∇·A = rf ′(r) + 3f(r) を示せ。∇·A = 0 になる f(r) を求めよ。
3. A(r) = F (r)×r のとき ∇·A = 0 を示せ。F (r) は Fx , Fy , Fz が r の関数を表す。
4. A(r) = f(r) r のとき ∇×A を求めよ。

各種の公式 F (r) をスカラー場, A(r), B(r) をベクトル場とする。

∇×(∇F ) = 0 (2.37)

∇·(∇×A) = 0 (2.38)

∇×(∇×A) = ∇(∇·A)−∇2A (2.39)

∇·(FA) = (∇F )·A+ F ∇·A (2.40)

∇×(FA) = (∇F )×A+ F ∇×A (2.41)

∇·(A×B) = B ·(∇×A)−A·(∇×B) (2.42)

∇×(A×B) = (B ·∇)A− (A·∇)B +A(∇·B)−B(∇·A) (2.43)

公式を覚える必要はない。公式集などを見ながら上手に応用できればよい。ただし, 導出はできな
ければならない。以下の証明から分かるように, ベクトル積を含む場合でも, εijk を用いれば導出は
面倒ではない。( ) や内積を表す · の位置に注意せよ。

B ·∇A =
(
Bx∂x +By∂y +Bz∂z

)
A = k成分が Bx∂xAk +By∂yAk +Bz∂zAk のベクトル

B∇·A = B
(
∂xAx + ∂yAy + ∂zAz

)
= k成分が Bk

(
∂xAx + ∂yAy + ∂zAz

)
のベクトル

である。∇×(A×B) はベクトル A×B の回転であるが, (∇×A)×B はベクトル ∇×A と B のベ
クトル積である。
証明
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• (2.37)
(
∇×(∇F )

)
x
= ∂y(∇F )z − ∂z(∇F )y = ∂y∂zF − ∂z∂yF = 0 , 他の成分も同様

∇×A = 0 ならばA = ∇F となる F が存在する。この証明は 76ページを見よ。
• (2.38)

∇·(∇×A) = ∂x(∇×A)x + ∂y(∇×A)y + ∂z(∇×A)z

= ∂x

(
∂yAz − ∂zAy

)
+ ∂y

(
∂zAx − ∂xAz

)
+ ∂z

(
∂xAy − ∂yAx

)
=
(
∂y∂z − ∂z∂y

)
Ax +

(
∂z∂x − ∂x∂z

)
Ay +

(
∂x∂y − ∂y∂x

)
Az = 0

∇·B = 0 ならばB = ∇×A となる A が存在する。証明は 問題 2.14 参照。
• (2.40)

FA は x, y, z成分がそれぞれ FAx, FAy, FAz のベクトルであるから

∇·(FA) = ∂x(FAx) + ∂y(FAy) + ∂z(FAz)

= (∂xF )Ax + F ∂xAx + (∂yF )Ay + F ∂yAy + (∂zF )Az + F ∂zAz

= (∇F )·A+ F∇·A

あるいは

∇·(FA) =
∑
i

∂i(FAi) =
∑
i

(∂iF )Ai + F
∑
i

∂iAi = (∇F )·A+ F∇·A

• (2.42)

∇·(A×B) =
∑
k

∂k(A×B)k =
∑
kij

∂k(εkijAiBj) =
∑
kij

εkij

(
(∂kAi)Bj +Ai ∂kBj

)
ところで εkij = εjki , εkij = − εikj であるから∑

ki

εkij ∂kAi =
∑
ki

εjki∂kAi = (∇×A)j ,
∑
kj

εkij ∂kBj = − (∇×B)i

したがって

∇·(A×B) =
∑
j

Bj(∇×A)j −
∑
i

Ai(∇×B)i = B ·(∇×A)−A·(∇×B)

εijk を用いなくても証明できるが, 以下に示すように煩雑である。

∇·(A×B) = ∂x(A×B)x + ∂y(A×B)y + ∂z(A×B)z

= ∂x(AyBz −AzBy) + ∂y(AzBx −AxBz) + ∂z(AxBy −AyBx)

= Bx(∂yAz − ∂zAy) +By(∂zAx − ∂xAz) +Bz(∂xAy − ∂yAx)

−Ax(∂yBz − ∂zBy)−Ay(∂zBx − ∂xBz)−Az(∂xBy − ∂yBx)

= (2.42)の右辺

• (2.43)

(∇×(A×B))k =
∑
ij

εkij ∂i(A×B)j =
∑
ijmn

εkij ∂i(εjmnAmBn) =
∑
ijmn

εjkiεjmn ∂i(AmBn)
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(1.27)を使い j の和を実行すると

(∇×(A×B))k =
∑
imn

(
δkmδin − δknδim

)
∂i(AmBn)

=
∑
i

(
∂i(AkBi)− ∂i(AiBk)

)
=
∑
i

(
(∂iAk)Bi +Ak∂iBi − (∂iAi)Bk −Ai∂iBk

)
= B ·∇Ak +Ak∇·B −Bk∇·A−A·∇Bk

これは (2.43)を成分で表したものである。

問題 2.13 他の公式を証明せよ。ベクトル積を含む場合 εijk を用いる。

問題 2.14 ベクトル場 B(r) に対して Az(x, y, z) = 0 及び

Ax(x, y, z) =

∫ z

z0

dz′By(x, y, z
′)−

∫ y

y0

dy′Bz(x, y
′, z0) , Ay(x, y, z) = −

∫ z

z0

dz′Bx(x, y, z
′)

で定義される A(r) を考える。∇·B = 0 ならば∇×A = B になることを示せ。

2.7 ナブラ演算子の極座標表示

x

y

P(x, y)

ex

er

ey
eϕ

ϕ

ϕ

2次元 2次元の場合, ラプラシアン ∇2 を極座標で表すと (2.19)

になる。ここではベクトル演算子 ∇ = ex∂x+ey∂y を極座標で表す。
微分を r, ϕ の微分にするだけでなく, ベクトルの成分も図の単位ベ
クトル er と eϕ の方向の成分で表す。図から

er = ex cosϕ+ ey sinϕ , eϕ = − ex sinϕ+ ey cosϕ

ex と ey は空間に固定されたベクトルであるが, er と eϕ は x, y が
変わると方向を変える。上式から

∂ϕer = − ex sinϕ+ ey cosϕ = eϕ , ∂ϕeϕ = − er , ∂rer = ∂reϕ = 0 (2.44)

である。21ページと同様に e(ϕ+∆ϕ)− e(ϕ) の大きさと向きから求めることもできる。ex , ey を
er , eϕ で表すと

ex = er cosϕ− eϕ sinϕ , ey = er sinϕ+ eϕ cosϕ (2.45)

になるから

∇ = ex∂x + ey∂y = er

(
cosϕ∂x + sinϕ∂y

)
+ eϕ

(
− sinϕ∂x + cosϕ∂y

)
x = r cosϕ , y = r sinϕ より

∂r =
∂x

∂r
∂x +

∂y

∂r
∂y = cosϕ∂x + sinϕ∂y , ∂ϕ =

∂x

∂ϕ
∂x +

∂y

∂ϕ
∂y = r

(
− sinϕ∂x + cosϕ∂y

)
したがって

∇ = er∂r +
eϕ
r
∂ϕ (2.46)
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である。これは次のようにしても導ける。全微分

dF = F (r + dr)− F (r) = dx ∂xF + dy ∂yF = dr ·∇F , dr = dx ex + dy ey (2.47)

を考える。r を極座標で表すと r = rer(ϕ) になるから

dr = dr er + r
der
dϕ

dϕ = dr er + reϕ dϕ

したがって

dF = dr ∂rF + dϕ ∂ϕF =
(
dr er + reϕ dϕ

)
·
(
er ∂rF +

eϕ
r
∂ϕF

)
= dr ·

(
er ∂r +

eϕ
r
∂ϕ

)
F

これと (2.47)を比較すれば (2.46)を得る。
ベクトル A(r) = Ax(r)ex +Ay(r)ey に (2.45)を代入すると

A(r) = Arer +Aϕeϕ , ただし Ar = Ax cosϕ+Ay sinϕ , Aϕ = −Ax sinϕ+Ay cosϕ

になる。(2.44)より

∂rA = er ∂rAr + eϕ ∂rAϕ

∂ϕA = er∂ϕAr +Ar∂ϕer + eϕ∂ϕAϕ +Aϕ∂ϕeϕ = er

(
∂ϕAr −Aϕ

)
+ eϕ

(
Ar + ∂ϕAϕ

)
であるから, 発散は

∇·A = er ·∂rA+
1

r
eϕ ·∂ϕA = ∂rAr +

1

r

(
Ar + ∂ϕAϕ

)
になる。特に

∇2F (r) = ∇·A , ただし A = ∇F = er ∂rF +
eϕ
r
∂ϕF

であるから Ar = ∂rF , Aϕ = ∂ϕF/r とすると

∇2F (r) = ∂2
rF +

1

r

(
∂rF + ∂ϕ

∂ϕF

r

)
= ∂2

rF +
1

r
∂rF +

1

r2
∂2
ϕF (2.48)

これは (2.19)である。

x

y

z P(x, y, z)

x′

er
θ

eθ
ϕ θ

ϕeϕ

3次元 右図に示した 2つの角度 θ, ϕ と原点からの距離 r で
点を表す。図より

x = r sin θ cosϕ , y = r sin θ sinϕ , z = r cos θ (2.49)

ただし r, θ, ϕ の範囲は

r ≥ 0 , 0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ ϕ < 2π

である ( 0 ≤ θ < 2π , 0 ≤ ϕ < 2π とすると (x, y, z) と (r, θ, ϕ) は
一対一対応しない )。右図に示した互いに直交する単位ベクトル er, eθ, eϕ を考える。eϕ は xy平
面上にある。x′ 軸の単位ベクトルを ex′ とすると

er = ex′ sin θ + ez cos θ , eθ = ex′ cos θ − ez sin θ , eϕ = ey cosϕ− ex sinϕ
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である。これに ex′ = ex cosϕ+ ey sinϕ を代入すると

er = ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ

eθ = ex cos θ cosϕ+ ey cos θ sinϕ− ez sin θ (2.50)

eϕ = − ex sinϕ+ ey cosϕ

ex , ey , ez は空間固定であるが, er , eθ , eϕ は r の変化ととも向きを変える。(2.50)より

∂θer = eθ , ∂θeθ = − er , ∂θeϕ = 0

∂ϕer = eϕ sin θ , ∂ϕeθ = eϕ cos θ , ∂ϕeϕ = − er sin θ − eθ cos θ

である。dr = dx ex + dy ey + dz ez を極座標で表すと r = r er(θ, ϕ) より

dr = dr er + r
(
dθ ∂θer + dϕ ∂ϕer

)
= dr er + dθ reθ + dϕ r sin θ eϕ

になるから

dF = dr ∂rF + dθ ∂θF + dϕ ∂ϕF

=
(
dr er + dθ reθ + dϕ r sin θ eϕ

)
·
(
er∂r +

eθ
r

∂θ +
eϕ

r sin θ
∂ϕ

)
F

= dr ·
(
er∂r +

eθ
r

∂θ +
eϕ

r sin θ
∂ϕ

)
F

一方, dF = dr ·∇F であるから

∇ = er∂r +
eθ
r

∂θ +
eϕ

r sin θ
∂ϕ (2.51)

になる。前図から θ =一定 = π/2 とすれば 2次元の極座標になり, 上式は (2.46)に一致する。
A(r) = Ar(r)er +Aθ(r)eθ +Aϕ(r)eϕ とすると

∂rA = er ∂rAr + eθ ∂rAθ + eϕ ∂rAϕ

∂θA = er ∂θAr +Ar∂θer + eθ ∂θAθ +Aθ∂θeθ + eϕ ∂θAϕ +Aϕ∂θeϕ

= er

(
∂θAr −Aθ

)
+ eθ

(
∂θAθ +Ar

)
+ eϕ ∂θAϕ

∂ϕA = er

(
∂ϕAr −Aϕ sin θ

)
+ eθ

(
∂ϕAθ −Aϕ cos θ

)
+ eϕ

(
∂ϕAϕ +Ar sin θ +Aθ cos θ

)
これから

∇·A = er · ∂rA+
1

r
eθ · ∂θA+

1

r sin θ
eϕ · ∂ϕA

= ∂rAr +
1

r

(
∂θAθ +Ar

)
+

1

r sin θ

(
∂ϕAϕ +Ar sin θ +Aθ cos θ

)
=

1

r2
∂r(r

2Ar) +
1

r sin θ

(
∂θ(Aθ sin θ) + ∂ϕAϕ

)
(2.52)

eθ×eϕ = er , eϕ×er = eθ , er×eθ = eϕ より

∇×A = er×∂rA+
1

r
eθ×∂θA+

1

r sin θ
eϕ×∂ϕA

=
er

r sin θ

(
∂θ(Aϕ sin θ)− ∂ϕAθ

)
+

eθ
r sin θ

(
∂ϕAr − sin θ ∂r(rAϕ)

)
+

eϕ
r

(
∂r(rAθ)− ∂θAr

)
(2.53)
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になる。
A = ∇F とすると

Ar = ∂rF , Aθ =
1

r
∂θF , Aϕ =

1

r sin θ
∂ϕF (2.54)

である。これを (2.52)に代入すると

∇2F = ∇·A =
1

r2
∂r(r

2∂rF ) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ ∂θF ) +

1

r2 sin2 θ
∂2
ϕF

=

(
∂2
r +

2

r
∂r

)
F +

1

r2

(
∂2
θ + cot θ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

)
F (2.55)

になる。θ =一定 = π/2 としても 2次元極座標の結果 (2.48)にはならない ( 理由を考えよ )。なお,

r の微分を (
∂2
r +

2

r
∂r

)
F =

1

r
∂2
r (rF )

とすると便利な場合がある。(2.54)を (2.53)に代入すれば, 当然ながら∇×A = ∇×∇F = 0 であ
る。極座標は曲線座標の特別な場合である。曲線座標については 226ページで考察する。

(2.55)の適用例
z 軸方向の一様電場 E0 = E0ez の中に半径 a の導体球を置くと, 導体表面上に電荷が誘導され, 電
場 E(r) ̸= E0 になる。静電ポテンシャル V (r) を求める。球面上を除くと V (r) はラプラス方程式
∇2V (r) = 0 の解であり,「導体球面上では V (r ) =一定」及び E

r→∞−−−−→ E0 の境界条件を満たす
必要がある。
この系は z軸に関して軸対称であり, V は z軸まわりの角度 ϕ に依存しないから

∇2V (r, θ) = ∂2
rV +

2

r
∂rV +

1

r2 sin θ
∂θ
(
sin θ ∂θV

)
= 0 (2.56)

q = cos θ とおくと ∂θ = − sin θ ∂q より
1

sin θ
∂θ(sin θ ∂θV ) = ∂q

(
sin2 θ∂qV

)
= ∂q

((
1− q2

)
∂qV

)
=
(
1− q2

)
∂2
qV − 2q ∂qV

したがって
r2∂2

rV + 2r ∂rV +
(
1− q2

)
∂2
qV − 2q ∂qV = 0

になる。まず, 変数分離法の解 V (r, q) = R(r)P (q) を求める。これを上式に代入すると

1

R

(
r2

d2R

dr2
+ 2r

dR

dr

)
=

1

P

((
q2 − 1

)d2P
dq2

+ 2q
dP

dq

)
になる。左辺は r だけの関数, 右辺は q だけの関数である。q を固定すると右辺は定数になるから,

任意の r について左辺は定数, 右辺も任意の q について定数になる。この定数を K とおくと

r2
d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
−KR = 0 ,

(
1− q2

)d2P
dq2
− 2q

dP

dq
+KP = 0

P の方程式はルジャンドルの微分方程式 (4.40)になるが, ここでは P (q) = c0 + c1q + c2q
2 とする。

これを P の微分方程式に代入すると

2c2 +Kc0 + (K − 2)c1q + (K − 6)c2q
2 = 0
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これが任意の |q| ≤ 1 で成り立つためには

2c2 +Kc0 = 0 , (K − 2)c1 = 0 , (K − 6)c2 = 0 (2.57)

K ̸= 2, 6 ならば c1 = c2 = 0 , Kc0 = 0 であり, 更に K ̸= 0 なら c0 = 0 になるから, P (q) は恒等的
に 0 という無意味な解だけである。したがって, K = 0, 2, 6 になり

K = 0, c0 ̸= 0, c1 = c2 = 0

K = 2, c1 ̸= 0, c0 = c2 = 0

K = 6, c1 = 0 , c2 = − 3c0 ̸= 0

である。あるいは (2.57)を行列で表せば K 0 2

0 K − 2 0

0 0 K − 6


 c0

c1

c2

 = 0

になる。c0 = c1 = c2 = 0以外の解が存在するには

左辺の 3×3行列の行列式 = K(K − 2)(K − 6) = 0

でなければならない ( (8.28)参照 )。ゼロでない定数 c0 または c1 を R に含めることにすれば

K = ℓ(ℓ+ 1) , P (q) = Pℓ(q) =


1 , ℓ = 0

q , ℓ = 1

1− 3q2 , ℓ = 2

になる。K = ℓ(ℓ+ 1) の場合, R の微分方程式に R(r) ∝ rk を代入すると(
k(k − 1) + 2k − ℓ(ℓ+ 1)

)
rk = (k − ℓ)(k + ℓ+ 1)rk = 0 , ∴ k = ℓ, − ℓ− 1

になるから, Aℓ, Bℓ を任意定数として Rℓ(r) = Aℓr
ℓ +Bℓ/r

ℓ+1 である。変数分離型の解 Rℓ(r)Pℓ(q)

が求まったが, これらの和も (2.56)を満たすから, P (q) を q の 2次式に制限した範囲内では

V (r, θ) = A0 +
B0

r
+

(
A1r +

B1

r2

)
q +

(
A2r

2 +
B2

r3

)(
1− 3q2

)
, q = cos θ

が最も一般的な (2.56)の解になる。
係数 Aℓ, Bℓ を境界条件から決める。導体球面上 ( r = a )では

V (a, θ) = R0(a) +R2(a) +R1(a)q − 3R2(a)q
2

である。境界条件 V (a, θ) =一定 = Va より R0(a) = Va, R1(a) = R2(a) = 0 になるから

A0 +
B0

a
= Va , A1a+

B1

a2
= 0 , A2a

2 +
B2

a3
= 0

これから A0 = Va −B0/a , B1 = − a3A1 , B2 = − a5A2 になり

V (r, θ) = Va −
B0

a
+

B0

r
+A1

(
1− a3

r3

)
rq +A2

(
1− a5

r5

)
r2
(
1− 3q2

)
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B0, A1, A2 は任意定数である。球の内側の解と外側の解は r = a で連続であるが, 滑らかに接続す
るとは限らない。そこで

V (r, θ) =


Va −

A0

a
+

A0

r
+A1

(
1− a3

r3

)
rq +A2

(
1− a5

r5

)
r2
(
1− 3q2

)
, r < a

Va −
B0

a
+

B0

r
+B1

(
1− a3

r3

)
rq +B2

(
1− a5

r5

)
r2
(
1− 3q2

)
, r > a

とする。r < a の場合, 原点で V は有界であるから A0 = A1 = A2 = 0 であり V (r, θ) = Va になる。
r > a の場合

V (r, θ)
r→∞−−−−→ Va −

B0

a
+B1rq +B2r

2
(
1− 3q2

)
であるが, これが一様電場 E0ez の静電ポテンシャル −E0z +定数 = −E0rq +定数 になるために
は B1 = −E0 , B2 = 0 である。したがって r > a では

V (r, θ) = Va −
B0

a
+

B0

r
− E0

(
1− a3

r3

)
r cos θ

になる。外場がない場合 (E0 = 0 ), V (r, θ) = B0/r + Va − B0/a は電荷 4πε0B0 に帯電した導体球
の r > a における静電ポテンシャルである。帯電していない場合を考えると B0 = 0 になるから

V (r, θ) =


Va , r < a

Va − E0

(
1− a3

r3

)
r cos θ , r > a

(2.58)

であり, 導体外部での電場は

E = −∇V = −
(
er

∂

∂r
+

eθ
r

∂

∂θ

)
V (r, θ) = erE0

(
1 +

2a3

r3

)
cos θ − eθE0

(
1− a3

r3

)
sin θ

zになる。無限遠方では, 確かに

E
r→∞−−−−→ E0

(
er cos θ − eθ sin θ

)
= E0ez

である。導体球面上では

E(a, θ) = 3E0 cos θ er

になり球面に直交する。右図に静電ポテンシャル (2.58)の等電位
面 ( 矢印なしの曲線を z軸まわりに回転してできる曲面 )を示す。
矢印付きは E0 > 0 での電気力線であり等電位面と直交する。一
様電場 E0 の等電位面は z軸に直交する平面である。
以下は 3.5, 3.6節参照。導体球面の単位面積あたりの電荷を σ(θ) とする。ガウスの法則∫

S

dS n·E =
1

ε0

∫
V

d3r ρ(r )

を球面近傍の微小面積 ∆S の領域に適用すると
1

ε0

∫
V

d3r ρ(r ) =
1

ε0
σ(θ)∆S

球の内部では E = 0 , 球の外部では n = er になるから∫
S

dS n·E = er ·E(a, θ)∆S , ∴ σ(θ) = ε0er ·E(a, θ) = 3ε0E0 cos θ (2.59)
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である。この誘導電荷による電場と E0 が重なり, 導体内部では E = 0 , 外部の導体表面では E は
球面に直交する ( 問題 3.12 )。上半面の球面 ( z ≥ 0 )の全誘導電荷 Q+ は

Q+ = a2
∫ π/2

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕσ(θ) = 6πa2ε0E0

∫ 1

0

dq q = 3πa2ε0E0

同様に, 下半面の球面 ( z ≤ 0 )の電荷 Q− を求めれば Q− = −Q+ になり, 全電荷は Q+ +Q− = 0

である。電位の低い方に正電荷, 高い方に負電荷が誘導される。

問題 2.15 任意の A(r) に対して A·∇ r = A を直角座標及び 3次元極座標で示せ。

速度と加速度の極座標成分
力学で中心力の問題を扱う場合, 質点の位置 r を極座標で表した方が扱いが簡単になる。質点の

位置 r, θ, ϕ は時間 t の関数である。er = er(θ(t), ϕ(t)) の時間微分は
der
dt

=
dθ

dt
∂θer +

dϕ

dt
∂ϕer = θ̇ eθ + ϕ̇ sin θ eϕ

同様にすると
deθ
dt

= − θ̇ er + ϕ̇ cos θ eϕ ,
deϕ
dt

= − ϕ̇ (sin θ er + cos θ eθ)

になる。質点の位置 r は r = r er であるから
dr

dt
= ṙ er + r ėr = ṙ er + rθ̇ eθ + rϕ̇ sin θ eϕ

したがって, 速度の r, θ, ϕ方向成分をそれぞれ vr, vθ, vϕ とすると

vr = ṙ , vθ = rθ̇ , vϕ = rϕ̇ sin θ

である。もう一回微分すると

d2r

dt2
= r̈ er + ṙ ėr +

d rθ̇

dt
eθ + rθ̇ ėθ +

d rϕ̇ sin θ

dt
eϕ + rϕ̇ sin θ ėϕ

=
(
r̈ − r θ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ

)
er +

(
r θ̈ + 2ṙ θ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ

)
eθ

+
(
rϕ̈ sin θ + 2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ

)
eϕ

これから加速度の r, θ, ϕ方向成分をそれぞれ ar, aθ, aϕ とすると

ar = r̈ − r θ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ , aθ = r θ̈ + 2ṙ θ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ

aϕ = rϕ̈ sin θ + 2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ =
1

r sin θ

d

dt

(
r2ϕ̇ sin2 θ

)
になる。運動が xy平面に限られる場合 θ =一定 = π/2 であるから θ̇ = θ̈ = 0 より

vr = ṙ , vϕ = rϕ̇ , ar = r̈ − rϕ̇2 , aϕ = rϕ̈+ 2ṙϕ̇ =
1

r

d

dt

(
r2ϕ̇
)

である。
ある方向の単位ベクトルを e とし, この方向の速度, 加速度の成分を ve, ae とすると

ve = e·v , ae = e·a = e· dv
dt
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である。
dve
dt

=
d

dt
e·v =

de

dt
·v + e· dv

dt
=

de

dt
·v + ae

であるから, e が時間に依存しない場合には ae = dve/dt である。したがって, 空間に固定された直
角座標 x, y, z 軸については, 例えば, 速度の x成分を時間微分すれば加速度の x成分になる。しか
し, 極座標のように方向が質点の運動とともに変化する場合には ae ̸= dve/dt である。
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3 積分
3.1 多重積分 ∆xk

xk−1

xk

xk+1 x

f(x)

はじめに, 1変数の関数 f(x) の積分の復習をする。a ≤ x ≤ b

の区間を x0 = a, x1, · · · , xn−1, xn = b の n個に分割し ∆xk =

xk − xk−1 とする。このとき

Sn =

n∑
k=1

f(ηk)∆xk , xk−1 ≤ ηk ≤ xk

とする。f(x) > 0 ならば長方形の面積の和である ( 図は等間隔
にし ηk = xk とした場合である )。全ての ∆xk → 0 になるように n→∞ としたとき Sn の極限値
が存在するならば

lim
n→∞

n∑
k=1

f(ηk)∆xk =

∫ b

a

f(x) dx または
∫ b

a

dx f(x)

で表す。

∆D1 ∆D2 · · ·

· · · ∆Dn

1変数の区分求積法を 2変数の関数 f(x, y) に拡張し, xy平面上
の領域D における f(x, y) の積分を定義する。D を面積 ∆xk∆yk

( k = 1, 2, · · · , n ) の n個の微小な長方形の領域 ∆Dk に分割する。
D で定義された連続な関数 f(x, y) に対して和

Sn =

n∑
k=1

f(xk, yk)∆xk∆yk (3.1)

を考える。f(x, y) を求める点 (xk, yk) は ∆Dk 内の適当な点であ
る。n → ∞ とし全ての ∆xk∆yk → 0 になる極限を考える。この
極限における Sn の極限値を∫∫

D

f(x, y) dxdy または
∫∫

D

dxdy f(x, y)

と書き f(x, y) の領域 D における 2重積分という。2重とは, 2つの独立な変数 x, y について和を
取る，つまり, 積分するからである。必要のない限り積分記号を 2つ書かずに∫

D

f(x, y) dxdy または
∫
D

dxdy f(x, y)

で表す。dx dy があるから 2重積分であることは分かる。f(x, y) = 1 の場合, 2重積分は領域 D の
面積を表す。

累次積分

a b x

y

g(x)

h(x)

D

具体的に積分を求める場合, 積分領域を数式で表す必要がある。1 重積分
では単に a ≤ x ≤ b などで済むが, 2重積分の場合, 積分領域 D の表現は,

それほど単純ではない。Dが

a ≤ x ≤ b , g(x) ≤ y ≤ h(x) (3.2)

の場合を考える。y の積分領域は xに依存する。a ≤ x ≤ b を

x0 = a, x1, · · · , xn−1, xn = b
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yj

xi xi+1xi−1

y0=g(xi)

ym=h(xi)
h(x)

g(x)

の n個に分割し, ∆xi = xi − xi−1 とおく。x = xi のとき y は
g(xi) ≤ y ≤ h(xi) の範囲をとる。この範囲を

y0 = g(xi), y1, · · · , ym−1, ym = h(xi)

のm個に分割して ∆yj = yj − yj−1 とおく。和 (3.1)は

Snm =

n∑
i=1

m∑
j=1

f(xi, yj)∆xi∆yj =

n∑
i=1

Fm(xi)∆xi (3.3)

ただし
Fm(x) =

m∑
j=1

f(x, yj)∆yj , g(x) ≤ yj ≤ h(x)

である。
lim

m→∞
Fm(x) =

∫ h(x)

g(x)

dy f(x, y) ≡ F∞(x)

になるから
lim

m→∞
Snm =

n∑
i=1

F∞(xi)∆xi

したがって ∫
D

dxdy f(x, y) = lim
n→∞

lim
m→∞

Snm = lim
n→∞

n∑
i=1

F∞(xi)∆xi =

∫ b

a

dxF∞(x)

であり ∫
D

dxdy f(x, y) =

∫ b

a

dx

∫ h(x)

g(x)

dy f(x, y) (3.4)

になる。積分は右の積分から左の積分の順に行う。x を固定して, つまり, xを定数と見なして y に
ついて g(x) ≤ y ≤ h(x) で積分する。積分した結果は x だけの関数になる。この関数を x について
a ≤ x ≤ b で積分して 2重積分を求める。この方法を累次積分という。
領域 D が

p(y) ≤ x ≤ q(y) , c ≤ y ≤ d

と表せるならば ∫
D

dxdy f(x, y) =

∫ d

c

dy

∫ q(y)

p(y)

dx f(x, y) (3.5)

である。最初に x で積分する。~
(3.2)の場合 y の積分領域は x に依存するから, (3.4)の積分に順番を入れ替え∫ h(x)

g(x)

dy

∫ b

a

dx f(x, y) (3.6)

としてはいけない。最初に x で積分すると y の関数になるが, これを y について g(x) ≤ y ≤ h(x)

で積分すると x の関数が求まる。(3.6) は積分としての意味はあるが, 領域 (3.2) の積分ではない。
(3.5)の場合も積分の順番は交換できない。ただし, 積分領域が x, y に依存しなければ, 積分する順
番は任意で ∫ b

a

dx

∫ d

c

dy f(x, y) =

∫ d

c

dy

∫ b

a

dx f(x, y)

である。
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a−a

a

x

例題 1 右図のような半径 a の半円の領域 D を考える。D は

D =
{
(x, y) | − a ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤

√
a2 − x2

}
(3.7)

と表せる。この場合, y の領域は x に依存するから, 最初 y に
ついて積分する。例えば f(x, y) = y の場合

I =

∫
D

dxdy y =

∫ a

−a

dx

∫ √
a2−x2

0

dy y =

∫ a

−a

dx
a2 − x2

2
=

2

3
a3

a−a

a

y

である。右図より g(y) =
√

a2 − y2 とすると D は

0 ≤ y ≤ a , − g(y) ≤ x ≤ g(y) (3.8)

とも表せる。x の領域が y に依存するから, 最初 x の積分を
行い

I =

∫ a

0

dy

∫ g(y)

−g(y)

dx y

である。x で積分するとき yは定数と見なすから

I =

∫ a

0

dy y

∫ g(y)

−g(y)

dx = 2

∫ a

0

dy y
√
a2 − y2 =

[
− 2

3

(
a2 − y2

)3/2]a
0

=
2

3
a3

になる。当然ながら, 積分は領域Dの表現の仕方には依存しない。
f(x, y) = 1 とすれば半円の面積が求まる。(3.7)の場合∫

D

dxdy =

∫ a

−a

dx

∫ √
a2−x2

0

dy =

∫ a

−a

dx
√
a2 − x2

x = a sin θ, |θ| ≤ π/2 とおける。θがこの範囲のとき cos θ ≥ 0 より√a2 − x2 = a cos θ である。∫
D

dxdy = a2
∫ π/2

−π/2

dθ cos2 θ =
a2

2

∫ π/2

−π/2

dθ
(
1 + cos 2θ

)
=

πa2

2

(3.8)を使っても同じ結果になる。

ba

b

a

x

y

例題 2 a < b のとき右図の三角形の領域 D は

a ≤ x ≤ b , a ≤ y ≤ x または a ≤ y ≤ b , y ≤ x ≤ b

と表せ∫
D

dxdy f(x, y) =

∫ b

a

dx

∫ x

a

dy f(x, y) =

∫ b

a

dy

∫ b

y

dx f(x, y) (3.9)

=
1

2

∫ b

a

dx

∫ x

a

dy f(x, y) +
1

2

∫ b

a

dy

∫ b

y

dx f(x, y)

である。積分変数名は変えてもよいから, 右辺第 2項で x と y を入れ替えると∫
D

dxdy f(x, y) =
1

2

∫ b

a

dx

(∫ x

a

dy f(x, y) +

∫ b

x

dy f(y, x)

)
になる。f(x, y) が対称性 f(y, x) = f(x, y) を満たす場合∫

D

dxdy f(x, y) =
1

2

∫ b

a

dx

∫ b

a

dy f(x, y)

と簡単になる。
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問題 3.1 a を正の定数として D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ a2 } のとき∫
D

dxdy x2|y| = 4

15
a5

を示せ。積分する順序は x→ y , y → x の両方で行ってみよ。

問題 3.2 積分領域を図示して, 下記の関係を示せ。∫ 1

0

dx

∫ x+1

x

dy f(x, y) =

∫ 1

0

dy

∫ y

0

dx f(x, y) +

∫ 2

1

dy

∫ 1

y−1

dx f(x, y)

問題 3.3 積分の順序を変更し∫ π

0

dx

∫ x

0

dy
sin y√

(π − x)(x− y)
= 2π

を示せ。
√
　内を xについて平方完成する。

3重積分
2重積分と同様にして 3重積分 (一般には 4重積分, 5重積分, · · · )を定義できる。3次元の領域 D

を体積 ∆xk∆yk∆zk ( k = 1, 2, · · · , n ) の n個の微小直方体 ∆Dk に分割する。D で定義された連
続な関数 f(x, y, z) に対して和

Vn =

n∑
k=1

f(xk, yk, zk)∆xk∆yk∆zk (3.10)

を考える。(xk, yk, zk) は ∆Dk 内の適当な点である。n → ∞ として全ての ∆Dk の体積が 0 にな
る極限を考える。この極限における Vn の極限値を∫∫∫

D

f(x, y, z) dxdydz

と書き f(x, y, z) の領域 D における 3重積分という。必要のない限り積分記号を 3つ書かずに∫
D

f(x, y, z) dxdydz または
∫
D

dxdydz f(x, y, z)

で表す。また, 点 (x, y, z) をベクトル r = xex+ yey + zez で表すことに対応して f(x, y, z) を f(r),

dxdydz を d3r で表して ∫
D

d3rf(r) (3.11)

と簡略化して書く。f(x, y, z) = 1 の場合, 3重積分は領域 D の体積を表す。

3.2 変数変換
2変数の場合
積分する領域によっては, 直角座標系 (x, y, z)ではなく別の座標系を用いた方が簡単に積分できる場
合がある。よく用いる座標系としては極座標がある。2次元の極座標

r(r, θ) = x(r, θ)ex + y(r, θ)ey , x = r cos θ , y = r sin θ (3.12)

を考え, 2重積分を r と θ の積分に変換する。これまでは積分領域 D を x = 一定 の直線 x = xk ,

x = xk +∆xk と y =一定 の直線 y = yk , y = yk +∆yk で囲まれた微小領域に分割した。これと同
様に, r = 一定 の円 r = rk , r = rk +∆rk と θ = 一定 の半直線 θ = θk , θ = θk +∆θk で囲まれた
微小領域に, xy平面上の領域 D を分割する。この微小領域の面積を ∆Sk とすれば
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θ

dθ

dr

rdθ

r

x

y∫
D

dxdy f(x, y) = lim
n→∞

n∑
k=1

f(rk cos θk, rk sin θk)∆Sk

である。r, θ を微小変化 dr, dθ させたとき, 図より, 微小領域は辺の長さが
dr, rdθ の長方形と見なせるから ∆S = r dr dθ である。したがって∫

D

dxdy f(x, y) =

∫
Ω

drdθ rf(r cos θ, r sin θ) (3.13)

ただし, Ω は x, y での領域 D を r, θ で表した領域である。例えば, 40ページの例題 1の場合

Ω = { (r, θ) | 0 ≤ r ≤ a , 0 ≤ θ ≤ π }

である。
一般に x = x(u, v) , y = y(u, v) の場合, u, v が微小変化 du, dv したときの xy 平面上の面積 dS

を求める。極座標の場合, r(r, θ), r(r + dr, θ), r(r + dr, θ + dθ), r(r, θ + dθ) を結んだ領域の面積で
あるが, これと同様に 4点

rA = r(u, v) = x(u, v)ex + y(u, v)ey , rB = r(u+ du, v)

rC = r(u+ du, v + dv) , rD = r(u, v + dv)
(3.14)

からなる 4角形 ABCD の面積 dS を求める。(3.14)を du, dv についてテイラー展開する。du, dv

は微少量であるから du, dv の最低次だけ考慮すると

rB = x(u+ du, v)ex + y(u+ du, v)ey

=

(
x(u, v) +

∂x

∂u
du

)
ex +

(
y(u, v) +

∂y

∂u
du

)
ey + · · ·

= rA + u du+ · · ·

rC = x(u+ du, v + dv)ex + y(u+ du, v + dv)ey

=

(
x(u, v) +

∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv

)
ex +

(
y(u, v) +

∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv

)
ey + · · ·

= rA + u du+ v dv + · · ·

rD = x(u, v + dv)ex + y(u, v + dv)ey = rA + v dv + · · ·

A Bu du

D

v dv

C

x

yただし

u =
∂x

∂u
ex +

∂y

∂u
ey =

∂r

∂u
, v =

∂x

∂v
ex +

∂y

∂v
ey =

∂r

∂v
(3.15)

である。上式では du, dv の最低次は 1次であり, 2次以上の · · · の部分
は無視する。u×v ̸= 0 で u と v の向きは異なるとする。ABCD は平行
四辺形になるから, その面積 dS はベクトル積を用いて

dS = |u×v| dudv =

∣∣∣∣∂r∂u× ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv (3.16)

である。ex×ey = −ey×ex = ez, ex×ex = ey×ey = 0 より
∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)
ez
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になるから

dS = |J(u, v)| dudv , J(u, v) =
∂(x, y)

∂(u, v)
≡ ∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.17)

したがって ∫
D

dxdy f(x, y) =

∫
Ω

dudv |J(u, v)| f
(
x(u, v), y(u, v)

)
(3.18)

になる。Ω は x , y での領域 D に対応する u, v の領域である。J をヤコビアンまたはヤコビの行
列式という。(3.12)の場合

J =
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r

であるから, 図を用いて求めた結果に一致する。

3変数の場合
x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) の場合, 2変数と同様に

u du

w
d
w

v dv

u =
∂r

∂u
, v =

∂r

∂v
, w =

∂r

∂w
, r = xex + yey + zez

とすると u du, v dv, w dw が作る微小平行 6面体の体積 dV を求めればよ
い。u du, v dv が作る平行四辺形 Suv の面積 dS は dS = |u×v|dudv であ
る。Suv に直交する単位ベクトル nは n = u×v/|u×v| である。Suv を底
面とする平行 6面体の高さ dh はw dwの n方向の大きさ, つまり dh = |n·w dw| になるから

dV = dS dh = |J |dudvdw , J = w ·(u×v) = ∂r

∂w
·
(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
(3.19)

であり ∫
D

d3r f(r) =

∫
Ω

dudvdw |J | f
(
r(u, v, w)

)
(3.20)

になる。Ω は領域 D に対応する u, v, w の領域である。スカラー 3重積 (1.34)より J は行列式

J =
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∂x/∂u ∂x/∂v ∂x/∂w

∂y/∂u ∂y/∂v ∂y/∂w

∂z/∂u ∂z/∂v ∂z/∂w

(3.21)

で表せる。これは 3変数のヤコビアンである。
3次元の極座標 (2.49)の場合

J =
∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
3行目について余因子展開すれば

J = cos θ

∣∣∣∣∣ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣∣+ r sin θ

∣∣∣∣∣ sin θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r sin θ cosϕ

∣∣∣∣∣
= cos θ r2 sin θ cos θ + r2 sin θ sin2 θ = r2 sin θ
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y

z

x

rdθ

dr

r

r sin θ dϕ
r sin θ

θ

ϕ

したがって ∫
D

d3r f(r) =

∫
Ω

drdθdϕ r2 sin θ f
(
r(r, θ, ϕ)

)
(3.22)

である。2次元極座標の場合 42ページの図の長方形の面積を求めたが,

これと同様に r, θ, ϕ を微小変化させたときの直方体の体積 dV を求め
てもよい。右図より直方体の各辺は dr, rdθ, r sin θ dϕ になるから

dV = drdθdϕ r2 sin θ

であり, ヤコビアンの結果を再現する。

例題 1 40ページの例題 1を 2次元極座標で求める。例題の領域 D に対応する r, θ の領域 Ω は
0 ≤ r ≤ a , 0 ≤ θ ≤ π であるから (3.13)より∫

D

dxdy y =

∫ a

0

dr r2
∫ π

0

dθ sin θ =
2

3
a3 ,

∫
D

dxdy =

∫ a

0

dr r

∫ π

0

dθ =
πa2

2

領域 D が半円であるため, 極座標を用いると積分領域を簡単に表せる。
領域 D を半径 R の球の内部とする。3次元極座標で表せば 0 ≤ r ≤ R , 0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ ϕ ≤ 2π

である。(3.22)で f(r) = 1 とすれば球の体積∫
D

d3r =

∫ R

0

dr r2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ = 2π

∫ R

0

dr r2
∫ π

0

dθ sin θ = 4π

∫ R

0

dr r2 =
4π

3
R3

が求まる。

例題 2 a, b を正の定数とする。任意の点 (x, y) は

x = ar cos θ , y = br sin θ ただし r ≥ 0 , 0 ≤ θ ≤ 2π (3.23)

と表せる。ヤコビアン J は

J =
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∂x/∂r ∂x/∂θ

∂y/∂r ∂y/∂θ
=

a cos θ − ar sin θ

b sin θ br cos θ
= abr

である。楕円 x2/a2 + y2/b2 = 1 の面積を求める。楕円内部の領域Dを (3.23)の r, θで表すと

x2/a2 + y2/b2 = r2 ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π

になるから ∫
D

dxdy =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

dθ |J | = ab

∫ 1

0

dr r

∫ 2π

0

dθ = πab

である。

例題 3 ガウス積分
a を正の定数として xy平面全体での積分

I2 =

∫ ∞

−∞
dx dy e−a(x2+y2) =

∫ ∞

−∞
dx e−ax2

∫ ∞

−∞
dy e−ay2

= I21 , I1 =

∫ ∞

−∞
dx e−ax2

を考える。I2 を 2次元極座標で表せば

I2 =

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

dθ re−ar2 = 2π

∫ ∞

0

dr re−ar2 = 2π

[
− 1

2a
e−ar2

]∞
0

(3.24)
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である。a > 0 より e−ar2 r→∞−−−→ 0 であるから I2 = π/a になる。I1 > 0 より I1 =
√
I2, つまり∫ ∞

−∞
dx e−ax2

= 2

∫ ∞

0

dx e−ax2

=

√
π

a
(3.25)

これをガウス積分という。この積分は物理ではよく用いる。
e−ax2 の不定積分は初等関数で表せないから,直接 (3.25)を求めることは困難である。一方, (3.24)

ではヤコビアン J = r が被積分関数に現れるため不定積分が求まる。3次元極座標では J に r2 が
出てくるから e−a(x2+y2+z2) = e−ar2 の積分 I3 = I31 から求めようとしても無理である。
(3.25)の両辺を a で微分すると∫ ∞

−∞
dxx2e−ax2

=
1

2

√
π

a3
, 再び微分すると

∫ ∞

−∞
dxx4e−ax2

=
1

2

3

2

√
π

a5

一般に n = 0, 1, 2, · · · として∫ ∞

−∞
dxx2ne−ax2

=
(2n− 1)!!

2n

√
π

a2n+1
, (2n− 1)!! ≡ (2n− 1)(2n− 3) · · · 3·1 =

(2n)!

2nn!
(3.26)

である。

例題 4 一様に帯電した球による静電ポテンシャル
点 rk に点電荷 qk があるとき, 静電ポテンシャル U(r) は U(r)

r→∞−−−−→ 0 とすると

U(r) =
1

4πε0

∑
k

qk
|r − rk|

, |r − rk| =
√

(x− xk)2 + (y − yk)2 + (z − zk)2 (3.27)

である。電荷が連続的に分布する場合, r′ = (x′, y′, z′) での電荷密度を ρ(r′) とすると, r′ 近傍の微
小体積 d3r′ = dx′dy′dz′ の電荷は ρ(r′) d3r′ である。rk → r′ , qk → ρ(r′) d3r′ とし, k の和を積分
で置き換えれば

U(r) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρ(r′)

|r − r′|
(3.28)

になる。積分領域は全空間である。U を求める点 rと区別するため, 積分変数を r′ とした。
原点を中心とした半径 a の球内部 D に一様な電荷密度 ρ0 で分布する場合, r > a では ρ = 0,

r < a では ρ = ρ0 になるから

U(r) =
ρ0

4πε0

∫
D

d3r′
1

|r − r′|
, D =

{
(x′, y′, z′) |

√
x′2 + y′2 + z′2 ≤ a

}
である。r′ の極座標を r′, θ′, ϕ′ とする。Dに対応する r′, θ′, ϕ′ の積分領域 Ω は

0 ≤ r′ ≤ a , 0 ≤ θ′ ≤ π , 0 ≤ ϕ′ ≤ 2π

r

r′
θ′

になる。通常, θ′ の基準軸は z軸であるが r方向にとる。

|r − r′|2 = r2 + r′2 − 2r ·r′ = r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′

になるから (3.22)より

U(r) =
ρ0

4πε0

∫ a

0

dr′
∫ π

0

dθ′
∫ 2π

0

dϕ′ r′2 sin θ′√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′
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被積分関数は ϕ′ を含まないから ϕ′ の積分は 2π になる。t = cos θ′ とすると

U(r) =
ρ0
2ε0

∫ a

0

dr′ r′2
∫ 1

−1

dt
1√

r2 + r′2 − 2rr′t
=

ρ0
2ε0

∫ a

0

dr′ r′2
[
− 1

rr′

√
r2 + r′2 − 2rr′t

]t=1

t=−1

=
ρ0
2ε0r

∫ a

0

dr′ r′
(
r + r′ − |r − r′|

)
(3.29)

r + r′ ≥ 0 であるが r − r′ の正負は定まらないから
√

(r − r′)2 = |r − r′| である。
r ≥ a の場合, r′ ≤ a より r ≥ r′ になるから |r − r′| = r − r′ であり

U(r) =
ρ0
ε0r

∫ a

0

dr′ r′2 =
ρ0
3ε0

a3

r
=

1

4πε0

Q

r
, Q =

4π

3
a3ρ0 =全電荷 (3.30)

球外 ( r ≥ a )では球の中心に電荷 Q の点電荷がある場合と同じになる。r ≤ a の場合

0 a r

1

4πε0

Q

r

|r − r′| =

{
r − r′ , 0 ≤ r′ ≤ r

r′ − r , r ≤ r′ ≤ a

になるから

U(r) =
ρ0
ε0r

(∫ r

0

dr′ r′2 + r

∫ a

r

dr′ r′
)

=
Q

4πε0

3a2 − r2

2a3
(3.31)

である。Q > 0 のとき U(r) を右図に示す。破線は電荷 Qの点電荷によ
るポテンシャルである。
電場

E(r) = −∇U(r) = − ex
∂U

∂x
− ey

∂U

∂y
− ez

∂U

∂z

を求める。U(x, y, z) が r =
√
x2 + y2 + z2 だけの関数の場合

∂U

∂x
=

∂r

∂x

dU

dr
=

x

r

dU

dr
,

∂U

∂y
=

y

r

dU

dr
,

∂U

∂z
=

z

r

dU

dr

になる。(3.30), (3.31)より

E(r) = erE(r) , E(r) = − dU

dr
=

1

4πε0

Q

r2
×

{
1 , r ≥ a

r3/a3 , r ≤ a
(3.32)

である。er = r/r は r方向の単位ベクトルを表す。

問題 3.4 積分領域を 3次元の全空間とするとき極座標を用いて∫
d3r e−a(x2+y2+z2) =

(π
a

)3/2
,

∫
d3r

e−a(x2+y2+z2)√
x2 + y2 + z2

=
2π

a

を示せ。最初の積分は直角座標を用いれば明らかである。

問題 3.5 3次元空間の点 (x, y, z) を (ρ, θ, z)

x = ρ cos θ , y = ρ sin θ , z = z , ただし ρ ≥ 0 , 0 ≤ θ ≤ 2π

で表す ( 円柱座標 )。ヤコビアン J =
∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, z)
= ρ を示せ。また, 底面の半径が a , 高さが h の円

柱の内部を D とし, 円柱の中心軸を z軸とすると∫
D

d3r
(
x2 + y2

)
=

π

2
ha4

なることを示せ。
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問題 3.6 xy平面上の全領域に単位面積当たり σ の電荷が分布する場合

E(r) =
σ

4πε0

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dy′

r − r′

|r − r′|3
=

σ

2ε0

z

|z|
ez (3.33)

を示せ。r′ = x′ex + y′ey は xy平面上の点である。

3.3 線積分

A
r0

r1
r2

r3

rn−2

rn−1

rnB3次元空間の経路 C を考える。この経路上の点 A, B の間を経路に
沿って n 個に分割し, k 番目の点を rk = (xk, yk, zk) とする。ただし,

A = (x0, y0, z0), B = (xn, yn, zn) である。∆rk = rk − rk−1, つまり

∆xk = xk − xk−1 , ∆yk = yk − yk−1 , ∆zk = zk − zk−1

とする。∆rk の方向は, 曲線に沿って A から B に向かう方向である。
各成分が 3変数 x,y,zの関数であるベクトル

A(x, y, z) = Ax(x, y, z)ex +Ay(x, y, z)ey +Az(x, y, z)ez

を簡略化して
A(r) = Ax(r)ex +Ay(r)ey +Az(r)ez

で表す。点 rk での A と ∆rk の内積の和

Sn =

n∑
k=1

A(rk)·∆rk =

n∑
k=1

(
Ax(rk)∆xk +Ay(rk)∆yk +Az(rk)∆zk

)
(3.34)

を考える。すべての |∆rk| → 0 になるように n→∞ とするとき, Sn の極限値 S を

S =

∫
C

A(r)·dr =

∫
C

(
Ax(r) dx+Ay(r) dy +Az(r) dz

)
(3.35)

で表す。これを線積分という。線積分は始点 A, 終点 B だけでなく, 一般に A と B を結ぶ経路の取
り方にも依存する。どの経路かを明記する必要があるため, 積分記号の下に経路 C を書く。
• (3.35)において, r は空間の任意の点ではなく経路 C 上の点である。また, 微小変位ベクトル dr

は C の接線方向で, 始点 Aから終点 Bに向かう方向である。
• 経路 C が閉曲線を 1周する場合, 積分記号に ◦ を付けて

∮
C

A(r)·dr と書くこともある。

• 経路 C が A から B への経路であるとき, 同じ曲線に沿った B から A への経路を −C で表す
ことにする。(3.34)において∆rk を −∆rk で置き換えれば B から A へ経路になるから∫

−C

A(r)·dr = −
∫
C

A(r)·dr

媒介変数表示
具体的に線積分を行うには, 経路 C を適当な変数 t で表す。C 上の点 r が

r(t) = x(t) ex + y(t) ey + z(t) ez (3.36)
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と表せ, 始点 A は t = a, 終点 B は t = b とする。このとき∫
C

A(r)·dr =

∫ b

a

A(r(t))· dr
dt

dt =

∫ b

a

dt

(
Ax(r(t))

dx

dt
+Ay(r(t))

dy

dt
+Az(r(t))

dz

dt

)
(3.37)

になり, 1変数 t の関数である内積 A(r(t))· dr/dt を普通に積分すればよい。問題は経路 C をいか
に変数で表現するかである。xy平面上の経路 C が y = y(x) と表せる場合, t = x として∫

C

(
Ax(x, y) dx+Ay(x, y) dy

)
=

∫ b

a

dx

(
Ax(x, y(x)) +Ay(x, y(x))

dy

dx

)
(3.38)

になる。~
線積分の r は経路 C 上の点であるから, 例えば (3.35)の右辺第 1項

∫
C

Ax(x, y, z) dx は, 一般

に, x についてだけ積分するわけではない。x が変化すれば, 点が経路 C 上にあるように y, z も変
化する。変数 t で表せば ∫

C

Ax(x, y, z) dx =

∫ b

a

Ax

(
x(t), y(t), z(t)

)dx
dt

dt

であり, 一般には y, z は定数ではない。

途中の経路に依存しない線積分
A(r) = ∇U(r) の場合

A(r)· dr
dt

=
∂U

∂x

dx

dt
+

∂U

∂y

dy

dt
+

∂U

∂z

dz

dt
=

d

dt
U
(
x(t), y(t), z(t)

)
になるから, 始点 A, 終点 B を結ぶ任意の経路 C に対して∫

C

A·dr =

∫ b

a

dt
dU
(
r(t)

)
dt

=
[
U
(
r(t)

)]b
a
= U

(
B
)
− U

(
A
)

(3.39)

である。∇U(r) の線積分は途中の経路に依存せず始点と終点だけで決まる。逆に, A(r) の線積分
が途中の経路に依存しないならば, A(r) = ∇U(r) である U(r) が存在する。これについては 76

ページで証明する。なお, 経路 C が閉曲線の場合, 始点と終点は同じになるから∮
C

(∇U)·dr = 0

である。例えば U = r2/2 の場合 ∇U = r になるから
∮
C

r ·dr = 0 である。

力のなす仕事
線積分で表される代表的な物理量は力のなす仕事である。一定の力 F が作用して物体が s だけ直
線的に変位したとき, 力のなす仕事 W は W = F ·s で定義される。曲線 C に沿って物体が運動し,

また, 力が物体の位置 r に依存する場合に, 仕事を一般化する。曲線 C を n個の微小区間に分割す
ると, rk−1 から rk の間は一定の力 F (rk) が働いて直線的な変位 ∆rk = rk − rk−1 を行ったとして
よい。したがって, この区間での力のなす仕事は F (rk)·∆rk である。これをすべての微小区間につ
いて足し合わせたものが, 曲線 C に沿って力がなす仕事 W であるから

W = lim
n→∞

n∑
k=1

F (rk)·∆rk =

∫
C

F (r)·dr (3.40)
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になる。F (r) が保存力 F (r) = −∇U(r) の場合, 経路 C に沿って点 rA から点 rB の間に力がな
す仕事 W は (3.39)より

W =

∫
C

F (r)·dr = −
∫
C

(∇U)·dr = U(rA)− U(rB)

であり, 途中の経路に依存しない。点 rA , rB での質点の運動エネルギーをそれぞれ KA , KB とす
ると KB = KA +W であるから KA + U(rA) = KB + U(rB) になり力学的エネルギーは保存する。

問題 3.7

∮
C

F (r)∇G(r)·dr = −
∮
C

G(r)∇F (r)·dr を示せ。

x

y

C1

C2

A

B例題 1 A(a, 0)を始点, B(0, a)を終点とする 2つの経路を考える。C1 は
半径 aの円周に沿った経路, C2 は A, B を直線で結ぶ経路である。∫

C

(
−y dx+ x dy

)
(3.41)

を求める。C1 上の点は x = a cos θ , y = a sin θ , θ は 0 から π/2 に変化
するから ∫

C1

(
−y dx+ x dy

)
=

∫ π/2

0

(
−y dx

dθ
+ x

dy

dθ

)
dθ = a2

∫ π/2

0

dθ =
πa2

2

C2 では y = −x+ a で x は a から 0 に減少するから∫
C2

(
−y dx+ x dy

)
=

∫ 0

a

(
−y + x

dy

dx

)
dx = a

∫ a

0

dx = a2

になる。この場合, 線積分は経路に依存する。
次に ∫

C

(
(2x+ y) dx+ x dy

)
(3.42)

の場合 ∫
C1

(
(2x+ y) dx+ x dy

)
= a2

∫ π/2

0

(
cos2 θ − sin2 θ − 2 sin θ cos θ

)
dθ = − a2

∫
C2

(
(2x+ y) dx+ x dy

)
=

∫ 0

a

a dx = − a2

になり, 線積分は同じになる。(3.42)の場合 U(x, y) = x2 + xy とすれば
∂U

∂x
= 2x+ y = Ax ,

∂U

∂y
= x = Ay

になるから, 線積分は経路に依存しない。(3.39)より∫
C

(
(2x+ y) dx+ x dy

)
= U(B)− U(A) = U(0, a)− U(a, 0) = − a2

であり, 具体的に計算した線積分に一致する。一方, (3.41)の場合

Ax = − y =
∂U

∂x
=⇒ ∂2U

∂x∂y
= − 1 , Ay = x =

∂U

∂y
=⇒ ∂2U

∂x∂y
= 1

になるから, U は存在しない。
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C1

C2

C3

x

y

A

θ

D

B
問題 3.8 xy平面上で座標が ( a, 0 ), ( a, a )である点をそれぞ
れ A, B とする。A を始点, B を終点とする経路として, A, B

を直線で結ぶ経路 C1, 直線 AD と半径 a の円周 DB からなる
経路 C2 を考える。

Ax =
x

r3
, Ay =

y

r3
ただし r =

√
x2 + y2

とする。線積分を具体的に実行して∫
C1

A(r)·dr =

∫
C2

A(r)·dr =

√
2− 1√
2 a

を示せ。孤 DBに沿った線積分は図の θ を用いて求めよ。また, A = ∇U となる U(r) を用いて線
積分を求めよ。

3.4 平面でのグリーンの定理

C

D

xy平面上の閉曲線に沿って反時計回りに一周する経路を C とすると∮
C

(
Ax(x, y) dx+Ay(x, y) dy

)
=

∫
D

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy (3.43)

である。D は C で囲まれる xy平面上の領域である。~
左辺の (x, y) は経路 C 上の点, 右辺の (x, y) は領域 D 内の点である。

y

y+∆y

x x+∆x

C3

C1

C4 C2

A

証明 1 まず, 各辺が x軸あるいは y軸に平行な微小長方形を反時
計回りに一周する経路 ∆C を考えよう。始点 Aの座標を (x, y) と
する。始点と区別するため, 積分変数は x′, y′ で表わす。C1, C3 上
では dy′ = 0 であり C2, C4 上では dx′ = 0 であるから∮

∆C

(
Ax(x

′, y′) dx′ +Ay(x
′, y′) dy′

)
= I1 + I2

ただし
I1 =

∫
C1+C3

Ax(x
′, y′) dx′ , I2 =

∫
C2+C4

Ay(x
′, y′) dy′

C1 は x′ = x+ t , y′ = y ( t は 0 から ∆x まで変化 ) であり, C3 は x′ = x+ t , y′ = y +∆y ( t は
∆x から 0 まで変化 ) であるから

I1 =

∫ ∆x

0

Ax(x+ t, y) dt+

∫ 0

∆x

Ax(x+ t, y +∆y) dt =

∫ ∆x

0

(
Ax(x+ t, y)−Ax(x+ t, y +∆y)

)
dt

∆x, ∆y → 0 のとき

Ax(x+ t, y) = Ax(x, y) +
∂Ax

∂x
t , Ax(x+ t, y + ∆y) = Ax(x, y) +

∂Ax

∂x
t+

∂Ax

∂y
∆y

としてよいから
I1 = − ∂Ax

∂y
∆y

∫ ∆x

0

dt = − ∂Ax

∂y
∆x∆y
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同様にして
I2 =

∫ ∆y

0

Ay(x+∆x, y + t) dt+

∫ 0

∆y

Ay(x, y + t) dt =
∂Ay

∂x
∆x∆y

したがって ∮
∆C

(
Ax(x, y) dx+Ay(x, y) dy

)
=

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
∆x∆y

である。任意の閉曲線に対しては, これが囲む領域 D を n 個の微小長方形 ∆Ck に分割する ( 38

ページの図参照 )。各々の長方形に上の結果を適用すると
n∑

k=1

∮
∆Ck

(
Ax(x, y) dx+Ay(x, y) dy

)
=

n∑
k=1

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
(xk,yk)

∆xk∆yk (3.44)

右図から分かるように, 2つの長方形の共通する辺 (少しずらして表
示 ) では, 経路は互いに逆向きになるから, 共通する辺の線積分は打
ち消しあう。したがって, 太い線で示した最も外側の経路の線積分だ
けが残る。n → ∞ のとき最も外側の経路は積分路 C になるから,

(3.44)は (3.43)に他ならない。

B

b

A

a x

g(x)

f(x)

D
d

C
c

y

p(y) q(y)

証明 2 別の方法で証明する。領域 D が上図のように

a ≤ x ≤ b , f(x) ≤ y ≤ g(x) または c ≤ y ≤ d , p(y) ≤ x ≤ q(y)

で表せるとする。左側の図から

−
∫
D

∂Ax

∂y
dxdy = −

∫ b

a

dx

∫ g(x)

f(x)

dy
∂Ax

∂y
= −

∫ b

a

dx
[
Ax(x, y)

]y=g(x)

y=f(x)

=

∫ b

a

dx
(
Ax(x, f(x))−Ax(x, g(x))

)
A→ B の線積分は x : a→ b , y = f(x) であり, B→ A では x : b→ a , y = g(x) になるから∮

C

Ax(x, y) dx =

∫ b

a

dxAx(x, f(x)) +

∫ a

b

dxAx(x, g(x)) = −
∫
D

∂Ax

∂y
dxdy (3.45)

である。同様にして, 右側の図から∫
D

∂Ay

∂x
dxdy =

∫ d

c

dy

∫ q(y)

p(y)

dx
∂Ay

∂x
=

∫ d

c

dy
(
Ay(q(y), y)−Ay(p(y), y)

)
=

∮
C

Ay(x, y) dy (3.46)

になる。(3.45)と (3.46)をたし合わせれば (3.43)である。
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• (3.43)をガウスの定理 (3.68)と同じ形式にしておく。ds =
√
(dx)2 + (dy)2 , dr 方向の単位ベク

トルを uとすれば dr = u dsである。反時計回りの閉曲線 C の外向き単位法線ベクトルを n(r)

とする。n, u, ez は ex, ey, ez と同じ右手系の単位ベクトルの組であり u = ez×n になるから

dr = ez×n ds , つまり dx = −nyds , dy = nxds

である。したがって, (3.43)は∮
C

ds
(
nxAy(x, y)− nyAx(x, y)

)
=

∫
D

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy

Bx = Ay , By = −Ax とすれば ∮
C

dsn·B =

∫
D

∇·B dxdy (3.47)

である。
• (2.8) ⇒ (2.7)を証明する。2点 Aと Bを結ぶ任意の経路を C1, C2 とすると∫

C1

(
Axdx+Aydy

)
−
∫
C2

(
Axdx+Aydy

)
=

∮
C1−C2

(
Axdx+Aydy

)
=

∫
D

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy

ここで C1 − C2 は経路 C1 と経路 C2 を逆向きにたどる閉曲線である。したがって, ∂Ay/∂x =

∂Ax/∂y である領域では ∫
C1

(
Axdx+Aydy

)
=

∫
C2

(
Axdx+Aydy

)
であり, 線積分は経路に依らず始点と終点だけで決まる。Aと Bを結ぶ任意の経路 C に沿った
線積分はAと Bの座標だけの関数になる。点Aの座標を (a, b) , 点 Bの座標を (x, y) とする。経
路 C 上の点を (x′, y′) とすれば

U(x, y) =

∫
C

(
Ax(x

′, y′) dx′ +Ay(x
′, y′) dy′

)
(3.48)

である。ただし, (a, b) は固定して (x, y) を変化させる場合を考える。

∆U = U(x+∆x, y +∆y)− U(x, y) =

∫
∆C

(
Ax(x

′, y′) dx′ +Ay(x
′, y′) dy′

)
∆C は (x, y) と (x+∆x, y +∆y) を結ぶ経路であるが, ∆x と ∆y が微小の場合∫

∆C

(
Ax(x

′, y′) dx′ +Ay(x
′, y′) dy′

)
= Ax(x, y)∆x+Ay(x, y)∆y

になるから

∆U = Ax(x, y)∆x+Ay(x, y)∆y , つまり dU = Ax(x, y)dx+Ay(x, y)dy

である。∂Ay/∂x = ∂Ax/∂y を満たすとき, Axdx+ Aydy は (3.48)で定義される関数の全微分で
ある。したがって, (2.8) ⇒ (2.7)が証明された。
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x

y

1

1

例題 1 直線 y = x と曲線 y = x2 で囲まれた領域を D とし, D の境界と
なる閉曲線を反時計回りに一周する経路を C とする。

Ax(x, y) = xy , Ay(x, y) = x2 + y2

のとき

I =

∮
C

(
Axdx+Aydy

)
, J =

∫
D

dxdy

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
を求める。C は y = x2 , ( x : 0→ 1 ) と y = x , ( x : 1→ 0 )の部分に分けられるから

I =

∫ 1

0

dx

(
xx2 +

(
x2 + (x2)2

) dx2

dx

)
+

∫ 0

1

dx

(
xx+

(
x2 + x2

) dx
dx

)

=

∫ 1

0

(
2x5 + 3x3 − 3x2

)
dx =

1

12

である。一方
J =

∫
D

dxdy

(
∂

∂x

(
x2 + y2

)
− ∂

∂y
xy

)
=

∫
D

dxdy x

D は 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x であるから

J =

∫ 1

0

dxx

∫ x

x2

dy =

∫ 1

0

dxx
(
x− x2

)
=

1

12
= I

になり平面でのグリーンの定理が成り立つ。

例題 2 a を実数とするとき (3.25)より∫ ∞

−∞
dx e−(x+a)2 =

∫ ∞

−∞
dx e−x2

=
√
π (3.49)

である。(3.43)を用いて a が複素定数の場合でも上式が成り立つことを示す。
実数 xを複素数 z = x+ iyで置き換えて (x, yは実数 )

e−z2

= e−x2+y2−2ixy = e−x2+y2
(
cos(2xy)− i sin(2xy)

)
を考える。これの実部 Re e−z2 と虚部 Im e−z2 をそれぞれ u(x, y), v(x, y) とすると

u(x, y) = e−x2+y2

cos(2xy) , v(x, y) = − e−x2+y2

sin(2xy) (3.50)

である。複素定数 a = b+ ic に対して ( b, cは実数 )

I(a) =

∫ ∞

−∞
dx e−(x+a)2 =

∫ ∞

−∞
dx e−(x+b+ic)2

を求める。実数 x+ bを xと置き換えれば

I(a) =

∫ ∞

−∞
dx e−(x+ic)2 =

∫ ∞

−∞
dx
(
u(x, c) + iv(x, c)

)
=

∫ ∞

−∞
dxu(x, c)

ただし, v(x, c)は xの奇関数であるから v(x, c) の積分は 0である。また, u(x, c)は cの偶関数にな
るから c > 0の場合を考えれば十分である。(3.50)より

∂u

∂x
=

∂v

∂y
= − 2e−x2+y2

(
x cos(2xy) + y sin(2xy)

)
(3.51)

∂u

∂y
= − ∂v

∂x
= 2e−x2+y2

(
y cos(2xy)− x sin(2xy)

)
(3.52)
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である。Ax = u, Ay = − v として平面でのグリーンの定理 (3.43)を適用すると, (3.52)より任意の
閉曲線の経路 C に対して∮

C

(
u(x, y) dx− v(x, y) dy

)
=

∫
D

dx dy

(
− ∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
= 0 (3.53)

C3

C1

C2C4

−R R

c

x

yが成り立つ。C は何でもよいわけだが, 右図の経路の場合

I1 + I2 + I3 + I4 = 0 , Ik =

∫
Ck

(
u(x, y) dx− v(x, y) dy

)
である。

C1 は x : −R→ R , y = 0 , C2 は x = R , y : 0→ c

C3 は x : R→ −R , y = c , C4 は x = −R , y : c→ 0

になるから

I1 =

∫ R

−R

dxu(x, 0) =

∫ R

−R

dx e−x2

, I3 =

∫ −R

R

dxu(x, c) = −
∫ R

−R

dxu(x, c)

I2 = −
∫ c

0

dy v(R, y) = e−R2

∫ c

0

dy ey
2

sin(2Ry) , I4 = −
∫ 0

c

dy v(−R, y) = I2

したがって ∫ R

−R

dx e−x2

−
∫ R

−R

dxu(x, c) + 2e−R2

∫ c

0

dy ey
2

sin(2Ry) = 0

R→∞ とすると e−R2 → 0 より第 3項は 0 になるから

I(a) =

∫ ∞

−∞
dxu(x, c) =

∫ ∞

−∞
dx e−x2

=
√
π , あるいは

∫ ∞

−∞
dx e−x2

cos(2cx) =
√
π e−c2

任意の複素定数 a に対して (3.49) が成り立つ。第 2 式は cos(2cx) をマクローリン展開し (3.26) を
使っても求まる。なお, (3.51), (3.52)はコーシー・リーマンの微分方程式 (5.7)である。

問題 3.9 実部が負でない複素定数 a を a = |a|eiϕ, |ϕ| ≤ π/2 とする。

C3

C2

C4

C1

R

−R ϕ/2

∫ ∞

−∞
dx e−ax2

=

√
π

a
, ただし √

a =
√
|a| eiϕ/2 (3.54)

を示す。(3.53)を右図の積分路 C = C1 +C2 +C3 +C4 に適用す
る。各経路は

C1 x : −R→ R , y = 0 , C2 x = R cos θ , y = R sin θ , θ : 0→ ϕ/2

C3 x = t cos
ϕ

2
, y = t sin

ϕ

2
, t : R→ −R

と表せる。R→∞ のとき∫ ∞

−∞
dt e−t2 cosϕ cos

(
t2 sinϕ− ϕ

2

)
=
√
π ,

∫ ∞

−∞
dt e−t2 cosϕ sin

(
t2 sinϕ− ϕ

2

)
= 0

を示し (3.54)を求めよ。

問題 3.10 xy平面上の反時計回りの閉曲線を C とし, C で囲まれた領域を D とする。D の面積
を C に沿った線積分で表せ。具体例を 1つ求める。
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3.5 曲面と面積分 D

x

y

z

xk

yk

zk

∆Sk曲面の表現形式はいろいろあるが, ここでは曲面を z = f(x, y) で
表す。(x, y) を与えると z が定まり曲面になる。この曲面上の領域
D を考える。D を面積が ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn である n個の微小部
分に分割する。領域 ∆Sk における点を (xk, yk, zk) とする。ただし
zk = f(xk, yk) である。このとき, 曲面 S 上における関数 G(x, y, z)

の和
Vn =

n∑
k=1

G(xk, yk, zk)∆Sk , zk = f(xk, yk)

を考える。∆Sk → 0 になるように n→∞ とした極限における Vn を∫∫
D

dS G(x, y, z) または
∫
D

dS G(x, y, z) (3.55)

と書き, D 上における G(x, y, z) の面積分という。(x, y, z) は曲面 D 上の点, dS はこの点における
Dの微小面積である。G(x, y, z) = 1 の場合, 面積分は曲面上の領域 D の面積である。

媒介変数表示
曲面上の微小面積 dS を求める必要がある。曲面を z = f(x, y) ではなく, 別の表現にした方が簡単
になる場合がある。例として, D が原点を中心とした半径 a の球面上の領域の場合, 球面上の点は

z = f(x, y) = ±
√
a2 − x2 − y2 , x2 + y2 ≤ a2

であるが, 3次元極座標で表せば

x = a sin θ cosϕ , y = a sin θ sinϕ , z = a cos θ (3.56)

この表現では x, y, z は 2変数 θ, ϕ の関数になる ( r = 定数 = a )。dS は θと ϕ が微小変化したと
きのD上の微小面積であるが, 44ページの図より

dS = a2 sin θ dθdϕ (3.57)

になるから ∫
D

dS G(x, y, z) = a2
∫
Ω

dθdϕ sin θ G( a cosϕ sin θ, a sinϕ sin θ, a cos θ ) (3.58)

ここで Ω は D に対応する θ, ϕ の領域である。D が球面全体の場合 Ω は 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

であり, G(x, y, z) = 1 とすれば球の表面積 4πa2 が求まる。
一般に, 曲面D上の点は適当な 2つの変数 u , v を用いて

x = x(u, v) , y = y(u, v) , z = z(u, v) , あるいは r = r(u, v) (3.59)

と表せる (曲線上の点は (3.36)のように 1変数の関数 )。(3.56)は u = θ, v = ϕ であり, z = f(x, y)

は u = x , v = y という特別な場合である。点 r(u, v) 近傍では曲面上の点は, テイラー展開すると

r(u+ du, v + dv) = r(u, v) + u du+ v dv + · · · (3.60)

ただし
u =

∂r

∂u
=

∂x

∂u
ex +

∂y

∂u
ey +

∂z

∂u
ez , v =

∂r

∂v
=

∂x

∂v
ex +

∂y

∂v
ey +

∂z

∂v
ez (3.61)
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J

r(u, v)

u

v

P

である。u, v を固定し du , dv を変化させると, (3.60)は r(u, v) を
通り 2つのベクトル u と v で張られる平面 P 上の点である。ただ
し, u×v ̸= 0 で u と v の向きは異なるとする。du , dv が微小なら
曲面は平面で近似できる。u, v が微小変化 du, dv したときの平面
P 上の面積 dS を求める。(3.15)の u, v は xy平面上のベクトルで
あり xy平面上の微小面積 dS は (3.16)で与えられる。xy平面が平
面 P に置き換わるだけであるから, 平面 P 上の dS は

dS = |J(u, v)|dudv , J(u, v) = u×v =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
(3.62)

になる。したがって, r = r(u, v) である曲面上の領域 D での面積分は∫
D

dS G(r) =

∫
Ω

dudv
∣∣J(u, v)∣∣G(r(u, v)) , J(u, v) =

∂r

∂u
× ∂r

∂v
(3.63)

である。ただし Ω は曲面上の領域 D に対応する u, v の領域である。
dv = 0 として v を一定にすると, s(u) = r(u, v) は曲面上の曲線を表す。このとき (3.60)は平面

P 上の u方向の直線になるが, この直線は曲線 s(u)の接線である。du = 0 とすると (3.60)は s(u)

とは別の曲線 s(v) = r(u, v)の接線で v方向の直線になる。したがって, 平面 P は点 r(u, v)で曲面
に接する接平面である。J は u と v に直交するから, J は法線ベクトル (曲面に直交するベクト
ル )である。(3.61)より

J = Jxex + Jyey + Jzez

ただし

r0

r

r−r0

球面
接平
面

Jx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂y

∂u

∂y

∂v

∂z

∂u

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ , Jy =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂z

∂u

∂z

∂v

∂x

∂u

∂x

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ , Jz =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣
になる。J はヤコビアンを成分とするベクトルである。
法線ベクトルの簡単な具体例は球面の場合である。図から, 中心 r0 の球面

上の点 rでの法線ベクトルは r − r0 になる。(3.62)を使っても求まる。
• (3.18)は D を xy 平面 ( z = 0 )にとった特別な場合である。この場合 dS = dxdy であり J =

Jzez になるから (3.63)は∫
D

dxdy G(x, y, 0) =

∫
Ω

dudv |Jz|G(x(u, v), y(u, v), 0)

である。これは (3.18)に他ならない。
• 曲面 D が原点を中心とした半径 a の球面の場合, D上の点 r は (3.56)より

r(θ, ϕ) = aer(θ, ϕ) , er(θ, ϕ) = ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ

er は r方向の単位ベクトルである。具体的に微分すれば

J =
∂r

∂θ
× ∂r

∂ϕ
= a2 sin θ er , ∴ dS = |J |dθdϕ = a2 sin θ dθdϕ

であり (3.57)に一致する。J は法線ベクトルであるから, er あるいは r は原点を中心とした球
面の法線ベクトルである。
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D

Ωx

y

z• 曲面が z = f(x, y) のとき, 曲面上の点 r は

r(x, y) = xex + yey + f(x, y)ez

であるから

J =
∂r

∂x
× ∂r

∂y
=

(
ex +

∂f

∂x
ez

)
×
(
ey +

∂f

∂y
ez

)
= − ∂f

∂x
ex −

∂f

∂y
ey + ez (3.64)

(3.63)より
∫
D

dS G(x, y, z) =

∫
Ω

dxdy G
(
x, y, f(x, y)

)√(∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1 (3.65)

になる。領域 Ω は曲面上の領域 D を xy平面に射影した領域である。
　曲面は F (x, y, z) = 0 と表すこともできる。これを z について解けば z = f(x, y) になる。
F (x, y, z) = 0 の曲面上の 2点を r, r+ dr とすると F (r+ dr) = F (r) = 0 である。|dr| が微小
の場合, テイラー展開すると

F (r + dr) = F (r) + dx
∂F

∂x
+ dy

∂F

∂y
+ dz

∂F

∂z
= F (r) + dr ·∇F , ∴ dr ·∇F = 0

である。曲面上の隣接する 2点を結ぶベクトル dr と∇F は直交するから, ∇F は曲面 F (r) = 0

の法線ベクトルである。F (x, y, z) = z − f(x, y) = 0 の場合∇F は (3.64)になる。

例題 1 原点を中心とする半径 a の半球面 ( z ≥ 0 )を曲面 D とする。極座標 (3.56)を使えば簡単
に求まるが, (3.65)を適用する。この曲面は z = f(x, y) =

√
a2 − x2 − y2 である。

∂f

∂x
= − x√

a2 − x2 − y2
,

∂f

∂y
= − y√

a2 − x2 − y2

したがって, 半球面の表面積は (3.65)より G(x, y, z) = 1 として∫
D

dS =

∫
Ω

dxdy
a√

a2 − x2 − y2

になる。ここで Ω は半球面を xy 平面に射影した領域, つまり, xy 平面上の半径 a の円の内部であ
る。x, y を 2次元極座標で表すと

y

x

z

a−a

a

ρθ

∫
D

dS =

∫ a

0

dr r

∫ 2π

0

dθ
a√

a2 − r2
= 2πa2 (3.66)

当たり前のことだが, 球の表面積 4πa2 の半分である。
半球面上の点は

r(ρ, θ) = ex ρ cos θ + ey ρ sin θ + ez
√

a2 − ρ2

とも表せる。ただし 0 ≤ ρ ≤ a , 0 ≤ θ ≤ 2π である。
∂r

∂ρ
= ex cos θ + ey sin θ − ez

ρ√
a2 − ρ2

,
∂r

∂θ
= − exρ sin θ + eyρ cos θ
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より
J =

∂r

∂ρ
× ∂r

∂θ
= ex

ρ2 cos θ√
a2 − ρ2

+ ey
ρ2 sin θ√
a2 − ρ2

+ ezρ =
ρ√

a2 − ρ2
r

になり |J | = aρ/
√
a2 − ρ2 である。(3.63)より半球面の面積は∫

D

dS =

∫ a

0

dρ

∫ 2π

0

dθ |J | =
∫ a

0

dρ

∫ 2π

0

dθ
aρ√

a2 − ρ2

これは (3.66)と同じである。

問題 3.11 半径 a の球面上に一様な面密度 σ の電荷が分布するとき, 静電気ポテンシャルは

V (r) =
σ

4πε0

∫
S′
dS′ 1

|r − r′|

である。ここで S′ は半径 a の球面全体, r′ は S′ 上の点である。

V (r) =
σa

2ε0r

(
r + a− |r − a|

)
, E(r) =


1

4πε0

Q

r2
r

r
, r > a

0 , r < a

(3.67)

を示せ。r = ( 0, 0, r ) の場合を考えればよい。Q = 4πa2σ は全電荷である。

問題 3.12 一様電場 E0 = E0ez 中の導体球の表面には (2.59)の電荷 σ(θ) が誘導される。この電
荷による静電気ポテンシャルは, 前問と同様に S′ を半径 a の球面全体, r′ を S′ 上の点とすると

U(r) =
3E0

4π

∫
S′
dS′ cos θ′

|r − r′|
=

3E0

4πa

∫
S′
dS′ z′

|r − r′|

である。このままでも積分は可能であるが
∂

∂z
|r − r′| = z − z′

|r − r′|
, ∴ U(r) =

3E0

4πa

(
z

∫
S′
dS′ 1

|r − r′|
− ∂

∂z

∫
S′
dS′ |r − r′|

)
と表せる。U(r) を求め (2.58)と比較せよ。

3.6 ガウスの定理
閉曲面 S 上の点 r での単位法線ベクトルを n(r) とする。ただし, n は閉曲面に対して外向きに

とる。閉曲面 S で囲まれた領域を V とするとガウスの定理∫
S

dSA(r)·n(r) =
∫
V

d3r∇·A(r) (3.68)

z

z +∆z

y y +∆y

n

n

n n
∆S1

∆S2

が成り立つ。左辺の r は閉曲面 S 上の点であるが, 右辺の r

は領域 V 内の点である。
証明
(x, y, z) と (x+∆x, y +∆y, z +∆z) を頂点とする微小直方体
を考える。図はこの直方体を x軸方向から見たものである。n

は微小直方体の表面∆S での外向き単位法線ベクトルを表す。∫
∆S

dS′A(x′, y′, z′)·n(x′, y′, z′)
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を求める。微小直方体の頂点 (x, y, z)と区別するため, 積分変数は (x′, y′, z′) とする。図の xy 平面
に平行な面 ∆S1 からの寄与は z′ =一定 = z, dS′ = dx′dy′, n = − ez であるから

I1 =

∫
∆S1

dS′A(x′, y′, z′)·n(x′, y′, z′) = −
∫
∆S1

dx′dy′Az(x
′, y′, z)

になる。(x, y, z)のまわりでテイラー展開すると

Az(x
′, y′, z) = Az(x, y, z) + (x′ − x)

∂Az

∂x
+ (y′ − y)

∂Az

∂y
+ · · ·

より
I1 = −Az(x, y, z)

∫
∆S1

dx′dy′ + · · · = −Az(x, y, z)∆x∆y

ただし, 微小量 ∆x, ∆y の最低次だけ考慮する。∆S2 では z′ =一定 = z +∆z, n = ez であるから

I2 =

∫
∆S2

dx′dy′ Az(x
′, y′, z +∆z) = Az(x, y, z +∆z)∆x∆y

したがって
I1 + I2 =

(
Az(x, y, z +∆z)−Az(x, y, z)

)
∆x∆y =

∂Az

∂z
∆x∆y∆z

他の 4面についても同様に行えば∫
∆S

dSA(x, y, z)·n(x, y, z) =
(
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

)
∆x∆y∆z = ∇·A∆x∆y∆z

n

n

n n
n

n

n n

になる。任意の閉曲面 S にかこまれた領域を N 個の微小直方体 ∆Sk に
分割すると

N∑
k=1

∫
∆Sk

dSA(x, y, z)·n(x, y, z) =
N∑

k=1

∇·A(rk)∆xk∆yk∆zk

隣り合う直方体の面の寄与は, n の向きが互いに逆になるから打ち消しあ
う (例えば右図の n と n )。したがって, 左辺は最も外側にある直方体の
表面での面積分だけ残る。N → ∞ のとき, 最も外側の直方体の表面は曲
面 S になるから (3.68)が成り立つ。

y

x

z

1−1

1

ρ

1−ρ

θ

例題 1 直円錐 z = 1−
√
x2 + y2 と平面 z = 0 で囲まれた領域

を V , その表面を S とする。

IV =

∫
V

d3r∇·r , IS =

∫
S

dS n·r

とするとガウスの定理より IV = IS であるが, これを IV の体積
積分と IS の面積分を具体的に求めて確かめる。

∇·r =
∂x

∂x
+

∂y

∂y
+

∂z

∂z
= 3 , ∴ IV = 3

∫
V

d3r

である。円錐の体積の公式を用いずに 3重積分を正直に行う。V 内の点 rは

x = ρ cos θ , y = ρ sin θ , 0 ≤ z ≤ 1− ρ , 0 ≤ ρ ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π
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とおける。
∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −ρ sin θ 0

sin θ ρ cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = ρ

になるから (3.20)より

IV = 3

∫ 1

0

dρ

∫ 2π

0

dθ

∫ 1−ρ

0

dz ρ = 6π

∫ 1

0

dρ ρ(1− ρ) = π

である。
S は直円錐の表面 S1 と z = 0 の底面 S2 からなる。S2 上では n = − ez , r = xex + yey より

n·r = 0 であり S2 は寄与しない。S1 上の点 rは

r(ρ, θ) = exρ cos θ + eyρ sin θ + ez
(
1− ρ

)
, 0 ≤ ρ ≤ 1 , 0 ≤ θ ≤ 2π

とおける。(3.62)より S1 の法線ベクトルは

J =
∂r

∂ρ
× ∂r

∂θ
=
(
ex cos θ + ey sin θ − ez

)
×
(
− exρ sin θ + eyρ cos θ

)
= ρ
(
ex cos θ + ey sin θ + ez

)
であり |J | = √2 ρ になる。S1 の外向き単位法線ベクトル n は

n =
J

|J |
=

ex cos θ + ey sin θ + ez√
2

, ∴ n·r =
ρ cos2 θ + ρ sin2 θ + 1− ρ√

2
=

1√
2

これから
IS =

1√
2

∫
S1

dS =
1√
2

∫ 1

0

dρ

∫ 2π

0

dθ |J | = 2π

∫ 1

0

dρ ρ = π

IV = IS でありガウスの定理が成り立つ。(3.65)で f(x, y) = 1−
√

x2 + y2 としても IS は求まる。

例題 2　ガウスの法則
電場を E(r) , 電荷密度を ρ(r) とするとガウスの法則

∇·E(r) =
1

ε0
ρ(r) (3.69)

が成り立つ ( 63ページでクーロンの法則 (3.28)から上式を導く )。適当な領域 V で積分すると∫
V

d3r∇·E(r) =
1

ε0

∫
V

d3r ρ(r)

左辺にガウスの定理を適用すると∫
S

dSE(r)·n(r) = 1

ε0

∫
V

d3r ρ(r) (3.70)

になる。ρ(r) が原点からの距離 r にだけ依存する球対称な場合を考える。ρ(x, y, z) = ρ(r) である。
対称性より E(r) の大きさは r だけの関数で, 方向は r の方向になるとすれば

E(r) = E(r) er , er =
r

r

とおける。閉曲面 S として原点を中心とした半径 R の球面を考えると, 外向き単位法線ベクトル n

は n = er であり r =一定 = R になるから∫
S

dSE(r)·n(r) =
∫
S

dS E(r) = E(R)

∫
S

dS = 4πR2E(R)
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である。一方, 領域 V は半径 R の球であるから，極座標を用いると∫
V

d3r ρ(r) =

∫ R

0

dr r2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ ρ(r) = 4π

∫ R

0

dr r2ρ(r) ≡ Q(R)

したがって
E(R) =

1

4πε0

Q(R)

R2

である。E(R) は半径 R の球の全電荷が原点に集中した場合の電場に等しい。特に

ρ(r) =

{
0 , r > a

ρ0 , r ≤ a
の場合 Q(R) = 4π

∫ R

0

dr r2ρ(r) =
4π

3
a3ρ0 ×

{
1 , R ≥ a

R3/a3 , R ≤ a

になり (3.32)が求まる。電荷分布に何らかの対称性がある場合, 電場 E は (3.28)の積分を実行する
よりも, 対称性に応じた閉曲面 S を考えてガウスの定理を用いた方が簡単に求まる。

問題 3.13 ガウスの定理の証明と同様にして∫
∆S

dS F (r)n(r) = ∇F (r)∆x∆y∆z

を示せ。したがって, 一般に ∫
S

dS F (r)n(r) =

∫
V

d3r∇F (r)

である。(2.40)において A を定数ベクトルとする。これから上式を証明せよ。

問題 3.14 ガウスの定理から∫
V

d3r
((

∇F (r)
)
·∇G(r) + F (r)∇2G(r)

)
=

∫
S

dS n(r)·
(
∇G(r)

)
F (r) (3.71)∫

V

d3r
(
F (r)∇2G(r)−G(r)∇2F (r)

)
=

∫
S

dS n(r)·
(
F (r)∇G(r)−G(r)∇F (r)

)
(3.72)

を示せ。(3.71), (3.72) をグリーンの定理という。

奇妙な関数
a を定ベクトルとして

R = r − a , R = |R| =
√
(x− ax)2 + (y − ay)2 + (z − az)2

とするとき

A(r) = ∇ 1

R
=

(
ex

∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z

)
1

R

D(r) = ∇·A(r) =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
1

R
= ∇2 1

R

を考える。D(a) を問題にするため, r = a での 1/R の発散を一時的に回避する。つまり

A(r) = ∇ 1

Rε
, D(r) = ∇·A(r) = ∇2 1

Rε
, Rε =

√
R2 + ε2

に変更し, 後で ε→ 0 とする。∂Rε/∂x = (x− ax)/Rε より

Ax =
∂

∂x

1

Rε
= − x− ax

R3
ε

,
∂Ax

∂x
= − 1

R3
ε

− (x− ax)
∂

∂x

1

R3
ε

= − 1

R3
ε

+
3(x− ax)

2

R5
ε
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Ay, Az についても同様にして

A(r) = − (x− ax)ex + (y − ay)ey + (z − az)ex(
R2 + ε2

)3/2 = − R(
R2 + ε2

)3/2 (3.73)

D(r) = − 1

R3
ε

+
3(x− ax)

2

R5
ε︸ ︷︷ ︸

∂Ax/∂x

− 1

R3
ε

+
3(y − ay)

2

R5
ε︸ ︷︷ ︸

∂Ay/∂y

− 1

R3
ε

+
3(z − az)

2

R5
ε︸ ︷︷ ︸

∂Az/∂z

= − 3

R3
ε

+
3R2

R5
ε

= − 3ε2(
R2 + ε2

)5/2 (3.74)

である。R = |r − a| ̸= 0 のとき D
ε→0−−−→ 0, R = 0 のとき D = − 3/|ε|3 ε→0−−−→ −∞ になる。ε → 0

での D(r) = ∇2R−1 は r = a では −∞, この 1点以外では 0 である。普通の関数とは言えない奇
妙な関数 D(r) に意味があるのか, 当然, 疑問だろうが, 積分すると意味ある結果に化ける。
f(r) を任意の関数とし積分

I =

∫ ∞

−∞
d3r f(r)D(r)

を求める。ε→ 0 では D(r ̸= a) = 0 になるから, f(r) を f(a) で置き換え, 積分領域を a を中心と
した半径 R0 の球内部 V に変更しても I は変わらない。

I = f(a)

∫
V

d3r D(r) = f(a)

∫
V

d3r∇·A

である。これを ε ̸= 0で求めてから ε → 0 とする。ε ̸= 0 のとき D(r), A(r) は発散しないからガ
ウスの定理が適用でき

I = f(a)

∫
S

dS n·A = − f(a)

∫
S

dS
n·R(

R2 + ε2
)3/2

a

r

R

n Sになる。ここで (3.73)を用いた。Sは a を中心とした球面である。S上で
は R = 一定 = R0 であり, 外向き単位法線ベクトル n は n = R/R にな
るから n·R = R = R0 である。被積分関数は定数になり

I = − f(a)
R0(

R2
0 + ε2

)3/2 ∫
S

dS = − f(a)
4πR3

0(
R2

0 + ε2
)3/2 ε→0−−−→ − 4πf(a)

である。まとめると, ε→ 0 での D(r) = ∇2|r − a|−1 は

∇2 1

|r − a|
=

{
0 , r ̸= a

−∞ , r = a
,

∫ ∞

−∞
d3r f(r)∇2 1

|r − a|
= − 4π f(a) (3.75)

になる。特に, f(r) = 1とすると∇2|r−a|−1 の積分は − 4π である。r ̸= aのとき∇2|r−a|−1 = 0

であるから, (3.75)の積分領域は全空間である必要はなく a を含む有限領域でよい。
(3.75)は普通の関数の関係式としては受け入れ難いが, 以下で示すように (3.75)を用いるとクー

ロンの法則からガウスの法則が簡単に導け, 物理としては有用な結果をもたらす。∇2|r−a|−1 は次
章のデルタ関数の 1例である。

クーロンの法則 =⇒ ガウスの法則
クーロンの法則 (3.28)を電場E で表すと ( 積分は全空間 )

E(r) = −∇U(r) = − 1

4πε0
∇
∫
d3r′

ρ(r′)

|r − r′|
, ∇·E(r) = − 1

4πε0
∇2

∫
d3r′

ρ(r′)

|r − r′|
(3.76)
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である。r と積分変数 r′ は独立であり, r の微分 ∇2 と r′ の積分は入れ替えてもよい。更に, r′ の
関数 ρ(r′) は∇2 に対しては定数と見なせるから

∇·E(r) = − 1

4πε0

∫
d3r′ρ(r′)∇2 1

|r − r′|
(3.77)

∇′ を r′ のナブラ演算子とすると, 差 r − r′ の関数 f(r − r′) に対しては

∇f(r − r′) = −∇′f(r − r′) , ∇2f(r − r′) = ∇′2f(r − r′)

になるから (3.77)は ∇2 を ∇′2 で置き換えて

∇·E(r) = − 1

4πε0

∫
d3r′ρ(r′)∇′2 1

|r − r′|
(3.78)

と表せる。(3.75)において r → r′, a→ r に変更すると∫
d3r′ρ(r′)∇′2 1

|r′ − r|
= − 4πρ(r)

したがって, (3.78)はガウスの法則

∇·E(r) =
1

ε0
ρ(r) , ∇2U(r) = − 1

ε0
ρ(r) (3.79)

に他ならない。(3.76) =⇒ (3.79) である。ただし, 逆は必ずしも成り立たない。ρ(r) を与えたとき,

微分方程式 (3.79)の特別な解が (3.76)である。

問題 3.15 F (r) がラプラス方程式 ∇2F (r) = 0 を満たすとき

F (a) =
1

4πR2

∫
S

dS F (r) , F (a) =
3

4πR3

∫
V

d3r F (r)

を示せ。ただし, S は点 a を中心とした半径 R の球面, V は球の内部である。また, F (r) は極大
値, 極小値をとらないことを示せ。第 1 式の場合, (3.72) において G(r) = 1/|r − a| , 第 2 式では
G(r) = |r − a|2 としてみる。

3.7 デルタ関数
関数 ∇2|r − a|−1 は非常に奇妙な性質を示す。r = a という 1点以外では 0 であるが, この点を

含む領域で積分すると有限な値になる。一般に, 発散する点以外では 0 であるが, その点を含む領域
で積分すると有限な値になる “関数” をディラックのデルタ関数という。デルタ関数は電磁気学や
量子力学で重要な役割をする。1次元 (1変数)の場合, デルタ関数 δ(x) を

δ(x) =

{
∞ , x = 0

0 , x ̸= 0
,

∫ ∞

−∞
dx δ(x) = 1 (3.80)

で定義する。これを c だけ平行移動した δ(x− c) は

δ(x− c) =

{
∞ , x = c

0 , x ̸= c
,

∫ ∞

−∞
dx δ(x− c) = 1 (3.81)

である。積分範囲はデルタ関数が発散する点を含めばよいが −∞ < x <∞ にしておく。
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多変数の場合は積で定義する。例えば

δ(x, y) = δ(x)δ(y) , δ(x, y, z) = δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z)

である。1変数と同様に∫ ∞

−∞
dxdy δ(x, y) =

∫ ∞

−∞
dx δ(x)

∫ ∞

−∞
dy δ(y) = 1 ,

∫ ∞

−∞
d3r δ(r) = 1

である。(3.75)より

− 1

4π
∇2 1

|r − a|
= δ(r − a) , δ(r − a) = δ(x− ax)δ(y − ay)δ(z − az) (3.82)

と表せる。
普通の関数 f(x) に対して積分 ∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x− c)

を考える。x ̸= c のとき δ(x− c) = 0 であるから, 任意の x で f(x) を f(c) に置き換えても積分は
変わらない。したがって∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x− c) =

∫ ∞

−∞
dx f(c) δ(x− c) = f(c)

∫ ∞

−∞
dx δ(x− c) = f(c) (3.83)

同様に ∫ ∞

−∞
d3r f(r) δ(r − a) = f(a)

∫ ∞

−∞
d3r δ(r − a) = f(a) (3.84)

これらはデルタ関数の最も基本的な性質である。~
デルタ関数自体は 0 か ∞ で単独では形式的なものでしかないが, デルタ関数を含む積分に実際

の意味がある。デルタ関数は被積分関数の中において意味をもつ。また, 以上で示した積分では, 積
分変数とデルタ関数の ( )内の変数は同じである。これが異なる場合, 例えば, a ̸= 0 のとき

δ(ax) =

{
∞ , x = 0

0 , x ̸= 0
であるが a ̸= 1 のとき

∫ ∞

−∞
dx δ(ax) ̸= 1

になる ( (3.95)参照 )。

点電荷の電荷密度
デルタ関数で表せる簡単な物理量は, 点電荷の電荷密度 (単位体積あたりの電荷) ρ(r) である。原点
を中心とした半径 a の球が一様に帯電しているとき, 全電荷を q とすると

ρ(r) =


0 , |r| > a

3

4πa3
q , |r| < a

,

∫ ∞

−∞
d3r ρ(r) = q

である。a → 0 とすると, 原点以外では ρ(r) = 0 で原点で発散するが, 原点を含む領域での積分は
q である。したがって, 原点に電荷 q の点電荷が存在するとき, 電荷密度は ρ(r) = qδ(r) と表せる。
数学的には非常に奇妙なデルタ関数は, 物理的には自然に現れる ( 69ページの撃力も参照 )。
点 rk に点電荷 qk が存在する場合

ρ(r) =
∑
k

qkδ(r − rk)
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になる。これを (3.28)に代入すると

U(r) =
1

4πε0

∑
k

qk

∫
d3r′

δ(r′ − rk)

|r − r′|
=

1

4πε0

∑
k

qk
|r − rk|

= (3.27)

(3.84)より 1/|r − r′| の積分変数 r′ を rk で置き換えればよい。デルタ関数を使うと連続的分布と
離散的分布を統一的に扱える。
r = aに点電荷 q が存在する場合, (3.79)の第 2式 (ポアッソン方程式)は∇2U(r) = − q

ε0
δ(r−a)

であるが, (3.82)より, この微分方程式の特解は当たり前の結果 U(r) =
1

4πε0

q

|r − a|
になる。

デルタ関数の物理的次元
δ(x) を x で積分すると無次元の 1 になるから dx δ(x) は無次元, つまり, δ(x) の次元は x の次
元の逆である。x, y, z の次元が [長さ] の場合 δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z) の次元は [長さ]−3 になるから,

ρ(r) = qδ(r)の次元は電荷密度の次元である。なお, δ(x)の xは無次元とは限らないが, sinx, cosx,

ex などの x は必ず無次元である。例えば, 減衰振動 ẍ + 2βẋ + ω2
0x = 0の場合, 左辺の各項は同じ

次元であるから β と ω0 の次元は共に [時間]−1 になる。一般解は A, B を任意定数として

x(t) = e−βt
(
A cosωt+B sinωt

)
, ω =

√
ω2
0 − β2

であるが, βt と ωt は無次元である。

−ε ε

1

2ε

x

δε(x)

面積=1

デルタ関数の具体例
(3.82)はデルタ関数の具体例である。デルタ関数は関数の極限で表せる。
最も簡単な例は矩形型関数

δε(x) =


1

2ε
, |x| < ε

0 , |x| > ε
, ε > 0 (3.85)

である。ε→ +0 の極限では δε(x) は (3.80)を満たす。
次に

δε(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx−ε|k| , ε > 0

とする。k > 0 のとき |k| = k, k < 0 のとき |k| = −k であるから

δε(x) =
1

2π

∫ 0

−∞
dk eikx+εk +

1

2π

∫ ∞

0

dk eikx−εk =
1

2π

[
eikx+εk

ix+ ε

]k=0

k=−∞
+

1

2π

[
eikx−εk

ix− ε

]k=∞

k=0

−0.2 0.0 0.2

10

20

30
ε = 0.01

ε = 0 ならば k → ±∞ のとき eikx = cos kx + i sin kx は振動し積分は不
定であるが, ε > 0 の場合 eεk

k→−∞−−−−−→ 0 , e−εk k→∞−−−−→ 0 になるから

δε(x) =
1

2π

(
1

ix+ ε
− 1

ix− ε

)
=

1

π

ε

x2 + ε2
(3.86)

右図に示したように, ε≪ 1 のとき δε(x) は x = 0 で非常に鋭いピークに
なり ε→ +0 の極限では

δε(x ̸= 0)
ε→+0−−−−→ 0 , δε(0) =

1

πε

ε→+0−−−−→∞
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である。 ∫ ∞

−∞
dx δε(x) =

ε

π

∫ ∞

−∞
dx

1

x2 + ε2
=

1

π

∫ π/2

−π/2

dθ = 1

ただし, x = ε tan θ , |θ| ≤ π/2 と変数変換した。したがって

lim
ε→+0

1

π

ε

x2 + ε2
= lim

ε→+0

1

2πi

(
1

x− iε
− 1

x+ iε

)
= δ(x) (3.87)

lim
ε→+0

1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx−ε|k| =

1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx = δ(x) (3.88)

である ( (5.68)参照 )。δ(x) は被積分関数の中で意味をもつが, この場合は (3.88)で ε = 0 としても
問題ない。ただし, (3.86)を求めるとき ε = 0 とは置けない。
フーリエ変換 (161ページ)と関連して (3.88)の表現は重要であり, 多変数のデルタ関数に適用で

きる。3変数の場合

δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z) =
1

(2π)3

(∫ ∞

−∞
dk eikx

)(∫ ∞

−∞
dk eiky

)(∫ ∞

−∞
dk eikz

)
になる。kの積分はそれぞれ独立に行うから, k を kx, ky, kz に変更し積分の独立性を明白にすれば

δ(r) =
1

(2π)3

(∫ ∞

−∞
dkx e

ikxx

)(∫ ∞

−∞
dky e

ikyy

)(∫ ∞

−∞
dkz e

ikzz

)
=

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3k exp(ik·r) (3.89)

になる。ただし, k = kxex + kyey + kzez, d
3k = dkxdkydkz である。

問題 3.16 m を正の定数として

G(r) = − 1

4π

e−mr

r
, r =

√
x2 + y2 + z2

とする。
1. (3.82) より (

∇2 −m2
)
G(r) = δ(r) を示せ。

2. 原点を中心とした半径 a の球の内部 D に対して

I =

∫
D

d3r
(
∇2 −m2

)
G(r) = I1 + I2 , I1 =

∫
D

d3r∇2G(r) , I2 = −m2

∫
D

d3r G(r)

とする。1.の結果から I = 1 であるが, I1 と I2 を求めて I = 1 を確かめよ。I1 の積分はガウ
スの定理を用いて半径 a の球面上の面積分に変換する。

問題 3.17 2次元の場合
G(x, y) =

1

2π
log r , r =

√
x2 + y2

は
∇2G(x, y) = δ(r) , ただし δ(r) = δ(x)δ(y) (3.90)

を満たすことを示せ。つまり

r ̸= 0 のとき ∇2G(x, y) = 0 ,

∫
D

dxdy∇2G(x, y) = 1

を示す。原点を含む領域 D は, 原点を中心とした半径 a の円の内部 r < a を考えればよい。2重積
分は, グリーンの定理を用いて線積分に変換する。
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問題 3.18 (3.88)で積分領域を有限にした

δR(x) =
1

2π

∫ R

−R

dk eikx =
1

π

sinRx

x

を考える。
lim

R→∞

∫ ∞

−∞
dx f(x) δR(x) = f(0) , ∴ lim

R→∞

1

π

sinRx

x
= δ(x)

を示せ。

問題 3.19 前問の結果より |x| < π のとき

lim
n→∞

Dn(x) = 2π δ(x) , ただし Dn(x) =

n∑
k=−n

eikx

を示せ。

デルタ関数の基本的性質
以下の等式はデルタ関数の具体形には依存しない。また, デルタ関数は 0 または∞であるから, 普
通の等式としては全く無意味である。これらの等式は, 両辺に任意の関数をかけ積分すると同じ結
果になることを意味する。

1. f(x) δ(x− c) = f(c) δ(x− c) (3.91)

2. δ(x) = δ(−x) (3.92)

3. x δ(x) = 0 (3.93)

4. x δ′(x) = − δ(x) (3.94)

δ′(x) は δ(x) の 1階導関数である。δ(x) を普通の関数のように扱い微分もする。

5. δ
(
c(x− a)

)
=

1

|c|
δ(x− a) , c ̸= 0 (3.95)

6. δ(x2 − c2) =
1

2|c|

(
δ(x− c) + δ(x+ c)

)
, c ̸= 0 (3.96)

7. δ
(
g(x)

)
=
∑
n

1

|g′(xn)|
δ(x− xn) , ただし g(xn) = 0 , g′(xn) ̸= 0 (3.97)

g(x) のすべての零点 xnについて和をとる。g(x) と導関数 g′(x) が同時に 0 になる x がある場
合, δ

(
g(x)

) は意味がない。(3.96) は (3.97) の具体例である。

証明 2.以降では (3.83)を使う。そのため, 積分変数と δ( ) の括弧内の変数が異なる場合, 変数変
換して同じにする。積分区間は −∞ < x <∞ とするが, デルタ関数が発散する点を含めばよい。
1. (3.91)は (3.83)である。
2. t = −x とすると∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(−x) =

∫ ∞

−∞
dt f(−t) δ(t) = f(0) , ∴ δ(x) = δ(−x)

デルタ関数は偶関数である。具体形の (3.85), (3.87), (3.88)は偶関数である。
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3. (3.91)より
f(x)xδ(x) =

(
f(x)x

)
x=0

δ(x) = 0

になるから xδ(x) = 0 である。
4. 部分積分すると ∫ ∞

−∞
dx f(x)x δ′(x) =

[
f(x)xδ(x)

]∞
−∞
−
∫ ∞

−∞
dx
(
f(x)x

)′
δ(x)

δ(±∞) = 0 であるから∫ ∞

−∞
dx f(x)x δ′(x) = −

∫ ∞

−∞
dx
(
f ′(x)xδ(x) + f(x)δ(x)

)
= −

∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x)

したがって (3.94)が成り立つ。
5. t = c(x− a) とすると c > 0 のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) δ

(
c(x− a)

)
=

1

c

∫ ∞

−∞
dt f(a+ t/c) δ(t) =

1

c
f(a)

c < 0 のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) δ

(
c(x− a)

)
=

1

c

∫ −∞

∞
dt f(a+ t/c) δ(t) = − 1

c

∫ ∞

−∞
dt f(a+ t/c) δ(t)

= − 1

c
f(a)

まとめれば ∫ ∞

−∞
dx f(x) δ

(
c(x− a)

)
=

1

|c|
f(a) =

1

|c|

∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x− a)

であり (3.95)が成り立つ。
6. t = x2 − c2 とすると

x =

 −
√
t+ c2 , x ≤ 0

√
t+ c2 , x ≥ 0

になるから, 積分区間を −∞ < x ≤ 0 と 0 ≤ x < ∞ の 2つの部分に分ける必要がある。x = 0

のとき t = − c2, x→ ±∞ のとき t→∞ であるから∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x2 − c2) =

∫ 0

−∞
dx f(x) δ(x2 − c2) +

∫ ∞

0

dx f(x) δ(x2 − c2)

=

∫ ∞

−c2
dt

f
(
−
√
t+ c2

)
2
√
t+ c2

δ(t) +

∫ ∞

−c2
dt

f
(√

t+ c2
)

2
√
t+ c2

δ(t)

積分領域 t ≥ − c2 は δ(t) の発散点 t = 0 を含むから∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x2 − c2) =

f(−|c| ) + f( |c| )
2|c|

=
f(c) + f(−c)

2|c|

したがって (3.96)が成り立つ。
7. g(x) ̸= 0 のとき δ

(
g(x)

)
= 0 であるから g(xn) = 0 である x = xn の近傍を考えればよい。ε を

正の微小量として
I =

∫ ∞

−∞
dx f(x) δ

(
g(x)

)
=
∑
n

∫ xn+ε

xn−ε

dx f(x) δ
(
g(x)

)
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である。x = xn 近傍では

g(x) = g(xn) + g′(xn)(x− xn) + · · · = g′(xn)(x− xn) + · · ·

になるから
I =

∑
n

∫ xn+ε

xn−ε

dx f(x) δ
(
g′(xn)(x− xn)

)
(3.95)で c = g′(xn) とすれば

I =
∑
n

1

|g′(xn)|

∫ xn+ε

xn−ε

dx f(x) δ(x− xn) =
∑
n

f(xn)

|g′(xn)|

であり (3.97)が成り立つ。

δ(t)

∞

t−x0 x<0 0 x>0

例題 1 階段関数
x0 を正の定数として

θ(x) =

∫ x

−x0

dt δ(t) (3.98)

を考える。積分領域が δ(t) の発散点 t = 0 を含まなければ θ = 0, 含
めば θ = 1 になるから, θ(x) は階段関数

θ(x) =

{
0 , x < 0

1 , x > 0
(3.99)

である。(3.98) の両辺を微分すると θ′(x) = δ(x) になり, 階段関数の導関数はデルタ関数である。
x = 0 で θ(x) は微分可能ではないが, 微分可能なように扱う。ただし θ′(0) =∞ である。

例題 2 撃力
撃力は非常に短い時間間隔 ∆t だけ作用する非常に大きな力 F で力積

∫
dt F (t) は有限である。

∆t → 0 として, 撃力をデルタ関数で表す。t = t0 の瞬間に作用する撃力を f0δ(t − t0) とする。
運動方程式を運動量 p(t) = mdx/dt で表すと

dp(t)

dt
= f0δ(t− t0) (3.100)

になる。δ(t − t0) の次元は [時間]−1 であるから f0 の次元は [運動量] = [力積] である。t = 0 で原
点に静止していた質点に撃力が作用する場合を考え t0 > 0 とする。(3.98)より積分すると

p(t) =

∫ t

0

dt′
dp(t′)

dt′
= f0

∫ t

0

dt′ δ(t′ − t0) = f0

∫ t−t0

−t0

dt′ δ(t′) = f0θ(t− t0)

f0

p(t′)

0 t0 t′t

更に積分すると

mx(t) =

∫ t

0

dt′ p(t′) =

{
0 , t < t0

(t− t0)f0 , t > t0

になる。質点は, 撃力が作用するまで静止しているが, 作用した瞬間
に運動量 f0 を得て, その後は一定速度 f0/m で運動する。t = t0 で
p(t) は不連続であるが x(t) は連続である。撃力をデルタ関数で表すと, 運動方程式を正直に解いて
(積分して), 当然の結果が簡単に求まる。
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問題 3.20 (3.82), (3.90)の 1次元版である

d2

dx2

|x|
2

= δ(x) (3.101)

を示せ。

問題 3.21 (3.97)を 2変数の場合に拡張する。

δ
(
g1(x1, x2)

)
δ
(
g2(x1, x2)

)
=
∑
n

δ(x1 − pn) δ(x2 − qn)

|J(pn, qn)|
, J(x1, x2) =

∂(g1, g2)

∂(x1, x2)

を示せ。ただし (pn, qn) は g1(x1, x2) = 0 かつ g2(x1, x2) = 0 の解である。

3.8 ストークスの定理
閉曲線に沿って 1周する経路を C とし, C を縁とする任意の曲面を S とする (下の左図 )。また,

S上の点 r での単位法線ベクトルを n(r) とする。n の向きは経路 C の周回方向に右ネジを回した
ときネジの進む向きにとる。例えば, 右図のように C が xy平面上で反時計回りの場合, nは矢印の
向きで S に直交するようにとる。このときストークスの定理∮

C

A(r)·dr =

∫
S

dS n(r)·
(
∇×A(r)

)
(3.102)

が成り立つ。左辺の点 r は曲線 C 上の点, 右辺の点 r は曲面 S 上の点である。

C

n
n

S

C

y

z

x

B

C

D

A

dy

dx

dz
証明 1 dx, dy, dz を微小量とするとき, 下図の微小長方形の経路 ∆C

A(x, y, z)→ B (x+ dx, y, z)→ C(x+ dx, y + dy, z + dz)

↓
A(x, y, z)← D(x, y + dy, z + dz)

に沿った線積分
I =

∮
∆C

A(r′)·dr′

を求める。ここで, 始点 r = (x, y, z) と区別するため, 積分変数は r′ で表す。dz = 0 の場合はグ
リーンの定理の証明で求めた。A→ B の線積分を IAB などとすると

I = IAB + IBC + ICD + IDA

である。
線分AB上 r′ = (x+ dxt, y, z) , t : 0→ 1

線分CD上 r′ = (x+ dxt, y + dy, z + dz ) , t : 1→ 0



3 積分 71

と表せる。いずれの場合でも dr′/dt = ( dx , 0 , 0 ) になるから

IAB + ICD = dx

∫ 1

0

dtAx(x+ dxt, y, z) + dx

∫ 0

1

dtAx(x+ dxt, y + dy, z + dz )

= − dx

∫ 1

0

dt
(
Ax(x+ dxt, y + dy, z + dz )−Ax(x+ dxt, y, z )

)
になる。(x, y, z) のまわりでテイラー展開すれば

Ax(x+ dxt, y + dy, z + dz )−Ax(x+ dxt, y, z ) = dy
∂Ax

∂y
+ dz

∂Ax

∂z
+ · · ·

になるから
IAB + ICD = − dxdy

∂Ax

∂y
− dxdz

∂Ax

∂z
(3.103)

ただし, 微少量 dx, dy, dz の最低次のみ扱い 3次以上は無視する。線分 BC, DA では

線分BC上 r′ = (x+ dx, y + dyt, z + dzt ) , t : 0→ 1

線分DA上 r′ = (x, y + dyt, z + dzt ) , t : 1→ 0

dr′/dt = ( 0, dy, dz ) よりA(r′)·dr′/dt = dyAy + dzAz になるから

IBC =

∫ 1

0

dtA(r′)· dr
′

dt
=

∫ 1

0

dt
(
dyAy(x+ dx, Y, Z ) + dzAz(x+ dx, Y, Z )

)
IDA =

∫ 0

1

dtA(r′)· dr
′

dt
= −

∫ 1

0

dt
(
dyAy(x, Y, Z ) + dzAz(x, Y, Z )

)
ただし Y = y + dyt , Z = z + dzt である。(x, Y, Z) のまわりでテイラー展開すれば

Ak(x+ dx, Y, Z )−Ak(x, Y, Z ) = dx
∂

∂x
Ak(x, Y, Z) + · · ·

になるから

IBC + IDA = dxdy

∫ 1

0

dt
∂

∂x
Ay

(
x, y + dyt, z + dzt

)
+ dxdz

∫ 1

0

dt
∂

∂x
Az

(
x, y + dyt, z + dzt

)
である。dx, dy, dz の 2次まで考慮するから dyt, dzt を無視して

IBC + IDA = dxdy
∂Ay

∂x
+ dxdz

∂Az

∂x

これと (3.103)より

I = dxdy

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
+ dxdz

(
∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z

)
= dxdy (∇×A)z − dxdz (∇×A)y

B

C

D

A

dy

dx

dz

nになる。微小長方形の単位法線ベクトルで, その向きが経路 ∆C の周回
方向に右ネジを回したときネジの進む方向のものを n とすると, 図より

n =
( 0 , − dz , dy )√

d2y + d2z

微小長方形の面積 ∆S は∆S = dx
√
d2y + d2z になるから

n·(∇×A)∆S = dxdy (∇×A)z − dxdz (∇×A)y = I



3 積分 72

したがって ∮
∆C

A(r′)·dr′ =
(
∇×A(r)

)
·n(r)∆S (3.104)

である。nx = 0 という場合に示したが, 任意の方向の n について (3.104)は成り立つ。
曲面 S を面積が ∆Sk , ( k = 1, 2, · · · , N ) の N 個の微小長方形に分割する。∆Sk の微小長方形

を C と同じ方向に 1周する経路を ∆Ck とする。∆Sk に垂直で, ∆Ck の周回方向に右ネジを回し
たときネジが進む方向の単位ベクトルを nk とすると (3.104)より

N∑
k=1

∮
∆Ck

A(r)·dr =

N∑
k=1

∆Sknk ·
(
∇×A(r)

)
r=rk

50ページの平面でのグリーンの定理の証明と同様に, 隣り合う長方形で共通する辺の線積分は打ち
消しあうから, 左辺では最も外側の閉曲線 C に沿う線積分だけ残る。したがって N →∞ とすると
ストークスの定理が成り立つ。

証明 2 簡単のため表記法 (2.3)を用いる。曲面 S が z = f(x, y) で表されるとき, (3.64)より

n =
J

|J |
=

1

J

(
− ∂xf ex − ∂yf ey + ez

)
, J = |J | =

√
(∂xf)2 + (∂yf)2 + 1

であるから
(∇×A)·n =

B

J

ただし

B = (∇×A)·J = −
(
∂yAz − ∂zAy

)
∂xf −

(
∂zAx − ∂xAz

)
∂yf + ∂xAy − ∂yAx

=
(
∂xAy + (∂zAy) ∂xf

)
−
(
∂yAx + (∂zAx) ∂yf

)
+
(
∂xAz + (∂zAz)∂xf

)
∂yf −

(
∂yAz + (∂zAz)∂yf

)
∂xf

曲面 S 上では z = f(x, y) であるから

Fk(x, y) = Ak(x, y, f(x, y))

とする。偏微分の定義に戻れば

∂xFk = lim
h→0

Ak

(
x+ h, y, f(x+ h, y)

)
−Ak

(
x, y, f(x, y)

)
h

= lim
h→0

Ak

(
x+ h, y, f(x, y) + h∂xf

)
−Ak

(
x, y, f(x, y)

)
h

= ∂xAk + (∂zAk)∂xf

になるから

B = ∂xFy − ∂yFx + (∂xFz)∂yf − (∂yFz)∂xf = ∂x

(
Fy + Fz∂yf

)
− ∂y

(
Fx + Fz∂xf

)
したがって

I ≡
∫
S

dS (∇×A)·n =

∫
S

dS
1

J

[
∂x

(
Fy + Fz∂yf

)
− ∂y

(
Fx + Fz∂xf

) ]
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曲面 S を xy平面に射影した領域を D とし (3.65)を用いると

I =

∫
D

dxdy
[
∂x

(
Fy + Fz∂yf

)
− ∂y

(
Fx + Fz∂xf

) ]
になる。更に, C ′ を xy平面上の領域 D を囲む縁とすると, グリーンの定理から

I =

∮
C′

[ (
Fx + Fz∂xf

)
dx+

(
Fy + Fz∂yf

)
dy
]

=

∮
C′

[
Fxdx+ Fydy + Fz

(
∂xfdx+ ∂yfdy

) ]
になる。(x, y) が C ′ 上の点であるとき, (x, y, f(x, y)) は C 上の点になる。したがって, Fk(x, y) =

Ax(x, y, f(x, y)) は C 上の点 (x, y, z) での Ak(x, y, z) である。また, 曲線 C 上では z = f(x, y) より
dz = ∂xfdx+ ∂yfdy であるから∫

S

dS (∇×A)·n =

∮
C

(
Axdx+Aydy +Azdz

)
=

∮
C

A·dr

になる。

C

y

x

z

S1

a−a

a

ϕ

θ

S2

例題 半径 a の半球面 ( z ≥ 0 )S1 と xy 平面の作る円を反時
計回りに一周する経路を C とする。

A = (2x− y)ex − yz2ey − y2zez

のとき, ストークスの定理が成り立つことを確かめる。

IC =

∮
C

A(r)·dr , IS1 =

∫
S1

dS n(r)·
(
∇×A(r)

)
とする。C 上の点は z = 0 であり Ay = Az = 0 になるから

IC =

∮
C

Ax dx =

∮
C

(2x− y) dx

これは x についてだけの積分ではない。C 上の点であるから, xが変化すれば y も変化する。

x = a cosϕ , y = a sinϕ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π (3.105)

とおけるから

IC =

∫ 2π

0

(
2a cosϕ− a sinϕ

)dx
dϕ

dϕ = a2
∫ 2π

0

(
sinϕ− 2 cosϕ

)
sinϕdϕ = πa2

である。Ax = 2x− y, Ay = −yz2, Az = −y2z のとき∇×A = ez になる。70ページの矢印の向き
より半球面 S1 では n = r/a になるから

IS1
=

∫
S1

dS n·ez =

∫
S1

dS
z

a
(3.106)

3次元極座標で表すと z ≥ 0 の半球面上の点は

z = a cos θ , dS = a2 sin θ dθdϕ , 0 ≤ θ ≤ π/2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π (3.107)

になるから
IS1

= a2
∫ π/2

0

dθ

∫ 2π

0

dϕ sin θ cos θ = πa2 = IC
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でありストークスの定理が成り立つ。
ストークスの定理で S は C を縁とする任意の曲面である。S1 の代わりに z ≤ 0 の半球面 S2 の

場合, 70ページの矢印の向きより n = r/a ではなく n = − r/a になるから

IS2 =

∫
S2

dS n·ez = −
∫
S2

dS
z

a
(3.108)

(3.106)と符号が逆になるが, (3.107)で π/2 ≤ θ ≤ π になるから IS2 = πa2 = IS1 である。
f(x, y) =

√
a2 − x2 − y2 とすると S1 上の点は z = f(x, y) , S2 上の点は z = −f(x, y) と表せる。

(3.106), (3.108)に対して (3.65)を適用する。
∂f

∂x
= − x√

a2 − x2 − y2
,

∂f

∂y
= − y√

a2 − x2 − y2

であるから √
1 +

(
∂f/∂x

)2
+
(
∂f/∂y

)2
=

a

f(x, y)

S1, S2 を xy平面上に射影した領域は半径 a の円の内部Dである。(3.65)より

IS1 =

∫
D

dxdy
z

a

a

f(x, y)
=

∫
D

dxdy
f(x, y)

a

a

f(x, y)
=

∫
D

dxdy = πa2

IS2
= −

∫
D

dxdy
z

a

a

f(x, y)
= −

∫
D

dxdy
−f(x, y)

a

a

f(x, y)
= πa2

になる。

ストークスの定理と幾つかの性質
• S として xy 平面上の領域 D を考える。dS = dxdy, dz = 0 である。D を囲む経路を反時計方
向に一周する場合 n = ez であるから (∇×A)·n = ∂Ay/∂x − ∂Ax/∂y になる。ストークスの定理
より ∮

C

(
Ax dx+Ay dy

)
=

∫
D

dxdy

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
これは平面でのグリーンの定理 (3.43)である。

• ガウスの定理 (3.68)の nとストークスの定理 (3.102)の n は, 曲面上の単位法線ベクトルである
が,互いに逆向きになることがある。ここではガウスの定理のnをnout で表して区別する。nout は
閉曲面上の外向き単位法線ベクトルである。閉曲面 S に対して

IS =

∫
S

dS nout(r)·
(
∇×A(r)

)
S1

S2

n1

n2

C

とするとき, ガウスの定理を使えば, 恒等式 ∇ ·
(
∇×A

)
= 0 より IS = 0 にな

るが, これをストークスの定理を用いて示す。閉曲面 S 上の閉曲線の経路 C で
S を 2つに分割する。例えば, 図の C より上の部分の曲面を S1, 下の部分を S2

とする。ストークスの定理の n を S1 では n1, S2 では n2 とすれば∫
S1

dS n1 ·
(
∇×A

)
=

∫
S2

dS n2 ·
(
∇×A

)
=

∮
C

A(r)·dr

である。70ページの矢印の向きより n1 = nout, n2 = −nout になるから

IS =

∫
S1

dS nout ·
(
∇×A

)
+

∫
S2

dS nout ·
(
∇×A

)
= 0
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である。

• a を任意の定ベクトルとする。ストークスの定理でA(r) = f(r)a とすると∮
C

f(r)a·dr =

∫
S

dS n(r)·
(
∇×

(
f(r)a

))
=

∫
S

dS n(r)·
((

∇f
)
×a
)

一般に A·
(
B×C

)
= C ·

(
A×B

) になるから∮
C

f(r)a·dr =

∫
S

dS a·
(
n×(∇f)

)
, ∴ a·

(∮
C

f(r) dr −
∫
S

dS n×(∇f)

)
= 0

a は任意であるから, ベクトルの関係式として∮
C

f(r) dr =

∫
S

dS n×(∇f) , 成分で表せば
∮
C

f(r) dxk =

∫
S

dS
(
n×(∇f)

)
k

(3.109)

が成り立つ。ただし, x1 = x, x2 = y, x3 = z である。

• 線積分が途中の経路に依存しない ⇐⇒ 恒等的に ∇×A = 0

始点 Pと終点 Qを結ぶ任意の 2つの経路 C1, C2 を考え

C1

−C2

P

Q

I1 =

∫
C1

A(r)·dr , I2 =

∫
C2

A(r)·dr

とする。閉曲線 C1−C2 で囲まれた領域を S とすると,ストークスの定理より

I1 − I2 =

∮
C1−C2

A(r)·dr =

∫
S

dS n(r)·
(
∇×A(r)

)
である。恒等的に ∇×A(r) = 0 ならば, 任意の C1, C2 に対して I1 = I2 になるから, 線積分は途中
の経路に依存しない。逆に

線積分が途中の経路に依存しない =⇒恒等的に B(r) ≡∇×A(r) = 0 (3.110)

あるいは, この否定

ある点 a で B(a) ̸= 0 =⇒線積分は途中の経路に依存する

を示す。a の近傍の平面上の微小経路を ∆C とすると, ストークスの定理, あるいは (3.104)より

P

Q

∆C

C1

−C2

C1

−C2

∮
∆C

A(r)·dr = B(a)·n(a)∆S

である。n(a) は ∆C を含む平面に直交するが, この平面の向きを適当
にとれば B(a)·n(a) ̸= 0 にできる。右図の P

C1−−→ Q
−C2−−−→ P の線積分

では, 逆向きの線積分は打ち消し合うから∮
C1−C2

A(r)·dr =

∮
∆C

A(r)·dr , ∴ I1 − I2 = B(a)·n(a)∆S ̸= 0

になり, 線積分は途中の経路に依存する。したがって, (3.110)が成り立ち

線積分が途中の経路に依存しない⇐⇒恒等的に ∇×A(r) = 0

である。恒等式 ∇×
(
∇U(r)

)
= 0 より∇U(r) の線積分は途中の経路に依存しない。これは (3.39)

で示した。
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r0

r

r+∆r
• A(r) = ∇U(r)⇐⇒恒等的に∇×A = 0

A = ∇U ならば恒等的に∇×A = 0であるが,この逆を示す。恒等的に∇×A = 0

のとき線積分は始点と終点だけに依存する。始点 r0 を固定し終点 r を動かすこ
とにすれば, 線積分は rの関数

U(r) =

∫
(r0,r)

A(r′)·dr′ , (r1, r2) =始点 r1 と終点 r2 を結ぶ経路

である。線積分は途中の経路に依存しないから

(r0, r +∆r) = (r0, r) + (r, r +∆r)

に分割できる。これから

U(r +∆r)− U(r) =

∫
(r,r+∆r)

A(r′)·dr′ |∆r|→0−−−−−→ A(r)·∆r

∆y = ∆z = 0 とすれば

Ax = lim
∆x→0

U(x+∆x, y, z)− U(x, y, z)

∆x
=

∂U

∂x

他の成分も同様にして, 恒等的に ∇×A = 0 のとき A = ∇U と表せる。

問題 3.22 ストークスの定理を用いて∮
C

F (r)(∇G(r))·dr =

∫
S

(
(∇F )×(∇G)

)
·n dS ,

∮
C

F (r) dr =

∫
S

n×∇F dS

を示せ。2番目では B を定数ベクトルとして A(r) = BF (r) を考える。

問題 3.23 73ページの例題と同じ S1, C に対して (3.109)が成り立つことを左辺と右辺を具体的
に計算して示せ。
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4 常微分方程式
1変数 x の未知の関数 y(x) について, x, y(x) と導関数 y′(x) , y′′(x) , · · · を含む方程式を常微分

方程式という。微分方程式を満たす未知関数 y(x) を求めることを微分方程式を解くといい, 求まっ
た関数を解という。常微分方程式に含まれる導関数の最高階数を微分方程式の階数という。

4.1 1階常微分方程式
導関数として y′(x) だけを含む常微分方程式の代表的な解法を考える。

変数分離型
x だけの関数 X(x) と y だけの関数 Y (y) の積で表される微分方程式

dy

dx
= X(x)Y (y)

を変数分離型という。Y (y) ̸= 0 とすると上の方程式は
dy

Y (y)
= X(x) dx

になる。これを積分すれば ∫
dy

Y (y)
=

∫
X(x) dx+ C

である。ここで C は任意定数である。左辺は y だけの関数で, 右辺は x だけの関数になる。この方
程式を y について解けば y = y(x)が求まる。Y (y0) = 0となる定数 y0 が存在するならば y(x) = y0

も解である。
y は任意定数を 1つだけ含む。変数分離型に限らず, 一般に, 1階常微分方程式の解で 1つの任意

定数 C を含む解を一般解という。一般解は微分方程式の解全体を表し, C の値の取り方で無数の解
y(x) が存在する。C を特定の値にした解を特別解あるいは特解という。物理の問題では, 与えられ
た初期条件あるいは境界条件を満たすように任意定数を決めることが多い。1階常微分方程式の場
合, 例えば, x = x0 のとき y = y0 となるように C を決める。
例題

dy

dx
= x(y − 1) , つまり

∫
dy

y − 1
=

∫
x dx+ C (4.1)

両辺の積分は C1 , C2 を積分定数とすると∫
dy

y − 1
= log |y − 1|+ C1 ,

∫
x dx =

x2

2
+ C2

したがって
log |y − 1| = x2

2
+ C + C2 − C1

C + C2 − C1 全体が任意定数であるから, これを D とすると

|y − 1| = ex
2/2+D , ∴ y = 1± eDex

2/2

eD > 0 であるが ± eD は 0 でない任意定数であるから A とおくと

y = 1 +Aex
2/2 , A =任意定数
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になる。A = 0 の場合 y = 1 になるが, これも (4.1)の解になるから A ̸= 0 の条件は不要である。
x = 0 のとき y = 0 となる特解は y = 1− ex

2/2 である。
次に

dy

dx
= 2xy2 , つまり

∫
dy

y2
= 2

∫
x dx+ C

の場合
− 1

y
+ C1 = x2 + C2 + C , ∴ y = − 1

x2 +D
, D =任意定数

である。

同次型
微分方程式

dy

dx
= f(y/x)

を同次型という。u = y/x とすると
dy

dx
= u+ x

du

dx
, ∴ du

dx
=

f(u)− u

x

これは変数分離型である。 ∫
du

f(u)− u
=

∫
dx

x
+ C = log |x|+ C

これから u = u(x) が求まれば y = xu(x) が解になる。
例題

dy

dx
=

x2 + y2

xy
=

1 + u2

u

の場合 f(u)− u = 1/u になるから∫
du

f(u)− u
=

∫
u du =

1

2
u2 + C1

したがって C を任意定数として

u2 = 2
(
log |x|+ C

)
, ∴ y2 = 2x2

(
log |x|+ C

)
問題 4.1 (2.31)を u = y/x の方程式に書き換え (2.32)を求めよ。

線形微分方程式
一般に y(x) と導関数を高々 1次の項だけ含む微分方程式

y(n) + p1(x)y
(n−1) + · · ·+ pn(x)y = q(x)

を n階線形微分方程式という。q(x) = 0ならば同次, q(x) ̸= 0ならば非同次という。ここでは n = 1

である
dy

dx
+ p(x)y = q(x) (4.2)

の解を求める。まず, q(x) = 0 である同次方程式
dy

dx
+ p(x)y = 0 (4.3)
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は変数分離型であるから ∫
dy

y
+

∫
p(x) dx = C , ∴ log |y|+ P (x) = C

ただし
P (x) =

∫
p(x) dx

である。したがって
y = ± eCe−P (x) = De−P (x) , D =任意定数 (4.4)

が同次方程式の一般解である。
(4.2)の特解を Y (x) とし, 同次方程式の一般解を y0 = De−P (x) とすると

d

dx

(
Y (x) + y0(x)

)
+ p(x)

(
Y (x) + y0(x)

)
− q(x)

=
dY

dx
+ p(x)Y − q(x)︸ ︷︷ ︸

0

+
dy0
dx

+ p(x)y0︸ ︷︷ ︸
0

= 0

になるから
y = Y (x) + y0(x) = Y (x) +De−P (x)

も非同次方程式の解であり,任意定数 D を含むから一般解である。非同次方程式の 1つの特解 Y (x)

が求まれば, 一般解が得られる。
Y (x) を求めるには定数変化法や, q(x) の関数形に応じた解の形を予想しこれに含まれる係数を決

める未定係数法などがある。定数変化法では同次方程式の一般解の任意定数 D を x の関数 D(x)

と見なし
y(x) = D(x)e−P (x)

とする。
dy

dx
=

dD

dx
e−P (x) +D(x)

d

dx
e−P (x) =

dD

dx
e−P (x) − dP

dx
De−P (x) =

dD

dx
e−P (x) − p(x)y

であるから
dy

dx
+ p(x)y − q(x) =

dD

dx
e−P (x) − q(x) = 0 , つまり dD

dx
= q(x)eP (x)

ならば y(x) = D(x)e−P (x) は (4.2)の解である。積分すれば

D(x) =

∫
dx q(x)eP (x) + C

になるから
y(x) = e−P (x)

∫
dx q(x)eP (x) + Ce−P (x) , P (x) =

∫
p(x) dx (4.5)

が (4.2)の一般解である。右辺第 1項が特解 Y (x) である。
例題

dy

dx
+ y = 2 sinx

の場合, p(x) = 1 , q(x) = 2 sinx であるから

P (x) =

∫
dx = x+ C1
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したがって
y = 2e−x

∫
dx ex sinx+ C ′e−x , C ′ = Ce−C1

部分積分をすれば∫
dx ex sinx =

∫
dx (ex)′ sinx = ex sinx−

∫
dx ex cosx = ex sinx− ex cosx−

∫
dx ex sinx

これから ∫
dx ex sinx =

ex

2

(
sinx− cosx

)
+ C2

である。一般解は

y = sinx− cosx+De−x , D = C ′ + 2C2 =任意定数

になる。
q(x) は三角関数であるから特解を Y (x) = a sinx+ b cosx としてみると

dY

dx
+ Y = (a− b) sinx+ (a+ b) cosx

であるから a− b = 2 , a+ b = 0 , つまり a = 1 , b = − 1 とすればよい。これが未定係数法である。
定数変化法は機械的に積分すれば一般解が求まるが計算が面倒になる。一方, 未定係数法は予想が
当たれば楽であるが, 予想が当たるとは限らない。

完全微分型
微分方程式

dy

dx
+

P (x, y)

Q(x, y)
= 0 , あるいは P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

において
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(4.6)

が成り立つとき完全微分型という。52ページで示したように, 上の条件が成り立つとき

dU = P (x, y) dx+Q(x, y) dy , つまり P (x, y) =
∂U

∂x
, Q(x, y) =

∂U

∂y

である U(x, y) が存在するから, 微分方程式は dU(x, y) = 0 になる。したがって, 一般解は D を任
意定数として

U(x, y) = D

である。この方程式を y について解けばよい。
U(x, y) は (3.48)で与えられる。ある固定した点 (x0, y0) と (x, y) を結ぶ積分路 C として, x軸に

沿って (x0, y0) から (x, y0) に進み, 次に y軸に沿って (x, y) に進む経路を採用すれば

U(x, y) =

∫ x

x0

dx′ P (x′, y0) +

∫ y

y0

dy′ Q(x, y′) (4.7)

になる。あるいは Q = ∂U/∂y を積分すれば

U(x, y) =

∫ y

y0

dy′ Q(x, y′) +G(x)
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積分定数 G は y について定数であればよいから, x の関数である。この両辺を x で微分すると

P (x, y) =

∫ y

y0

dy′
∂Q(x, y′)

∂x
+

dG

dx
=

∫ y

y0

dy′
∂P (x, y′)

∂y′
+

dG

dx
= P (x, y)− P (x, b) +

dG

dx

これから
dG

dx
= P (x, b) , ∴ G(x) =

∫ x

x0

dxP (x′, b) +定数

定数 = 0 とすれば (4.7)が求まる。(4.7)を x , y で微分すると
∂U

∂y
=

∂

∂y

∫ y

y0

dy′ Q(x, y′) = Q(x, y)

∂U

∂x
= P (x, y0) +

∫ y

y0

dy′
∂Q(x, y′)

∂x

= P (x, y0) +

∫ y

y0

dy′
∂P (x, y′)

∂y′
= P (x, y0) +

[
P (x, y′)

]y′=y

y′=y0

= P (x, y)

である。U(x, y) は適当にとった点 (x0, y0) にも依存するが
∂U

∂x0
= −P (x0, y0) ,

∂U

∂y0
= −Q(x0, y0)

であり U(x0, y0) = 0 であるから U(x, y) = f(x, y)− f(x0, y0) と表せる。f(x0, y0) を任意定数に含
めれば f(x, y) = D が微分方程式の一般解になる。
例題

dy

dx
+

2xey + 1

x2ey + 2y
= 0

P (x, y) = 2xey + 1 , Q(x, y) = x2ey + 2y とすれば
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= 2xey

になるから (4.6)を満たす。(4.7)より

U(x, y) =

∫ x

x0

dx′
(
2x′ey0 + 1

)
+

∫ y

y0

dy′
(
x2ey

′
+ 2y′

)
=
(
x2 − x2

0

)
ey0 + x− x0 + x2 (ey − ey0) + y2 − y20

= x2ey + x+ y2 −
(
x2
0e

y0 + x0 + y20

)
したがって x2ey + x+ y2 = D が一般解である。

ベルヌーイ微分方程式
非線形微分方程式

dy

dx
+ a(x)y = b(x)yn , n ̸= 0, 1

は z(x) = y1−n とすると
dz

dx
= (1− n)y−n dy

dx
= (1− n)y−n (− ay + byn)

より
dz

dx
+ (1− n)a(x)z = (1− n)b(x)
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これは 1階の線形微分方程式 (4.2)である。

リッカチ微分方程式
dy

dx
+ a(x)y2 + b(x)y + c(x) = 0

これも非線形微分方程式である。この方程式の一般的解法は存在しない。しかし, 特解が 1つ分か
ると一般解が求まる。特解が y1(x) で与えられるとき

y(x) = y1(x) +
1

z(x)

とすると

dy1
dx
− 1

z2
dz

dx
+ a

(
y1 +

1

z

)2

+ b

(
y1 +

1

z

)
+ c = − 1

z2

(
dz

dx
− (2ay1 + b) z − a

)
= 0

したがって
dz

dx
− (2ay1 + b) z = a

これは 1階の線形微分方程式 (4.2)であるから一般解は求まる。

4.2 2階線形微分方程式
未知関数 y(x) と導関数 y′(x) , y′′(x) について線形 (1次)の微分方程式

d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = f(x) (4.8)

を 2階線形微分方程式という。これに付随する同次方程式は
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = 0 (4.9)

である。1階線形微分方程式と同様に, (4.8)の特解を Y (x) とし (4.9)の一般解を y0(x) とすると,

(4.8)の一般解 y(x) は
y(x) = Y (x) + y0(x)

で与えられる。
ここで, 同次方程式の性質を調べる。y1(x) と y2(x) が同次方程式 (4.9)の解であるとき, C1 , C2

を定数とすると(
d2

dx2
+ p(x)

d

dx
+ q(x)

)(
C1y1(x) + C2y2(x)

)
= C1

(
d2

dx2
+ p(x)

d

dx
+ q(x)

)
y1(x) + C2

(
d2

dx2
+ p(x)

d

dx
+ q(x)

)
y2(x) = 0

になるから C1y1(x) + C2y2(x) も (4.9)の解である。つまり, 解の線形結合 (1次結合)もまた解であ
る。これを重ね合わせの原理という。重ね合わせの原理は線形で, かつ同次である微分方程式の重
要な性質である。y2 などを含む非線形微分方程式や f(x) ̸= 0 である非同次方程式 (4.8)の場合, 重
ね合わせの原理は成り立たない。
一般に, 2つの関数 y1(x) と y2(x) に対して恒等的に

C1y1(x) + C2y2(x) = 0
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が成り立つのは C1 = 0 かつ C2 = 0 に限るとき, y1(x) と y2(x) は 1次独立であるという。1次独
立でないとき 1次従属という。1次従属とは y1(x) = C y2(x) あるいは y2(x) = C y1(x) の場合で
ある。

W (x) = y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x) =

∣∣∣∣∣ y1(x) y′1(x)

y2(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣
をロンスキー行列式またはロンスキャンという。恒等的に W (x) = 0 のとき y′1/y1 = y′2/y2 である
から積分すると

log |y1| = log |y2|+定数 , ∴ y1(x) = C y2(x)

であり 1次従属になる。逆に, 1次従属ならば W (x) ≡ 0 になることは明らかである。

1次従属⇐⇒恒等的に W (x) = 0 , ∴ 1次独立⇐⇒恒等的に W (x) = 0 でない

である。
y1(x) と y2(x) が同次方程式 (4.9)の解

y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0 , y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2 = 0

であるとき, 第 1式に y2 をかけ第 2式に y1 をかけて差をとれば

y1y
′′
2 − y′′1 y2 + p(x)

(
y1y

′
2 − y′1y2

)
= 0 , ∴ dW

dx
+ p(x)W (x) = 0

したがって
W (x) = C exp

(
−
∫

p(x) dx

)
になる。W (x) は決して 0 にならないか ( C ̸= 0 ), または恒等的に 0 である ( C = 0 )。
初期条件 y(x0) = y0 , y

′(x0) = y′0 を満たす (4.9)の解が 2つ y1(x) , y2(x) あるとする。W (x0) = 0

であるから W (x) は恒等的に 0 になり, y1(x) と y2(x) は 1 次従属である。したがって y1(x) =

C y2(x) とおける。y1(x0) = y2(x0) = y0 であるから C = 1 になり y1(x) = y2(x) である。初期条件
を与えると (4.9)の解は一意に決まる。
(4.9)の解 y1(x) と y2(x) が 1次独立ならば, (4.9)の一般解 y(x) は C1 , C2 を任意定数として

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)

と表せる。別の表現をすれば, 初期条件と解の一意性より, 任意の初期条件 y(x0) = y0 , y
′(x0) = y′0

を満たすように C1 , C2 を決められる。

y(x0) = C1y1(x0) + C2y2(x0) = y0 , y′(x0) = C1y
′
1(x0) + C2y

′
2(x0) = y′0

第 1式に y′2 をかけ第 2式に y2 をかけて差をとれば

W (x0)C1 = y0y
′
2(x0)− y′0y2(x0)

W (x0) ̸= 0 であるから

C1 =
y0y

′
2(x0)− y′0y2(x0)

W (x0)
, 同様にして C2 = − y0y

′
1(x0)− y′0y1(x0)

W (x0)

である。1次独立である 2つの解 y1(x) , y2(x) を基本解という。同次線形微分方程式 (4.9)の全ての
解は基本解の線形結合 y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) で表せる。
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1階の同次線形微分方程式の一般解は (4.4)で与えられる。また, 2階の同次線形微分方程式で p(x)

と q(x) が定数ならば, 次節で示すように基本解 y1(x) と y2(x) は簡単に得られる。しかし, p(x) ま
たは q(x) が x に依存する場合, 基本解は簡単には求まらない。
(4.9) の解 y1(x) が分かっているとき, これと 1 次独立な解 y2(x) は次のようにすれば求まる。

y2(x) = v(x)y1(x) とすると

y′2 = v′y1 + vy′1 , y′′2 = v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′1

であるから

y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2 = v(x)
(
y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1

)
+
(
2y′1 + p(x)y1

)
v′ + y1v

′′

=
(
2y′1 + p(x)y1

)
v′ + y1v

′′ = 0

つまり
v′′ +

(
2
y′1
y1

+ p

)
v′ = 0

これは v′ についての 1階線形微分方程式であるから (4.4)より

v′ =
e−P (x)

y21(x)
, ∴ v(x) =

∫
dx

e−P (x)

y21(x)
, ただし P (x) =

∫
p(x) dx (4.10)

とすればよい。ロンスキャンは

W (x) = y1

(
v′y1 + vy′1

)
− y′1vy1 = y21v

′ = e−P (x) ̸= 0

である。
非同次方程式 (4.8)の特解 Y (x) は, 1階の場合と同様に, 定数変化法を用いれば求められる。

Y (x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x)

とする。これを (4.8)に代入すれば 1つの条件が求まるが, これだけでは 2つの関数 C1(x) , C2(x)

は決まらない。そこで付加条件として

y1C
′
1 + y2C

′
2 = 0

を課すことにすると

Y ′ = C ′
1y1 + C1y

′
1 + C ′

2y2 + C2y
′
2 = C1y

′
1 + C2y

′
2

Y ′′ = C1y
′′
1 + C ′

1y
′
1 + C2y

′′
2 + C ′

2y
′
2

である。これから

Y ′′ + pY ′ + qY = C1

(
y′′1 + py′1 + qy1

)
+ C2

(
y′′2 + py′2 + qy2

)
+ C ′

1y
′
1 + C ′

2y
′
2 = f(x)

y′′1 + py′1 + qy1 = 0 , y′′2 + py′2 + qy2 = 0 であるから

y′1C
′
1 + y′2C

′
2 = f(x)

これと付加条件から

C ′
1 = − y2f

W
, C ′

2 =
y1f

W
, ただし W (x) = y1y

′
2 − y′1y2 ̸= 0
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したがって
Y (x) = − y1(x)

∫
dx

y2(x)f(x)

W (x)
+ y2(x)

∫
dx

y1(x)f(x)

W (x)

になる。定積分で表して

Y (x) =

∫ x

x0

dx′ f(x′)

W (x′)

(
y2(x)y1(x

′)− y1(x)y2(x
′)
)

(4.11)

でもよい。

問題 4.2 (4.11)の Y (x) は

Y (x) = y2(x)F1(x)− y1(x)F2(x) , ただし Fk(x) =

∫ x

x0

dx
yk(x

′)f(x′)

W (x′)
, k = 1, 2

と表せる。Fk(x) の微分は

F ′
k =

ykf

W
, F ′′

k = y′k
f

W
+ yk

(
f

W

)′

になる。これから
Y ′′(x) + p(x)Y ′(x) + q(x)Y (x) = f(x)

を示せ。

4.3 定数係数の 2階線形微分方程式
定数係数の 2階線形微分方程式

d2y

dx2
+ 2a

dy

dx
+ by(x) = f(x) (4.12)

は解くのが簡単であり, 物理においては頻繁に現れるため重要である。

同次方程式
d2y

dx2
+ 2a

dy

dx
+ by(x) = 0 (4.13)

の解を求める。y = eλx としてこの方程式に代入すると(
λ2 + 2aλ+ b

)
eλx = 0

になるから λ が 2次方程式
λ2 + 2aλ+ b = 0 (4.14)

の解ならば eλx は (4.13)の解になる。(4.14)を特性方程式という。
a2 − b ̸= 0 の場合, 特性方程式の解

λ± = − a±
√

a2 − b

は λ+ ̸= λ− である。このとき, ロンスキャンは

eλ+x
(
eλ−x

)′ − (eλ+x
)′
eλ−x = (λ− − λ+) e

(λ++λ−)x ̸= 0
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であるから, eλ+x と eλ−x は 1次独立である。したがって, (4.13)の一般解は C± を任意定数として

y(x) = C+e
λ+x + C−e

λ−x

になる。
a, b を実数とすると a2− b > 0 ならば λ± は実数である。a2− b < 0 の場合, λ± は複素数になる。

k =
√
b− a2

とすると λ± = − a± ik になるから

y(x) = e−ax
(
C+e

ikx + C−e
−ikx

)
(4.15)

物理の問題としては y(x) が実数の場合がある。e±ikx = cos kx± i sin kx を代入すれば

y(x) = e−ax
(
A cos kx+B sin kx

)
(4.16)

ここで A = C+ + C− , B = i(C+ − C−) とおいた。(4.15)と (4.16)は一般解の異なる表現であり数
学的には同等である。
a2 − b = 0 の場合, λ± = − a になり特性方程式から求まる解は y1 = e−ax の 1つだけである。も

う一つの基本解は (4.10)を求めたのと同様にすればよい。y2(x) = v(x)e−ax とすると

y′′2 + 2ay′2 + a2y2 = v′′e−ax = 0 , ∴ v(x) = C1x+ C2

y1 と 1次独立な解は xe−ax になる。したがって, 一般解は

y(x) = (C1x+ C2) e
−ax (4.17)

である。v(x) は既に任意定数を 2つ含むから v(x)e−ax を一般解とすればよい。
(4.13)は特性方程式の解を用いれば(

d

dx
− λ+

)(
d

dx
− λ−

)
y = 0 (4.18)

と因数分解できる。そこで
z =

dy

dx
− λ−y

とすると
dz

dx
− λ+z = 0 , ∴ z = C1e

λ+x

であるから
dy

dx
− λ−y = C1e

λ+x

という 1 階の非同次方程式になる。1 階の非同次方程式の一般解 (4.5) において, p(x) = −λ− ,

q(x) = C1e
λ+x とすれば

y = C1e
λ−x

∫
dx e(λ+−λ−)x + C2e

λ−x

λ+ ̸= λ− の場合

y =
C1

λ+ − λ−
eλ−x

(
e(λ+−λ−)x + C3

)
+ C2e

λ−x = D1e
λ+x +D2e

λ−x



4 常微分方程式 87

λ+ = λ− = − a の場合

y = C1e
λ−x

∫
dx+ C2e

λ−x =
(
C1(x+ C3) + C2

)
e−ax = (C1x+D1) e

−ax

になる。

非同次方程式の特解
非同次方程式 (4.12)の特解 Y (x) は (4.11)で与えられる。a2− b ̸= 0 の場合, 同次方程式の基本解

は y1 = eλ+x , y2 = eλ−x であるから

Y (x) =
1

λ+ − λ−

∫ x

x0

dx′ f(x′)
(
eλ+(x−x′) − eλ−(x−x′)

)
(4.19)

になる。a2 − b = 0 の場合, 基本解として y1 = e−ax , y2 = xe−ax を (4.11)に代入すればよい。ある
いは, (4.19)で λ+ → λ− = − a の極限を考えれば

Y (x) =

∫ x

x0

dx′ f(x′)
deλ(x−x′)

dλ

∣∣∣∣∣
λ=−a

=

∫ x

x0

dx′ f(x′) (x− x′) e−a(x−x′) (4.20)

になる。
a, b が実数で a2 − b < 0 の場合,

√
a2 − b = i

√
b− a2 に置き換えれば (4.19)は

Y (x) =
1√

b− a2

∫ x

x0

dx′ f(x′) e−a(x−x′) sin
(√

b− a2 (x− x′)
)

(4.21)

である。
f(x) が特別な場合には ( 物理では特別な場合が多い ), 上の公式よりも Y (x) の形を仮定する未

定係数法の方が簡単である。
• f(x) = f0 e

αx の場合
Y (x) = Aeαx とし (4.12)に代入すると(

α2 + 2aα+ b
)
Aeαx = f0 e

αx

α2 + 2aα+ b ̸= 0 ,つまり, α ̸= λ± ならば

A =
f0

α2 + 2aα+ b
=

f0
(α− λ+)(α− λ−)

とすると Y (x) = Aeαx は特解になる。α = λ+ または α = λ− の場合

λ+ ̸= λ− のとき Y (x) = Axeαx , λ+ = λ− = − a のとき Y (x) = Ax2e−ax

ととる。
• f(x) = f0 cos (kx+ θ) の場合
Y (x) = C cos (kx+ θ) +D sin (kx+ θ) としてもよいが, 係数が実数の場合には(

d2

dx2
+ 2a

d

dx
+ b

)
Z(x) = f0e

i(kx+θ)

の実部をとれば (
d2

dx2
+ 2a

d

dx
+ b

)
ReZ = f0 cos (kx+ θ)
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になるから Y = ReZ である。 f(x) = f0 e
αx の場合と同様に Z = Aei(kx+θ) とすれば(

−k2 + 2iak + b
)
A = f0

−k2 + 2iak + b ̸= 0 の場合, 極形式で表して

b− k2 + 2iak =
√
(b− k2)2 + (2ak)2 eiϕ , tanϕ =

2ak

b− k2

とすれば
Y (x) = ReZ =

f0√
(b− k2)2 + (2ak)2

cos (kx+ θ − ϕ)

になる。なお, a = 0, b ̸= k2 の場合は Y (x) = A cos (kx+ θ) とした方が簡単である。b = k2

ならば Y (x) = Ax cos (kx+ θ) とする。
• f(x) が n次の多項式の場合
Y (x) も n 次の多項式とする。例えば f(x) = x2 のとき Y (x) = c0 + c1x + c2x

2 とすると
(4.12)は

2c2 + 2a(c1 + 2c2x) + b(c0 + c1x+ c2x
2)

= 2c2 + 2ac1 + bc0 + (4ac2 + bc1)x+ bc2x
2 = x2

これから
2c2 + 2ac1 + bc0 = 0 , 4ac2 + bc1 = 0 , bc2 = 1

これを c0 , c1 , c2 について解けばよい。

4.4 演算子法
定数係数の n階線形微分方程式の解法を考える。ただし, 物理では n > 3 の場合を扱うことは余

りない。
n階の同次方程式 a1, · · · , an が定数である微分方程式

dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ any = 0

においても y(x) = eλx とすれば, 特性方程式は

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0

になる。この方程式の解 λ1 , λ2 , · · · , λn が全て異なれば

y(x) =

n∑
k=1

Cke
λkx

が n階同次方程式の一般解になる。
重根がある場合を考える。y = xkeλx =

∂k

∂λk
eλx とすると

F = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any

=

(
∂n

∂xn
+ a1

∂n−1

∂xn−1
+ · · ·+ an

)
∂k

∂λk
eλx =

∂k

∂λk

(
λn + a1λ

n−1 + · · ·+ an

)
eλx
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µ が特性方程式の m重根ならば

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = (λ− µ)

m
(
λn−m + b1λ

n−m−1 + · · ·+ bn−m

)
と因数分解できるから

g(λ, x) =
(
λn−m + b1λ

n−m−1 + · · ·+ bn−m

)
eλx

とすると

F =
∂k

∂λk
(λ− µ)

m
g(λ, x) = (λ− µ)

m ∂kg

∂λk
+ k

∂ (λ− µ)
m

∂λ

∂k−1g

∂λk−1
+ · · ·+ ∂k (λ− µ)

m

∂λk
g

これは (λ − µ)m , (λ − µ)m−1 , · · · , (λ − µ)m−k の和であるから, k < m の場合 λ = µ とすると
F = 0 になる。したがって, µ が特性方程式の m重根の場合

xkeµx , k = 0, 1, · · · , m− 1

である m個が基本解になる。特に, n階同次方程式で µ が n重根の場合, 一般解は

y(x) =

n−1∑
k=0

ckx
keµx , ck =任意の積分定数 (4.22)

になる。

演算子法 関数 f(x) が与えられたとき, n階の線形微分方程式

dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ an−1

dy

dx
+ any = f(x)

の解 y(x) を求める。f(x) = 0 とすると同次方程式になる。ここで形式的に

D =
d

dx

とおく。Dy(x) = dy/dx であり D は関数 y(x) に作用して微分を行うことを表す。D を微分演算
子といい, 微分演算子を用いた微分方程式の解法を演算子法という。D は定数ではないが, 以下に示
すようにあたかも定数のように扱うことができる。

Dn =

(
d

dx

)n

=
dn

dxn

であるから, 上の微分方程式は(
Dn + a1D

n−1 + · · ·+ an−1D + an
)
y(x) = F (D)y(x) = f(x)

と表せる。ただし, F (x) は n次の多項式

F (x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an

である。
D の逆 D−1 =

1

D
を微分可能な任意の関数 y(x) に対して

D
(
D−1y(x)

)
= y(x)
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で定義する。つまり Y (x) = D−1y(x) とすると

DY =
dY

dx
= y(x) , ∴ Y (x) = D−1y(x) =

∫ x

x0

dx1 y(x1) + C , ( C は積分定数 ) (4.23)

である。微分の逆演算には積分である。括弧を省略して DD−1y(x) = y(x) と書いてもよい。更に,

y(x) は任意の関数であるから y(x) を省略して

DD−1 = 1 , ( 恒等演算 )

と表せる。微分演算子を含む関係式は, 任意の関数に作用したときに成り立つ関係式である。なお,

Dy(x) = dy/dx = y′(x) であるから

D−1Dy(x) = D−1y′(x) =

∫ x

x0

dx1 y
′(x1) + C = y(x)− y(x0) + C ̸= y(x)

したがって D−1D = 1 は成り立たない。
一般に F (D) の逆 F−1(D) =

1

F (D)
を

F (D)F−1(D) = 1 , ( 恒等演算 )

で定義する。ただし, F−1(D)F (D) ̸= 1 である。F−1(D) を用いると F (D)y(x) = f(x) の解は

y(x) = F−1(D)f(x)

と表せる。これは単なる書き換えではあるが, 演算子法の便利な点は, 普通の多項式 F (x) と同様に,

F (D) の因数分解や 1/F (D) の部分分数展開などが行えることである。例えば a, b を定数として

F (x) = x2 − (a+ b)x+ ab

のとき Y (x) = (D − b)y(x) = y′ − by とすると

(D − a)Y = Y ′ − aY = (y′′ − by′)− a(y′ − by) =
(
D2 − (a+ b)D + ab

)
y

つまり
(D − a)(D − b) = (D − b)(D − a) = D2 − (a+ b)D + ab = F (D)

である。(D − a)−1 の定義より (D − a)(D − a)−1 = 1 であるから

F (D)(D − a)−1 = (D − b)(D − a)(D − a)−1 = D − b

同様にして F (D)(D − b)−1 = D − a になるから

F (D)

(
1

D − a
− 1

D − b

)
= a− b

したがって a ̸= b のとき

F−1(D) =
1

(D − a)(D − b)
=

1

a− b

(
1

D − a
− 1

D − b

)
である。F (x) , G(x) が定数係数の多項式のとき

F (D)G(D) = G(D)F (D) ,
1

F (D)G(D)
=

1

F (D)

1

G(D)
=

1

G(D)

1

F (D)



4 常微分方程式 91

などが成り立つ。
演算子法で解を求めるとき, α を定数として

D−nf(x) =

∫ x

x0

dx′ (x− x′)n−1

(n− 1)!
f(x′) + gn−1(x) (4.24)

(D − α)nf(x) = eαxDn(e−αxf(x)) (4.25)

1

(D − α)n
f(x) = eαx

1

Dn
(e−αxf(x)) (4.26)

が重要になる。ただし
gn−1(x) =

n−1∑
k=0

ckx
k , ck =積分定数

は任意の n− 1次の多項式である。(4.25), (4.26)は f(x) を省略して

(D − α)n = eαxDne−αx , (D − α)−n = eαxD−ne−αx

と表してもよい。ただし, 右辺の演算子 D は e−αx だけでなく省略した関数にも作用する。

(4.24) 数学的帰納法で証明する。n = 1 のときは (4.23)であるから成り立つ。n = k のとき成り
立つとし

fk(x) = D−kf(x) =

∫ x

x0

dx1
(x− x1)

k−1

(k − 1)!
f(x1) + gk−1(x)

とおくと

D−k−1f(x) = D−1fk(x) =

∫ x

x0

dx2 fk(x2) + C =

∫ x

x0

dx2

∫ x2

x0

dx1
(x2 − x1)

k−1

(k − 1)!
f(x1) + gk(x)

ただし
gk(x) = C +

∫ x

x0

dx2 gk−1(x2) = k次の多項式

である。ところで (3.9)より積分の順序を入れ換えると∫ x

x0

dx2

∫ x2

x0

dx1
(x2 − x1)

k−1

(k − 1)!
f(x1) =

∫ x

x0

dx1 f(x1)

∫ x

x1

dx2
(x2 − x1)

k−1

(k − 1)!

=

∫ x

x0

dx1 f(x1)
(x− x1)

k

k!

したがって (4.24)は n = k + 1 のときも成り立つ。

(4.25) n = 1 のとき

eαxD(e−αxf(x)) = eαx
d

dx

(
e−αxf(x)

)
= −αf(x) +

df

dx
= (D − α)f(x) (4.27)

である。n = k のとき成り立つとして fk(x) = (D − α)kf(x) = eαxDk(e−αxf(x)) とすると

(D − α)k+1f(x) = (D − α)fk(x) = eαxD(e−αxfk(x)) = eαxD(Dk(e−αxf(x))

= eαxDk+1(e−αxf(x))

になり n = k + 1 のときも成り立つ。
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(4.26) n = 1 の場合

(D − α) eαxD−1e−αx = eαxDe−αx eαxD−1e−αx = 1

より (D − α)−1 = eαxD−1e−αx である。(D − α)−k = eαxD−ke−αx が成り立つとすると

(D − α)−k−1 = (D − α)−1(D − α)−k = eαxD−1e−αx eαxD−ke−αx = eαxD−k−1e−αx

になるから n = k + 1 のときも成り立つ。

(4.24)で f(x) = 0 とすると

D−n0 =

n−1∑
k=0

ckx
k =任意の n− 1次の多項式

Y (x) = D−n0⇐⇒ DnY (x) = dnY/dxn = 0 であるから Y (x) は n− 1次の多項式になる。
(4.24)より (4.26)を積分で表せば

y(x) = (D − α)−nf(x) = eαxD−n(e−αxf(x))

= eαx
∫ x

x0

dx′ (x− x′)n−1

(n− 1)!
e−αx′

f(x′) + eαxgn−1(x) (4.28)

y(x) は微分方程式 (D−α)ny(x) = f(x) の一般解である。f(x) = 0 とすると y(x) = eαxgn−1(x) に
なるが, これは同次方程式 (D − α)ny(x) = 0 の一般解 (4.22) である。したがって, 右辺第 1項の積
分は非同次方程式 (D − α)ny(x) = f(x) の特解を表す。

例題 1 (4.12)を演算子法で解く。λ± = − a±
√
a2 − b とすれば (4.12)は

(D − λ+)(D − λ−)y(x) = f(x)

λ+ = λ− = − a のとき (4.28)より

y(x) = (D + a)−2f(x) =

∫ x

x0

dx′ (x− x′)e−a(x−x′)f(x′) + e−ax (c0 + c1x)

第 1項は特解 (4.20), 第 2項は (D+ a)2y = 0 の一般解 (4.17)である。λ+ ̸= λ− の場合, 部分分数に
分解すれば

y(x) =
1

(D − λ+)(D − λ−)
f(x)

=
1

λ+ − λ−

(
1

D − λ+
− 1

D − λ−

)
f(x)

=
1

λ+ − λ−

∫ x

0

dx′
(
eλ+(x−x′) − eλ−(x−x′)

)
f(x′) + c1e

λ+x + c2e
λ−x

になる。第 1項は特解 (4.19)である。

例題 2 n階の微分方程式 (D − α)ny(x) = eλx の一般解は (4.28)より

y(x) = In−1(x) + eαxgn−1(x)

ただし
Ik(x) =

eαx

k!

∫ x

0

dx′ (x− x′)ke(λ−α)x′
=

eλx

k!

∫ x

0

dt tke(α−λ)t
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で与えられる ( 簡単のため x0 = 0 とする )。Ik(x) を求めると λ = α のとき

Ik(x) =
eλx

k!

∫ x

0

dt tk =
eλxxk+1

(k + 1)!

である。λ ̸= α のとき a = α− λ ̸= 0 とすると

Ik(x) =
eλx

k!

∫ x

0

dt tkeat =
eλx

k!

∫ x

0

dt
dk

dak
eat =

eλx

k!

dk

dak
eax − 1

a

ライプニッツの公式から

Ik(x) =
eλx

k!

k∑
m=0

k!

m! (k −m)!

dm(eax − 1)

dam
dk−ma−1

dak−m
= eλx

k∑
m=0

1

m!

(−1)k−m

ak+1−m

dm(eax − 1)

dam

ここで
dm(eax − 1)

dam
=

{
eax − 1 , m = 0

xmeax , m > 0

に注意すると

Ik(x) =
eλx

(λ− α)k+1
+ eαxg̃k(x) , g̃k(x) =

1

α− λ

k∑
m=0

1

m!

xm

(λ− α)k−m

になる。g̃k(x) は k次の多項式である。したがって

(D − α)−neλx = In−1(x) + eαxgn−1(x) = eαxgn−1(x) +


xneαx

n!
, λ = α

eλx

(λ− α)n
, λ ̸= α

になる。ただし g̃n−1(x) は任意の多項式 gn−1(x) に含めた。

(D − α)eλx = (λ− α)eλx , 一般に (D − α)neλx = (λ− α)neλx

であるから, λ ̸= α のとき eλx/(λ− α)n が (D − α)ny = eλx の特解になることは明らかである。

例題 3 λ1, λ2, · · · , λn が互いに異なるとき

F (x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn)

を考える。1/F (x) を部分分数に分解すると Ak を定数として
1

F (x)
=

n∑
k=1

Ak

x− λk

とおける。F (λm) = 0 であるから
x− λm

F (x)
=

1

F (x)− F (λm)

x− λm

= Am + (x− λm)
∑
k ̸=m

Ak

x− λk

x → λm とすると Am = 1/F ′(λm) になる。λm は重根ではないから F ′(λm) ̸= 0 である。した
がって

F (D)y(x) = (D − λ1)(D − λ2) · · · (D − λn)y(x) = f(x)

の一般解は (4.28)より

y(x) =
1

F (D)
f(x) =

n∑
k=1

1

F ′(λk)

1

D − λk
f(x) =

n∑
k=1

(
eλkx

F ′(λk)

∫ x

x0

dx′ e−λkx
′
f(x′) + cke

λkx

)
になる。
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4.5 独立変数を含まない 2階微分方程式
2階の非線形微分方程式

d2y

dx2
= F

(
y,

dy

dx

)
の場合 Y = dy/dx とすると

d2y

dx2
=

dY

dx
=

dy

dx

dY

dy
= Y

dY

dy

より 1階の微分方程式
Y
dY

dy
= F (y, Y )

になる。F (y, Y ) が変数分離型や同時型ならば一般解を求めることはできる。
1次元の質点が保存力 F (x) を受けて運動するとき, 運動方程式は

m
d2x

dt2
= F (x)

したがって v = dx/dt とすると

mv
dv

dx
=

d

dx

(
mv2

2

)
= F (x)

これから力学的エネルギー保存則
mv2

2
+ V (x) =一定 = E , V (x) = −

∫
dxF (x)

が成り立つ。v について解けば

v =
dx

dt
= ±

√
2

m

(
E − V (x)

)
, ∴

∫
dx√

E − V (x)
= ±

√
2

m
t+ C

であり x = x(t) を決定できる。

懸垂曲線 糸の両端を固定し一様重力のもとでつるすとき, 静止状態での糸の形を求める。水平方
向に x軸, 鉛直上向きに y 軸をとり, 糸の形を y(x) とする。糸の張力の x軸成分, y 軸成分をそれ
ぞれ Fx(x), Fy(x) とする。糸の微小部分 [x , x+∆x ] の力の釣り合いは, 水平方向では

Fx(x+∆x)− Fx(x) =
dFx

dx
∆x = 0 , ∴ Fx(x) =一定

微小部分の糸の長さは √
(∆x)2 + (∆y)2 =

√
1 + y′ 2 ∆x , y′(x) =

dy

dx

である。糸の長さを ℓ, 質量を m とすると, 鉛直方向の力の釣り合いは

Fy(x+∆x)− Fy(x)−
mg

ℓ

√
1 + y′ 2 ∆x = 0 , ∴ dFy

dx
=

mg

ℓ

√
1 + y′ 2

張力は糸の接線方向を向くから Fy(x) = Fxy
′(x) である。したがって

y′′ = k
√
1 + y′ 2 , k =

mg

ℓFx

Y = y′(x) とすると dY/dx = k
√
1 + Y 2 あるいは Y dY/dy = k

√
1 + Y 2 になる。前者の方程式から

k

∫
dx =

∫
dY√
1 + Y 2

=

∫
dη , ただし Y = sinh η
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η = kx+ C になるから
dy

dx
= sinh η = sinh

(
kx+ C

)
, ∴ y =

cosh
(
kx+ C

)
k

+D

である。この曲線を懸垂曲線という。a > 0 として x = ± a/2 で y = 0 とすると

C = 0 , D = − cosh(ka/2)

k
, ∴ y(x) =

cosh(kx)− cosh(ka/2)

k

になる。
ℓ =

∫ a/2

−a/2

dx
√
1 + y′ 2 =

1

k

∫ a/2

−a/2

dx y′′(x) =
2

k
sinh(ka/2)

0 0.5 1r

1

fx

つまり

2fx sinh
r

2fx
= 1 , ただし fx =

Fx

mg
, r =

a

ℓ

これから張力の水平成分 Fx = mgfx が決まる。右図に fx を
r の関数として図示する。当然の結果であるが, x/ sinhx ≤ 1

より r < 1 でなければならない。r → 1 のとき 1/fx → 0 にな
るから Fx → ∞ である。一方, r → 0 のとき r/fx → ∞ より
Fx → 0 である。

4.6 べき級数と 2階線形微分方程式
係数が x に依存する 1階の同次線形微分方程式の一般解 (4.4)は 1回積分すれば求まる。2階の同

次線形微分方程式でも, 定係数の場合は (4.18)以下で示したように 2回積分すれば求まる。しかし,

係数が x に依存する 2階の同次線形微分方程式
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = 0 (4.29)

の場合, 一般に x について積分する方法 (求積法)で解を求めることは困難である。求積法以外の解
法として, 解 y(x) をべき級数に展開する方法や複素積分を用いた方法がある。ここではべき級数に
より 2階の同次線形微分方程式の解を求める。複素積分については 145ページで扱う。
p(x) と q(x) が x = x0 で正則 ( 微分可能 )であるとき, x = x0 をこの微分方程式の正則点とい

う。正則でない点を特異点という。x = x0 で (x − x0)p(x) と (x − x0)
2q(x) が正則である特異点

x = x0 を確定特異点という。
簡単のため x0 = 0 とする。x = 0 が正則点ならば

p(x) = p0 + p1x+ · · · , q(x) = q0 + q1x+ · · ·

と展開できる。
y(x) =

∞∑
k=0

akx
k

とすると (4.29)は

2a2 + 6a3x+ · · ·+
(
p0 + p1x+ · · ·

)(
a1 + 2a2x+ · · ·

)
+
(
q0 + q1x+ · · ·

)(
a0 + a1x+ · · ·

)
= 2a2 + p0a1 + q0a0 +

(
6a3 + 2p0a2 + p1a1 + q0a1 + q1a0

)
x+ · · · = 0
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になるから

2a2 + p0a1 + q0a0 = 0 , 6a3 + 2p0a2 + p1a1 + q0a1 + q1a0 = 0 , · · ·

これから a0, a1 を与えると a2, a3, · · · が決まる。a0 = y(0), a1 = y′(0) であるから, x = 0 での任
意の初期条件に対して解が確定する。したがって, x = x0 が正則点ならば, 任意の解は

y(x) =

∞∑
k=0

ak(x− x0)
k

と展開できる。
x = 0 が確定特異点の場合

p(x) =
p0 + p1x+ · · ·

x
, q(x) =

q0 + q1x+ · · ·
x2

である。
y(x) = xρ

∞∑
k=0

akx
k , a0 ̸= 0

とすると
y′ =

∞∑
k=0

(ρ+ k)akx
ρ+k−1 , y′′ =

∞∑
k=0

(ρ+ k)(ρ+ k − 1)akx
ρ+k−2

であるから (4.29)は
∞∑
k=0

(ρ+ k)(ρ+ k − 1)akx
ρ+k−2 +

∞∑
i=0

∞∑
j=0

(
(ρ+ j)pi + qi

)
ajx

ρ+i+j−2 = 0

第 2項の i , j の和は k = i+ j とし k ≥ 0 , 0 ≤ i ≤ k の和に置き直せるから
∞∑
k=0

(
(ρ+ k)(ρ+ k − 1)ak +

k∑
i=0

(
(ρ+ k − i)pi + qi

)
ak−i

)
xρ+k−2 = 0 (4.30)

したがって
(ρ+ k)(ρ+ k − 1)ak +

k∑
i=0

(
(ρ+ k − i)pi + qi

)
ak−i = 0

k = 0 とすると
f(ρ) = ρ(ρ− 1) + p0ρ+ q0 = 0 (4.31)

k ≥ 1 のとき
f(ρ+ k)ak +

k∑
i=1

(
(ρ+ k − i)pi + qi

)
ak−i = 0 (4.32)

になる。ρ は 2次方程式 (4.31)の解である。これを ρ1, ρ2 とすると f(ρ) = (ρ− ρ1)(ρ− ρ2) になる
から (4.32)は

ak(ρ) = −
Dk(ρ)

(ρ+ k − ρ1)(ρ+ k − ρ2)
, Dk(ρ) =

k∑
i=1

(
(ρ+ k − i)pi + qi

)
ak−i(ρ) (4.33)

ρ1 − ρ2 ̸= 整数 ならば, 分母が 0 になることはないから a0 を与えると a1, a2, · · · が決まり, 2つの
1次独立な解

y1(x) = xρ1

∞∑
k=0

ak(ρ1)x
k , y2(x) = xρ2

∞∑
k=0

ak(ρ2)x
k
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を得る。
ρ1 = ρ2 = (1 − p0)/2 の場合も, 分母 ̸= 0 より y1(x), y2(x) が求まるが, y1(x) と y2(x) は 1次独

立でない。y1(x) を解として採用し, これと独立な解 y2(x) を求める。

w(ρ, x) = xρ
∞∑
k=0

ak(ρ)x
k (4.34)

とする。ただし ρ はパラメータで (4.31)の解ではない。a1, a2, · · · は (4.32)により ρ と a0 から決
める。このとき, (4.30)の左辺で k ̸= 0 の項は 0 になるから

w′′ + p(x)w′ + q(x)w =
(
ρ(ρ− 1) + p0ρ+ q0

)
a0 x

ρ−2 = (ρ− ρ1)
2a0 x

ρ−2

である。両辺を ρ で微分すると

w′′
ρ + p(x)w′

ρ + q(x)wρ = 2(ρ− ρ1)a0 x
ρ−2 + (ρ− ρ1)

2 ∂

∂ρ
a0x

ρ−2 , wρ =
∂w

∂ρ

したがって, ρ = ρ1 とすると wρ は解になるから

y2(x) =
∂w

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=ρ1

= y1(x) log x+ xρ1

∞∑
k=0

dak
dρ

∣∣∣∣
ρ=ρ1

xk (4.35)

が y1(x) と独立な解である。
ρ1 − ρ2 = n = 1, 2, 3, · · · のとき, (4.33)より

ak(ρ1) = −
Dk(ρ1)

k(k + n)
, ak(ρ2) = −

Dk(ρ2)

k(k − n)
(4.36)

になるから, 大きい方の ρ = ρ1 の解 y1(x) は求まる。一方, an(ρ2) は Dn(ρ2) ̸= 0 ならば発散する
から y2(x) は求まらない。ρ1 = ρ2 の場合と同様にすると

y2(x) = Ay1(x) log x+ xρ2

∞∑
k=0

ck(ρ2)x
k , A =定数 (4.37)

という解が存在することが示せる。Dn(ρ2) = 0 の場合 an(ρ2) が有限ならば A = 0 になる。
x = 0 が確定特異点である簡単な例は

d2y

dx2
+

p0
x

dy

dx
+

q0
x2

y = 0 (4.38)

である。k ≥ 1 のとき pk = qk = 0 であるから (4.32)より ak = 0 になる。したがって a0 = 1 とれ
ば, ρ1 ̸= ρ2 のとき, ρ1 − ρ2 =整数 の場合も含めて

y1(x) = xρ1 , y2(x) = xρ2

が 2つの 1次独立な解である。ρ1 = ρ2 の場合 y1(x) = y2(x) と 1次独立な解は (4.35)で与えられる
が, k ≥ 1 のとき ak = 0 であるから (4.35)の右辺第 2項は y1 に比例する。これから ρ1 = ρ2 のと
き 2つの 1次独立な解は

y1(x) = xρ1 , y2(x) = xρ1 log x

である。一般に n階の微分方程式

y(n) +
c1
x
y(n−1) +

c2
x2

y(n−2) + · · ·+ cn
xn

y = 0 (4.39)
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をオイラー型の微分方程式という。t = log x とすると
dy

dx
=

dt

dx

dy

dt
=

1

x

dy

dt
,

d2y

dx2
=

1

x2

(
d2y

dt2
− dy

dt

)
, · · ·

である。これを (4.39)に代入すると定数係数の n階微分方程式になる。(4.38)は

d2y

dt2
+
(
p0 − 1

)dy
dt

+ q0y = 0

になるから, 特性方程式は λ2 + (p0 − 1)λ+ q0 = 0 である。これは (4.31)と同じである。基本解は

ρ1 ̸= ρ2 のとき y1 = eρ1t = eρ1 log x = xρ
1 , y2 = eρ2t = xρ2

ρ1 = ρ2 のとき y1 = eρ1t = xρ1 , y2 = t eρ1t = xρ1 log x

になる。

ルジャンドル ( Legendre )の微分方程式
正則点まわりのべき級数解の例としてルジャンドルの微分方程式

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+ n(n+ 1)y = 0 , n = 0, 1, 2, · · · (4.40)

の解を求める。
p(x) = − 2x

1− x2
, q(x) =

n(n+ 1)

1− x2

であるから, x = ±1 は確定特異点であるが, x ̸= ±1 では正則である。正則点 x = 0 まわりでは

y(x) =

∞∑
k=0

akx
k

と展開できる。xy′, x2y′′, y′′ の展開で x のべきを同じにする。

xy′ = x

∞∑
k=0

kakx
k−1 =

∞∑
k=0

kakx
k , x2y′′ = x2

∞∑
k=0

k(k − 1)akx
k−2 =

∞∑
k=0

k(k − 1)akx
k

y′′ 単独については
y′′ =

∞∑
k=2

k(k − 1)akx
k−2 =

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2x
k

k − 2 を改めて k とした。以上の展開式をルジャンドルの微分方程式に代入すると
∞∑
k=0

(
(k + 2)(k + 1)ak+2 −

(
k(k − 1) + 2k − n(n+ 1)

)
ak

)
xk = 0

これから漸化式
ak+2 =

(k − n)(k + n+ 1)

(k + 1)(k + 2)
ak , k = 0, 1, 2, · · · (4.41)

を得る。a0 を与えると

a2 = − n(n+ 1)

2
a0 , a4 = − (n− 2)(n+ 3)

3·4
a2 =

n(n− 2)(n+ 1)(n+ 3)

2·3·4
a0 , · · ·

であり k が偶数である ak が決まる。一方, a1 を与えると k が奇数である ak が決まり奇関数が求
まる。これから

y(x) = a0 ×偶関数+ a1 ×奇関数
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になる。a0 と a1 は任意定数であるから y(x) は一般解である。
(4.41)より k = n とすると an+2 = 0 になる。(4.41)を再び使えば an+4 = an+6 = · · · = 0 になる

から, n が偶数 (奇数)のとき, 偶 (奇)関数は n次の多項式である。一方, 奇 (偶)関数は無限級数で
ある。n次の多項式を Pn(x) , これと 1次独立な無限級数を Qn(x) で表す。
Pn(x) を求める。n が偶数 (奇数)のとき k は偶数 (奇数)であるから k = n− 2m , 0 ≤ m ≤ [n/2]

とおけ

Pn(x) =

[n/2]∑
m=0

an−2m xn−2m

である。漸化式
an−2(m−1) = −

2m(2n+ 1− 2m)

(n+ 2− 2m)(n+ 1− 2m)
an−2m

は bm = an−2m とすると

bm = − (n+ 2− 2m)(n+ 1− 2m)

2m(2n+ 1− 2m)
bm−1 = − n+ 1−m

m

(n+ 2− 2m)(n+ 1− 2m)

(2n+ 2− 2m)(2n+ 1− 2m)
bm−1

これから

b1 = − n

1

n(n− 1)

2n(2n− 1)
b0 , b2 = − n− 1

2

(n− 2)(n− 3)

(2n− 2)(2n− 3)
b1

= (−1)2n(n− 1)

1·2
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2n(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)
b0

一般に
bm = (−1)mn(n− 1) · · · (n+ 1−m)

m!

n(n− 1) · · · (n+ 1− 2m)

2n(2n− 1) · · · (2n+ 1− 2m)
b0

である。1 ≤ m ≤ n のとき

n(n− 1) · · · (n+ 1−m) =
n(n− 1) · · · 2·1

(n−m)(n−m− 1) · · · 2·1
=

n!

(n−m)!

同様に

n(n− 1) · · · (n+ 1− 2m) =
n!

(n− 2m)!
, 2n(2n− 1) · · · (2n+ 1− 2m) =

(2n)!

(2n− 2m)!

になるから
bm =

(n!)2

(2n)!

(−1)m(2n− 2m)!

m! (n−m)! (n− 2m)!
b0

これは m = 0 でも成り立つ。b0 は任意であるが b0 =
(2n)!

2n(n!)2
とすると

Pn(x) =
1

2n

[n/2]∑
m=0

(−1)m(2n− 2m)!

m! (n−m)! (n− 2m)!
xn−2m

になる。Pn(x) をルジャンドル多項式という。
(x2 − 1)n を二項展開すると

(
x2 − 1

)n
=

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
(−1)kx2n−2k
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になるから
dn

dxn

(
x2 − 1

)n
=

∑
n−2k≥0

(−1)kn!
k! (n− k)!

(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (n− 2k + 1)xn−2k

=

[n/2]∑
k=0

(−1)kn!
k! (n− k)!

(2n− 2k)!

(n− 2k)!
xn−2k

したがって
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn

(
x2 − 1

)n
(4.42)

と表せる。これをロドリグ ( Rodrigues )の公式という。n = 0, 1, 2 とすると

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
3x2 − 1

2

である。
t = x∓ 1 とし二項定理を使うと

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dtn
tn(t± 2)n =

1

2nn!

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
(± 2)n−k dn

dtn
tn+k

=

n∑
k=0

(± 1)n−k (n+ k)(n+ k − 1) · · · (k + 1)

2kk! (n− k)!
tk

=

n∑
k=0

(± 1)n−k (n+ k)!

2k(k!)2(n− k)!
(x∓ 1)k (4.43)

になるから Pn(1) = 1 , Pn(−1) = (−1)n である。

問題 4.3 確定特異点 x = ± 1 のまわりで展開を行う場合

y(x) = y±(x) = (x± 1)ρ
∞∑
k=0

ak(x± 1)k , a0 ̸= 0

とおける。これを (4.40)に代入し ρ は重根 ρ = 0 だけであり, (4.43)と比較して y±(x) = Pn(x) と
できることを示せ。また, Pn(x) と 1次独立な解 Qn(x) は

Qn(x) =
Pn(x)

2
log

x+ 1

x− 1
+Wn−1(x) , Wn−1(x) =

[(n−1)/2]∑
m=0

dm xn−1−2m (4.44)

とおけることを示せ。

ベッセル ( Bessel )の微分方程式
確定特異点まわりのべき級数解の例としてベッセルの微分方程式

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+

(
1− ν2

x2

)
y = 0 (4.45)

の解を求める。この微分方程式の確定特異点は x = 0 である。一般論と同様に

y(x) = xρ
∞∑
k=0

akx
k , a0 ̸= 0 (4.46)
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として微分方程式に代入すると
∞∑
k=0

(
(k + ρ)2 − ν2

)
akx

k+ρ−2 +

∞∑
k=0

akx
k+ρ = 0

第 2項目で k = k′ − 2 とすると
∞∑
k=0

(
(k + ρ)2 − ν2

)
akx

k+ρ−2 +

∞∑
k′=2

ak′−2x
k′+ρ−2 = 0

したがって
(
ρ2 − ν2

)
a0 +

(
(1 + ρ)2 − ν2

)
a1x+

∞∑
k=2

((
(k + ρ)2 − ν2

)
ak + ak−2

)
xk = 0

これから(
ρ2 − ν2

)
a0 = 0 ,

(
(1 + ρ)2 − ν2

)
a1 = 0 , k ≥ 2 のとき

(
(k + ρ)2 − ν2

)
ak + ak−2 = 0

である。a0 ̸= 0 より ρ = ± ν になる。これは 2次方程式 (4.31)の解である。
2ρ ̸= − 1, − 2, · · · の場合を考える。k ≥ 1 に対して (k + ρ)2 − ν2 = k(k + 2ρ) ̸= 0 になるから

a1 = 0 , ak = − ak−2

k(k + 2ρ)

k が奇数のとき ak = 0 である。k が偶数のとき k = 2m とおくと

a2m = − 1

4m(m+ ρ)
a2(m−1) =

(−1)2

42m(m− 1)(m+ ρ)(m− 1 + ρ)
a2(m−2)

=
(−1)m

4mm! (m+ ρ)(m− 1 + ρ) · · · (1 + ρ)
a0 (4.47)

になる。
ここでガンマ関数 Γ (x)

Γ (x) =

∫ ∞

0

dt e−ttx−1 (4.48)

を導入する。この積分が発散しないためには x > 0 である。ところで

Γ (x) =

∫ ∞

0

dt e−t 1

x

dtx

dt
=

1

x

[
e−ttx

]t=∞

t=0
+

1

x

∫ ∞

0

dt e−ttx =
1

x
Γ (x+ 1)

である。Γ (x+ 1) は x+ 1 > 0 で収束するから, Γ (x) は x = 0 を除く x > − 1 で定義できる。上の
関係式を繰り返し適用すると

Γ (x) =
Γ (x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
, n = 1, 2, 3 · · · (4.49)

が成り立つ。したがって, Γ (x) は任意の x について定義される。ただし x = 0, − 1, − 2, · · · では
発散する。Γ (1) = 1 より Γ (n+ 1) = n! である。
(4.49)より

1

(m+ ρ)(m− 1 + ρ) · · · (1 + ρ)
=

Γ (ρ+ 1)

Γ (ρ+m+ 1)

と表せるから (4.47)は
a2m =

(−1)mΓ (ρ+ 1)

4mm!Γ (ρ+m+ 1)
a0
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になる。a0 は任意定数であるが, a0 = 1/(2ρΓ (ρ+ 1)) とすれば

y(x) = Jρ(x) =
(x
2

)ρ ∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ρ+m+ 1)

(x
2

)2m
, ただし ρ = ± ν (4.50)

になる。これを ρ次のベッセル関数という。2ρ = − 1, − 2, · · · でも (4.50)は (4.45)の解になる。
下図に J0(x), J1(x), J2(x), J3(x) を示す。一般に, ベッセル関数 Jν(x) は振動しながら減衰し, 無

限個のゼロ点が存在する。J0(x) の場合, ゼロ点 ≈ 2.405, 5.520, 8.654, · · · になる。

J0

J1
J2 J3

0

1

0 2 4 6 8 x

ν ̸= 0 のとき微分方程式 (4.45)の解として Jν(x) と J−ν(x) の 2つの解が得られた。ν が整数で
ない場合 Jν(x) と J−ν(x) は 1次独立である。一方, n = 1, 2, 3, · · · のとき

Jn(x) =
(x
2

)n ∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (n+m+ 1)

(x
2

)2m
=
(x
2

)n ∞∑
m=0

(−1)m

m! (n+m)!

(x
2

)2m
(4.51)

である。m ≤ n− 1 のとき Γ (−n+m+ 1) は発散し 1/Γ (−n+m+ 1) = 0 になるから

J−n(x) =
(x
2

)−n ∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (−n+m+ 1)

(x
2

)2m
=
(x
2

)−n ∞∑
m=n

(−1)m

m!Γ (−n+m+ 1)

(x
2

)2m
m = n+ k , k = 0, 1, · · · とすると

J−n(x) = (−1)n
(x
2

)n ∞∑
k=0

(−1)k

k! (n+ k)!

(x
2

)2k
= (−1)nJn(x)

になる。Jn(x) と J−n(x) は 1次独立ではない。(4.37)より Jn(x) と独立な解は

Jn(x) log x+ x−n
∞∑
k=0

ckx
k (4.52)

と表せる。n = 0 の場合も含む。Jν(x) と 1次独立な解として

Nν(x) =
1

sinπν

(
Jν(x) cosπν − J−ν(x)

)
, ν ̸=整数

がよく使われる。これを ν 次のノイマン ( Neumann )関数という。ν = n のとき Nν は 0/0 にな
るから

Nn(x) = lim
ν→n

Nν =

∂

∂ν

(
Jν(x) cosπν − J−ν(x)

)
∂ sinπν

∂ν

∣∣∣∣∣∣∣
ν=n

=
1

π

(
∂Jν
∂ν
− (−1)n ∂J−ν

∂ν

)
ν=n

で定義する。ν の微分を行えば πNn(x)/2 は (4.52)になる。
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例題
z > 0 に誘電率 ε1 の媒質, z < 0 に誘電率 ε2 の媒質があり, a = ( 0, 0, a) , a > 0 に点電荷 q を置
く。z > 0 での電位を V1(r) , z < 0 での電位を V2(r) とすると, Vi(r) は境界条件

V1(x, y, 0) = V2(x, y, 0) , ε1
∂V1

∂z

∣∣∣∣
z=0

= ε2
∂V2

∂z

∣∣∣∣
z=0

, Vi(r)
|r|→∞−−−−−→ 0

を満たす
∇2V1(r) = −

q

ε1
δ(r − a) , ∇2V2(r) = 0

の解である。V1(r) は

V1(r) =
q

4πε1

1

|r − a|
+ U1(r) , ∇2U1(r) = 0

とおける。対称性より Vi(r)は z と ρ =
√
x2 + y2 の関数である ( z軸まわりの角度に依存しない )。

ラプラス方程式の軸対称な解 ∇2ϕ(ρ, z) = 0 を求める。(2.19)より(
∂2
x + ∂2

y + ∂2
z

)
ϕ(ρ, z) =

(
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ + ∂2

z

)
ϕ(ρ, z) = 0

である。変数分離型の解 ϕ(ρ, z) = R(ρ)Z(z) を考えると

1

R

(
d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ

)
=

1

Z

d2Z

dz2

になる。左辺は ρ だけの関数, 右辺は z だけの関数である。両辺が任意の ρ, z で等しいためには
k2 を定数として

1

R

(
d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ

)
=

1

Z

d2Z

dz2
= k2

これから Z(z) = Aekz + Be−kz になる。k は実数とは限らないが, Z
|z|→∞−−−−−→ 0 であるためには

k > 0 として Z(z) = Ae−k|z| である。R の微分方程式は

d2R

dη2
+

1

η

dR

dη
−R = 0 , η = kρ

これは ν = 0 とした (4.45)であるから R(ρ) = CJ0(kρ) + DN0(kρ) になる。x → 0 のとき N0(x)

は log x で発散するから D = 0 である。変数分離型の解は AJ0(kρ)e
−k|z| , k > 0 になる。ラプラス

方程式の軸対称な一般解は
ϕ(ρ, z) =

∫ ∞

0

dk A(k)J0(kρ)e
−k|z|

になるから

V1(r) =
q

4πε1

1

|r − a|
+

q

4πε1

∫ ∞

0

dk v1(k)J0(kρ)e
−kz , V2(r) =

q

4πε1

∫ ∞

0

dk v2(k)J0(kρ)e
kz

とおける。境界条件は
1√

ρ2 + a2
+

∫ ∞

0

dk v1(k)J0(kρ) =

∫ ∞

0

dk v2(k)J0(kρ)

a

(ρ2 + a2)3/2
−
∫ ∞

0

dk kv1(k)J0(kρ) =
ε2
ε1

∫ ∞

0

dk kv2(k)J0(kρ)
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になる。(5.42)より∫ ∞

0

dk e−akJ0(kρ) =
1√

ρ2 + a2
, aで微分すると

∫ ∞

0

dk ke−akJ0(kρ) =
a

(ρ2 + a2)3/2

これらを代入すると∫ ∞

0

dk J0(kρ)
(
e−ak + v1(k)− v2(k)

)
= 0 ,

∫ ∞

0

dk kJ0(kρ)

(
e−ak − v1(k)−

ε2
ε1

v2(k)

)
= 0

これから e−ak + v1 − v2 = 0 , e−ak − v1 −
ε2
ε1

v2 = 0 , つまり

v1(k) =
ε1 − ε2
ε1 + ε2

e−ak , v2(k) =
2ε1

ε1 + ε2
e−ak

であればよい。したがって

V1(r) =
q

4πε1

(
1

|r − a|
+

ε1 − ε2
ε1 + ε2

∫ ∞

0

dk e−k(z+a)J0(kρ)

)

=
q

4πε1

(
1

|r − a|
+

ε1 − ε2
ε1 + ε2

1√
ρ2 + (z + a)2

)

=
q

4πε1

(
1

|r − a|
+

ε1 − ε2
ε1 + ε2

1

|r + a|

)

V2(r) =
2q

4π(ε1 + ε2)

∫ ∞

0

dk e−k(a−z)J0(kρ) =
2q

4π(ε1 + ε2)

1

|r − a|

になる。この結果は鏡像法を用いれば簡単に求まる。y = 0 での等電位線 (破線 ) と電気力線 (実
線 )を下図に示す。電気力線は微分方程式

dz

dx
=

Ez

Ex
=

∂zV

∂xV

の解である。z < 0 の場合
dz

dx
=

z − a

x
, ∴ z − a ∝ x

になる。

a

−a
a−a

0

z

0 x

ε1 < ε2 のとき

a

−a
a−a

0

z

0 x

ε1 > ε2 のとき
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5 複素関数
5.1 複素関数
複素数 z を変数とする関数 f(z) を複素関数という。初等的な複素関数についてまとめておく。

多項式
f(z) =

n∑
k=0

akz
k , ak =複素数の定数

複素数の和と積は定義されているから多項式は計算できる。

有理関数 P (z), Q(z) を多項式とするとき f(z) =
P (z)

Q(z)
を有理関数という。

指数関数 これは既に (1.10)で定義した。2つの複素数 z1, z2 に対して加法定理

ez1ez2 = ez1+z2

が成り立つ。x, y を実数として z = x+ iy のとき, オイラーの公式より

ez = ex+iy = ex
(
cos y + i sin y

)
(5.1)

である。ez+2πi = ez であるから, 指数関数 ez は周期 2πi の周期関数である。
三角関数 実数 x に対してオイラーの公式から

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i

であるが, 複素三角関数を

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, tan z =

sin z

cos z
, cot z =

1

tan z

で定義する。実三角関数で成り立つ関係式は複素三角関数でも成り立つ。例えば

cos2 z + sin2 z = 1 , cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2

である。第 2式は(
eiz1 + e−iz1

) (
eiz2 + e−iz2

)
= eiz1+iz2 + e−iz1−iz2 + eiz1−iz2 + e−iz1+iz2(

eiz1 − e−iz1
) (

eiz2 − e−iz2
)
= eiz1+iz2 + e−iz1−iz2 − eiz1−iz2 − e−iz1+iz2

を足し合わせれば求まる。z = x+ iy とすると

cos z =
eix−y + e−ix+y

2
=

ey + e−y

2
cosx− i

ey − e−y

2
sinx

= cosx cosh y − i sinx sinh y (5.2)

同様にして
sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y , tan z =

tanx+ i tanh y

1− i tanx tanh y
(5.3)

である。
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対数関数 複素数 z を与えたとき ew = z を満たす複素数 w を w = log z と定義する。w = ln z と
書くこともある。定義から elog z = z である。ew+2πi = ew であるから w = log z は n を整数とし
て 2nπi の不定性がある多価関数である。ただし, log z の定義より elog z = z である。log z を実部
と虚部に分けて log z = u+ iv とし, z を極形式

z = reiθ , 0 ≤ θ < 2π

で表す。eu+iv = reiθ の両辺の絶対値をとると |eiu| = |eiθ| = 1 であるから eu = r , つまり,

u = log r , ただし, 正の実数に対して log は実数とする。

これから eiv = eiθ になるから v = θ + 2nπ である。したがって

log z = log r + i(θ + 2nπ) , n =整数

1つの z に対して無限に多くの log z の値が対応する。n = 0 に制限すれば log z は一意に決まる。
このとき 0 ≤ v < 2π である。これを対数の主値といい Log z で表す。−π < θ ≤ π にとることもあ
る。一価関数 Log z

f(r, θ) = Log z = log r + iθ , 0 ≤ θ < 2π (5.4)

は正の実軸上では f(r, 0) = log r であるが, 複素平面の下半面から正の実軸に近づく場合

カット

f(r, θ)
θ→2π−−−−→ log r + 2πi

になるから, 正の実軸上で不連続になる。この不連続性を明示するため
に, z の複素平面で, 正の実軸に切断線 ( カット ) を入れて表す。一価
関数 Log z

Log z = log r + iθ , −π < θ ≤ π

と定義するならば, 負の実軸にカットを入れる。ある点 z0 の周りに z を一周させても f(z) が元の
値に戻らないとき, z0 を分岐点という。原点は log z の分岐点である。
べき関数 a を複素数とするとき

za = exp(a log z)

でべき関数 za を定義する。w = a log z とすると a ̸= 0 のとき

(za)
1/a

= (ew)1/a = exp

(
1

a
log ew

)
= ew/a = elog z = z

である。z = reiθ , ( 0 ≤ θ < 2π ) とおくと

za = exp
(
a log r + ia(θ + 2kπ)

)
, k =整数

になり a ̸=整数 のとき多価関数で z = 0 は za の分岐点になる。n = 2, 3, · · · のとき

z1/n = r1/neiθ/ne2πik/n

である。e2πik/n は 1 , e2πi/n , · · · , e2πi(n−1)/n の n個の異なる値をとるから, z ̸= 0 のとき z1/n は
n価の多価関数である。wn = z ̸= 0 を満たす n個の解は

w = z1/n = r1/n exp

(
i
θ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, · · · , n− 1
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で与えられる。
f(z) = r1/neiθ/n , 0 ≤ θ < 2π

と定義すれば, f(z) は一価関数であるが, 正の実軸で不連続になる。
もっとも簡単な f(z) =

√
z について考える。

f+(r, θ) =
√
r eiθ/2 , f−(r, θ) =

√
r ei(θ/2+π) = − f+(r, θ) , ただし 0 ≤ θ < 2π

とする。f± は一価関数である。正の実軸上では f±(r, 0) = ±
√
r になる。z の複素平面の下半面か

らり正の実軸に近づく場合

f+(r, θ)
θ→2π−−−−→ −

√
r , f−(r, θ)

θ→2π−−−−→
√
r

より, 原点 ( r = 0 )を除いた正の実軸上で f± は不連続である。ところで

f+(r, 0) = lim
θ→2π

f−(r, θ) , f−(r, 0) = lim
θ→2π

f+(r, θ)

であるから f±(z) は正の実軸上で互いに滑らかにつながる。そこで f±(z) が定義された 2つの複素
平面 C± を考えると

C+の正の実軸の上側の f+(z) = C−の正の実軸の下側の f−(z)

C+の正の実軸の下側の f+(z) = C−の正の実軸の上側の f−(z)

であるから, C+ の正の実軸の上側と C− の正の実軸の下側をつなぎ, C+ の正の実軸の下側と C−

の正の実軸の上側をつないだ 2枚の複素平面 C に対して

F (z) =

{
f+(z) , z が C+ 上のとき
f−(z) , z が C− 上のとき

θ

0

ϕ

a

zと定義すれば, F (z) は C 上で一価関数になる。C を √z のリー
マン面という。原点を 2周すると元の点に戻る。
a > 0 のとき

√
z(z − a) のカットについて考える。この場合

z = 0, a が分岐点である。図のように角度 θ , ϕ をとり

z = reiθ , z − a = ρeiϕ , ただし r ≥ 0 , ρ ≥ 0

とし f(z) =
√
rρ ei(θ+ϕ)/2 を考える。r, θ を与えれば ρeiϕ = reiθ − a から ρ, ϕ は決まる。

0 a

P1
P2P3P4

P5 P6

点 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P1

θ 0 0 0 π 2π 2π 2π

ϕ 0 π π π π π 2π

上図のように, 点 P1 を出発点にして 2 つの分岐点を囲む経路に沿って 1 周する場合, P1 では
θ = 0 , ϕ = 0 , P2 では θ = 0 , ϕ = π である。同様にして, 経路に沿った位相の変化をまとめると表
になる。1周して P1 に戻ると位相 (θ + ϕ)/2 の変化は 2π になるから, f(z) は 2つの分岐点を囲む
経路に沿っては 1価である。一方, 例えば, z = 0だけを囲む経路を 1周すると, ϕ は出発点の値の
戻るが θ は 2π 増加するから, f(z) は − f(z) になり 1価関数ではない。したがって, 0 ≤ z ≤ a に
カットを入れて, このカットを横切れないようにすれば, f(z) は 1価関数になる。位相を比較すれ
ば f(P3) = − f(P5) である。P2 と P6 でも同様である。カットの両側で f(z) は不連続になる。
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5.2 複素関数の微分
f(z) を複素平面上のある領域 Dで定義された関数とする。z ∈ D のとき, z を中心とした微小な

半径 ε > 0の円内の領域が Dに含まれるとする。Dが境界線が含むとき, z が境界線上の点ならば,

これを満たさない。以下ではDは境界線を含まない開領域とする。0 < |∆z| < ε として

lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
(5.5)

が存在するとき, f(z) は微分可能であるという。複素平面のどの方向から z に近づいても, 同じ極
限値に収束しなければならない。この極限値を df/dz または f ′(z) で表す。実関数の場合と同様に(

f(z) + g(z)
)′

= f ′(z) + g′(z) ,
(
f(z)g(z)

)′
= f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

d

dz
f(g(z)) = g′(z)f ′(g(z)) , g(z) ̸= 0 のとき

(
f(z)

g(z)

)′

=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g(z)2

である。複素平面上のある領域 D内のすべての点で微分可能であるとき, f(z) は Dで正則といい,

f(z) を正則関数という。f(z) が z = z0 で微分可能でないとき, この点を f(z) の特異点という。
z ∈ D での微分を考えるとき,

微分の例 n を自然数とするとき, 二項定理より
dzn

dz
= lim

∆z→0

(z +∆z)n − zn

∆z
= lim

∆z→0

(
nzn−1 +

n(n− 1)

2
zn−2 ∆z + · · ·

)
= nzn−1

指数関数の場合

ez+∆z = eze∆z = ez
(
1 +∆z +

1

2
(∆z)2 + · · ·

)
, ∴ dez

dz
= ez lim

∆z→0

(
1 +

∆z

2
+ · · ·

)
= ez

これから
d cos z

dz
=

d

dz

eiz + e−iz

2
= i

eiz − e−iz

2
= − sin z ,

d sin z

dz
= cos z

対数関数 w = log z は ew = z の両辺を微分すると
dw

dz
ew = 1 , ∴ d log z

dz
=

1

z

になる。f(z) = z∗ は任意の点で微分不可能である。実際

δ =
f(z +∆z)− f(z)

∆z
=

(∆z)∗

∆z

∆z が実数のとき δ = 1 , ∆z が純虚数のとき δ = −1 になるから, (5.5)の極限値は存在しない。同
様に Re z , Im z も任意の点で微分不可能である。f(z) = |z|2 = zz∗ = x2 + y2 の場合

δ =
f(z +∆z)− f(z)

∆z
= z∗ + z

(∆z)∗

∆z

z = 0 のときだけ ∆z に無関係に δ = 0 であるから微分可能で d(zz∗)/dz|z=0 = 0 である。

コーシー・リーマンの微分方程式
f(z) が微分可能である条件を求める。x, y を実数として z = x+ iy とし, f(z) の実部と虚部をそ

れぞれ u(x, y), v(x, y) とすると f(z) = u(x, y) + iv(x, y) である。このとき

δ(z) = lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z

= lim
∆z→0

(
u(x+∆x, y +∆y)− u(x, y)

∆x+ i∆y
+ i

v(x+∆x, y +∆y)− v(x, y)

∆x+ i∆y

)
(5.6)
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は ∆z = ∆x+ i∆y = εeiϕ とおくと

u(x+∆x, y +∆y)− u(x, y) = u(x+ ε cosϕ, y + ε sinϕ)− u(x, y)

= ε
(
ux(x, y) cosϕ+ uy(x, y) sinϕ+O(ε)

)
, ux =

∂u

∂x
など

であるから

δ = lim
ε→+0

e−iϕ
(
ux cosϕ+ uy sinϕ+ ivx cosϕ+ ivy sinϕ+O(ε)

)
=

1

2

(
ux − iuy + ivx + vy + e−2iϕ

(
ux + iuy + ivx − vy

))
微分可能である条件は δ が ϕ に依存しないことであるから

ux + iuy + ivx − vy =
∂u

∂x
− ∂v

∂y
+ i

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x

)
= 0

u(x, y), v(x, y) は実数であるから
∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= − ∂v

∂x
(5.7)

になる。これをコーシー・リーマンの微分方程式という。この条件が成り立つとき

f ′(z) =
1

2

(
ux − iuy + ivx + vy

)
=

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= − i

∂u

∂y
+

∂v

∂y
(5.8)

である。u(x, y), v(x, y) が連続ならば f(z) も連続であるが, f(z) が微分可能である条件は, u(x, y),

v(x, y) が微分可能であるだけではなく (5.7)を満たす必要があり, 極めて強い条件である。(5.8) は,

(5.6)において実軸に沿った極限 ∆x→ 0, ∆y = 0 での値と虚軸に沿った極限 ∆x = 0, ∆y → 0 での
値が等しいことと同値である。

• (5.7)の第 1式を x で偏微分し, 第 2式を y で偏微分したものを加えると
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 , 同様にして ∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
= 0 (5.9)

である。u(x, y), v(x, y) は 2次元のラプラス方程式を満たす。
• z = x+ iy を与えれば z∗ = x− iy は一意に決まるから, z と z∗ は独立ではない。しかし, あた
かも独立変数のように扱い z, z∗ に関する偏微分を考える。x = (z + z∗)/2 , y = (z − z∗)/(2i)

であるから偏微分を
∂f

∂z
=

∂x

∂z

∂f

∂x
+

∂y

∂z

∂f

∂y
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z∗
=

∂x

∂z∗
∂f

∂x
+

∂y

∂z∗
∂f

∂y
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
で定義する。f(z) = u(x, y) + iv(x, y) を代入すると, (5.7), (5.8)より

∂f

∂z∗
=

ux − vy + i (vx + uy)

2
= 0 ,

∂f

∂z
=

ux + vy + i (vx − uy)

2
=

df

dz

になる。コーシー・リーマンの微分方程式は ∂f/∂z∗ = 0 と表せる。これから f(z) = z∗ は微
分不可能, f(z) = |z|2 = zz∗ は z = 0 だけ微分可能である。

• z を極形式で表して z = reiθ とする。
∂f

∂r
=

∂z

∂r

df

dz
= eiθ

df

dz
,

∂f

∂θ
=

∂z

∂θ

df

dz
= ireiθ

df

dz
= ir

∂f

∂r
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であるから, 極座標によるコーシー・リーマンの微分方程式
∂u

∂θ
+ i

∂v

∂θ
= ir

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
, ∴ ∂u

∂θ
= − r

∂v

∂r
,

∂v

∂θ
= r

∂u

∂r

を得る。(2.17)を用いて (5.7)を書き直してもよい。

問題 5.1 (5.1), (5.2), (5.3)の場合, 具体的に微分して (5.7)が成り立ち, f ′(z) が (5.8)で与えられ
ることを示せ。また, f(z) = z∗ の場合には (5.7)が成り立たないことを示せ。

問題 5.2 正則関数 f(z) が任意の z で f ′(z) = 0 , Re f(z) = 定数 , |f(z)| = 定数 のどれかを満た
せば, f(z) は定数になることを示せ。

問題 5.3 ある領域 D と実軸に関して対称な領域を D∗ とする。D で f(z) が正則な場合, D∗ で
g(z) =

(
f(z∗)

)∗ は正則になる, つまり ∂g(z)/∂z∗ = 0 を示せ。

問題 5.4 極形式で表して z = reiθ , f(z) = R(r, θ) exp
(
iΘ(r, θ)

) とする。コーシー・リーマンの微
分方程式が

∂R

∂θ
= − rR

∂Θ

∂r
, R

∂Θ

∂θ
= r

∂R

∂r

になることを示せ。

5.3 複素積分

a z1
z2

zn−1

bガウス平面 (複素平面)上の 2点 a, b を考える。a を始点とし b を終点
とする曲線 C を n個に分割し, k番目の点を zk とする。ただし, a = z0,

b = zn である。∆zk = zk − zk−1 として和

Sn =

n∑
k=1

f(zk)∆zk (5.10)

を考える。すべての ∆zk が 0 になるように n→∞ とするとき, Sn の極限値 S を

S =

∫
C

f(z) dz (5.11)

で表す。これを積分路 C に沿った f(z) の複素積分という。複素積分の値は, 始点 a, 終点 b だけで
なく, 一般に積分路の取り方にも依存する。どのような積分路に沿った積分かを明記するために, 積
分記号の下に積分路 C を書く。(5.11)において, z は任意の点ではなく積分路 C 上の点である。ま
た, dz は C に沿った a から b に向かう微小変位である。積分路 C には向きがある。曲線 C に沿っ
て逆向きの積分路を −C で表すと ∆zk は −∆zk になるから∫

−C

f(z) dz = −
∫
C

f(z) dz

である。C が閉曲線で a = b の場合, 線積分と同様に
∮
C

f(z) dz と書くこともある。
複素積分は xy平面上の線積分で表せる。z = x+ iy , f(z) = u(x, y) + iv(x, y) を用いれば∫

C

f(z) dz =

∫
C

(u+ iv) (dx+ idy)

=

∫
C

(
u(x, y) dx− v(x, y) dy

)
+ i

∫
C

(
v(x, y) dx+ u(x, y) dy

)
(5.12)
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になる。各々の積分は実関数 ( 変数が実数である関数 )の線積分である。
始点 aと終点 bを結ぶ曲線 C上の点 z が,実数の変数 tの関数 z = z(t)で表せ a = z(ta), b = z(tb)

のとき ∫
C

dz f(z) =

∫ tb

ta

dt
dz

dt
f(z(t))

である。右図の半径 R の半円 C の場合 z = Reiθ , θ : 0→ π であるから

R−R

∫
C

dz f(z) = iR

∫ π

0

dθ eiθf(Reiθ)

になる。
複素積分を評価するとき以下の不等式は有用である。|z1+ z2| ≤ |z1|+ |z2| であるから (5.10)より

|Sn| ≤
n−1∑
k=0

|f(zk)|∆sk , ∆sk = |∆zk| =
√
(∆xk)2 + (∆yk)2

極限をとれば ∣∣∣∣∫
C

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

ds |f(z)| , ds =
√

(dx)2 + (dy)2 (5.13)

になる。経路が変数 t で表せるならば∣∣∣∣∫
C

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ tb

ta

dt

∣∣∣∣f(z)dzdt
∣∣∣∣ , ただし ta < tb

である。

5.4 コーシーの積分定理
自分自身と交わらない (閉)曲線を単純 (閉)曲線という。また, 複素平面上の領域 D で, D内を通

る任意の単純閉曲線の内部が D に含まれるとき, D を単連結領域という。つまり, 穴の開いていな
い領域を単連結領域という。
f(z) は複素平面の単連結領域 D で正則とする。D 内の閉曲線 C に沿った複素積分を考える。C

は単純閉曲線である必要はない。(5.12)にグリーンの定理 (3.43)を適用する。閉曲線 C の内部の領
域 R では (5.7)が成り立つから

C

∮
C

f(z) dz =

∫
R

dxdy

(
− ∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
+ i

∫
R

dxdy

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
= 0

になる。これをコーシーの積分定理といい, 複素積分で最も重要な定理である。
なお, 図のように、反時計回りに閉曲線をまわる向きを正方向, 逆の向きを負方
向という。通常は、正方向に積分する。

C1

C2

a

b
原始関数
単連結領域 D 内の 2点 a, b を a から b に向かう D内の積分路を C1, C2 とす
る。C2 と逆方向の積分路 −C2 と C1 は閉曲線をなすからコーシーの積分定理
より

0 =

∫
C1

dz f(z) +

∫
−C2

dz f(z) =

∫
C1

dz f(z)−
∫
C2

dz f(z)

したがって, 積分は両端の a, b にだけ依存し途中の経路に依存しない。a を固定すると積分は b だ
けの関数になる。b を z と書き直せば

F (z) =

∫ z

a

dz′ f(z′)
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である。∆z → 0 のとき

F (z +∆z)− F (z) =

∫ z+∆z

z

dz′ f(z′) = f(z)∆z , ∴ F ′(z) = lim
∆z→0

F (z +∆z)− F (z)

∆z
= f(z)

である。一般に, dG/dz = f(z) を満たす正則関数 G(z) を f(z) の原始関数という。F (z) は原始関
数の 1つである。F ′(z) − G′(z) = 0 であるから F (z) − G(z) = 定数 = A になる。F (a) = 0 より
A = −G(a) になるから ∫ z

a

dz′ f(z′) = G(z)−G(a)

単連結領域で正則ならば, その領域内の積分は始点と終点だけで決まり原始関数が存在する。
通常, 実関数の積分は原始関数を求めることだが, 以下の複素関数の積分では, 原始関数は現れ

ない。

C1

C2

C3

1

i
例題 f(z) = z を右図の経路 C1 と C2+C3 に沿って積分する。C1上の z は
z = (1 + i)t , 0 ≤ t ≤ 1 と表せるから

I1 =

∫
C1

dz z =

∫ 1

0

dt
dz

dt
z = (1 + i)2

∫ 1

0

dt t = i

C2 では z = x , 0 ≤ x ≤ 1 であり C3 では z = 1 + ix , 0 ≤ x ≤ 1 になるから

I2+3 =

∫
C2

dz z +

∫
C3

dz z =

∫ 1

0

dxx+ i

∫ 1

0

dx (1 + ix) = i

f(z) = z は正則であるから積分は経路に依らない。原始関数は G(z) = z2/2 + 定数 になるから
I1 = I2+3 = G(1 + i)−G(0) = i である。f(z) = z∗ の場合

I1 =

∫
C1

dz z∗ = (1 + i)(1− i)

∫ 1

0

dt t = 1 , I2+3 =

∫ 1

0

dxx+ i

∫ 1

0

dx (1− ix) = 1 + i

z∗ は正則ではないから積分は経路に依存する。

C1

C2

a1
a2b1

b2

C1

−C2

C1

−C2

a2b2b1a1

C ′′

C ′

積分路の変更
右図において f(z) が空白部分を除いた領域
D で正則とする。C1 と C2 を D 内の単純
閉曲線とし C2 は C1 の内部にあるとする。
積分の方向は同じ向きにとる。C1 と C2 を
a1, b1 及び a2, b2 で結ぶ。このとき, 右側の
図のように

C ′ : a1
C1−−→ a2 → b2

−C2−−−→ b1 → a1 , C ′′ : a1 → b1
−C2−−−→ b2 → a2

C1−−→ a1

という 2つの閉曲線の積分路を考えると, コーシーの積分定理より

I =

∮
C′
dz f(z) +

∮
C′′

dz f(z) = 0

である。a1 と b1 を結ぶ部分の積分は C ′ では b1 → a1, C
′′ では a1 → b1 であり逆方向になるから

I では打ち消しあう。同様に a2 と b2 を結ぶ部分の積分も打ち消しあい

I =

∮
C1

dz f(z) +

∮
−C2

dz f(z) = 0 , ∴
∮
C1

dz f(z) =

∮
C2

dz f(z)

である。
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C
C2C1

更に, 2つの部分を除いた領域 D で正則であるとき, 右図の様な D 内
の積分路を考える。C1 と C2 を C の内部にある単純閉曲線とし, C1 と
C2 は互いに外部にある。このとき, 上と同様にして∮

C

dz f(z) =

∮
C1

dz f(z) +

∮
C2

dz f(z) (5.14)

これは n個の場合に一般化できる。正則でない領域を横切らない限り,積
分路を変更しても積分は変わらない。この性質は重要である。
例題 1 点 a を内部に含む正方向の単純閉曲線を C とする。整数 k に対して

Ik =

∮
C

dz (z − a)k =

{
2πi , k = − 1

0 , k ̸= − 1
(5.15)

C
a Cρ

を示す。k ≥ 0のとき (z−a)k は任意の点で正則であるから Ik = 0 である。
k < 0 の場合, (z − a)k は z = a以外では正則であるから, 積分路は z = a

を横切らなければ変更してもよい。そこで, z = a を中心とした半径 ρ の円
周を Cρ とすると, Cρ 上では z = a+ ρ eiθ, θ : 0→ 2π であるから

Ik =

∮
Cρ

dz (z − a)k =

∫ 2π

0

dθ
dz

dθ
(ρ eiθ)k = i ρk+1

∫ 2π

0

dθ ei(k+1)θ =

{
2πi , k + 1 = 0

0 , k + 1 ̸= 0

k ≤ − 2 のとき (z − a)k は z = a で正則ではないが周積分は 0 になる。

C3

C1

C2C4

−R R

a
例題 2 a が複素定数のとき

I(a) =

∫ ∞

−∞
dx e−(x+a)2 =

√
π (5.16)

を示す。実数の場合, (3.25)より明らかである。Im a > 0 の場合
を考えれば十分である。図のような長方形の積分路を C とする。
e−z2 は正則であるから, コーシーの積分定理より∮

C

dz e−z2

= I1 + I2 + I3 + I4 = 0 , ただし Ik =

∫
Ck

dz e−z2

である。C1 上では z = x , x : −R→ R , C3 上では z = x+ a , x : R→ −R であるから

I1 =

∫ R

−R

dx e−x2 R→∞−−−−→
∫ ∞

−∞
dx e−x2

=
√
π , I3 =

∫ −R

R

dx e−(x+a)2 R→∞−−−−→ − I(a)

C2 上では z = R+ ix , x : 0→ b = Im a であるから

|I2| =
∣∣∣∣ i ∫ b

0

dx e−(R+ix)2
∣∣∣∣ ≤ ∫ b

0

dx
∣∣∣e−(R+ix)2

∣∣∣ = e−R2

∫ b

0

dx ex
2 R→∞−−−−→ 0 , |I4|

R→∞−−−−→ 0

I1 + I2 + I3 + I4
R→∞−−−−→

√
π − I(a) になるから (5.16)が成り立つ。

問題 5.5 a を実数とするとき∫ ∞

0

dx e−x2

cos(2ax) =

√
π

2
e−a2

,

∫ ∞

0

dx e−x2

sin(2ax) = e−a2

∫ a

0

dx ex
2

を示せ。上図において C4 を虚軸上にとる。
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C1

C2

C4

C3

R

−R ϕ/2

例題 3 e−ax2の積分 (3.25)が Re a ≥ 0である複素数でも成り立
つことを示す。aを極形式で表して a = |a|eiϕ とすると Re a ≥ 0

より |ϕ| ≤ π/2 である。z =
√
|a| eiϕ/2x とすると

I =

∫ ∞

−∞
dx e−ax2

=
e−iϕ/2√
|a|

∫
C1

dz e−z2

C1 は原点を通る傾き tan(ϕ/2) の直線である。図のような閉曲線 C1 + C2 + C3 + C4 を考えると,

e−z2 は正則であるから
I1 + I2 + I3 + I4 = 0 , Ik =

∫
Ck

dz e−z2

π/2

1C2 上では z = Reiθ/2, θ : ϕ→ 0 とおけるから

|I2| ≤
R

2

∫ |ϕ|

0

dθ
∣∣exp(−R2eiθ

)∣∣ = R

2

∫ |ϕ|

0

dθ exp
(
−R2 cos θ

)
右図より 0 ≤ θ ≤ |ϕ| ≤ π/2 のとき cos θ ≥ 1− 2θ/π , 1− 2|ϕ|/π ≥ 0 にな
るから

|I2| ≤
R

2

∫ |ϕ|

0

dθ e−R2(1−2θ/π) =
π

4rR

(
e−R2(1−2|ϕ|/π) − e−R2

)
R→∞−−−−→ 0

同様にして I4 → 0 である。実軸に沿った積分 I3 は I3
R→∞−−−−→ −

√
π になるから

I1 −
√
π = 0 , ∴

∫ ∞

−∞
dx e−ax2

=
I1√
a
=

√
π

a
ただし √

a =
√
|a| eiϕ/2 , |ϕ| ≤ π/2

である。
k を正の実数として a = ik の場合 ϕ = π/2 であるから∫ ∞

−∞
dx e−ikx2

=

√
π

k
e−iπ/4 , ∴

∫ ∞

−∞
dx cos

(
kx2
)
=

∫ ∞

−∞
dx sin

(
kx2
)
=

√
π

2k

を得る。これをフレネル積分という。

η

η∗

−η∗

−η

R

RC1

C2

C3

例題 4 右図の閉曲線 C = C1 +C2 +C3 に沿って 1/(z4 + 1) を積分して∫ ∞

0

dx
1

x4 + 1
=

π

2
√
2

(5.17)

を求める ( (5.56)参照 )。η = eiπ/4 とすると
1

z4 + 1
=

η∗

4

(
1

z + η∗
− 1

z − η∗

)
+

η

4

(
1

z + η
− 1

z − η

)
(5.18)

に分解できる。1/(z − η) 以外は閉曲線 C の内部で正則であるから, コーシーの積分定理より, これ
らの積分は 0 である。1/(z − η) の積分は (5.15)より 2πi になるから∮

C

dz
1

z4 + 1
= − iπ

2
η =

π

2
√
2
(1− i) (5.19)

一方 ∮
C

dz
1

z4 + 1
= I1 + I2 + I3 , Ik =

∫
Ck

dz
1

z4 + 1

C1 上では z = x , x : 0→ R , C3 上では z = ix , x : R→ 0 であるから

I1 + I3 =

∫ R

0

dx
1

x4 + 1
+ i

∫ 0

R

dx
1

(ix)4 + 1

R→∞−−−−→ (1− i)

∫ ∞

0

dx
1

x4 + 1
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C2 上では z = Reiθ, θ : 0→ π/2 であるから

|I2| ≤
∫ π/2

0

dθ

∣∣∣∣ iReiθ

R4e4iθ + 1

∣∣∣∣ ≤ ∫ π/2

0

dθ
R

R4 − 1

R→∞−−−−→ 0

したがって (5.17)を得る。
実関数の定積分に複素積分を適用すると, 原始関数を用いずに定積分が求められる。原始関数が

複雑であったり, 初等関数では表せない場合, 特に有効である。なお, (5.18)のように変形したが, こ
れは (5.15)を利用するためである。留数定理 (5.33)を用いれば (5.19)は直ちに求められる。

問題 5.6 1/(x4 + 1) を x2 ±
√
2x+ 1 の部分分数に分解し原始関数を求めよ。

コーシーの積分公式
f(z) は領域 D で正則とする。D 内の単純閉曲線を正方向のまわる積分路を C とする。このとき,

z を C 内の任意の点として f(η)/(η − z) を η について積分する。f(η)/(η − z) は η ̸= z で正則で
あるから, 積分路 C は η = z を中心とした半径 ε の円に置き換えてよい。ε は任意である。円が D

内にあれば η = z + ε eiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π であるから∮
C

dη
f(η)

η − z
=

∫ 2π

0

dθ
dη

dθ

f(η)

η − z
= i

∫ 2π

0

dθ f
(
z + ε eiθ

)
(5.20)

この積分は半径 ε には依存しない。そこで, ε→ +0 の極限を考えれば∮
C

dη
f(η)

η − z
= i

∫ 2π

0

dθ f(z) = 2πif(z) , ∴ f(z) =
1

2πi

∮
C

dη
f(η)

η − z
(5.21)

になる。これをコーシーの積分公式という。C 内における正則関数の値は, C 上の値だけで完全に
決まる。(5.20), (5.21)より

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ f
(
z + ε eiθ

)
(5.22)

である。f(z) は z を中心とする円周上の平均値である。これを複素関数の平均値の定理という。
(5.21)の両辺を単純に z で微分すれば

f (n)(z) =
dnf

dzn
=

n!

2πi

∮
C

dη
f(η)

(η − z)n+1
(5.23)

である。実関数の場合, f(x) が微分可能であっても f ′(x) は微分可能とは限らないが, 複素関数は
微分可能 (正則関数)ならば, 何回でも微分可能である。(5.23)を数学的帰納法で示す。(5.21)より

f(z + h)− f(z)

h
=

1

2πi

∮
C

dη
f(η)

(η − z − h)(η − z)

h→0−−−→ 1

2πi

∮
C

dη
f(η)

(η − z)2

であるから, (5.23)は n = 1 のとき成り立つ。n = k のとき成り立つとすると

f (k)(z + h)− f (k)(z)

h
=

k!

2πi

∮
C

dη
f(η)

h

(η − z)k+1 − (η − z − h)k+1

(η − z − h)k+1(η − z)k+1

分子の (η − z − h)k+1 を二項展開すれば

1

h

(η − z)k+1 − (η − z − h)k+1

(η − z − h)k+1(η − z)k+1
=

(k + 1)(η − z)k +O
(
h
)

(η − z − h)k+1(η − z)k+1

h→0−−−→ k + 1

(η − z)k+2

になるから, (5.23)は n = k + 1 のときも成り立つ。
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最大値の原理
f(z) が正則である領域D内の点 z を中心とした半径 ε の円周 z + ε eiθ を考える。|f(z)| が極大な
らば ε が微小のとき |f(z + ε eiθ)| < |f(z)| である。(5.22)より

|f(z)| = 1

2π

∣∣∣∣∫ 2π

0

dθ f(z + εeiθ)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

dθ |f(z + εeiθ)| < |f(z)|
2π

∫ 2π

0

dθ = |f(z)|

になり矛盾する。したがって, D の内部で |f(z)| は極大にならない。f(z) ̸= 0 ならば 1/f(z) も正
則であるから, 1/|f(z)| は極大にならない, つまり, |f(z)| は極小にもならない。f(z) = 0 を満たす
点があれば |f(z)| は最小値 0 になる。この場合を除いて |f(z)| は極値をとらない。
D を閉曲線 C とその内部とする。C の内部で |f(z)| は極大にならないから, f(z) ̸=定数 の場合,

D における |f(z)| の最大値は C 上の点が与える。これを最大値の原理という。また, D で f(z) が
0 にならないならば, |f(z)| の最小値も C 上でとる。

実軸−i

i

0.5

右図は |f(z)| = |z2 + 1| の 3次元プロットである。f(± i) = 0 で
あり z ̸= ± i では |f(z)| は極値にならない。|z| ≤ ρ の領域では,

|f(z)| は境界上の点 z = ± ρ で最大になる。ρ ≤ 1 ならば境界上の
点 z = ± iρ で |f(z)| は最小になり, ρ > 1 では z = ± i で最小にな
る。f ′(0) = 0 , f ′′(0) = 2 であるが, z = 0 で |f(z)| は極値にならな
い。実軸上では |f(z)| = x2 + 1 より z = 0 で極小になるが, 虚軸上
では |f(z)| = |1− y2| であるから極大になり, z = 0 は |f(z)| の鞍点
である ( 141ページ参照 )。
コーシーの不等式
(5.23)で C として z を中心とした半径 r の円を考えると

f (n)(z) =
n!

2π

∫ 2π

0

dθ
f(z + reiθ)

(reiθ)n
, ∴

∣∣f (n)(z)
∣∣ ≤ n!

2πrn

∫ 2π

0

dθ
∣∣f(z + reiθ)

∣∣
になる。

∣∣f(z + reiθ)
∣∣ ≤M(r) ならばコーシーの不等式

∣∣f (n)(z)
∣∣ ≤ n!M(r)

2πrn

∫ 2π

0

dθ =
n!M(r)

rn

が成り立つ。
リウビルの定理 全領域において正則で有界な関数は定数である。
任意の z に対して |f(z)| ≤ M である定数 M が存在する。z を中心とした半径 r の円の経路を考
えると, コーシーの不等式より |f ′(z)| ≤M/r である。r は任意であるから, r →∞ でも成り立たな
ければならない。したがって, 任意の z に対して f ′(z) = 0 になるから f(z) は定数である。
実変数 x の関数とは非常に異なる性質である。例えば, sinx は任意の点で微分可能で | sinx| ≤ 1

であるが, 定数ではない。リウビルの定理を言い換えれば, 定数でない正則関数の場合, 無限遠を含
む全複素平面上のどこかで発散する。sin z も sin(iR)

R→∞−−−−→∞ である。
代数学の基本定理
係数が複素数である n次の多項式

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an , a0 ̸= 0 , n = 1, 2, · · ·

を考える。代数方程式 f(z) = 0 には n個の複素解が存在することを示す。
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f(z) = 0 の解が存在しないとすると, 1/f(z) は任意の点で正則である。|z| → ∞ のとき |f(z)| →
∞ になるから, 十分大きな R に対して |z| > R のとき 1/|f(z)| < M となる定数 M が存在する。
|z| = R上での 1/|f(z)| の最大値 N は有界である。最大値の原理から |z| ≤ R のとき 1/|f(z)| ≤ N

になる。したがって, 全領域で 1/f(z) は有界になるから, リウビルの定理より 1/f(z) は定数でな
ければならない。これは f(z) が定数でないことと矛盾するから, f(z) = 0 は少なくとも 1つ解をも
つ。f(z1) = 0 とすると f(z)/(z − z1) は n − 1次の多項式になり, 少なくとも 1つ解をもつ。これ
を繰り返せば, f(z) = 0 には n個の解 (重根を含む) が存在する。
ポアソンの公式
ある領域 D の境界上 ( 2次元なら閉曲線, 3次元なら閉曲面 )で与えられた関数になり, D でラプラ
ス方程式 ∇2u(r) = 0 を満たす関数 u(r) を求める問題をディリクレ問題という。
2次元の場合, 正則関数 f(z) の実部あるいは虚部は (5.9)よりラプラス方程式を満たす。コーシー

の積分公式 (5.21)を用いて, D が原点を中心とした半径 R の円 C の内部の場合, ディリクレ問題を
解く。z = reiθ が円内部の点 ( r < R )のとき R2/z∗ は円外部の点である。したがって

f(z) =
1

2πi

∮
C

dη
f(η)

η − z
, 0 =

1

2πi

∮
C

dη
f(η)

η −R2/z∗

両者の差をとれば

f(z) =
1

2πi

∮
C

dη

(
1

η − z
− 1

η −R2/z∗

)
f(η) =

1

2πi

∮
C

dη
|z|2 −R2

η(η − z)(z∗ −R2/η)
f(η)

η は C 上の点であるから η = Reiϕ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π とおける。dη = iη dϕ , R2/η = η∗ より

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

dϕ
R2 − r2

|η − z|2
f(η) =

1

2π

∫ 2π

0

dϕ
R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − ϕ)
f(η)

したがって, ラプラス方程式の解 u(r, θ) = Ref(z) は

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

dϕ
R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − ϕ)
u(R, ϕ) (5.24)

になる。これが円上での u(R, ϕ)を与えたときのラプラス方程式の解でありポアソンの公式という。

問題 5.7 (5.24)の u(r, θ) が ( (2.19)参照 )(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
u(r, θ) = 0

を満たすことを確かめよ。また, r → R とすると (5.24)の積分が u(R, θ) になることを示せ。

5.5 テイラー展開とローラン展開
テイラー展開
複素数 α に対して

n∑
k=0

αk =
1− αn+1

1− α
, ∴ 1

1− α
=

n∑
k=0

αk +
αn+1

1− α

であるから, z′ ̸= a のとき α = (z − a)/(z′ − a) とすると

1

z′ − z
=

1

z′ − a

1

1− α
=

n∑
k=0

(z − a)k

(z′ − a)k+1
+

1

z′ − z

(
z − a

z′ − a

)n+1

(5.25)
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C を f(z) が正則な領域 D 内の正方向の単純閉曲線とし, z を C 内部の点とすると, (5.21)より

f(z) =
1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

z′ − z
=

n∑
k=0

Ak(z − a)k +Rn(z)

ただし

Ak =
1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

(z′ − a)k+1
, Rn(z) =

(z − a)n+1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

(z′ − z)(z′ − a)n+1
(5.26)

a Cz

z′

ρ

r

C として a を中心とした半径 ρ の円を考える。z′ = a+ρ eiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π

とおけるから

Rn(z) =
1

2π

(z − a)n+1

ρn

∫ 2π

0

dθ e−inθ f(z′)

(z′ − z)

r = |z − a| とする。|z′ − z| ≥ ρ− r であるから

|Rn| ≤
1

2π

|z − a|n+1

ρn

∫ 2π

0

dθ
|f(z′)|
|z′ − z|

=
1

2π

r

ρ− r

(
r

ρ

)n ∫ 2π

0

dθ |f(z′)|

r < ρ より |Rn|
n→∞−−−−→ 0 になるから, 正則領域 D に含まれる |z − a| < ρ において, テイラー展開

f(z) =

∞∑
k=0

Ak(z − a)k , Ak =
1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

(z′ − a)k+1
=

f (k)(a)

k!
(5.27)

が成り立つ。ここで (5.23)を用いた。f(z)の右辺のべき級数をテイラー級数という。実関数と同様
に, a = 0 のときマクローリン級数という。べき級数の解析的性質は 133ページで考察する。
ローラン展開
正則でない点を中心とする展開もできる。a を中心とする領域 D = {z |R1 < |z − a| < R2} で f(z)

は正則とする。図の正方向の積分路を考えると (5.14)より

a C2C1z
Cz

∮
C2

dz′
f(z′)

z′ − z
=

∮
C1

dz′
f(z′)

z′ − z
+

∮
Cz

dz′
f(z′)

z′ − z

コーシーの積分公式 (5.21)より右辺第 2項は 2πif(z) になるから

f(z) =
1

2πi

∮
C2

dz′
f(z′)

z′ − z
− 1

2πi

∮
C1

dz′
f(z′)

z′ − z

|z′ − a| ≤ R1 において f(z′) が正則ならば, C1 内部では f(z′)/(z′ − z)

は正則になり第 2項は 0 になるが, ここでは 0 ではない。C2 の積分で
は, |z − a| < |z′ − a| であるからテイラー展開と同様に

1

2πi

∮
C2

dz′
f(z′)

z′ − z
=

∞∑
k=0

Ak(z − a)k , Ak =
1

2πi

∮
C2

dz′
f(z′)

(z′ − a)k+1

と展開できる。C2 内部で f(z′) は正則でないから Ak ̸= f (k)(a)/k! である。(5.25)で z と z′ を入
れ替えると

− 1

z′ − z
=

1

z − a

n∑
k=0

(
z′ − a

z − a

)k

+
1

z − z′

(
z′ − a

z − a

)n+1

になるから
− 1

2πi

∮
C1

dz′
f(z′)

z′ − z
=

n∑
k=0

Bk

(z − a)k+1
+ Sn(z)
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ただし

Bk =
1

2πi

∮
C1

dz′ f(z′)(z′ − a)k , Sn(z) =
1

2πi

1

(z − a)n+1

∮
C1

dz′ f(z′)
(z′ − a)n+1

z − z′

C1 上の z′ に対しては |z′ − a| < |z − a| であるから n→∞ のとき |Sn| → 0 になる。したがって

− 1

2πi

∮
C1

dz′
f(z′)

z′ − z
=

∞∑
k=0

Bk (z − a)−k−1 =

−1∑
k=−∞

B−k−1 (z − a)k

である。n を任意の整数として f(z′)(z′ − a)n は領域 D = {z |R1 < |z − a| < R2} で正則であるか
ら, C1 と C2 を D内の任意の単純閉曲線 C にできる。D 内の点 z に対してローラン展開

f(z) =

∞∑
k=−∞

Ak (z − a)k , Ak =
1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

(z′ − a)k+1
(5.28)

が成り立つ。
R1 = 0 の場合, z = a でも正則ならば, k ≤ −1 のとき f(z′)/(z′ − a)k+1 は C 内部で正則になり

Ak = 0 である。また, k ≥ 0 では Ak = f (k)(a)/k! であるから, ローラン展開はテイラー展開にな
る。R1 = 0 ではあるが z = a で f(z) が正則でない場合, z = a を f(z) の孤立特異点という。孤立
特異点は 3種類に分類される。

• k < 0 のとき Ak = 0 ならば z ̸= a のとき f(z) = A0 +A1(z − a) + · · · である。f(a) = A0 と
定義すれば f(z) は z = a でも正則になる。このような点 z = a を除去可能な特異点という。
例えば f(z) = sin z/z における z = 0 である。

• n = 1, 2, · · · として

f(z) =
A−n

(z − a)n
+

A−n+1

(z − a)n−1
+ · · · , A−n ̸= 0

であるとき z = a を n位の極という。f(z)
z→a−−−→ ∞ である。G(z) = (z − a)ng(z) , g(a) ̸= 0

のとき z = a を G(z) の n位の零点という。z = a は 1/G(z) の n位の極である。
• ローラン展開の負のべきが無限級数であるとき z = a を真性特異点という。例えば

e1/z =

∞∑
k=0

1

k!

1

zk
(5.29)

であるから z = 0 は真性特異点である。b を任意の複素数として 1/zn = b + 2nπi とすると,

n→∞ のとき zn → 0 である。このとき e1/zn = eb+2nπi = eb であるから lim
z→0

e1/z は任意の
値をとり不定である。一般に, 真性特異点 a の場合 lim

z→a
f(z) は不定である。

R を適当に大きくとれば, すべての有限な特異点は |z| < R に存在する。このとき, R < |z| < ∞
で f(z) は正則であるから, ローラン展開 (5.28)で a = 0 とおくと

f(z) =

∞∑
k=−∞

Akz
k =

∞∑
k=0

A−kz
−k + P (z) , P (z) =

∞∑
k=1

Akz
k , Ak =

1

2πi

∮
C

dz′
f(z′)

z′k+1

になる。ここで C は領域 |z] > R 内の単純閉曲線である。無限遠は単一の点ではないが, ζ = 1/z

とすると, 単一の点 ζ = 0 に対応するから, 仮想的な 1点を考え無限遠点 ∞ という。
• P (z) = 0 のとき f(z) は z =∞ で正則であるという。
• P (z) が n次の多項式のとき, 無限遠点は f(z) の n位の極である。
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• P (z) が無限級数のとき, 無限遠点は f(z) の真性特異点である。

例題 (5.27), (5.28)の展開係数 Ak を定義に従って求める必要はない。テイラー展開とローラン展
開は一意に決まるから, 別の方法で係数が求まれば, それでよい。

f(z) =
1

z(1− z)
=

1

z
+

1

1− z
(5.30)

の z = 0 まわりのローラン展開を求める。

1

1− z
=



∞∑
k=0

zk , |z| < 1

− 1

z

1

1− 1/z
= −

−1∑
k=−∞

zk , |z| > 1

であるから

0 < |z| < 1 のとき f(z) =

∞∑
k=−1

zk , |z| > 1 のとき f(z) = −
−2∑

k=−∞

zk (5.31)

になる。次の例題で (5.28)の複素積分を実行して Ak を求める。なお, |z| > 1では k = −∞の項を
含むが, z = 0は真性特異点ではない。孤立特異点 z = aの性質は f(z) が 0 < |z − a| < R で正則に
なる場合のローラン展開で決まる。(5.30)では 0 < |z| < 1 になるから z = 0 は一位の極である。

5.6 留数定理
f(z) が R1 < |z − a| < R2 で正則な場合, この領域内の単純閉曲線の経路を C とすると (5.15),

(5.28)より ∮
C

dz f(z) =

∞∑
k=−∞

Ak

∮
C

dz (z − a)k = 2πiA−1 (5.32)

C

a1 C1
a2 C2

a3 C3

である。周積分すると A−1 だけ残る。z = aが孤立特異点 (R1 = 0 )

の場合, A−1 を z = a における留数といい Res (f(z), a) あるいは
Res (a)などで表わす。単純閉曲線 C の内部に n個の孤立特異点 a1,

a2, · · · , an があり, これらの点以外では f(z) は正則とする。図のよ
うな経路を考えると, (5.14)と同様にして∮

C

dz f(z) =

n∑
m=1

∮
Cm

dz f(z) = 2πi

n∑
m=1

Res (f(z), am) (5.33)

になる。これを留数定理という。
一般に, ローラン展開を完全に決めることは複雑であるが, A−1 だけ求まればよい。孤立特異点が

n位の極の場合, z = aまわりのローラン展開は

f(z) =
A−n

(z − a)n
+ · · ·+ A−1

z − a
+A0 +A1(z − a) + · · ·

であるから
dn−1

dzn−1
(z − a)nf(z) = (n− 1)!A−1 + n!A0(z − a) + · · ·
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したがって
A−1 = Res (f(z), a) =

1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1
(z − a)nf(z) (5.34)

特に, n = 1 のとき
Res (f(z), a) = lim

z→a
(z − a)f(z) (5.35)

になる。
g(a) = 0 , g′(a) ̸= 0 , h(a) ̸= 0 ならば z = a は h(z)/g(z) の 1位の極になるから

Res (h(z)/g(z), a) = lim
z→a

(z − a)
h(z)

g(z)
= lim

z→a

h(z)

g(z)− g(a)

z − a

=
h(a)

g′(a)
(5.36)

である。
例題 (5.30)の f(z) の場合, (5.28)の複素積分を実行して Ak を求める。a = 0 とすると

Ak =
1

2πi

∮
C

dz
f(z)

zk+1
=

1

2πi

∮
C

dz gk(z) , gk(z) =
1

zk+2(1− z)

である。C が 0 < |z| < 1 の領域内の場合, k ≤ − 2 のとき gk(z) は C 内に特異点をもたなから
Ak = 0 である。k ≥ − 1 のとき, C 内の特異点は k + 2位の極 z = 0 だけであるから (5.34)より

Ak =
1

(k + 1)!
lim
z→0

dk+1

dzk+1

1

1− z
= 1

になり (5.31)を再現する。C が領域 |z| > 1 の場合, C 内には 1位の極 z = 1 が加わる。これの Ak

への寄与は, 全ての k に対して

lim
z→1

z − 1

zk+2(1− z)
= − 1 , ∴ f(z) = −

∞∑
k=−∞

zk +

∞∑
k=−1

zk = −
−2∑

k=−∞

zk

であり (5.31)に一致する。

問題 5.8 指数関数の定義から e1/z は (5.29)であるが, z = 0 まわりのローラン展開より

e1/z =

∞∑
k=−∞

Akz
k , Ak =

1

2πi

∮
C

dz
e1/z

zk+1
, C =原点まわりの正方向の単純曲線

になる。Ak を求めよ。z が正方向に 1周するとき, η = 1/z は負方向に 1周する。

5.7 実関数の定積分

Cε

CR

RεC ′
ε

114ページの例題 4で扱ったように, 実関数の定積分は, 複素積
分を用いれば, 原始関数を知らなくても求められる。例として∫ ∞

0

dx
sinx

x
=

π

2
(5.37)

を求める。|z| → ∞ のとき sin z は上半面でも下半面でも発散す
るが, eiz は上半面では 0 に収束する。そこで F (z) = eiz/z を特
異点 z = 0 を避けた図の積分路 C で積分する。F (z) は C 内部では正則であるから∮

C

dz F (z) =

∫ −ε

−R

dxF (x) +

∫ R

ε

dxF (x) + Iε + IR = 2i

∫ R

ε

dx
sinx

x
+ Iε + IR = 0 (5.38)
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ただし IR, Iε はそれぞれ CR, Cε の寄与である。Cε では z = εeiθ, θ : π → 0 であるから

Iε = i

∫ 0

π

dθ eiz
ε→0−−−−→ i

∫ 0

π

dθ = − iπ

CR では z = Reiθ, θ : 0→ π であるから

|IR| =
∣∣∣∣∫ π

0

dθ eiz
∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

dθ
∣∣eiz∣∣ = ∫ π

0

dθ e−R sin θ = 2

∫ π/2

0

dθ e−R sin θ

π/2

1

−π/2

−1

図より 0 < θ < π/2 のとき sin θ > (2/π) θ になるから

|IR| < 2

∫ π/2

0

dθ exp(−2Rθ/π) =
π

R

(
1− e−R

) R→∞−−−−→ 0 (5.39)

である。IR = 0, Iε = − iπ を (5.38)に代入すると (5.37)が求まる。
実数の積分∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dq e−qx sinx =

∫ ∞

0

dq

∫ ∞

0

dx e−qx sinx

から求めることもできる。

R−R ε

iR

問題 5.9 Cε の代わりに下半面の半円 C ′
ε を用いて (5.37)を求めよ。ま

た, 右図の経路に沿って積分して (5.37)を求めよ。

問題 5.10 次の積分を求めよ。∫ ∞

0

dx

(
sinx

x

)2

=
π

2
,

∫ ∞

0

dx

(
sinx

x

)3

=
3π

8

z → 0 のとき 1/z で発散する F (z) = (e2iz − 1)/z2 または F (z) = (e3iz − 3eiz + 2)/z3 を考える。

三角関数の有理関数
cos θ と sin θ の有理関数の場合, z = eiθ とおくと dz/dθ = iz であるから∫ 2π

0

dθ F (cos θ, sin θ) =

∮
C

dz

iz
F

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
(5.40)

になる。C は |z| = 1 の正方向の円である。留数定理から |z| < 1 にある極の留数を求めればよい。

例題 a を実数として a2 ̸= 1 のとき

I =

∫ 2π

0

dθ

1 + a2 − 2a cos θ
= i

∮
C

dz

(z − a)(az − 1)

を求める。|z| < 1 にある極は |a| < 1 のとき a , |a| > 1 のとき 1/a である。留数は (5.35)より

|a| < 1 のとき i lim
z→a

1

az − 1
= − i

1− a2
, |a| > 1 のとき i

a
lim

z→1/a

1

z − a
= − i

a2 − 1

したがって ∫ 2π

0

dθ

1 + a2 − 2a cos θ
=

2π

|a2 − 1|
(5.41)

である。t = tan(θ/2) と変数変換して求めてみよ。
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問題 5.11 −1 < a < 1 のとき∫ 2π

0

dθ(
1 + a cos θ

)2 =
2π(

1− a2
)3/2 ,

∫ 2π

0

dθ
cosnθ

1 + a2 − 2a cos θ
=

2πan

1− a2
, n = 0, 1, · · ·

を示せ。

問題 5.12 次の積分を示せ。∫ 2π

0

dθ ecos θ sin
(
θ + sin θ

)
= 0 ,

∫ 2π

0

dθ cos2n θ =
2π

22n
(2n)!

(n!)2
, n = 0, 1, · · ·

最初の積分の原始関数は − ecos θ cos
(
sin θ

) である。2番目の積分は漸化式から求めてもよい。

J0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ eix cos θ ,

∫ ∞

0

dx e−axJ0(bx) =
1√

a2 + b2
(5.42)

を示せ。a > 0 , b は実数, J0(x) は (4.51)の 0次ベッセル関数である。

有理関数の無限区間での積分
有理関数 f(z) の極を fk とする。f(z) が実軸上に極をもたず zf(z)

z→∞−−−−→ 0 のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) = 2πi

∑
Imfk>0

Res (f(z), fk) = − 2πi
∑

Imfk<0

Res (f(z), fk) (5.43)

和は虚部が正の極, または, 負の極についてとる。

RC1

C2

C3

証明 右図の積分路 C12 = C1 + C2 を考える。半径 R を十分大きく
取れば, 虚部が正の極は全て C12 内に存在するから, 留数定理より∫

C12

dz f(z) = 2πi
∑

Imfk>0

Res (f(z), fk)

である。半円の経路 C2 では z = Reiθ とおけるから∣∣∣∣∫
C2

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

dθ

∣∣∣∣ dzdθ f(z)
∣∣∣∣ = ∫ π

0

dθ | zf(z)| R→∞−−−−→ 0

したがって ∫
C12

dz f(z)
R→∞−−−−→

∫ ∞

−∞
dx f(x) = 2πi

∑
Imfk>0

Res (f(z), fk) (5.44)

である。下半面の経路 C13 = C1 + C3 は時計回りの閉曲線になるから∫ ∞

−∞
dx f(x) = − 2πi

∑
Imfk<0

Res (f(z), fk) (5.45)

である。和は虚部が負の極についてとる。
原点を中心とした半径 R の円を正方向に一周する積分路を CR とすると, R が十分大きければ∫

CR

dz f(z) = 2πi
∑
k

Res (f(z), fk)

である。和は全ての極についてとる。CR 上では z = Reiθ, θ : 0→ 2π であるから∣∣∣∣∫
CR

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

dθ |zf(z)| R→∞−−−−→ 0 , ∴
∑
k

Res (f(z), fk) = 0 (5.46)
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したがって, (5.44)と (5.45)は同じ結果になる。zf(z)
z→∞−−−−→ 0 である f(z) が上半面あるいは下半

面だけに極をもつ場合, (5.43)の積分は 0 である。

例題1 114ページの例題4の場合, f(z) = 1/(z4+1)は上の条件を満たす。上半面の極は f1 = eiπ/4

と f2 = − f∗
1 であり, これらは 1位の極であるから (5.36)より

Res (f1) =
1

4f3
1

= − f1
4

, Res (f2) =
f∗
1

4
, ∴

∫ ∞

−∞
dx

1

x4 + 1
=

πi

2
(f∗

1 − f1) =
π√
2

である。
例題 2 a, b を 0 でない実数として f(z) =

1

(z − ia)(z − ib)
とする。a > 0 > b の場合, 上半面の極

は z = ia の 1位の極だけであるから

Iab =

∫ ∞

−∞
dx f(x) = 2πi lim

z→ia
(z − ia)f(z) =

2π

a− b

b > 0 > a の場合は Iab = 2π/(b− a) になる。a と b が同符号ならば, f(z) の極は上半面あるいは下
半面だけに存在するから Iab = 0 である。実関数の積分で求める。a ̸= b のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) =

1

i(a− b)

∫ ∞

−∞
dx

(
1

x− ia
− 1

x− ib

)
になる。

1

iπ

∫ ∞

−∞
dx

1

x− ia
=

1

iπ

∫ ∞

−∞
dx

x+ ia

x2 + a2
=

1

π

a

|a|

[
tan−1 x

|a|

]∞
−∞

=
a

|a|
(5.47)

a = b のとき不定積分は − 1/(x− ia) になるから Iab = 0 である。したがって, 複素積分の結果と一
致する。

有理関数のフーリエ変換
f(z) の極を fk とする。f(z) が実軸上に極をもたず f(z)

z→∞−−−−→ 0 のとき

∫ ∞

−∞
dx f(x) eiqx =


2πi
∑

Imfk>0

Res (f(z)eiqz, fk) , q > 0

− 2πi
∑

Imfk<0

Res (f(z)eiqz, fk) , q < 0
(5.48)

証明 q > 0 の場合, 123ページと同様に, 上半面の半円を加えた積分路 C12 を考えると, R が十分
大きければ ∫

C12

dz f(z) eiqz = 2πi
∑

Imfk>0

Res (f(z)eiqz, fk)

である。半円 C2 上では z = Reiθ より |eiqz| = e−qR sin θ になるから C2 の寄与は

|I2| ≤ R

∫ π

0

dθ
∣∣f(z) eiqz∣∣ = R

∫ π

0

dθ
∣∣f(Reiθ)

∣∣ exp(−qR sin θ)

C2 上での |f(z)| の最大値を M(R) とし (5.39)と同様にすると, qR > 0 より

|I2| < RM(R)

∫ π

0

dθ exp(−qR sin θ) < 2RM(R)

∫ π/2

0

dθ exp(−2qR θ/π) =
πM(R)

q

(
1− e−qR

)
R→∞ のとき M(R)→ 0 より I2 → 0 になる。q > 0 のとき (5.48)が成り立つ。
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q < 0 の場合, 下半面の半円を加えた積分路 C13 を採用すると∫
C13

dz f(z) eiqz = − 2πi
∑

Imfk<0

Res (f(z)eiqz, fk)

である。半円では z = Reiθ, θ : 0→ −π であるから

|I2| ≤ R

∫ 0

−π

dθ
∣∣f(Reiθ)

∣∣ exp(−qR sin θ) ≤ 2RM(R)

∫ 0

−π/2

dθ exp(−qR sin θ)

(5.39)の図から −π/2 < θ < 0 のとき 2θ/π > sin θ になるから, − qR > 0 を考慮すると

|I2| < 2RM(R)

∫ 0

−π/2

dθ exp(−2qRθ/π) =
πM(R)

− q

(
1− eqR

) R→∞−−−−→ 0

になるから (5.48)が成り立つ。なお, q > 0 の場合, 下半面の半円を加えると半円上では sin θ < 0 よ
り exp(−qR sin θ)

R→∞−−−−→∞ になり無意味である。

例題 ε が正の実数のとき f(z) = 1/(z − iε) の極は上半面の 1位の極 z = iε だけである。

F (q) =
1

2πi

∫ ∞

−∞
dx f(x) eiqx =

1

2πi

∫ ∞

−∞
dx

eiqx

x− iε

とすると, q > 0 のとき (5.48)から F (q) = lim
z→iε

(z − iε)f(z)eiqz = e−εq になる。下半面には f(z) の
極はないから, q < 0 のとき F (q) = 0 である。(5.47)より F (0) = 1/2 になるから

1

2πi

∫ ∞

−∞
dx

eiqx

x− iε
=


e−εq , q > 0

1/2 , q = 0

0 , q < 0

(5.49)

特に ε→ +0 とすると階段関数 θ(q) になる。

問題 5.13 ε > 0 のとき∫ ∞

−∞
dx

cos qx

x2 + ε2
=

π

ε
e−ε|q| ,

∫ ∞

−∞
dx

x sin qx

x2 + ε2
= ±π e−ε|q| ,

{
+ , q > 0

− , q < 0
(5.50)

を示せ。(5.49)から求める。あるいは f(z) = 1/(z2 + ε2) , f(z) = z/(z2 + ε2) として求める。

問題 5.14 (5.48)において, q > 0 の結果から q < 0 の結果を導け。

有理関数のメリン変換
q を整数でない実数とする。有理関数 f(z) は原点及び正の実軸に極を持たず, z → 0 及び z → ∞
において zq+1f(z)→ 0 であるとき∫ ∞

0

dxxqf(x) =
2πi

1− e2πiq

∑
k

Res
(
zqf(z), fk

)
(5.51)

ただし z = |z|eiθ , 0 ≤ θ < 2π のとき zq = |z|qeiqθ とする。fk は f(z) の極である。
なお, zq = eq log z は多価関数であるが, log z として (5.4)の主値を採用すれば zq = |z|qeiqθ にな

り一価関数である。正の実軸の上側 ( θ → 0 )では zq = xq , 下側 ( θ → 2π )では zq = xqe2πiq にな
る。q ̸=整数 より e2πiq ̸= 1 であり, zq は正の実軸で不連続になるが, これ以外では正則である。
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C+

C−

Cε

CR

証明 図の閉曲線の経路 C に沿って zqf(z) を積分する。C は
CR 原点を中心とする半径 R→∞ の正方向の円周
Cε 原点を中心とする半径 ε→ +0 の負方向の円周
C+ 実軸のすぐ上の線分 ( x : ε→ R )

C− 実軸のすぐ下の線分 ( x : R→ ε )

からなる。R→∞ , ε→ 0 では, C は f(z) の極 fk を全て含むから∮
C

dz zqf(z) = 2πi
∑
k

Res
(
zqf(z), fk

)
である。各部分に分割すると, CR 上では z = Reiθ , zq = Rqeiqθ , Cε では R を ε に置き換えれば

|IR| ≤ R

∫ 2π

0

dθ |zqf(z)| =
∫ 2π

0

dθ Rq+1|f(Reiθ)| , |Iε| ≤
∫ 2π

0

dθ εq+1|f(εeiθ)|

z → 0 または z → ∞ のとき zq+1f(z) → 0 より IR
R→∞−−−−→ 0, Iε

ε→0−−−−→ 0 になる。C+ 上では
z = x , ( x : ε→ R ) であり, θ = 0 より zq = xq になるから

I+ =

∫ R

ε

dxxqf(x)
R→∞−−−−→
ε→0

∫ ∞

0

dxxqf(x)

C− 上では z = x , ( x : R→ ε ) であり, θ = 2π より zq = xqe2πiq になるから

I− =

∫ ε

R

dxxqe2πiqf(x)
R→∞−−−−→
ε→0

− e2πiq
∫ ∞

0

dxxqf(x)

である。以上から∮
C

dz zqf(z) = IR + Iε + I+ + I−
R→∞−−−−→
ε→0

(
1− e2πiq

) ∫ ∞

0

dxxqf(x) = 2πi
∑
k

Res
(
zqf(z), fk

)
になり (5.51)が求まる。

例題 実数 p , q が 0 < q < p のとき∫ ∞

0

dx
xq−1

xp + 1
=

1

p

∫ ∞

0

dy
yq/p−1

y + 1
=

π

p sin(πq/p)
(5.52)

を示す。f(z) = 1/(z + 1) とすると, 0 < q/p < 1 より z → 0 及び z →∞ で zq/pf(z)→ 0 になる。
f(z) は z = − 1 = eiπ に 1位の極をもつから (5.51)より∫ ∞

0

dy
yq/p−1

y + 1
=

2πi

1− e2πi(q/p−1)
lim

z→eiπ
(z + 1)zq/p−1f(z)

=
2πi

1− e2πiq/p
eiπ(q/p−1) =

π

sin(πq/p)

である。

有理関数の半無限区間での積分
有理関数 f(z) は原点及び正の実軸に極を持たず, z →∞ において z2f(z) が有限であるとき∫ ∞

0

dx f(x) = −
∑
k

Res
(
f(z) Log z , fk

)
(5.53)

= − 1

2π

∑
k

Im
[
Res
(
f(z) (Log z)

2
, fk

)]
(5.54)

∫ ∞

0

dx f(x) log x = − 1

2

∑
k

Re
[
Res
(
f(z) (Log z)

2
, fk

)]
(5.55)
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ただし z = |z|eiθ , 0 ≤ θ < 2π のとき Log z = log |z| + iθ とする。fk は f(z) の極である。(5.54),

(5.55)の場合, 実数 x に対して f(x) は実数とする。
証明 126ページの図と同じ積分路 C に対して

I1 =

∮
C

dz f(z) Log z , I2 =

∮
C

dz f(z) (Log z)
2

を考える。I1 の場合, C+ では Log z = log x , C− では Log z = log x+ 2πi になるから

I+ =

∫
C+

dz f(z) Log z =

∫ R

ε

dx f(x) log x , I− = −
∫ R

ε

dx f(x)
(
log x+ 2πi

)
である。CR 上では z = Reiθ , Log z = logR+ iθ より

|IR| =
∣∣∣∣R ∫ 2π

0

dθ eiθf(Reiθ)
(
logR+ iθ

)∣∣∣∣ ≤ R
(
logR+ 2π

)∫ 2π

0

dθ |f(Reiθ)|

R が十分大きいとき R2|f(Reiθ)| ≤M となる M が存在するから

|IR| ≤ 2πM
logR+ 2π

R

R→∞−−−−→ 0

Cε では R を ε で置き換えると ε
(
log ε + 2π

) ε→0−−−→ 0 より Iε → 0 になるから, R → ∞ , ε → 0 で
は I1 → I+ + I− である。一方, C は f(z) の極 fk を全て内部に含むから∮

C

dz f(z) Log z = 2πi
∑
k

Res
(
f(z) Log z, fk

)
= I+ + I− = − 2πi

∫ ∞

0

dx f(x)

になり (5.53)が成り立つ。I2 の場合, 上と同様にして

I+ =

∫
C+

dz f(z) (Log z)
2
=

∫ R

ε

dx f(x) (log x)
2
, I− = −

∫ R

ε

dx f(x)
(
log x+ 2πi

)2
である。CR の寄与は

|IR| =
∣∣∣∣R ∫ 2π

0

dθ eiθf(Reiθ)
(
logR+ iθ

)2∣∣∣∣ ≤ 2πM
(logR)2 + 4π2

R

R→∞−−−−→ 0

Cε の寄与も Iε
ε→0−−−→ 0 になるから, R→∞ , ε→ 0 では∮

C

dz f(z) (Log z)
2
= 2πi

∑
k

Res
(
f(z) (Log z)

2
, fk

)
= I+ + I− = − 4πi

∫ ∞

0

dx f(x) log x+ 4π2

∫ ∞

0

dx f(x)

f(x) が実数のとき, 1行目と 2行目の実部と虚部を比較すると (5.54), (5.55)が求まる。

例題 1 z = − 1 = eiπ は f(z) = 1/(z + 1)4 の 4位の極であるから (5.34), (5.55)より∫ ∞

0

dx
log x

(x+ 1)4
= − 1

2
Re

(
1

3!
lim

z→eiπ

d3

dz3
(Log z)

2

)
= − 1

2

になる。不定積分で求めると∫ ∞

0

dx
log x

(x+ 1)4
=

1

3

[
2x+ 3

2(x+ 1)2
− log(x+ 1) + log x− log x

(x+ 1)3

]∞
0

= − 1

2
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例題 2 n = 2, 3, 4, · · · の場合, (5.52)で p = n > q = 1 とすれば∫ ∞

0

dx

xn + 1
=

π/n

sin(π/n)
(5.56)

になるが, (5.53)を用いて求める。fk = ei(2k+1)π/n は f(z) = 1/(zn + 1) の 1位の極である。0 ≤
θ < 2π より k = 0, 1, · · · , n− 1 である。Log fk = iπ(2k + 1)/n 及び (5.36)から

lim
z→fk

z − fk
zn + 1

=
1

(zn + 1)′

∣∣∣∣
z=fk

= − fk
n

, ∴ Res
(
f(z) Log z, fk

)
= − iπ

2k + 1

n2
fk

になる。(5.53)に代入すると∫ ∞

0

dx

xn + 1
=

iπ

n2

n−1∑
k=0

(2k + 1)ei(2k+1)π/n =
π

n2

d

dθ

n−1∑
k=0

ei(2k+1)θ

∣∣∣∣
θ=π/n

=
π/n

sin(π/n)

RC1

C3
C2

2π/n
f0

f1
和は公比 e2iθ の等比数列の和である。右図の経路 C = C1 + C2 + C3 を
考えてもよい。C 内部の極は f0 = eiπ/n だけであるから

I =

∮
C

dz

zn + 1
= 2πi

1

f ′(f0)
=

2πi

nfn−1
0

= − 2πif0
n

になる。一方

I =

∫ R

0

dx

xn + 1
+ I2 + I3 , Ik =

∫
Ck

dz

zn + 1

C2 上では z = Reiθ , θ : 0→ 2π/n より

I2 = iR

∫ 2π/n

0

dθ

Rneinθ + 1
, ∴ |I2| ≤ R

∫ 2π/n

0

dθ

Rn − 1
=

R

Rn − 1

2π

n

n ≥ 2 のとき I2
R→∞−−−−→ 0 になる。C3 上では z = e2πi/nx = f2

0 x , x : R→ 0 とおけるから

I3 = f2
0

∫ 0

R

dx

f2n
0 xn + 1

= − f2
0

∫ R

0

dx

xn + 1
, ∴ I

R→∞−−−−→
(
1− f2

0

) ∫ ∞

0

dx

xn + 1
= − 2πif0

n

になり (5.56)が求まる。

問題 5.15 (5.54), (5.55)より∫ ∞

0

dx

xn + 1
=

π/n

sin(π/n)
,

∫ ∞

0

dx
log x

xn + 1
= − π2

n2

cos(π/n)

sin2(π/n)

を示せ。

無理関数の積分
具体例として a > 0 のとき

I1 =

∫ a

0

dx√
x(a− x)

= π , I2 =

∫ a

0

dx
√
x(a− x) =

πa2

8

は x = a sin2 θ , 0 ≤ θ ≤ π/2 と変数変換すれば求まるが, ここでは複素積分により I1 を求める。



5 複素関数 129

0 < x < a のとき f(x) =
√
x(a− x) は二乗して x(a− x) になる正の実数であり一意に決まるが,

複素数 z に対しては f(z) は二価関数である。積分を行うには f(z) を一価関数にする必要がある。
107ページと同様に

f±(z) = ± i
√
rρ ei(θ+ϕ)/2 , ただし z = reiθ , z − a = ρeiϕ

は f±(z)
2 = z(a − z) を満たす一価である。z = x + iε , ( ただし, 0 < x < a , ε → +0 )のとき

θ = 0, ϕ = π より f±(x + iε) = ∓ f(x) である。また, z = x − iε のとき θ = 2π, ϕ = π より
f±(x− iε) = − f±(x+ iε) になり, f±(z) は実軸 0 < x < a で不連続である。

0 a

C+

C−C0 Ca

不連続部分を避けた図の経路 C を考える。C0, Ca は半径 ε の円で
ある。実軸 0 < x < a の線分はカットを表す。

IC =

∮
C

dz

f+(z)
= I+ + I− + I0 + Ia , Ik =

∫
Ck

dz

f+(z)

C+ では θ = 0, ϕ = π, C− では θ = 2π, ϕ = π であるから

I+ =

∫ 0

a

dr
e−iπ/2

i
√
r(a− r)

= I1 , I− =

∫ a

0

dr
e−3πi/2

i
√
r(a− r)

= I1

aC

CR
C0 では 0 ≤ θ ≤ 2π として z = εeiθ , a− z = a− εeiθ とおけるから

I0 = i
√
ε

∫ 2π

0

dθ
eiθ/2√
a− εeiθ

ε→0−−−−→ 0 , 同様に Ia
ε→0−−−−→ 0

したがって IC = 2I1 である。原点中心の半径 R > a の円の経路 CR と
C の間の領域では 1/f+(z) は正則であるから

IC =

∮
CR

dz

f+(z)
=

∫ 2π

0

dθ
(
1− a

R
e−iθ

)−1/2

=

∫ 2π

0

dθ

(
1 +

1

2

a

R
e−iθ +

3

8

( a

R
e−iθ

)2
+ · · ·

)
( )内で積分に寄与する項は 1 だけであり IC = 2π になるから I1 = π である。

問題 5.16 上と同様にして I2 = πa2/8 を示せ。

5.8 無限級数和
有理関数 f(z) が zf(z)

z→∞−−−−→ 0 を満たし, f(z) の極 fk が整数でないとき
∞∑

n=−∞
f(n) = −π

∑
k

Res
(
f(z) cotπz , fk

)
(5.57)

∞∑
n=−∞

(−1)nf(n) = −π
∑
k

Res
(
f(z)/ sinπz , fk

)
(5.58)

証明 F (z) = f(z) cotπz の極は f(z) の極 fk と 1/ sinπz の極からなる。1/ sinπz は任意の整数
z = n に 1位の極をもつ。z = n で f(z) は正則であるから留数は (5.36)より

Res (F (z), z = n) =
f(z) cosπz

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=n

=
1

π
f(n) (5.59)



5 複素関数 130

である。原点を中心とする半径 R ̸= 整数 の正方向の円周を C とすると, R → ∞ では C 内部に
F (z) の全ての極が存在するから

IC =

∮
C

dz f(z) cotπz = 2πi
∑
k

Res (F (z), fk) + 2i

∞∑
n=−∞

f(n) (5.60)

である。C 上では z = Reiθ より

|e2iπz| = e−2πR sin θ R→∞−−−−→

{
0 , sin θ > 0

∞ , sin θ < 0
, ∴ | cotπz| =

∣∣∣∣e2iπz + 1

e2iπz − 1

∣∣∣∣ R→∞−−−−→ 1

sin θ = 0 の場合 cotπz = ± cotπR =有限 である。Rf(Reiθ)
R→∞−−−−→ 0 であるから

|IC | ≤ R

∫ 2π

0

dθ |f(z)| | cotπz| R→∞−−−−→ 0 (5.61)

になる。したがって, (5.60)より (5.57)が成り立つ。
G(z) = f(z)/ sinπz とすると z = n での留数は

Res (G(z), z = n) =
f(z)

(sinπz)′

∣∣∣∣
z=n

=
f(n)

π cosnπ
=

(−1)nf(n)
π

になる。F (z) の場合と同様に

IC =

∮
C

dz G(z) = 2πi
∑
k

Res (G(z), fk) + 2i

∞∑
n=−∞

(−1)nf(n) , IC
R→∞−−−−→ 0

であるから (5.58)が成り立つ。

例題 1 a を正の実数として

S± =

∞∑
n=1

1

n2 ± a2
=

1

2

∞∑
n=−∞

f±(n)∓
1

2a2
, f±(z) =

1

z2 ± a2

を求める。S− の場合 a ̸=整数 とする。f−(z) は z = ± a に 1位の極をもつから (5.57)より
∞∑

n=−∞
f−(n) = −π

(
1

2a
cotπa− 1

2a
cot(−πa)

)
= − π

a
cotπa

したがって
∞∑

n=1

1

n2 − a2
=

1− πa cotπa

2a2
,

∞∑
n=1

1

n2 + a2
=

πa cothπa− 1

2a2
(5.62)

S+ の場合, S− で a を ia で置き換えればよい。S±
a→0−−−→ π2/6 は以下の ζ(2) である。

例題 2 m を正の整数として

ζ(2m) =

∞∑
n=1

1

n2m
=

1

2

∑
n ̸=0

1

n2m
, ただし ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx

を求める。ζ(x) をツェータ関数という。f(z) = 1/z2m は整数 z = 0 に極をもつから (5.57)はその
ままでは適用できないが, (5.60)において n = 0 を f(z) の極 fk に含め

∑
n f(n) から除外すれば

2πi
∑
k

Res (F (z), fk) + 2i
∑
n ̸=0

f(n) = 0 , ∴ ζ(2m) = − π

2

∑
k

Res (F (z), fk)
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f(z) の極は fk = 0 だけであり, これは F (z) = cotπz/z2m の 2m+ 1位の極であるから

ζ(2m) = − π

2

1

(2m)!
lim
z→0

d2m

dz2m
z2m+1F (z) = − π2m

2(2m)!
lim
x→0

d2m

dx2m
x cotx (5.63)

(1.16)より
ζ(2m) =

(2π)2m

2(2m)!
Bm , ζ(2) =

π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945

になる。Bm はベルヌーイ数である。

CC

CR

CR

0

右図のような無限遠で閉じた積分路 C を考える。• は実軸上の整数の
点を表す。C 内には F (z) = cotπz/z2m の 1位の極 z = n ̸= 0 が存在す
るから (5.59)より∫

C

dz F (z) = 2πi
∑
n ̸=0

Res (F (z), z = n) = 2i
∑
n ̸=0

1

n2m
= 4i ζ(2m)

になる。破線で示した半径 R の経路を CR とすると (5.61)より∫
CR

dz F (z)
R→∞−−−−→ 0 , ∴ ζ(2m) =

1

4i

∫
C+CR

dz F (z)

時計回りの閉曲線 C + CR 内の極は 2m+ 1位の z = 0 だけであるから (5.63)になる。

問題 5.17 (5.58)より a ̸= 0 のとき

S(a) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 + a2
=

1

2a2

(
1− πa

sinhπa

)
=

π2

12

(
1− 7

60
(πa)2 + · · ·

)
を求めよ。また, F (z) = 1/(z2 sinπz) を前図の積分路 C で積分し S(0) = π2/12 を示せ。

問題 5.18 k = 1, 2, · · · のとき, (5.62)において a = k + ε , ε→ 0 として

k−k

∞∑
n=1
n ̸=k

1

n2 − k2
=

3

4k2

を求めよ。また, 右図の積分路に沿って F (z) = cotπz/(z2 − k2) を積分して求めよ。

5.9 コーシーの主値
a < c < b とする。f(x)/(x− c) が x = c で発散するとき, 区間 a ≤ x ≤ b の積分は意味がないが,

x = c を除外した積分∫ c−ε1

a

dx
f(x)

x− c
+

∫ b

c+ε2

dx
f(x)

x− c
, ただし ε1, ε2 → +0 (5.64)

を考える。x = c近傍では f(x)/(x− c) ≈ f(c)/(x− c) であるから c− ε1 , c+ ε2 の寄与は

f(c)

∫ c−ε1

dx
1

x− c
= f(c) log ε1 , f(c)

∫
c+ε2

dx
1

x− c
= − f(c) log ε2

になる。ε1 = ε2 ならば発散は打ち消し合うから

P

∫ b

a

dx
f(x)

x− c
=

∫ b

a

dx f(x) P
1

x− c
= lim

ε→+0

(∫ c−ε

a

dx
f(x)

x− c
+

∫ b

c+ε

dx
f(x)

x− c

)
(5.65)
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を定義する。これをコーシーの主値という。例えば

P

∫ b

a

dx
1

x− c
= lim

ε→+0

(
log

∣∣∣∣ ε

a− c

∣∣∣∣+ log

∣∣∣∣b− c

ε

∣∣∣∣ ) = log
b− c

c− a

であり有限な値になる。

Cε

CR

R−R c

f(z) は実軸上で正則で Im z ≥ 0 のとき f(z)
z→∞−−−−→ 0 とする。

図のような閉曲線の積分路 C を考える。CR は原点を中心とする
半径 R の半円, Cε は x = c を中心とする半径 ε の半円である。
f(z) の極を fk とすると

IC =

∮
C

dz
f(z)

z − c
= 2πi

∑
Imfk>0

Res
(
f(z)/(z − c), fk

)
である。一方, IC = I0 + IR + Iε , ただし

I0 =

∫ c−ε

−R

dx
f(x)

x− c
+

∫ R

c+ε

dx
f(x)

x− c
, IR =

∫
CR

dz
f(z)

z − c
, Iε =

∫
Cε

dz
f(z)

z − c

ε → +0 のとき I0 はコーシーの主値になる。CR では z = Reiθ, θ : 0 → π , Cε では z = c + εeiθ,

θ : π → 0 になるから

IR =

∫ π

0

dθ iReiθ
f(Reiθ)

Reiθ − c

R→∞−−−−→ 0 , Iε = i

∫ 0

π

dθ f(c+ εeiθ)
ε→+0−−−−→ − iπf(c)

R→∞, ε→ +0 とすると

P

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c
= iπf(c) +R(c) , R(c) = 2πi

∑
Imfk>0

Res
(
f(z)/(z − c), fk

)
(5.66)

になり主値は有限である。

CR

R−R

f(z)/(z − c) の実軸上の極 z = c を避けるために半円 Cε を考
えたが, この代わりに z = c を実軸からずらす。ε → +0 のとき
F±(z) = f(z)/(z − c ∓ iε) とすると, F±(z) の極は c ± iε と f(z)

の極 fk であり, 実軸上に極は存在しない。図の経路 C を考える。
CR では z − c ̸= 0 であるから ε = 0 としてよい。R →∞ のとき
CR の寄与は 0 になるから∮

C

dz F±(z) =

∫ R

−R

dxF±(x) +

∫
CR

dz F±(z)
R→∞−−−−→

∫ ∞

−∞
dxF±(x) =

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c∓ iε

C 内の極は F−(z) では f(z) の極だけ, F+(z) の場合これに c+ iε が加わり∮
C

dz F−(z) = R(c) ,
∮
C

dz F+(z) = 2πif(c) +R(c)

になる。fk ̸=実数 より f(c+ iε)→ f(c) , R(c+ iε)→R(c) である。(5.66)より R を主値で表せば∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c∓ iε
= P

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c
± iπf(c) =

∫ ∞

−∞
dx f(x)

(
P

1

x− c
± iπδ(x− c)

)
したがって

lim
ε→+0

1

x− c± iε
= P

1

x− c
∓ iπδ(x− c) (5.67)
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である。これから

δ(x− c) =
i

2π
lim

ε→+0

(
1

x− c+ iε
− 1

x− c− iε

)
= lim

ε→+0

1

π

ε

(x− c)2 + ε2
(5.68)

P
1

x− c
=

1

2
lim

ε→+0

(
1

x− c+ iε
+

1

x− c− iε

)
= lim

ε→+0

x− c

(x− c)2 + ε2
(5.69)

になる。(5.68)は (3.87)である。
f(z) が上半面で f(z)

z→∞−−−−→ 0 でかつ正則ならば (5.66)でR = 0 になるから

f(c) =
1

iπ
P

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c
, ∴ Ref(c) =

1

π
P

∫ ∞

−∞
dx

Imf(x)

x− c
, Imf(c) = − 1

π
P

∫ ∞

−∞
dx

Ref(x)

x− c

である。これを分散公式という。なお, f(z) が上半面で正則ならばコーシーの積分公式 (5.21)より

f(c+ iε) =
1

2πi

∮
C

dz
f(z)

z − c− iε

R→∞−−−−→ 1

2πi

∫ ∞

−∞
dx

f(x)

x− c− iε
, ε > 0

である。ε→ +0 のとき (5.67)を代入すると分散公式が求まる。

例題 量子力学の散乱問題では

F (r) =
i

4π2r

∫ ∞

−∞
dx

x

x2 − k2
eirx =

i

8π2r

∫ ∞

−∞
dx

(
1

x+ k
+

1

x− k

)
eirx

が現れる ( (6.56)で m2 = − k2 とした式 )。ここで k は正の定数, r は 3次元空間での原点からの
距離 r = |r| である。k を k ± iε , ε→ +0 で置き換えて

F±(r) =
i

8π2r
lim

ε→+0

∫ ∞

−∞
dx f±(x) e

irx , f±(z) =
1

z + (k ± iε)
+

1

z − (k ± iε)

を考える。r > 0 であるから (5.48)より F±(r) の積分には上半面にある極だけが寄与し

F±(r) =
i

8π2r
2πi lim

ε→+0
eir(±k+iε) = − e±ikr

4πr

になる。F± の代わりに主値でもよい。(5.67)より

FP(r) =
i

8π2r
P

∫ ∞

−∞
dx

(
1

x+ k
+

1

x− k

)
eirx =

F+(r) + F−(r)

2
= − cos kr

4πr

である。F±, FP のどれを採用するかは境界条件に依存する。

問題 5.19
(
∇2 + k2

)
F±(r) = δ(r) を示せ。

5.10 べき級数
正則関数はテイラー展開すると, べき級数で表せる。ここでは, べき級数の解析的性質を調べる。
{gn(z)} を複素平面上の開領域Dで定義された関数列 g0(z), g1(z), · · · とする。任意の z ∈ D に

対して有限な g(z) = lim
n→∞

gn(z) が存在するとき, 関数列 {gn(z)}はDで収束するという。ε, δ記法
で表現すれば, 任意の ε > 0 に対して適当な自然数N が存在し, すべての z ∈ D において

n > N である任意の nに対して
∣∣gn(z)− g(z)

∣∣ < ε
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が成り立つとき, {gn(z)} は Dで g(z) に収束するという。任意の微小な ε > 0 に対して, 十分大き
な n をとれば |gn(z)− g(z)| < ε になる, ということである。一般に N = N(z, ε) であるが N が z

に依存せず N = N(ε) のとき, {gn(z)} はDにおいて g(z) に一様収束するという。
g(z) が z = a で連続であるとは, 任意の ε > 0 に対して適当な δ > 0が存在し

|z − a| < δである任意の zに対して |g(z)− g(a)| < ε

になることである。ただし, 領域 |z − a| < δが g(z)の定義領域に含まれるように δをとる。
連続関数の列 {gn(z)}がDで一様収束する場合を考える。a ∈ D に対して Da = {z | |z− a| < ρ}

が Da ⊂ D になるように ρ をとれる。gn(z)
n→∞−−−−→ g(z) は一様収束であるから, ε > 0 を与えたと

き, 任意の z ∈ Da に対して n > N で |gn(z)− g(z)| < ε になるN が存在する。gn(z) は z = a で連
続であるから, n を十分大きくとれば, 適当な δ ≤ ρ に対して |z − a| < δ のとき |gn(z)− gn(a)| < ε

になる。したがって

|z − a| < δ のとき |g(z)− g(a)| ≤ |g(z)− gn(z)|+ |gn(z)− gn(a)|+ |gn(a)− g(a)| < 3ε

になり g(z) は z = a で連続である。a は Dの任意の点であるから

連続関数の列 {gn(z)}がDで一様収束するならば g(z) もDで連続である。 (5.70)

連続な {gn(z)}が収束するだけならば, |g(z)− gn(z)| < ε である n に対して |g(a)− gn(a)| < ε にな
る保証はないから, g(z) が連続とは結論できない。
関数 fn(z) の級数及び部分和を

F (z) =

∞∑
n=0

fn(z) , Fn(z) =

n∑
k=0

fk(z) , G(z) =

∞∑
n=0

|fn(z)| , Gn(z) =

n∑
k=0

|fk(z)| (5.71)

とする。関数列 {Fn(z)} が領域Dで収束するとき, 級数 F (z)はDで収束するという。G(z) が収束
(または一様収束)するとき F (z) は絶対収束 (または一様に絶対収束)するという。

∣∣Fn(z)− F (z)
∣∣ ≤ ∞∑

k=n+1

∣∣fk(z)∣∣ = G(z)−Gn(z)

であるから, 絶対収束する F (z) は収束するし, 一様に絶対収束する F (z) は一様収束する。
収束するとは限らない有界な実数列 {an} は, 収束する部分数列 an1 , an2 , · · · , n1 < n2 < · · · を
必ず含む (ワイエルシュトラスの定理 )。収束値は部分数列のとり方に依存するが, 収束値の最大値
を数列 {an}の上極限, 最小値を下極限といい, それぞれ lim

n→∞
an , lim

n→∞
an で表す。

べき級数の収束性
a, cn を複素定数として連続関数 fn(z) = cn(z − a)n の級数

F (z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n =

∞∑
n=0

cnη
n , η = z − a

がべき級数または整級数である。数列 {cn}は有界ではあるが収束する必要はない。F (z) が収束す
る場合 cnη

n = Fn(z)− Fn−1(z)
n→∞−−−−→ 0 であるから, すべての nに対して |cnηn| ≤M <∞ になる

定数 M が存在する。|cn|1/n|η| ≤M1/n より

C|η| ≤ lim
n→∞

M1/n = 1 , C = lim
n→∞

|cn|1/n (5.72)
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である。
0 < C <∞ の場合 ρ0 = |z0 − a| < ρ ≡ 1/C である z = z0 を考える。ρ0 < x < ρ とすると

1

x
>

1

ρ
= lim

n→∞
|cn|1/n

であるから, n > N のとき 1/x > |cn|1/n, つまり |cn|xn < 1 になる N が存在する。したがって, 任
意の nに対して |cn|xn < M <∞ を満たす定数M が存在する。z ∈ D0 = {z | |z − a| ≤ ρ0} のとき
(5.71)の G, Gn は

G(z)−Gn(z) ≤
∞∑

k=n+1

|ck|ρk0 < M

∞∑
k=n+1

αk = M
αn+1

1− α
, α =

ρ0
x

< 1 (5.73)

になる。任意の ε > 0 に対して

N >
log
(
(1− α)ε/M

)
logα

, logα < 0

とすれば, n > N のとき G(z)−Gn(z) < ε である。N は z ∈ D0 である z に依存しないから, F (z)

は閉円板 D0 で一様に絶対収束する。ρ0 は ρ0 < ρ であればよいから, |z − a| < ρ において F (z) は
一様に絶対収束し (5.70)より連続である。
(5.72)より F (z)が収束するならば |η| ≤ ρ であるが, この対偶をとれば, |η| > ρ の場合 F (z) は収

束しない, つまり, 発散する。|η| = ρ では F (z) は収束することも発散することもある。

ρ =
1

C
=

1

lim
n→∞

|cn|1/n
(5.74)

をべき級数
∞∑

n=0
cn(z − a)n の収束半径, |z − a| = ρ を収束円という。ただし, C = 0のとき (5.72)を

満たす zは任意であるから ρ =∞ とし, C =∞ のときは z = a だけであるから ρ = 0とする。
収束半径の別表現を求める。

適当な n0 に対して n ≥ n0 のとき cn ̸= 0 であり R = lim
n→∞

|cn/cn+1| > 0 が存在する

場合を考える。|z − a| = |η| < R のとき |η| < x < R とすると, n > N のとき x < |cn/cn+1|, つま
り |cn|xn > |cn+1|xn+1 になる N が存在するから, 任意の nに対して |cn|xn < M < ∞ とおける。
(5.73)と同様にして |z − a| < R で F (z) は一様に絶対収束する。|η| > R の場合, |η| > x > R とす
ると n > N > n0 で x > |cn/cn+1| になる N が存在する。|cn| > |cn−1|/x より

|cnηn| >
|η|
x
|cn−1η

n−1| > · · · >
∣∣∣η
x

∣∣∣n−N

|cNηN |

|η|/x > 1 であるから |cnηn| n→∞−−−−→ ∞ になる。“F (z) が収束するならば cnη
n n→∞−−−−→ 0 ” の対偶よ

り F (z) は発散する。したがって, 収束半径 ρは

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ (5.75)

である。ρを求めるには, この方が (5.74)よりも簡単なことが多いが, 適用範囲に制限がある。
べき級数の導関数
F (z)を項別微分した

Fd(z) =

∞∑
n=1

ncnη
n−1 =

∞∑
n=0

dnη
n , dn = (n+ 1)cn+1
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を考える。
lim
n→∞

|dn|1/n = lim
n→∞

|cn+1|1/n lim
n→∞

(n+ 1)1/n = lim
n→∞

|cn|1/n

であるから F (z) と Fd(z) の収束半径は一致する。F (z) の議論で cn を dn で置き換えれば, Fd(z)

も |η| < ρ において一様に絶対収束し連続関数である。
∣∣(η + h)n − ηn − nhηn−1

∣∣ ≤ n∑
k=2

nCk|h|k|η|n−k =
(
|h|+ |η|

)n − |η|n − n|h||η|n−1

であるから

d =

∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− Fd(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|h|

∞∑
n=0

|cn|
((
|h|+ |η|

)n − |η|n − n|h||η|n−1
)

|η| < ρ のとき |η| < x < ρ とすると F (x+ a) は収束するから cnx
n n→∞−−−−→ 0 であり, 任意の nに対

して |cn|xn < M になるM が存在する。これから

d <
M

|h|

∞∑
n=0

(
pn − qn − (p− q)nqn−1

)
, p =

|h|+ |η|
x

, q =
|η|
x

である。0 < q < 1, |h| → 0 のとき 0 < p < 1 になるから

d <
M

|h|

(
1

1− p
− 1

1− q
− p− q

(1− q)2

)
=

M

(1− p)(1− q)2
|h|
x2

|h|→0−−−−→ 0

したがって, dF/dz は F (z) の項別微分

dF

dz
= Fd(z) =

∞∑
n=1

cnn(z − a)n−1 , |z − a| < ρ

で与えられる。|z − a| < ρ において dF/dz は連続であるから F (z) は正則である。
べき級数 dF/dz の収束半径も ρ であるから, これまでの議論を dF/dz に適用できる。dF/dz も
|z − a| < ρ で正則であり d2F/dz2 は dF/dz を項別微分すればよい。これを繰り返し適用すると,

F (z) は |z − a| < ρ で正則関数であり何回でも微分可能である。k階導関数 F (k)(z) も |z − a| < ρ

で正則であり, F (z) を項別に k回微分した

F (k)(z) =

∞∑
n=k

cn
n!

(n− k)!
(z − a)n−k = ckk! + ck+1(k + 1)! (z − a) + · · ·

になる。F (k)(a) = ckk! であるから, べき級数 F (z) はテイラー級数 (5.27)である。

5.11 解析接続
ある領域で定義された正則関数をより広い領域に拡張することを考える。このとき，次の一致の

定理が重要になる。
一致の定理
f1(z), f2(z)が領域Dで正則とする。D内のある 1点 aに収束するD内の点列 zn ̸= a, n = 1, 2, · · ·
を考える。任意の nに対して f1(zn) = f2(zn) ならば, D全体で f1(z) = f2(z) である。
証明 Dの境界と点 aの最短距離を ρ0 とすると領域 D0 = {z| |z − a| < ρ0} では

F (z) ≡ f1(z)− f2(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k
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とテイラー展開できる。F (zn) = 0 であり zn
n→∞−−−−→ a より c0 = F (a) = 0 であるから

F (z) = (z − a)F1(z) , F1(z) =

∞∑
k=0

ck+1(z − a)k

とおける。F (zn) = (zn−a)F1(zn) = 0, zn ̸= aより F1(zn) = 0であり c1 = F1(a) = lim
n→∞

F1(zn) = 0

になる。以下同様にして, すべての ck = 0 であるから D0 では恒等的に F (z) = 0 である。次
に, a と D 内の任意の点 b を D 内の通る曲線で結ぶ。曲線と D の境界との最短距離を ρmin とす
る。曲線上の点列 t0 = a, t1, · · · , tm = b を中心とする領域 Dk = {z | |z − tk| < ρmin} を考
える ( k = 1, 2, · · · , m )。ただし, tk ∈ Dk−1 になるように m を十分大きく取る。t1 ∈ D0 より
F (k)(t1) = 0 になるから D1 でも

F (z) =

∞∑
k=0

F (k)(t1)

k!
(z − t1)

k = 0

これを繰り返すと F (z) = 0, z ∈ Dm になり F (b) = 0 である。
D内のごく一部の領域 (例えば, 線分上 )で f1(z) = f2(z) ならば, 上の条件を満たす点列 zn をとれ
るから, D全体で f1(z) = f2(z) である。
f0(z), f1(z) がそれぞれ領域 D0, D1 で正則とする。D0 と D1 が重なる領域 D0∩D1 が存在し

(D0∩D1 ̸= 0 ), D0∩D1 で f0(z) = f1(z) のとき, f1(z) を f0(z)の D1 への解析接続という。D1 上
で正則な関数 g(z) が D0∩D1 で g(z) = f1(z) ならば, 一致の定理よりD1 で g(z) = f1(z) になるか
ら, D1 への解析接続は一意に決まる。

D0

D1D2

Dn

f(z) =

{
f0(z) , z ∈ D0

f1(z) , z ∈ D1

とすると, f(z) はD0とD1を合わせた領域D0∪D1で正則でD0にお
いて f0(z)に一致する唯一の関数である。一般に領域の列

D0 , D1 , · · · , Dn , Dk−1∩Dk ̸= 0 , k = 1, 2, · · ·n

に対して f0(z) → f1(z) → · · · → fn(z) と解析接続できるとき fk(z), k = 0, 1, · · · , n の全体は, 総
和領域 D0∪D1∪ · · · ∪Dn における正則関数 f(z) を定義する。f(z) を解析関数という。f(z)は一意
に決まる。fk(z) は 1価であるが, 図のように D0∩Dn ̸= 0 のとき, D0∩Dn において fn(z) = f0(z)

とは限らない。解析関数は多価の正則関数になる可能性がある。通常, 単に正則関数といえば 1価
正則関数を表す。
解析接続を具体的に行う方法はいろいろある。

実関数の解析接続
実軸上で f(x) が与えられているとき, 実変数 xを複素変数 z に置き換えた f(z) が実軸を含む領域
D で 1価正則とする。D で正則な関数 g(z)が実軸上で g(x) = f(x) ならば, 一致の定理より D で
g(z) = f(z) である。f(x) の D への解析接続は f(z) 以外にない。例えば, 実変数 x を複素変数 z

で置き換えた指数関数 ez =
∞∑
k=0

zk/k! は, 無限遠点を除く全平面で正則で, 実軸上で ex に一致する
唯一の関数である。

べき級数による解析接続
収束半径が ρ0 のべき級数を

f0(z) =

∞∑
n=0

c0n(z − a0)
n (5.76)
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とする。f0(z) は領域 D0 = {z | |z− a0| < ρ0} で正則である。円周上で f0(z) が正則ならば, 収束半
径は ρ0 よりも大きくなるから, 円周上には f0(z) の特異点が存在する。D0 内の点 a1 ̸= a0 でテイ
ラー展開すると

f0(z) =

∞∑
n=0

c1n(z − a1)
n (5.77)

ただし

c1n =
f
(n)
0 (a1)

n!
=

1

n!

∞∑
k=0

c0k
dn(z − a0)

k

dzn

∣∣∣∣
z=a1

=
1

n!

∞∑
k=n

c0k
k!

(k − n)!
(a1 − a0)

k−n (5.78)

になる。(5.77)の右辺のべき級数の収束半径を ρ1 とすると

a0
ρ0 a1

ρ1 ℓ

f1(z) =

∞∑
n=0

c1n(z − a1)
n

は領域 D1 = {z | |z − a1| < ρ1} で正則である。z = a1 を中心とする半径
ℓ = ρ0 − |a1 − a0|の円内は D0 に含まれるから ρ1 ≥ ℓ である。ρ1 > ℓ な
らば D1 は D0 からはみ出し f1(z) は f0(z) の D1 への解析接続になる。
D0∩D1 では f0(z) = f1(z) であるが, D0 からはみ出た D1 では f0(z) は発散する。同様にして, あ
らゆる方向に解析接続を行うと z ∈ D0 のとき f(z) = f0(z) である解析関数 f(z)が一意に決まる。
なお, 任意の a1 ∈ D0 に対して ρ1 = ℓ の場合, f0(z) は解析接続できない。

問題 5.20 (5.76)において (
z − a1 + a1 − a0

)n を二項展開して (5.78)を導け。

例として f0(z) = 1 + z + z2 + · · · の場合 D0 = {z | |z| < 1} では f0(z) = 1/(1 − z) になるが
|z| ≥ 1 では発散する。z ̸= 1である領域に解析接続すると, 一致の定理よりD0 で f0(z)に一致する
解析関数 f(z) は f(z) = 1/(1− z)だけである。これを具体的に確かめる。a1 ∈ D0 のとき

c1n =
f
(n)
0 (a1)

n!
=

1

n!

dn

dzn
1

1− z

∣∣∣∣
z=a1

=
1

(1− a1)n+1

であるから

f1(z) =
1

1− a1
lim

N→∞

N∑
n=0

(
z − a1
1− a1

)n

=
1

1− z
lim

N→∞

(
1−

(
z − a1
1− a1

)N+1
)

c1n/c1,n+1 = 1− a1 より ρ1 = |1− a1| である。D1 = {z | |z− a1| < ρ1} では f1(z) = 1/(1− z) にな
る。a1 が 0 と 1 を結ぶ線分上にない場合 ρ1 > ℓ = 1−|a1| であり D1 は D0 からはみ出す。下の左
図に虚軸上での |fk(ix)|を示す。太い曲線が |f0(ix)|,細い曲線が |f1(ix)|であり N = 50 , a1 = 3i/4

( ρ1 = 5/4 ) とした。破線の曲線は 1/|1 − ix| を表す。次に, a2 ∈ D1 を a1 と 1 を結ぶ線分上にな
い点とする。下の右図のように, この操作を繰り返すと Dk = {z | |z − ak| < ρk} , ρk = |1 − ak| で
は fk(z) = 1/(1 − z) である。z = 1 は全ての収束円上に存在するから, z = 1 には解析接続できな
いが, z ̸= 1 には解析接続でき f(z) = 1/(1− z) になる。

D0

D1

−1 0 1 2 x

0.5

1.0

|f
k
(i
x
)|

a1

a2 a3

a4

D0

D1

D2

D3

D4

10
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次に, 多価関数である log z を考える。実関数 log x の x = a0 > 0 でのテイラー展開を用いて

f0(z) = log a0 +G(z, a0) , G(z, a) =

∞∑
n=1

cn(a)(z − a)n , cn(a) =
(−1)n−1

n

1

an

とする。|cn/cn+1|
n→∞−−−−→ |a|より f0(z) は

D0 =
{
z
∣∣ |z − a0| < a0

}
=
{
z = reiθ

∣∣ 0 < r < 2a0 , |θ| < φ(r)
}
, φ(r) = cos−1 r

2a0

a0

D0
a1

D1

D7

で正則である。φ(a0) = π/3 より a1 = a0e
iφ0 , φ0 = π/4 は D0 内

の点である。z = a1で f0(z)をテイラー展開する。|z − a| < |a| の
とき

dG(z, a)

dz
=

∞∑
n=0

(a− z)n

an+1
=

1

z

より f
(n)
0 (z) = (−1)n−1(n− 1)!/zn になるから

f0(z) =

∞∑
n=0

f
(n)
0 (a1)

n!
(z − a1)

n = f0(a1) +G(z, a1)

G(z, a1) は D1 =
{
z
∣∣ |z − a1| < a0

} で正則であるから, f0(z)のD1 への解析接続は

f1(z) = f0(a1) +G(z, a1)

になる。k = 0, 1, 2, · · · のとき ak = a0e
ikφ0 として, 解析接続を繰り返すと

fk(z) = fk−1(ak) +G(z, ak) , f−1(a0) = log a0

ただし

z ∈ Dk =
{
z
∣∣ |z − ak| < a0

}
=
{
z = reiθ

∣∣ 0 < r < 2a0 , |θ − kφ0| < φ(r)
}

になる。dG(z, ak)/dz = 1/z , G(ak, ak) = 0 より

G(z, ak) =

∫
C

dt

t
, C =始点 ak と終点 zを結ぶDk 内の任意の経路

と表せる。t = ρeiϕ とする。Cを線分 ρ : a0 → r, ϕ =一定 = kφ0 と円弧 ρ =一定 = r, ϕ : kφ0 → θ

にとれば

fk(z) = fk−1(ak) +

∫ r

a0

dρ

ρ
+ i

∫ θ

kφ0

dϕ = fk−1(ak) + log r − log a0 + i
(
θ − kφ0

)
である。z = ak+1 = a0e

i(k+1)φ0 ∈ Dk の場合 r = a0, θ = (k + 1)φ0 より

fk(ak+1) = fk−1(ak) + iφ0 , ∴ fk−1(ak) = f−1(a0) + ikφ0 = log a0 + ikφ0

したがって k ≥ 0 のとき
fk(z) = log r + iθ , z ∈ Dk

になる。D0 → D−1 → · · · と解析接続すれば, 上式は k = −1, −2, · · · のときでも成り立つ。

log z = log r + iθ , z ∈ Dk , k = 0, ±1, ±2, · · ·
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で log z を定義する。z ∈ Dk である z に対して log z は１価である。

k = 8n+ ν , n =任意整数 , ν = 0, 1, · · · , 7

とする。k を与えると n, ν は一意に決まる。Dk での θ を θk とすると

−φ(r) < θk − (8n+ ν)φ0 < φ(r) , 8nφ0 = 2nπ

より Dk と Dν は複素平面上では同じ部分を占めるから z ∈ D0∪D1∪ · · · ∪D7 に制限してもよい。
θk = θν + 2nπ になるから

log z = log r + iθ + 2nπi , z ∈ Dν , ν = 0, 1, · · · , 7

である。log z は領域 Dν において log r + iθ + 2nπi のいずれかと一致する多価の解析関数である。
z = 0 を内部に含む Dk は存在しないから z = 0 には解析接続できない。

D0

D1

D2

問題 5.21
√
z を解析接続して求める。kを任意整数として領域

Dk =
{
z = reiθ

∣∣ r ≥ 0, 2kπ/3− π/2 < θ < 2kπ/3 + π/2
}

を考える。f0(z) =
√
r eiθ/2 , z ∈ D0 とする。x ≥ 0 のとき f0(x) =

√
x で

ある。f0(z) を D0 → D±1 → D±2 → · · · の順に解析接続した関数 fk(z),

z ∈ Dk により f(z) を定義する。f(z) = (−1)nfν(z) , z ∈ Dν を示せ。ただ
し k = 3n+ ν, ν = 0, 1, 2 である。

鏡像原理による解析接続
ある領域 D に対して実軸に関して対称な領域を D∗ とする。D における正則関数 f(z) は a ∈ D

のとき
f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n , ∴ f∗(z∗) =

∞∑
n=0

c∗n(z − a∗)n

と展開できる。a∗ ∈ D∗ より f∗(z∗) は D∗ において正則な z の関数である。
D0 を実軸上の線分 Lを含む片側の領域 ( Im z ≥ 0 または Im z ≤ 0 )とする。f0(z) を D0 におけ

る正則関数とすると, f1(z) = f∗
0 (z

∗) は D∗
0 で正則である。x ∈ L とし, 実数 ε を x+ iε ∈ D0 にな

るようにとると

f0(x+ iε)− f1(x− iε) = f0(x+ iε)− f∗
0 (x+ iε) = 2 Imf0(x+ iε)

である。f0(x) が実数ならば L において f1(x) = f0(x) になるから, f0(z) の D∗
0 への解析接続は

f1(z) であり

f(z) =

{
f0(z) , z ∈ D0

f∗
0 (z

∗) , z ∈ D∗
0

は D0∪D∗
0 で正則になる。上式の複素共役をとり z を z∗ で置き換えると

f∗(z∗) =

{
f∗
0 (z

∗) , z∗ ∈ D0 , つまり z ∈ D∗
0

f0(z) , z∗ ∈ D∗
0 , つまり z ∈ D0

}
= f(z) , z ∈ D0∪D∗

0

である。
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ガンマ関数
(4.48)において実数 xを複素数 zで置き換えて

Γ0(z) =

∫ ∞

0

dt e−ttz−1 (5.79)

とする。z = x+ iy とすると |tz−1| = |tx−1eiy log t| = tx−1 より∣∣Γ0(z)
∣∣ ≤ ∫ ∞

0

dt
∣∣e−ttz−1

∣∣ = ∫ ∞

0

dt e−ttx−1 ,
∣∣dΓ0/dz

∣∣ ≤ ∫ ∞

0

dt e−ttx−1| log t|

である。D0 =
{
z
∣∣ Re z > 0

} で Γ0(z), dΓ0/dz は有限になるから Γ0(z) は正則である。(4.49)と同
様に n = 1, 2, 3, · · · として

Γ0(z) = Γn(z) , Γn(z) =
Γ0(z + n)

z(z + 1) · · · (z + n− 1)
, z ∈ D0 (5.80)

である。Γn(z) は Dn =
{
z
∣∣ Re z > −n , z ̸= 0, −1, · · · ,−n+ 1

} で正則である。そこで Γ (z) を

Γ (z) =

{
Γ0(z) , z ∈ D0

Γn(z) , z ∈ Dn , n = 1, 2, · · ·

で定義する。z ∈ D0 のとき Γn(z) = Γ0(z) であるから, Γ0(z) を非正の整数を除く全複素平面に解
析接続したことになる。z /∈ D0 のとき Γ (z) は (5.79)では表せないが

1

Γ (z)
= lim

n→∞

z(z + 1) · · · (z + n)

nzn!
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n , γ = lim

n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
(5.81)

は任意の zで成り立つ。γ = 0.5772156 · · · はオイラーの定数である。

問題 5.22 nを整数とする。(1− t/n)n
n→∞−−−−→ e−t であるから, z ∈ D0 のとき (5.79)より

Γ (z) = lim
n→∞

Fn(z) , Fn(z) =

∫ n

0

dt tz−1

(
1− t

n

)n

= nz

∫ 1

0

dxxz−1(1− x)n

である。部分積分を n回行い (5.81)を示せ。

5.12 鞍点法
116ページで示したように, 正則関数 f(z) の場合, f ′(z) = 0 , f ′′(z) ̸= 0 を満たす点 z において
|f(z)| は極小値 0 以外の極値をとらない。同じことは f(z) の実部 u(z) , 虚部 v(z) でも成り立つ。
f ′(z) = ux − iuy = 0 のとき ux(x, y) = uy(x, y) = 0 である。また, コーシー・リーマンの微分方程
式 (5.7)より

Du = uxxuyy − (uxy)
2
= − (uxx)

2 − (vxx)
2
= − |f ′′(z)|2

u(x, y) が極値をとる条件は (2.12)より Du > 0 であるが, f ′′(z) ̸= 0 である点 z では Du < 0 にな
るから z は停留点であり, u(z) は極小でも極大でもない。
停留点近傍の性質を調べる前に u(x, y) = 一定 及び v(x, y) = 一定 を考える。x を与えると

u(x, y) =一定 を満たすように y が定まるから, u(x, y) =一定 は複素平面上の曲線を表す。この曲
線を Cu とすると, Cu 上の近接する 2点 (x, y) , (x+ dx, y + dy) では

u(x+ dx, y + dy)− u(x, y) = ux dx+ uy dy = 0
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である。同様に v(x, y) =一定 である曲線 Cv 上の近接する 2点 (x, y) , (x+ dx′, y + dy′) では

v(x+ dx′, y + dy′)− v(x, y) = vx dx
′ + vy dy

′ = −uy dx
′ + ux dy

′ = 0

になるから uxdx dx
′ = −uydy dx

′ = −uxdy dy
′ である。したがって

ux

(
dx dx′ + dy dy′

)
= 0 , 同様にして uy

(
dx dx′ + dy dy′

)
= 0

f ′(z) = ux− iuy ̸= 0 のとき ux と uy が同時に 0 になることはないから dx dx′ + dy dy′ = 0 であり,

微小ベクトル (dx, dy) と (dx′, dy′) は直交する。つまり, f ′(z) ̸= 0 である点では u(x, y) = 一定 の
曲線と v(x, y) =一定 の曲線は直交する。25ページで示したように, u(x, y) が最も大きく変化する
方向は, u(x, y) =一定 と直交する方向であるから, v(x, y) =一定 の曲線上では u(x, y) は最も大き
く変化する。このため, 曲線 v(x, y) =一定 を最大勾配曲線という。
以上のことは, 次のようにしても示せる。ある点 z0 を通る直線上の z は z− z0 = xeiϕ とおける。

z0 の両側で ϕ を共通にし −∞ < x <∞ である。z0 近傍での f(z) は

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · · = f(z0) + |f ′(z0)|xei(α+ϕ) + · · ·

ただし, f ′(z0) = |f ′(z0)|eiα である。これから

u(z) = u(z0) + |f ′(z0)|x cos(ϕ+ α) + · · · , v(z) = v(z0) + |f ′(z0)|x sin(ϕ+ α) + · · ·

したがって, f ′(z0) ̸= 0 の場合

cos(ϕ+ α) = 0 のとき u =一定 , sin(ϕ+ α) = 0 のとき v =一定

であり, u = 一定 の方向と v = 一定 の方向は直交する。また v = 一定 , ( sin(ϕ + α) = 0 )のとき
cos(ϕ+ α) = ±1 になるから u は最も大きく変化する。
次に f ′(z0) = 0 , f ′′(z0) ̸= 0 のとき

f(z) = f(z0) +
f ′′(z0)

2
(z − z0)

2
+ · · · = f(z0) +

|f ′′(z0)|
2

x2ei(2ϕ+β) + · · ·

ただし f ′′(z0) = |f ′′(z0)|eiβ である。これから

u(z) = u(z0) +
|f ′′(z0)|

2
x2 cos(2ϕ+ β) , v(z) = v(z0) +

|f ′′(z0)|
2

x2 sin(2ϕ+ β) + · · · (5.82)

A

B
C

D

z0

ϕ が cos(2ϕ + β) > 0 を満たす方向では u(z0) は極小, cos(2ϕ + β) < 0

の方向では極大になる。したがって, z = z0 を通り u(z) =一定 = u(z0)

の 2つの曲線を境にして, 曲面 u = u(z) は山と谷に分かれる。u(z0) は
極小でも極大でもない。図に u(z) の等高線を細い実線で示す。影をつ
けた部分が谷を表す。z = z0 は曲面 u = u(z) の峠になっており鞍点
( saddle point )である。曲線 v(z) =一定 は u(z) が最も大きく変化する
方向を表すが, 特に鞍点 z = z0 を通る曲線 v(z) = 一定 = v(z0) は図に
示した太い実線 C と破線Dの 2本ある。これらの曲線の z = z0 での接線方向は (5.82)から

C : cos(2ϕ+ β) = − 1 , D : cos(2ϕ+ β) = 1

であり z = z0 で C と D は直交する。谷を通る C 上では u(z) は最も急速に減少するから, この曲
線を最急降下曲線という。
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t を複素数とするとき, 複素積分で定義される関数

F (t) =

∫
C0

dz etf(z)g(z)

の | t | → ∞ での近似式を求める。

etf(z) = eu(t,z)
(
cos v(t, z) + i sin v(t, z)

)
, ただし tf(z) = u(t, z) + iv(t, z)

とおく。積分路 C0 が u(t, z) の鞍点を通る最急降下曲線 C に変更できるとする。| t | → ∞ のとき
鞍点近傍では eu(t,z) は非常に鋭いピークになるだろうから, 積分を z = z0 近傍だけで近似できよ
う。一般に, | t | → ∞ では cos v(t, z) と sin v(t, z) は z は変化すると激しく振動するため積分の評
価は困難であるが, 最急降下曲線上の積分では v(t, z) は定数である。z = z0 近傍では

tf(z) = tf(z0) +
tf ′′(z0)

2
(z − z0)

2
+ · · · = tf(z0) +

|tf ′′(z0)|
2

ei(2ϕ+β)x2 + · · ·

ただし
tf ′′(z0) = |tf ′′(z0)|eiβ , z − z0 = xeiϕ

である。ϕ は z = z0 で曲線 C と接する直線の角度であり, x > 0 の方向が積分路の方向になるよう
に ϕ をとる。上図でいえば, 積分方向が A→B と B→A では ϕ は π だけ異なる。最急降下曲線 C

では x2 の係数は負になるから ei(2ϕ+β) = − 1 , つまり 2ϕ+ β = (2n+ 1)π であり

tf(z) = tf(z0)−
|tf ′′(z0)|

2
x2 + · · ·

あるいは
u(t, z) = u(t, z0)−

|tf ′′(z0)|
2

x2 + · · · , v(t, z) = v(t, z0)

になる。| t | → ∞ のとき, x = 0 近傍以外では etf(z) ≈ 0 になるから, 積分区間を −∞ < x <∞ と
し, tf(z) を上式で近似する。また, g(z) ≈ g(z0) としてよい。dz = eiϕdx より∫

C0

dz etf(z)g(z) ≈ etf(z0)g(z0)

∫ ∞

−∞
dx eiϕe−|tf ′′(z0)|x2/2 = etf(z0)+iϕg(z0)

√
2π

|tf ′′(z0)|

になる。
√
tf ′′(z0) =

√
|tf ′′(z0)| eiβ/2 =

√
|tf ′′(z0)| ie−iϕ+iπn であるから∫

C0

dz etf(z)g(z) ≈ ± i etf(z0)g(z0)

√
2π

tf ′′(z0)

とも表せる。符号は積分路 C0 と鞍点を通る積分路 C の向きで決まる。この近似法を鞍点法という。

例題 ガンマ関数 (4.48)

Γ (t+ 1) =

∫ ∞

0

dxxte−x

の | t | → ∞ での近似式を求める。t は Re t > − 1 の複素数でもよい。t の極形式を

t = ρeiα , ρ > 0 , |α| < π/2

とする。z = x/t とすると

Γ (t+ 1) = tt+1

∫
C0

dz zte−tz = tt+1

∫
C0

dz etf(z) , f(z) = log z − z
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であり, 鞍点法が使える形式になる。C0 は角度 −α で原点から無限遠に向かう直線経路である。

f ′(z) =
1

z
− 1 , f ′′(z) = − 1

z2

より z = 1 が鞍点である。α ̸= 0 のとき, C0 上に z = 1 は存在しないが, 以下で示すように, z = 1

を通る最急降下曲線 C に積分路を変更できる。z = 1 + xeiϕ とおくと

tf(z) = tf(1) +
tf ′′(1)

2
x2e2iϕ + · · · = − t− ei(α+2ϕ)

2
ρx2 + · · ·

である。C 上の z では x2 の係数は負になるから ei(α+2ϕ) = 1 である。積分の向きを考えると
ϕ = −α/2 とし x を増加する方向に積分すればよい。dz = eiϕdx = e−iα/2dx より

Γ (t+ 1) ≈ tt+1e−te−iα/2

∫ ∞

−∞
dx e−ρx2/2 =

√
2πt tte−t ,

√
t =
√
ρ eiα/2

である。n = 1, 2, · · · のとき Γ (n + 1) = n! であるから, n ≫ 1 の場合 n! ≈
√
2πnnne−n になる。

これをスターリングの公式という。
log z は多価関数である。ここでは正の実軸で連続になるように

log z = log r + iθ , ただし z = reiθ , r > 0 , −π < θ ≤ π

とする。tf(z) = ρeiα
(
log r + iθ − reiθ

) より
u(t, z) = Re

(
tf(z)

)
= ρ
(
cosα log r − θ sinα− r cos

(
α+ θ

))
v(t, z) = Im

(
tf(z)

)
= ρ
(
sinα log r + θ cosα− r sin

(
α+ θ

))
である。u(t, reiπ)− u(t, re−iπ) = − 2πρ sinα になるから, α ̸= 0 のとき u は負の実軸で不連続にな
る。最急降下曲線 C は v(t, z) =一定 = v(t, 1) より

0 1

0

CDC0

(
log r + 1

)
sinα+ θ cosα− r sin

(
α+ θ

)
= 0

で決まる。t が実数 (α = 0 )のとき θ − r sin θ = 0 , つ
まり y = 0 または x = y cot y になり, y = 0 が C で
ある。C0 と C は一致し, 積分路を変更する必要はない。
α ̸= 0 での C を右図に示す (α = π/3 )。細い曲線は
u(t, z) = 一定 を表す。C はこれらの曲線と直交する。
鞍点 z = 1 での C の接線は角度 ϕ = −α/2 で実軸と交わる。

sin(α+ θ) =

(
log r + 1

)
sinα+ θ cosα

r

r→∞−−−−→ 0 , u(t, z)
r→∞−−−−→ − ρr cos(α+ θ)

より, 最急降下曲線の場合 θ
r→∞−−−−→ −α になるから, C0 は C の漸近線である ( θ

r→∞−−−−→ π − α は曲
線 D の漸近線 )。C は α > 0 のとき上半面から, α < 0 のとき下半面から負の実軸に到達する (図
の • )。負の実軸で v(t, z) は不連続になるから, C は反対側の半面には達しない。α ≷ 0 のとき到達
点を r = r0 , θ = ±π とすると(

log r0 + 1
)
sin |α|+ π cosα+ r0 sin |α| = 0 , ∴ log r0 + r0 = − π cosα

sin |α|
− 1 (5.83)
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である ( θ = ∓π とすると D の到達点 )。実軸に沿って z = r0e
±iπ から原点までの経路を C ′ とす

ると C0 − C + C ′ は閉曲線になり, この閉曲線内で etf(z) は正則になるから (原点を迂回する必要
があるが, cosα > 0 よりこの部分の寄与は 0 になる)∫

C0

dz etf(z) =

∫
C

dz etf(z) − I ′ , I ′ =

∫
C′
dz etf(z) = −

∫ 0

r0

dr etf(re
±iπ)

である。

|I ′| ≤
∫ r0

0

dr exp
(
u
(
t, re±iπ

))
=

∫ r0

0

dr exp
((

log r + r
)
ρ cosα− πρ sin |α|

)
cosα > 0, 0 ≤ r ≤ r0 のとき log r + r ≤ log r0 + r0 であり (5.83)より

|I ′| ≤ r0 exp
(
− ρ cosα− πρ/ sin |α|

)
ρ→∞−−−−→ 0 , cosα+ π/ sin |α| > 0

になる。したがって, C0 を最急降下曲線に変更できる。

5.13 複素積分と 2階線形微分方程式
同次の 2階線形微分方程式

d2y

dz2
+ p(z)

dy

dz
+ q(z)y(z) = 0

の解 y(z) は, 95ページ以降で扱ったように, べき級数を用いて得ることができる。ここでは解 y(z)

を複素 t平面上の積分で表して
y(z) =

∫
C

dtK(z, t) v(t) (5.84)

の形に求める。K(z, t) は与えられた関数で, 例えば ezt , (t− z)λ などである。積分路 C は以下で
示す条件を満たす適当な経路である。y(z) が微分方程式を満たすように v(t) を決める。
以下では, ルジャンドルの微分方程式

(1− z2)
d2y

dz2
− 2z

dy

dz
+ ν(ν + 1)y = 0

を考える。z , ν は複素数でもよい。K(z, t) = (t− z)λ として (5.84)を上式に代入すると∫
C

dt v(t)
(
λ(λ− 1)(1− z2)(t− z)λ−2 + 2λz(t− z)λ−1 + ν(ν + 1)(t− z)λ

)
= 0

z = t− (t− z) として t− z で表すと∫
C

dt v(t)
(
λ(λ− 1)

(
1− t2

)
(t− z)λ−2 + 2λ2t(t− z)λ−1 +

(
ν(ν + 1)− λ(λ+ 1)

)
(t− z)λ

)
= 0

λ を ν(ν + 1)− λ(λ+ 1) = 0 , つまり, λ = ν または λ = − ν − 1 とすれば∫
C

dt v(t)
(
λ(λ− 1)

(
1− t2

)
(t− z)λ−2 + 2λ2t(t− z)λ−1

)
=

∫
C

dt v(t)

((
1− t2

) d2

dt2
(t− z)λ + 2λt

d

dt
(t− z)λ

)
= 0

部分積分を行うと∫
C

dt t v(t)
d

dt
(t− z)λ =

[
t v(t)(t− z)λ

]
C
−
∫
C

dt (t− z)λ
d

dt
tv(t)
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ただし [ f(t) ]C は積分路の終点と始点での f(t) の差, C が閉曲線なら一周したときの f(t) の差を
表す。同様にして∫

C

dt v(t)
(
1− t2

) d2

dt2
(t− z)λ =

[
(1− t2)v(t)

d

dt
(t− x)λ − d(1− t2)v

dt
(t− x)λ

]
C

+

∫
C

dt (t− x)λ
d2

dt2
(
1− t2

)
v(t)

であるから
[F (t)]C +

∫
C

dt (t− x)λ
d

dt

(
d

dt

(
1− t2

)
v(t)− 2λtv(t)

)
= 0

ただし
F (t) = (1− t2)v(t)

d

dt
(t− z)λ − (t− z)λ

(
d

dt
(1− t2)v(t)− 2λtv(t)

)
したがって

d

dt
(1− t2)v(t)− 2λtv(t) = (1− t2)

dv

dt
− 2(1 + λ)tv = 0 (5.85)

及び C を
[F (t)]C =

[
(1− t2)v(t)

d

dt
(t− x)λ

]
C

= 0

となるように取れば
y(z) =

∫
C

dt (t− z)λv(t) , λ = ν , − ν − 1

はルジャンドル微分方程式の解になる。(5.85)より
1

v

dv

dt
+ (λ+ 1)

2t

t2 − 1
=

d

dt

(
log v + (λ+ 1) log(t2 − 1)

)
= 0 , ∴ v(t) = v0(t

2 − 1)−λ−1

になるから

y(z) = v0

∫
C

dt (t− z)λ(t2 − 1)−λ−1 ,
[
(t2 − 1)−λ(t− z)λ−1

]
C
= 0

λ = − ν − 1 のとき
y(z) = v0

∫
C

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
, [Fν(t) ]C = 0 (5.86)

ただし
Fν(t) =

(t2 − 1)ν+1

(t− z)ν+2
=

(t− 1)ν+1(t+ 1)ν+1

(t− z)ν+2

である。λ = ν は上式で ν を − ν − 1 に置き換えればよい。

1−1

z

C1

1−1

z

C2

積分路 C の選び方はいろいろある。これにより微分方程式の解の様々な表現を得たり, 他の表現
との関係を調べられる。ν が整数でないとき, (t− 1)ν+1 は多価関数であり分岐点 t = 1 のまわりの
1周すると元の値に戻らない。(t+ 1)ν+1 , (t− z)−ν−2 についても同様であり, これらのことを考慮
して (5.86)の条件を満たすように積分路 C を決める。上図のような積分路を考える。C1 は t = 1
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と t = z のまわりを正方向にまわる。ただし, t = − 1 は C1 の外側にある。したがって z ̸= −1 で
ある。t = 1 + r1e

iθ1 , t = z + r2e
iθ2 とすると

(t− 1)ν+1 = rν+1
1 ei(ν+1)θ1 , (t− z)−ν−2 = r−ν−2

2 e−i(ν+2)θ2

t = 1 及び t = z のまわりに 1周すると

rν+1
1 ei(ν+1)(2π+θ1) = e2πiν rν+1

1 ei(ν+1)θ1 , r−ν−2
2 e−i(ν+2)(2π+θ2) = e−2πiν r−ν−2

2 e−i(ν+2)θ2

であるから, ν が整数でない場合 e2πνi ̸= 1であり元も値に戻らない。しかし, C1 上で,ある点 t = t0

を出発点にして 1周すると

[Fν(t) ]C1
= e2πiν e−2πiνF (t0)− F (t0) = F (t0)− F (t0) = 0

であり条件 (5.86)を満たす。C2 は t = −1 を正方向に, t = 1 を負方向に 1周する積分路である。
t = z は C2 の外側にあり z ̸= ± 1 である。この場合も

正方向の t = −1 まわり (t+ 1)ν+1 → e2πiν , 負方向の t = 1 まわり (t− 1)ν+1 → e−2πiν

の因子は打ち消しあい [Fν(t) ]C2
= 0 である。

積分路が C1 の場合 v0 = 1/(2πi 2ν) として

Pν(z) =
1

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
(5.87)

とする。
dPν

dz
=

ν + 1

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+2

z = 1 のとき

Pν(1) =
1

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t+ 1)ν

t− 1
, P ′

ν(1) =
ν + 1

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t+ 1)ν

(t− 1)2

C1 内の極は t = 1 だけが存在するから

Pν(1) =
1

2ν
lim
t→1

(t− 1)
(t+ 1)ν

t− 1
= 1 , P ′

ν(1) =
ν + 1

2ν
lim
t→1

d

dt
(t− 1)2

(t+ 1)ν

(t− 1)2
=

ν(ν + 1)

2

になる。ν を − ν − 1 で置き換えた P−ν−1(z) も微分方程式の解であるが

Pν(1) = P−ν−1(1) = 1 , P ′
ν(1) = P ′

−ν−1(1) =
ν(ν + 1)

2

2階の線形微分方程式の一般論として, 初期条件 y(x0) , y
′(x0) を与えると解は一意に決まるから

Pν(z) = P−ν−1(z)

である。
ν = n = 0, 1, 2, · · · のとき, べき関数は一価関数になり

Pn(z) =
1

2πi

∮
C1

dt
(t2 − 1)n

2n (t− z)n+1

の被積分関数は t = z 以外では正則である。したがって, コーシーの積分公式 (5.23)より

Pn(x) =
1

2nn!

d2

dzn
(z2 − 1)n
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これはロドリグの公式 (4.42)であり, Pν(z) はルジャンドル多項式 Pn(x) を複素数の n, x に拡張し
たものである。Pν(z) をルジャンドル関数という。
(5.87)を用いると, ルジャンドル関数の関係式を導ける。[Fν(t) ]C1

= 0 と同様にして

0 =

[
(t2 − 1)ν+1

(t− z)ν+1

]
C1

=

∮
C1

dt
d

dt

(t2 − 1)ν+1

(t− z)ν+1

= 2(ν + 1)

∫
C1

dt
t (t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
− (ν + 1)

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν+1

(t− z)ν+2
(5.88)

t = (t− z) + z として

2

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν
+ 2z

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
−
∮
C1

dt
(t2 − 1)ν+1

(t− z)ν+2
= 0

したがって
Pν+1(z)− zPν(z) =

1

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν
(5.89)

両辺を z で微分すると
dPν+1

dz
− Pν − z

dPν

dz
=

ν

2πi 2ν

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
= ν Pν

つまり
(ν + 1)Pν =

dPν+1

dz
− z

dPν

dz
(5.90)

である。次に

0 =

[
t (t2 − 1)ν

(t− z)ν

]
C1

=

∮
C1

dt
d

dt

t (t2 − 1)ν

(t− z)ν

=

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν
+ 2ν

∮
C1

dt
t2(t2 − 1)ν−1

(t− z)ν
− ν

∮
C1

dt
t (t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
(5.91)

t2 = (t2 − 1) + 1 , t = (t− z) + z と分解すると

(ν + 1)

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν
+ 2ν

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν−1

(t− z)ν
− νz

∮
C1

dt
(t2 − 1)ν

(t− z)ν+1
= 0

(5.89)より
(ν + 1)

(
Pν+1(z)− zPν(z)

)
+ νPν−1(z)− νzPν(z) = 0

したがって
(ν + 1)Pν+1(z)− (2ν + 1) zPν(z) + νPν−1(z) = 0 (5.92)

これを z で微分すると

(ν + 1)P ′
ν+1(z)− (2ν + 1)Pν(z)− (2ν + 1) zP ′

ν(z) + νP ′
ν−1(z) = 0

P ′
ν+1 に (5.90)を代入し ν で割ると

νPν(z) = z
dPν

dz
− dPν−1

dz
(5.93)

P0(z) = P−1(z) = 1 であるから上式は ν = 0 のときも成り立つ。(5.90)と (5.93)を足し合わせれば

(2ν + 1)Pν(z) =
dPν+1

dz
− dPν−1

dz
(5.94)
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である。
Pν(z) と 1 次独立な解を求める。Re (ν) + 1 < 0 ならば (t2 − 1)ν+1 は t = ± 1 で発散するが,

Re (ν) + 1 > 0 ならば 0 になるから Fν(1) = Fν(−1) = 0 である ( ただし z ̸= ± 1 )。したがって, 実
軸上の線分 − 1 ≤ t ≤ 1 である積分路は, z がこの線分上にないとき (5.86)の条件を満たす。これか
ら v0 = − 1/2ν+1 として

Qν(z) =
1

2ν+1

∫ 1

−1

dt
(1− t2)ν

(z − t)ν+1
(5.95)

と定義すると Qν(z) は微分方程式の解である。ν = n = 0, 1, 2, · · · のとき, ここで定義した Qn(z)

は (4.44)の型に書き直せる。

Q0(z) =
1

2

∫ 1

−1

dt
1

z − t
=

1

2
log

z + 1

z − 1

Q1(z) =
1

4

∫ 1

−1

dt
1− t2

(z − t)2
=

1

4

∫ 1

−1

dt

(
1− z2

(z − t)2
+

2z

z − t
− 1

)
=

z

2
log

z + 1

z − 1
− 1

P0(z) = 1 , P1(z) = z であるから n = 0, 1 のとき

Qn(z) =
Pn(z)

2
log

z + 1

z − 1
+Wn−1(z) , Wn−1 =

{
0 , n = 0

n− 1次の多項式 , n ≥ 1
(5.96)

は成り立つ。(5.88), (5.91) は C1 を実軸上の積分 −1 ≤ t ≤ 1 に置き換えても成り立つ。ただし,

(5.91)では Re (ν) > 0 である。また, Pν と Qν を定義したときの v0 の ν 依存性は同じ 1/2ν であ
るから, Re (ν) > 0 のとき (5.92)で Pν を Qν に置き換えることができ

(ν + 1)Qν+1(z)− (2ν + 1) zQν(z) + νQν−1(z) = 0

である。(5.96)が n = k , n = k − 1 のとき成り立つとすると

Qk+1 =
2k + 1

k + 1
z Qk −

k

k + 1
Qk−1

=
2k + 1

k + 1
z

(
Pk(z)

2
log

z + 1

z − 1
+Wk−1(z)

)
− k

k + 1

(
Pk−1(z)

2
log

z + 1

z − 1
+Wk−2(z)

)
=

Pk+1(z)

2
log

z + 1

z − 1
+Wk(z)

ただし
Wk(z) =

2k + 1

k + 1
zWk−1(z)−

k

k + 1
Wk−2(z)

Wk−1(z)は k−1次の多項式と仮定しているから, Wk(z)は k次の多項式になる。したがって, (5.96)

は n = 0, 1, 2, · · · のとき成り立つ。

1−1

z

任意の ν の場合, 積分路を C2 にとればよい。このとき

Qν(z) = A

∮
C2

dt
(t2 − 1)ν

(z − t)ν+1

とする。定数 A はRe (ν) + 1 > 0 のとき (5.95)に一致するように
とる。C2 は実軸上を往復する経路 D に変更できる。D は

D+ t = −1 + ε から t = 1− ε に向かう実軸に沿った経路
D+1 t = 1 を中心とした半径 ε の負方向の円周
D− t = 1− ε から t = −1 + ε に向かう実軸に沿った経路
D−1 t = −1 を中心とした半径 ε の正方向の円周
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からなり ∮
C2

dt
(t2 − 1)ν

(z − t)ν+1
= I+ + I+1 + I− + I−1 , Ik =

∫
Dk

dt
(t2 − 1)ν

(z − t)ν+1

1−1

t

θ
ϕ

である。図のように角度をとり D+ の場合に θ = 0 , ϕ = π と決め
れば, D+ では ε ≤ r ≤ 2− ε として t+ 1 = r , t− 1 = (2− r)eiπ に
なるから

I+ =

∫ 2−ε

ε

dr
rν(2− r)νeiπν

(z − r + 1)ν+1
= eiπν

∫ 1−ε

−1+ε

dt
(1− t2)ν

(z − t)ν+1

である。D+1 上では t − 1 = εeiϕ , ( ϕ : π → −π ) とおける。ε → 0 のとき t + 1 = reiθ , ( r ≈ 2 ,

θ ≈ 0 )であるから

I+1
ε→+0−−−−→ i

2νεν+1

(z − 1)ν+1

∫ −π

π

dϕ ei(ν+1)ϕ =
2ν

(z − 1)ν+1

eiπν − e−iπν

ν + 1
εν+1

になる。次に, D− では θ = 0 , ϕ = −π である。t = 1 を中心として時計周りに 1周したから ϕ は
D+ での値 π に比べて 2π 減少し −π になる。2− ε ≥ r ≥ ε として

t+ 1 = r , t− 1 = (2− r)e−iπ

である。これから

I− =

∫ ε

2−ε

dr
rν(2− r)νe−iπν

(z − r + 1)ν+1
= − e−iπν

∫ 1−ε

−1+ε

dt
(1− t2)ν

(z − t)ν+1

D−1 上では t+ 1 = εeiθ , θ : 0→ 2π とおける。t− 1 = reiϕ , ( r ≈ 2 , ϕ ≈ −π )であるから

I−1
ε→+0−−−−→ i

2νe−iπν

(z + 1)ν+1

∫ 2π

0

dθ eiνθ =
2ν

(z + 1)ν+1

eiπν − e−iπν

ν + 1
εν+1

以上から

Qν(z) = A
(
eiπν − e−iπν

)[( 2ν

(z + 1)ν+1
+

2ν

(z − 1)ν+1

)
εν+1

ν + 1
+

∫ 1−ε

−1+ε

dt
(1− t2)ν

(z − t)ν+1

]
Re (ν) + 1 > 0 のとき εν+1 ε→+0−−−−→ 0 になるから

Qν(z) = A
(
eiπν − e−iπν

)∫ 1

−1

dt
(1− t2)ν

(z − t)ν+1

これと (5.95)を比較すると

A
(
eiπν − e−iπν

)
=

1

2ν+1
, ∴ A =

1

4i sin(πν)

1

2ν

であるから
Qν(z) =

1

4i sin(πν)

1

2ν

∮
C2

dt
(t2 − 1)ν

(z − t)ν+1

になる。これは Re (ν) + 1 > 0 である必要はない。
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6 フーリエ解析
6.1 フーリエ級数
a を正の実数とし, 関数 f(x) が任意の x に対して f(x+ a) = f(x) が成り立つとき, f(x) を周期

a の周期関数という。

f(x+ 2a) = f(x+ a+ a) = f(x+ a) = f(x) , 一般に f(x+ na) = f(x) , n = 1, 2, 3, · · ·

であるから na も周期である。周期の中で最小の周期を基本周期と呼ぶこともある。周期関数の代
表例は三角関数である。cosx , sinx は基本周期 2π の周期関数である。一般に cos(nx) , sin(nx) は
基本周期 2π/n の周期関数であるが, 周期 2π の周期関数でもある。
周期 2a の周期関数 f(x) を考える。便宜上, 周期を a ではなく 2a とする。

cos
nπx

a
, sin

nπx

a
, n = 0, 1, 2, · · ·

も周期 2a の周期関数であるから

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
An cos

nπx

a
+Bn sin

nπx

a

)
(6.1)

と展開できるとする。これをフーリエ級数という。オイラーの公式 (1.11)を用いて指数関数で表せ
ば

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
An − iBn

2
einπx/a +

An + iBn

2
e−inπx/a

)
=

∞∑
n=−∞

Cn e
inπx/a (6.2)

ここで
An = Cn + C−n , Bn = i (Cn − C−n) , ただし n ≥ 0 (6.3)

である。(6.2)を複素フーリエ級数という。係数 Cn を求める。∫ a

−a

dxφ∗
m(x)φn(x) = δmn , ただし φn(x) =

einπx/a√
2a

(6.4)

になることは簡単に示せる。(6.2)を φn(x) で表せば

f(x) =
√
2a

∞∑
n=−∞

Cn φn(x) (6.5)

になるから

1

2a

∫ a

−a

dx e−inπx/af(x) =
1√
2a

∫ a

−a

dxφ∗
n(x) f(x) =

∞∑
m=−∞

Cm

∫ a

−a

dxφ∗
n(x)φm(x) = Cn (6.6)

である。(6.3)より

An =
1

a

∫ a

−a

dx f(x) cos
nπx

a
, Bn =

1

a

∫ a

−a

dx f(x) sin
nπx

a
(6.7)

になる。f(x) が偶関数のとき f(x) sin(nπx/a) は奇関数であるから Bn = 0 になり

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos
nπx

a
, An =

2

a

∫ a

0

dx f(x) cos
nπx

a
(6.8)
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これをフーリエ余弦級数という。一方, f(x) が奇関数のとき An = 0 になるから

f(x) =

∞∑
n=1

Bn sin
nπx

a
, Bn =

2

a

∫ a

0

dx f(x) sin
nπx

a
(6.9)

である。これをフーリエ正弦級数という。

ディリクレ核 (6.5)の右辺の − k ≤ n ≤ k の部分和を fk(x) とする。Cn に (6.6)を代入すると

fk(x) =
1

2a

k∑
n=−k

einπx/a
∫ a

−a

dy e−inπy/af(y) =

∫ a

−a

dy f(y)Dk(x− y) (6.10)

ただし ( z = eiπx/a )

Dk(x) =
1

2a

k∑
n=−k

einπx/a =
1

2a

zk+1 − z−k

z − 1
=

1

2a

zk+1/2 − z−k−1/2

z1/2 − z−1/2
=

sin
(
(2k + 1)

πx

2a

)
2a sin

πx

2a

(6.11)

−a 0 a 2a x

0

2k + 1

2a

2a

2k + 1

である。Dk(x) をディリクレ核という。Dk(x) の概略
を右図に示す。

Dk(0) =
2k + 1

2a

k→∞−−−−→∞

∫ a

−a

dxDk(x) =
1

2a

k∑
n=−k

∫ a

−a

dx einπx/a = 1

であり Dk(x) は周期 2a の周期関数であるから

lim
k→∞

Dk(x) =

∞∑
n=−∞

δ(x− 2an) (6.12)

特に |x| < 2aのとき lim
k→∞

Dk(x) = δ(x)になる。なお,例えば Dk(a) = (−1)k/2aであり, x ̸= 2anで
あっても Dk(x)

k→∞−−−−→ 0にはならない。しかし, x = 2an近傍以外では, Dk(x)は周期 ≈ 2a/k → 0

で激しく振動するから Dk(x) を 1周期の平均で置き換えれば Dk(x)
k→∞−−−−→ 0 である。

f(x) が連続ならば

lim
k→∞

fk(x) =

∞∑
n=−∞

∫ a

−a

dy f(y) δ(x− y − 2an) =

∞∑
n=−∞

f(x− 2an)

∫ a

−a

dy δ(x− y − 2an)

f(x− 2an) = f(x) 及び − a < x− 2an < a を満たす n は 1つだけであるから lim
k→∞

fk(x) = f(x) に
なる。f(x) が x = c で不連続の場合, (6.16)で示すように

lim
k→∞

fk(c) =
f(c+ 0) + f(c− 0)

2
(6.13)

が成り立つ。

例題 1

f(x) = |x| , −a ≤ x ≤ a , f(x+ 2a) = f(x)

f(x) は偶関数であるから (6.8)より

An =
2

a

∫ a

0

dxx cos
nπx

a
=


a , n = 0

2a
(−1)n − 1

(nπ)2
, n ̸= 0
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したがって
f(x) =

a

2
+

2a

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cos

nπx

a
(6.14)

−a a0

a

0

になる。n = k までの部分和 fk(x) を右図に示す。細い曲
線は f1(x), 太い曲線は f7(x) である。三角関数とは無関
係な |x|が, 確かに cosの和として表せる。(6.14)で x = 0

とすると
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

8

になる。ある特定の x でのフーリエ級数から, 各種の無限
級数を求められる。

例題 2

f(x) =


1 , 0 < x < a

0 , x = 0 , a

− 1 , − a < x < 0

, f(x+ 2a) = f(x) (6.15)

の場合, f(x) は奇関数であるから

Bn =
2

a

∫ a

0

dx sin
nπx

a
=

2

nπ

(
1− (−1)n

)
, ∴ f(x) =

2

π

∞∑
n=1

1− (−1)n

n
sin

nπx

a

f5
f21

1
λ

0

−1
−λ

0 a

部分和 fk(x) を右図に示す。不連続点 x = 0, a では

f(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
= 0

であるから, 任意の点で fk(x)
k→∞−−−−→ f(x) になる。と

ころで,右図の • の x を xk とすると, k → ∞ のとき
xk → 0 であるが fk(xk)→ λ > 1 になる。以下で示す
が, xk

k→∞−−−−→ 0である xk に依存して lim
k→∞

|fk(xk)| ≤ λ

になる。これをギブスの現象という。
(6.15)の場合 (6.10)より

fk(x) =
1

2a

∫ a

0

dy Dk(x− y)− 1

2a

∫ 0

−a

dy Dk(x− y)

である。|x| < a の場合を考える。x′ = πx/2a, y′ = πy/2a として (6.11)を代入すると

fk(x) =

∫ π/2

0

dy′ Fk(x
′ − y′)−

∫ 0

−π/2

dy′ F (x′ − y′) , Fk(x) =
sin(2k + 1)x

π sinx

になる。第 1項では t = y′ − x′ , 第 2項では t = − y′ + x′ とすると

fk(x) =

∫ π/2−x′

−x′
dt Fk(t)−

∫ π/2+x′

x′
dt Fk(t) =

∫ x′

−x′
dt Fk(t)−

∫ π/2+x′

π/2−x′
dt Fk(t)

k → ∞ のとき Fk(t) は t = 0, ±π で発散するが, |x′| < π/2 であるから, 第 2項の積分領域は発散
点を含まない。したがって, k →∞ のとき無視してよいから

fk(x) =
2

π

∫ x′

0

dt
sin(2k + 1)t

t
= S

(
(2k + 1)x′) , S(x) =

2

π

∫ x

0

ds
sin s

s
, s = (2k + 1)t
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ただし, k → ∞ では t = 0近傍が寄与するから sin t = t とした。k に無関係に x を固定すると, x

が微小であっても x ≷ 0 ならば (2k + 1)x′ k→∞−−−−→ ±∞ になるから (5.37)より

lim
k→∞

fk(x) = S(±∞) = ± 1 = f(x)

フーリエ級数は f(x) に収束する。一方, u を定数として x′ = u/(2k + 1)
k→∞−−−−→ 0 とすると

lim
k→∞

fk(xk) = S(u) , xk =
2a

π

u

2k + 1
=

au

kπ

S(x) は x = π のとき最大になるから lim
k→∞

|fk(xk)| ≤ λ = S(π) の範囲の値をとる。これがギブスの
現象である。数値計算すると λ = 1.1789 · · · である。
一般に, f(x) が x = c で不連続の場合∣∣∣ lim

k→∞
fk(xk → c)− f+

∣∣∣ ≤ λf− , f± =
f(c+ 0)± f(c− 0)

2

になる。(6.15)の f(x) を g(x) として F (x) = f(x)− f− g(x− c) とする。

F (c± 0) = f(c± 0)∓ f− = f+

であるから, F (c) = f+ と定義すれば F (x) は x = c で連続である。したがって

F (c) = lim
k→∞

Fk(c) = lim
k→∞

fk(c)− f− lim
k→∞

gk(0) (6.16)

gk(0) = 0 であるから (6.13)が成り立つ。

半区間での展開
0 ≤ x ≤ a の関数 f(x) をフーリエ級数で表す場合, 周期 a の関数 f(x+ a) = f(x) として拡張し

f(x) =

∞∑
n=−∞

Cn e
2inπx/a , Cn =

1

a

∫ a

0

dx e−2inπx/af(x)

でもよい。あるいは f(x) を − a ≤ x ≤ 0 の区間まで拡張し − a ≤ x ≤ a で定義した周期 2a の関数
と見なすこともできる。x < 0 の側への拡張は任意であるが, 通常, 偶関数あるいは奇関数として拡
張する。フーリエ級数は, 偶関数として拡張するなら (6.8), 奇関数ならば (6.9)で与えられる。
f(x) = sinx , 0 ≤ x ≤ π を考える。これを奇関数として −π ≤ x ≤ 0 に拡張しても f(x) = sinx

であり自明な結果になるだけである。偶関数として拡張すると f(x) = | sinx| である。

π−π 0
0

1An =
2

π

∫ π

0

dx sinx cos(nx) =


0 , n = 1

− 2

π

1 + (−1)n

n2 − 1
, n ≠ 1

したがって

| sinx| = 2

π
− 2

π

∞∑
n=2

1 + (−1)n

n2 − 1
cos(nx)

右図に部分和 f2(x) を細い曲線で, f6(x) を太い曲線で示す。
次に 0 < x ≤ a のとき f(x) = 1− x/a を奇関数として − a ≤ x ≤ a に拡張する。x = 0 で不連続

である。
Bn =

2

a

∫ a

0

dx
(
1− x

a

)
sin

nπx

a
=

2

nπ

になるから
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1

−1

0

a0

∞∑
n=1

2

nπ
sin

nπx

a
=


1− x

a
, 0 < x < 2a

0 , x = 0

−1− x

a
, −2a < x < 0

(6.17)

である。右図に部分和 f5(x) を細い曲線で, f20(x) を太
い曲線で示す。例題 2と同様に, 不連続点 x = 0 でギブ
スの現象が現れる。破線は ±λ− x/a である。偶関数と
して拡張すると |x| ≤ a のとき 1− |x|/a になる。これは
例題 1と実質的には同じである。

パーセバルの等式
(6.5)より

1

2a

∫ a

−a

dx |f(x)|2 =

∫ a

−a

dx
∣∣∣ ∞∑
n=−∞

Cnφn(x)
∣∣∣2 =

∞∑
m,n=−∞

CnC
∗
m

∫ a

−a

dxφn(x)φ
∗
m(x)

φn(x) の規格直交性 (6.4)より

1

2a

∫ a

−a

dx |f(x)|2 =

∞∑
n=−∞

|Cn|2 =
|A0|2

4
+

1

2

∞∑
n=1

(
|An|2 + |Bn|2

)
(6.18)

になる。これをパーセバルの等式という。
周期 2a の関数 f(x) を有限項

Fk(x) =

k∑
n=−k

an e
inπx/a

で近似することを考える。ここで an は任意定数である。k を与えたとき, 最もよい近似は

∆ =
1

2a

∫ a

−a

dx
∣∣∣f(x)− Fk(x)

∣∣∣2
を最小にするように an を選ぶことであろう。(6.18)と同様にして

1

2a

∫ a

−a

dx |Fk(x)|2 =

k∑
n=−k

|an|2

また
1

2a

∫ a

−a

dx f(x)F ∗
k (x) =

k∑
n=−k

a∗n
1

2a

∫ a

−a

dx f(x) e−inπx/a =

k∑
n=−k

a∗n Cn

であるから

∆ =
1

2a

∫ a

−a

dx |f(x)|2 +
k∑

n=−k

(
|an|2 − a∗n Cn − an C

∗
n

)

=
1

2a

∫ a

−a

dx |f(x)|2 −
k∑

n=−k

|Cn|2 +
k∑

n=−k

|an − Cn|2 =
∑
|n|>k

|Cn|2 +
k∑

n=−k

|an − Cn|2

したがって, an = Cn のとき ∆ は最小になる。f(x) を einπx/a , あるいは三角関数 cos(nπx/a) ,

sin(nπx/a) の多項式で近似する場合, フーリエ係数を用いることが最もよい近似である。
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正規直交関数系
フーリエ級数はベクトルと対応させることができる。x, y, z 軸方向の単位ベクトルを e1, e2, e3

とすると, 単位ベクトルの長さは 1 であり, 互いに直交するから

em ·en = δmn , m, n = 1, 2, 3 (6.19)

である。任意のベクトル A は

A = A1e1 +A2e2 +A3e3 , An = en ·A (6.20)

と展開できる。フーリエ級数において, (6.4)が (6.19)に対応し, (6.5)及び (6.6)が (6.20)に対応す
る。したがって, f(x) は 3次元空間のベクトルではないが, これをある空間内のベクトルと見なす
ことができる。このとき, φn(x) がこの空間での単位ベクトルになる。ベクトル f(x) と g(x) の内
積 ⟨ g | f ⟩ を

⟨ g | f ⟩ =
∫ a

−a

dx g∗(x)f(x)

で定義する。⟨ g | f ⟩ = 0 のとき f(x) と g(x) は直交するという。また, ベクトル f(x) の大きさ (ノ
ルム) を

√
⟨ f | f ⟩ で定義する。⟨ f | f ⟩ = 1 のとき f(x) は規格化あるいは正規化されているとい

う。(6.4)は
⟨φm |φn ⟩ = δmn

であるから, m ̸= n のとき φm(x) と φn(x) は直交し, φn(x) は規格化されている。この関数の集ま
り φn(x) を正規直交関数系という。f(x) , g(x) をフーリエ級数で表して

f(x) =

∞∑
n=−∞

Fnφn(x) , g(x) =

∞∑
n=−∞

Gnφn(x)

とすれば, 内積は

⟨ g | f ⟩ =
∫ a

−a

dx g∗(x)f(x) =
∑
mn

G∗
mFn⟨φm |φn ⟩ =

∞∑
n=−∞

G∗
nFn

になるが, これはベクトルの内積 A·B =

3∑
n=1

AnBn に対応する。

6.2 波動方程式
フーリエ級数の適用例として, 波動方程式 (2.20)

∂2u(x, t)

∂x2
− 1

c2
∂2u(x, t)

∂t2
= 0 (6.21)

の解 u(x, t) を求める ( 2次元, 3次元の場合, 178ページ以降を参照 )。x軸上で 0 ≤ x ≤ a に張ら
れた弦の振動を考える。まず, u(x, t) を変数分離法で求める。u(x, t) が x の関数 X(x) と t の関数
T (t) の積 u(x, t) = X(x)T (t) で与えられるとする。(6.21)は

1

X

d2X

dx2
=

1

c2
1

T

d2T

dt2
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になる。左辺は x だけの関数, 右辺は t だけの関数であり, これらが任意の x, t で等しいためには
定数でなければならない。この定数を − k2 とおくと ( k は実数とは限らない )

d2X

dx2
= − k2X ,

d2T

dt2
= − (ck)2T

であるから, 一般解は A, B, C, D を定数として

k ̸= 0 のとき X(x) = A cos kx+B sin kx , T (t) = C cos ckt+D sin ckt

k = 0 のとき X(x) = A+Bx , T (t) = C +Dt
(6.22)

になる。

両端固定の境界条件
任意の時刻 t で

u(0, t) = u(a, t) = 0 (6.23)

とする。u(x, t)が変数分離型の場合, X(0)T (t) = X(a)T (t) = 0になるが, 任意の tに対して T (t) =

0 である解は意味がないから X(0) = X(a) = 0 である。(6.22)より

k ̸= 0 のとき A = 0 , B sin ka = 0 , k = 0 のとき A = B = 0

k = 0 のとき恒等的に X = 0 になるから考える必要はない。k ̸= 0 のとき B ̸= 0 より

sin ka = 0 , ∴ k = kn =
nπ

a
, n = ± 1, ± 2, · · ·

したがって, 変数分離型の解は

un(x, t) =
(
Cn cosωnt+Dn sinωnt

)
sin knx , ωn = ckn =

nπc

a

になる。波動方程式は同次線形方程式であるから, これらの和

u(x, t) =
∑
n ̸=0

un(x, t) =

∞∑
n=1

(
Cn cosωnt+Dn sinωnt

)
sin knx (6.24)

は境界条件 (6.23)を満たす (6.21)の一般解になる。なお, 最後の式では任意定数である Cn − C−n,

Dn +D−n をそれぞれ Cn, Dn と置き直した。
(6.24)は次のようにしても求まる。0 ≤ x ≤ a で定義された関数 u(x, t) を周期 2a の奇関数

u(x+ 2a, t) = u(x, t) , u(−x, t) = −u(x, t)

に拡張する。この場合

u(0, t) = −u(0, t) = 0 , u(a, t) = −u(− a, t) = −u(2a− a, t) = 0

になり境界条件 (6.23)を自動的に満たす。(6.9)より

u(x, t) =

∞∑
n=1

Bn(t) sin knx , Bn(t) =
2

a

∫ a

0

dxu(x, t) sin knx , ただし kn =
nπ

a
(6.25)

とおける。
1

c2
d2Bn

dt2
=

2

a

∫ a

0

dx
1

c2
∂2u

∂t2
sin knx =

2

a

∫ a

0

dx
∂2u

∂x2
sin knx



6 フーリエ解析 158

部分積分を 2回行えば
1

c2
d2Bn

dt2
=

2

a

[
∂u

∂x
sin knx

]a
0

− 2kn
a

[
u(x, t) cos knx

]a
0
− 2k2n

a

∫ a

0

dxu(x, t) sin knx

=
2kn
a

(
u(0, t)− (−1)nu(a, t)

)
− k2nBn(t) (6.26)

になる。u(0, t) = u(a, t) = 0 であるから
d2Bn

dt2
+ ω2

nBn = 0 , ∴ Bn(t) = Cn cosωnt+Dn sinωnt

になり (6.24)を得る。
Cn , Dn は初期条件を与えると決まる。t = 0 のとき

u(x, 0) =

∞∑
n=1

Cn sin knx = f(x) ,
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

∞∑
n=1

ωnDn sin knx = g(x) (6.27)

とする。f(x)と g(x)は与えられた関数である。u(x, t)と同様に周期 2aの奇関数として拡張すると

f(x) =

∞∑
n=1

fn sin knx , fn =
2

a

∫ a

0

dx f(x) sin knx

g(x) =

∞∑
n=1

gn sin knx , gn =
2

a

∫ a

0

dx g(x) sin knx

であるから, Cn = fn , Dn = gn/ωn になり

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
fn cosωnt+

gn
ωn

sinωnt
)
sin knx (6.28)

が境界条件と初期条件を満たす解である。
この解とダランベールの解 (2.21)を比較する。

f(x± ct) =
∞∑

n=1

fn sin kn(x± ct) =
∞∑

n=1

fn

(
sin knx cosωnt± cos knx sinωnt

)
より

∞∑
n=1

fn cosωnt sin knx =
f(x+ ct) + f(x− ct)

2

である。次に
G(x, t) =

∞∑
n=1

gn
ωn

sinωnt sin knx

とすると
∂G

∂t
=

∞∑
n=1

gn cosωnt sin knx =
g(x+ ct) + g(x− ct)

2

G(x, 0) = 0 であるから
G(x, t) =

∫ t

0

dt′
g(x+ ct′) + g(x− ct′)

2

s = x± ct′ とすると

G(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x

ds g(s)− 1

2c

∫ x−ct

x

ds g(s) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ds g(s)
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になるから

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ ct) + f(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

ds g(s) (6.29)

= F+(x+ ct) + F−(x− ct) , ただし F±(x) =
1

2
f(x)± 1

2c

∫ x

0

ds g(s)

したがって, ダランベールの解 (2.21)を再現する。

両端自由の境界条件
任意の時刻 t で

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=a

= 0 (6.30)

とする。この境界条件を満たす変数分離型の解は X ′(0) = X ′(a) = 0 になるから (6.22)より

k ̸= 0 のとき B = 0 , A sin ka = 0 , k = 0 のとき B = 0

である。k ̸= 0 の場合 A ̸= 0 で

sin ka = 0 , ∴ k = kn =
nπ

a
, n = ± 1, ± 2, · · ·

したがって, 変数分離型の解は
u0(x, t) =

C0 +D0t

2

または n ̸= 0 として

un(x, t) =
(
Cn cosωnt+Dn sinωnt

)
cos knx , ωn = ckn =

nπc

a

になる。これらを和し合わせれば, 両端自由の境界条件を満たす一般解は

u(x, t) =
C0 +D0t

2
+

∞∑
n=1

(
Cn cosωnt+Dn sinωnt

)
cos knx (6.31)

である。
0 ≤ x ≤ a で定義された関数 u(x, t) を周期 2a の偶関数

u(x+ 2a, t) = u(x, t) , u(−x, t) = u(x, t)

に拡張する。ux(x, t) = ∂u(x, t)/∂x とすると

ux(x+ 2a, t) = ux(x, t) , ux(−x, t) = −ux(x, t)

になるから ux(0, t) = ux(a, t) = 0 であり境界条件 (6.30)を満たす。(6.8)より

u(x, t) =
A0(t)

2
+

∞∑
n=1

An(t) cos knx , An(t) =
2

a

∫ a

0

dxu(x, t) cos knx , ただし kn =
nπ

a

とおける。両端固定の場合と同様にすれば d2An/dt
2 + ω2

nAn = 0 になるから

n = 0 のとき A0 = C0 +D0t , n ̸= 0 のとき An = Cn cosωnt+Dn sinωnt

であり (6.31)が求まる。
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初期条件を

u(x, 0) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cn cos knx = f(x) ,
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
D0

2
+

∞∑
n=1

ωnDn cos knx = g(x)

とする。f(x) , g(x) を周期 2a の偶関数に拡張すれば

f(x) =
f0
2

+

∞∑
n=1

fn cos knx , fn =
2

a

∫ a

0

dx f(x) cos knx

g(x) =
g0
2

+

∞∑
n=1

gn cos knx , gn =
2

a

∫ a

0

dx g(x) cos knx

であるから
Cn = fn , Dn =

{
g0 , n = 0

gn/ωn , n ̸= 0

したがって
u(x, t) =

f0 + g0t

2
+

∞∑
n=1

(
fn cosωnt+

gn
ωn

sinωnt

)
cos knx (6.32)

になる。
t = 0 で一様に初速度 v0 を与える f(x) = 0 , g(x) = v0 の場合 f0 = 0 , gn = 2v0δn0 になるから

u(x, t) = v0t である。弦は振動せず速度 v0 で移動する。

問題 6.1 (6.32)がダランベールの解 (6.29)になることを示せ。

一端固定の境界条件
初期条件が (6.27)で境界条件が

u(0, t) = u0(t) θ(t) , u(a, t) = 0 (6.33)

の場合を考える。両端固定の場合と同様に

u(x, t) =

∞∑
n=1

Bn(t) sin knx , kn =
nπ

a
(6.34)

とする。ただし, 境界条件の u(0, t) は u(+ 0, t) と見なす。(6.34)は 0 ≤ x ≤ a の関数 u(x, t) を周
期 2a の奇関数として全領域に拡張する。このとき, u(− 0, t) = −u(+ 0, t) ̸= u(+ 0, t) になり x = 0

で不連続である。フーリエ級数は不連続関数に対しても適用できる ( 例えば (6.17) )。
(6.26)で u(0, t) = u0(t) θ(t), u(a, t) = 0 とすれば, Bn(t) は微分方程式

d2Bn

dt2
+ ω2

nBn =
2c2kn
a

u0(t) θ(t) , ωn = ckn

の解である。この方程式の特解は (4.19)で与えられる。(4.19)で λ± = ± iωn とすれば, 一般解は

Bn(t) = Cn cosωnt+Dn sinωnt+ θ(t)
2c

a

∫ t

0

dt′u0(t
′) sinωn(t− t′)

になる。Cn, Dn は初期条件 (6.27)で決まる。

dBn

dt
= −ωnCn sinωnt+ ωnDn cosωnt+ θ(t)

2c

a
ωn

∫ t

0

dt′u0(t
′) cosωn(t− t′)
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より, Bn(0), Ḃn(0) は両端固定の場合と同じになる。したがって, (6.34)は

u(x, t) = ufix(x, t) + v(x, t) , v(x, t) = θ(t)
2c

a

∞∑
n=1

sin knx

∫ t

0

dt′u0(t
′) sinωn(t− t′)

になる。ただし, ufix(x, t) は Cn, Dn の寄与であり両端固定の解 (6.28)を表わす。v(x, t) は

v(x, t) = θ(t)

∫ t

0

dt′u0(t
′)V (x, t− t′) , V (x, t) =

2c

a

∞∑
n=1

sin knx sinωnt

と表せる。

V (x, t) =
c

a

∞∑
n=1

(
cos

nπ(x− ct)

a
− cos

nπ(x+ ct)

a

)
=

c

2a

∞∑
n=−∞

(
einπ(x−ct)/a − einπ(x+ct)/a

)
(6.12)より xn = x− 2an とすれば

V (x, t) = c

∞∑
n=−∞

(
δ(xn − ct)− δ(xn + ct)

)
=

∞∑
n=−∞

(
δ(t− xn/c)− δ(t+ xn/c)

)
になる。したがって t > 0 のとき

v(x, t) =

∞∑
n=−∞

∫ t

0

dt′u0(t
′)
(
δ(t− t′ − xn/c)− δ(t− t′ + xn/c)

)
=

∞∑
n=−∞

(
u0(t− xn/c)

∫ t

0

dt′δ(t− t′ − xn/c)− u0(t+ xn/c)

∫ t

0

dt′δ(t− t′ + xn/c)

)
第 1項の積分が 1 になるためには 0 < t− xn/c < t であるから, t− xn/c > 0 かつ xn > 0 , つまり
n ≤ 0 である。第 2項の積分が 1 になるためには t+ xn/c > 0 かつ n > 0 になるから

v(x, t) =

∞∑
n=0

u0

(
t− 2an+ x

c

)
−

∞∑
n=1

u0

(
t− 2an− x

c

)
, u0(t) = u0(t)θ(t) (6.35)

= u0

(
t− x

c

)
− u0

(
t− 2a− x

c

)
+ u0

(
t− 2a+ x

c

)
− · · · (6.36)

である。これはダランベールの解 (2.21)の一種であるから波動方程式を満たす。
波動は速さ c で伝わるから, x = 0 での波動が x に到達するのは t > x/c である [ (6.36) 第 1

項 ]。時間が経過すると波動は x = a に到達し反射する。固定端であるから反射波の符号は変わる。
この反射波が x に到達するのは t > (x + 2(a − x))/c = (2a − x)/c である [ (6.36)第 2項 ]。波動
は再び x = 0 に戻り反射する。反射波の符号は変わり元に戻る。この反射波が x に到達するのは
t > (2a+ x)/c である [ (6.36)第 3項 ]。以降, 上記の繰り返しになり (6.35)になる。

問題 6.2 (6.35)が x = 0, a での境界条件 v(0, t) = u0(t) , v(a, t) = 0 を満たすことを示せ。

6.3 フーリエ変換
フーリエ級数の周期 a が a→∞ の極限を考える。f(x) は周期関数である必要はない。

f̃(a, q) =

∫ a

−a

dx e−iqxf(x) , qn =
nπ

a
= n∆q , ∆q =

π

a
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∆q

qn

qn+1qn−1

q

F (q)

とすると, (6.6)は

Cn =
1

2a

∫ a

−a

dx e−inπx/af(x) =
∆q

2π
f̃(a, qn)

と表せるから

f(x) =

∞∑
n=−∞

Cn e
inπx/a =

1

2π

∞∑
n=−∞

∆q f̃(a, qn) e
iqnx

になる。右辺の和は図のような長方形の面積の和である。ただ
し, F (q) は f̃(a, q) eiqx の実部あるいは虚部である。a → ∞ のとき ∆q → 0 であるから, 長方形の
面積の和は積分

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dq f̃(q) eiqx (6.37)

ただし
f̃(q) =

∫ ∞

−∞
dx f(x) e−iqx (6.38)

になる。f̃(q) を f(x) のフーリエ変換, f(x) を f̃(q) のフーリエ逆変換という。この関係式を

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dq f̃(q) eiqx , f̃(q) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx f(x) e−iqx

と定義することもある。(6.37), (6.38)の積分の収束性については次の定理が成り立つ。

f(x)と f ′(x)は区分的に連続 ,

∫ ∞

−∞
dx |f(x)| <∞

のとき
1

2π

∫ ∞

−∞
dq f̃(q) eiqx =

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
(6.39)

になる。f(x) が連続な点では f(x) に一致する。
デルタ関数の表現 (3.88)を用いると

f(x) =

∫ ∞

−∞
dy f(y) δ(x− y) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dq eiqx

∫ ∞

−∞
dy e−iqy f(y) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dq eiqx f̃(q) (6.40)

になり (6.37), (6.38)を得る。
3変数 x, y, z の関数 f(r) の場合

f(r) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3q f̃(q) exp(iq ·r) , f̃(q) =

∫ ∞

−∞
d3r f(r) exp(−iq ·r) (6.41)

ただし
d3r = dxdydz , d3q = dqxdqydqz , q ·r = qxx+ qyy + qzz

である。f(r) が r = |r| だけの関数の場合, 極座標を使えば ( ただし, θ を r と q のなす角とする )

f̃(q) = 2π

∫ ∞

0

dr r2f(r)

∫ π

0

dθ sin θ exp(−iqr cos θ)

= 2π

∫ ∞

0

dr r2f(r)

[
exp(−iqr cos θ)

iqr

]π
0

=
2π

iq

∫ ∞

0

dr rf(r)
(
eiqr − e−iqr

)
=

4π

q

∫ ∞

0

dr rf(r) sin(qr)
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f̃(q) も大きさ q だけの関数 f̃(q) であり偶関数 f̃(q) = f̃(− q) になる。このとき

f(r) =
1

(2π)2

∫ ∞

0

dq q2f̃(q)

∫ π

0

dθ sin θ exp(iqr cos θ)

=
1

2π2r

∫ ∞

0

dq qf̃(q) sin(qr) =
1

(2π)2ir

∫ ∞

−∞
dq qf̃(q) eiqr (6.42)

である。r < 0 のとき f(r) = f(−r) と定義すれば

f̃(q) =
2π

iq

∫ ∞

−∞
dr rf(r) eiqr (6.43)

である。f(r) が r = |r| だけの関数の場合, 1変数のフーリエ変換と実質的には同じになる。
f(x) あるいは f̃(q) が有理関数の場合, フーリエ積分は複素積分 (5.48)から求まる。

例題 1 a > 0 として
f(x) =

1

π

a

x2 + a2
=

1

2πi

(
1

x− ia
− 1

x+ ia

)
のとき (5.48)あるいは (5.49)より

f̃(q) =
1

2πi

∫ ∞

−∞
dx e−iqx

(
1

x− ia
− 1

x+ ia

)
= e−a|q|

である。フーリエ逆変換 (6.37)より

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dq eiqx−a|q|

実際に右辺の積分を実行すると∫ ∞

−∞
dx eiqx−a|q| =

∫ ∞

0

dq eiqx−aq +

∫ 0

−∞
dq eiqx+aq = − 1

ix− a
+

1

ix+ a
=

2a

x2 + a2
= 2πf(x)

である。f(x) と f̃(q) を図示すると下図になる。x のひろがりは a に比例するが, q のひろがりは
1/a に比例する。つまり, x のひろがりが大きい (小さい)と, q のひろがりは小さく (大きく)なる。
一般に, フーリエ変換の性質として, x のひろがりと q のひろがりの積は一定値以下には小さくなら
ない。これは量子力学での不確定性と関連している。
(3.87)より a→ 0 のとき f(x) = δ(x) であるが, このとき f̃(q) = 1 になる。デルタ関数のフーリ

エ変換は 1 であり, 全ての q を同じ割合で含む。デルタ関数の表現 (3.88)は, デルタ関数をフーリ
エ変換すると 1 になることを表している。

−a a

1

2πa

1/(πa)
f(x)

x −1/a 1/a

e−1

1

f̃(q)

q

a > 0 として f(x) = e−x2/a2 のとき y = x/a とすると

f̃(q) =

∫ ∞

−∞
dx e−x2/a2−iqx = a

∫ ∞

−∞
dy e−y2−iaqy = a e−a2q2/4

∫ ∞

−∞
dy e−(y+iaq/2)2
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(5.16)より
f̃(q) =

√
π a e−a2q2/4

になる。この場合も, f(x) の幅は e−x2/a2

= e−1 より a に比例し, f̃(q) の幅は 1/a に比例する。

例題 2 a > 0 として
f(x) =

{
1 , |x| < a

0 , |x| > a

のとき
f̃(q) =

∫ ∞

−∞
dx f(x) e−iqx =

∫ a

−a

dx e−iqx =

[
− e−iqx

iq

]a
−a

=
2 sin aq

q

フーリエ逆変換 (6.37)より

1

2π

∫ ∞

−∞
dq

2 sin aq

q
eiqx = f(x) =

{
1 , |x| < a

0 , |x| > a
(6.44)

オイラーの公式を使うと ∫ ∞

−∞
dq

sin aq cos qx

q
=

{
π , |x| < a

0 , |x| > a

になる。特に x = 0 とすると (5.37)∫ ∞

−∞
dq

sin aq

q
=

∫ ∞

−∞
dq

sin q

q
= π , ただし a > 0 (6.45)

になる。qn sin q , n = 0, 1, 2, · · · の不定積分は初等関数で表せるが, sin q/q の不定積分は初等関数
では表せない。しかし, フーリエ変換とフーリエ逆変換を用いると, 定積分が求まる。
不連続点 x = ± a では

1

2π

∫ ∞

−∞
dq eiqxf̃(q) =

1

π

∫ ∞

−∞
dq

sin aq cos aq

q
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dq

sin 2aq

q
=

1

2

になり (6.39)が成り立つ。
δa(q) =

1

2π
f̃(q) =

sin aq

πq

とすると
δa(q) =

1

2π

∫ a

−a

dx e−iqx a→∞−−−−→ δ(q)

になるから, デルタ関数の具体的表現として

δ(q) = lim
a→∞

sin aq

πq
(6.46)

を得る。実際
δa(0) =

a

π

sin aq

aq

∣∣∣∣
q=0

=
a

π

a→∞−−−−→∞ ,

∫ ∞

−∞
dq δa(q) = 1

になるから lim
a→∞

δa(q) はデルタ関数の性質を満たす。δa(q ̸= 0) は 0 にはならないが, a → ∞ では
周期 2π/a → 0 になり限りなく早く振動する。このため, δa(q) を含む積分は, 発散する q = 0 以外
は寄与せず, δa(q ̸= 0)

a→∞−−−−→ 0 と同等である。

例題 3 a > 0 , b を |Im b | < a である複素数として

f(x) = θ(x)e−ax sin bx =

{
e−ax sin bx , x > 0

0 , x < 0
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とする。θ(x) は階段関数 (3.99)である。

f̃(q) =

∫ ∞

0

dx e−ax−iqx sin bx =
1

2i

∫ ∞

0

dx e−ax−iqx
(
eibx − e−ibx

)
=

1

2i

[
e(−a−iq+ib)x

−a− iq + ib
− e(−a−iq−ib)x

−a− iq − ib

]∞
0

b を実部と虚部に分けて b = u+ iv とする。

−a− ik ± ib = −a− ik ± iu∓ v = −(a± v)− i(k ∓ u)

− a < v < a , つまり a± v > 0 になるから

|e−ax−ikx±ibx| = |e−(a±v)xe−i(k∓v)x| = e−(a±v)x x→∞−−−−→ 0

したがって
f̃(q) =

1

2i

(
1

a+ iq − ib
− 1

a+ iq + ib

)
=

b

(a+ iq)2 + b2

になる。(6.37)より

a > 0 , |Im b | < a のとき 1

2π

∫ ∞

−∞
dq

eiqx

(a+ iq)2 + b2
= θ(x) e−ax sin bx

b
(6.47)

である。b = 0 の場合, b→ 0 の極限をとれば成り立つ。

問題 6.3 複素積分 (5.48)を用いて (6.47)を求めよ。

問題 6.4 a > 0 として f(x) = θ(x)e−ax とする。
1. f̃(q) を求めよ。不連続点 x = 0 で (6.39)が成り立つことを示せ。
2. フーリエ逆変換より (5.50)

C(x) =
a

π

∫ ∞

−∞
dk

cos kx

a2 + k2
= e−a|x| , S(x) =

1

π

∫ ∞

−∞
dk

k sin kx

a2 + k2
= ± e−a|x| ,

{
+ , x > 0

− , x < 0

を示せ。C(x) は偶関数, S(x) は奇関数である。

フーリエ変換の性質
3次元を扱うが, 1次元の場合には変数を 1つにすればよいから, 同じ性質が成り立つ。
f(r) のフーリエ変換 f̃(q) を F [ f(r) ] と表すとき

F [ af(r) + bg(r) ] = aF [ f(r) ] + bF [ g(r) ]

である。

F [ f(r − a) ] =

∫
d3r f(r − a) exp(−iq ·r)

= exp(−iq ·a)
∫

d3r′ f(r′) exp(−iq ·r′) = exp(−iq ·a)F [ f(r) ]

F [ exp(ia·r)f(r) ] =
∫
d3r f(r) exp(−i(q − a)·r) = f̃(q − a)
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が成り立つ。∂1 = ∂/∂x , ∂2 = ∂/∂y , ∂3 = ∂/∂z で表すと

F [ ∂1f(r) ] =

∫
d3r exp(−iq ·r) ∂

∂x
f(r)

=

∫ ∞

−∞
dydz

[
exp(−iq ·r)f(r)

]x=∞

x=−∞
−
∫

d3r f(r)
∂

∂x
exp(−iq ·r)

= iq1

∫
d3r exp(−iq ·r) f(r) = iq1F [ f(r) ]

一般に
F [ ∂n

k f(r) ] = (iqk)
nF [ f(r) ]

である。
たたみ込み ( convolution )を

(f ∗g)(r) =
∫
d3r′ f(r′)g(r − r′) =

∫
d3r′ f(r − r′)g(r′)

で定義する。(f ∗g)(r) = (g∗f)(r) である。

F [ (f ∗g)(r) ] =
∫
d3r exp(−iq ·r)

∫
d3r′ f(r′)g(r − r′)

=

∫
d3r′ f(r′) exp(−iq ·r′)

∫
d3r g(r − r′) exp(−iq ·(r − r′))

積分変数を r から x = r − r′ に変更すると

F [ (f ∗g)(r) ] =
∫

d3r′ f(r′) exp(−iq ·r′)
∫

d3x g(x) exp(−iq ·x) = F [ f(r) ]F [ g(r) ]

になる。
フーリエ級数で示したパーセバルの等式はフーリエ変換では次のようなる。

f̃(q) =

∫
d3r f(r) exp(−iq ·r) , g̃(q) =

∫
d3r g(r) exp(−iq ·r)

に対して
1

(2π)3

∫
d3q f̃∗(q)g̃(q) =

1

(2π)3

∫
d3q

∫
d3r

∫
d3r′ f∗(r)g(r′) exp(iq ·(r − r′))

最初に q についての積分を行うと (3.89)より
1

(2π)3

∫
d3q exp(iq ·(r − r′)) = δ(r − r′)

になる。デルタ関数の性質 (3.84)から
1

(2π)3

∫
d3q f̃∗(q)g̃(q) =

∫
d3r f∗(r)

∫
d3r′ g(r′)δ(r − r′) =

∫
d3r f∗(r)g(r)

である。g = f とすれば
1

(2π)3

∫
d3q |f̃(q)|2 =

∫
d3r |f(r)|2

が成り立つ。1次元の場合は
1

2π

∫ ∞

−∞
dq f̃∗(q)g̃(q) =

∫ ∞

−∞
dx f∗(x)g(x)

である。
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6.4 フーリエ変換と微分方程式
強制振動
バネ定数 k のバネに結ばれた質量 m の質点の強制振動

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0 x = f(t) , ω0 =

√
k

m
(6.48)

の解 x(t) を求める。− 2mγ dx/dt は速度に比例する摩擦力, mf(t) は外力を表し時間の関数として
与えられているとする。x(t) , f(t) をフーリエ変換し

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω eiωtx̃(ω) , f(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω eiωtf̃(ω)

とする。 x̃(ω) は未知であるが, f̃(ω) は既知である。フーリエ変換を行うと x(t) の t依存性は eiωt

にだけ現れる。このため
dx

dt
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dω

deiωt

dt
x̃(ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω iω eiωtx̃(ω) ,

d2x

dt2
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dω (iω)2 eiωtx̃(ω)

つまり時間微分 d/dt は iω に置き換わる。(6.48)は
1

2π

∫ ∞

−∞
dω
[(
−ω2 + 2iγω + ω2

0

)
x̃(ω)− f̃(ω)

]
eiωt = 0

フーリエ逆変換すれば

x̃(ω) = f̃(ω)g̃(ω) , g̃(ω) =
1

ω2
0 + 2iγω − ω2

であるから x(t) はたたみ込み
x(t) =

∫ ∞

−∞
dt′f(t′)G(t− t′) (6.49)

で与えられる。ただし

G(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω eiωtg̃(ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω

eiωt

ω2
0 + 2iγω − ω2

(6.50)

である。(6.49)は任意定数を含まないから (6.48)の特解である。外力 f(t) に依存しない G(t) が求
まれば, 任意の外力に対する特解を得ることができる。(

d2

dt2
+ 2γ

d

dt
+ ω2

0

)
G(t− t′) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω eiω(t−t′) = δ(t− t′) (6.51)

であるから, G(t − t′) は t = t′ の一瞬だけ無限大の外力が作用したときの特解と見なすことができ
る。上式に f(t′) をかけ t′ で積分すると ( t と t′ は独立な変数であるから, t の微分と t′ の積分の
順序は入れ換えてもよい )(

d2

dt2
+ 2γ

d

dt
+ ω2

0

)∫ ∞

−∞
dt′f(t′)G(t− t′) =

∫ ∞

−∞
dt′f(t′) δ(t− t′) = f(t)

になり, (6.49)は確かに (6.48)の解である。
(6.50)は

G(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω

eiωt

(γ + iω)2 + ω′ 2 , ω′ =
√

ω2
0 − γ2
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と表せる。(6.47)より
G(t) = θ(t)e−γt sinω

′t

ω′ (6.52)

である。ω′ は実数とは限らないが, | Imω′ | < γ になるから上式は成り立つ。したがって

x(t) =

∫ ∞

−∞
dt′f(t′)G(t− t′) =

1

ω′

∫ t

−∞
dt′ f(t′) e−γ(t−t′) sinω′(t− t′) (6.53)

になる。積分は t′ ≤ t の範囲であり, x(t) は時刻 t よりも未来 ( t′ > t )の外力 f(t′) には依存しな
い ( 因果律 )。

問題 6.5 (6.52)より dG

dt
と d2G

dt2
を求め (6.51)を満たすことを確かめよ。

問題 6.6 f(t) = f0 sinΩt のとき (6.53)は

x(t) = C sin
(
Ωt− ϕ

)
, ただし C =

f0√(
ω2
0 −Ω2

)2
+ (2γΩ)2

, tanϕ =
2γΩ

ω2
0 −Ω2

になることを示せ。

ヘルムホルツ ( Helmholtz )方程式
関数 f(r) が与えられたとき, 微分方程式(

∇2 −m2
)
V (r) = f(r)

を満たす V (r)を求める。ただし, mは正の定数である。m→ 0とするとポアッソン方程式になる。
強制振動と同様に (

∇2 −m2
)
G(r) = δ(r) (6.54)

を満たすグリーン関数 G(r) が求まれば

V (r) =

∫
d3r′ G(r − r′)f(r′) , ただし d3r′ = dx′dy′dz′

であるから G(r) を求めればよい。
G(r) をフーリエ変換して

G(r) =

∫
d3q g(q) exp(iq ·r) (6.55)

とする。∇exp(iq ·r) = iq exp(iq ·r) より

∇2G(r) =

∫
d3q g(q)∇2 exp(iq ·r) = −

∫
d3q g(q) q2 exp(iq ·r)

である。これから (6.55)を (6.54)に代入すると∫
d3q

(
− q2 −m2

)
g(q) exp(iq ·r) = δ(r) =

∫
d3q

(2π)3
exp(iq ·r) , ∴ g(q) = − 1

(2π)3
1

q2 +m2

である。これを (6.55) に代入する。r 方向を q の z 軸にとり q を極座標で表せば q ·r = qr cos θ

より
G(r) = − 1

(2π)3

∫ ∞

0

dq q2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ
eiqr cos θ

q2 +m2
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になる。t = cos θ とすると

G(r) = − 1

(2π)2

∫ ∞

0

dq
q2

q2 +m2

∫ 1

−1

dt eiqrt =
i

(2π)2r

∫ ∞

0

dq
q

q2 +m2

(
eiqr − e−iqr

)
e−iqr を含む項では q′ = − q と変数変換すると∫ ∞

0

dq
q

q2 +m2
e−iqr = −

∫ −∞

0

dq′
−q′

q′2 +m2
eiq

′r = −
∫ 0

−∞
dq

q

q2 +m2
eiqr

になるから
G(r) =

i

(2π)2r

∫ ∞

−∞
dq g(q) eiqr , g(q) =

q

q2 +m2
(6.56)

g(q) は q = ± im , ( m > 0 )に一位の極をもち g(q)
q→∞−−−−→ 0 である。r > 0 であるから (5.48)より

G(r) = − 1

2πr
Res

(
g(q)eiqr , q = im

)
= − 1

4π

e−mr

r

になる。m→ 0 とすれば (3.82)になる。

6.5 ラプラス変換
フーリエ変換 (6.38)で s = iq とおいた

f̃(s) =

∫ ∞

−∞
dx e−sxf(x) (6.57)

を f(x)のラプラス変換という。ここで sは一般に複素数である。f̃(s) = L[ f(x) ]で表す。通常, ラ
プラス変換は

x < 0 のとき f(x) = 0

である関数に対して適用する。このとき (6.57)は

f̃(s) =

∫ ∞

0

dx e−sxf(x) (6.58)

になる。これを片側ラプラス変換という。以下では, 主に片側ラプラス変換を扱う。

例題
a を実数として f(x) = eax のとき

L[ eax ] =
∫ ∞

0

dx e(a−s)x =

[
e(a−s)x

a− s

]∞
0

=
1

s− a
, ただし Re (s) > a (6.59)

である。b を実数として
f(x) = cos bx =

eibx + e−ibx

2

のとき

L[ cos bx ] = 1

2

∫ ∞

0

dx
(
e(ib−s)x + e−(ib+s)x

)
=

1

2

(
1

s− ib
+

1

s+ ib

)
=

s

s2 + b2
, ただし Re (s) > 0 (6.60)
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同様にして
L[ sin bx ] = 1

2i

(
1

s− ib
− 1

s+ ib

)
=

b

s2 + b2
, ただし Re (s) > 0 (6.61)

次に n = 0, 1, 2, · · · のとき, Re (s) > 0 ならば

L[xn ] =

∫ ∞

0

dxxne−sx =

[
xn e

−xs

−s

]∞
0

+
n

s

∫ ∞

0

dxxn−1e−sx =
n

s
L[xn−1 ]

したがって
L[xn ] =

n

s
L[xn−1 ] = · · · = n!

sn

∫ ∞

0

dx e−sx =
n!

sn+1
, Re (s) > 0 (6.62)

である。

ラプラス変換の性質
L[ f(x) ] と L[ g(x) ] が存在する共通領域では

L[ af(x) + bg(x) ] = aL[ f(x) ] + bL[ g(x) ] (6.63)

が成り立つことは明らかであろう。

L[ eaxf(x) ] =
∫ ∞

0

dx e−(s−a)xf(x) = f̃(s− a) (6.64)

L[ f(ax) ] =
∫ ∞

0

dx e−sxf(ax) =
1

a

∫ ∞

0

dx e−(s/a)xf(x) =
1

a
f̃(s/a) , a > 0 (6.65)

(6.64)の適用例として f(x) = cos bx とすると f̃(s) = s/(s2 + b2) であるから

L[ eax cos bx ] = f̃(s− a) =
s− a

(s− a)2 + b2
, Re (s) > a (6.66)

同様にして
L[ eax sin bx ] = b

(s− a)2 + b2
, Re (s) > a (6.67)

である。
次に

L[ f ′(x) ] =

∫ ∞

0

dx e−sxf ′(x) =
[
e−sxf(x)

]∞
0

+ s

∫ ∞

0

dx e−sxf(x)

e−sxf(x)
x→∞−−−−→ 0 ならば

L[ f ′(x) ] = sf̃(s)− f(0)

である。更に e−sxf ′(x)
x→∞−−−−→ 0 ならば

L[ f ′′(x) ] =

∫ ∞

0

dx e−sxf ′′(x) =
[
e−sxf ′(x)

]∞
0

+ s

∫ ∞

0

dx e−sxf ′(x)

= − f ′(0) + s
(
sf̃(s)− f(0)

)
= s2f̃(s)− sf(0)− f ′(0) (6.68)

一般に, k = 0, 1 · · · , n− 1 に対して e−sxf (k)(x)
x→∞−−−−→ 0 ならば

L[ f (n)(x) ] = snf(s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0) (6.69)

である。
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たたみ込み ( コンボリューション )を

(f ∗g)(x) =
∫ x

0

dx′ f(x− x′)g(x′) =

∫ x

0

dx′ f(x′)g(x− x′)

で定義する。(f ∗g)(x) = (g∗f )(x) である。たたみ込みのラプラス変換は

L[ (f ∗g)(x) ] =
∫ ∞

0

dx

∫ x

0

dx′e−sx f(x′)g(x− x′)

x

x′
積分範囲を図示すると図のようになるから, 積分範囲は x′ ≥ 0 , x ≥ x′ と表
すこともできる。したがって

L[ (f ∗g)(x) ] =
∫ ∞

0

dx′
∫ ∞

x′
dx e−sx f(x′)g(x− x′)

=

∫ ∞

0

dx′ e−sx′
f(x′)

∫ ∞

x′
dx e−s(x−x′)g(x− x′)

y = x− x′ とすれば

L[ (f ∗g)(x) ] =
∫ ∞

0

dx′ e−sx′
f(x′)

∫ ∞

0

dy e−syg(y) = L[ f(x)) ]L[ g(x) ] (6.70)

たたみ込みのラプラス変換はラプラス変換の積になる。

ラプラス逆変換
s の実部を u , 虚部を v とすると

f̃(u+ iv) =

∫ ∞

−∞
dx e−(u+iv)x f(x)

である。ここで
F (x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dv e(u+iv)xf̃(u+ iv) (6.71)

を考えると

F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dv e(u+iv)x

∫ ∞

−∞
dx′ e−(u+iv)x′

f(x′)

=

∫ ∞

−∞
dx′ e−u(x−x′)f(x′)

1

2π

∫ ∞

−∞
dv eiv(x−x′) =

∫ ∞

−∞
dx′ e−u(x−x′)f(x′) δ(x− x′) = f(x)

片側ラプラス変換の場合, x < 0 のとき f(x) = 0 であるから

F (x) =

{
f(x) , x > 0

0 , x < 0

になる。したがって, (6.71)が (6.57)あるいは (6.58)の逆変換でありラプラス逆変換という。

C

u

(6.71)において, 積分変数を s = u + iv に変更すると,積分は図の虚軸に平
行な積分路 C に沿った複素積分になる。ds = idv であるから

f(x) =
1

2πi

∫
C

ds esxf̃(s) =
1

2πi

∫ u+i∞

u−i∞
ds esxf̃(s) (6.72)

である。例題 で示したように, 任意の複素数 s に対して積分 (6.57), (6.58)が
有限で f̃(s) が存在するとは限らない。片側ラプラス変換の場合

|f̃(s)| ≤
∫ ∞

0

dx |e−sxf(x)| =
∫ ∞

0

dx e−ux|f(x)|
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である。ある Re(s) = u0 で f̃(s) が有限ならば, Re(s) > u0 である任意の s に対して, x > 0 で
e−ux < e−u0x になるから f̃(s) は有限になる。逆変換の経路は, f̃(s) が有限になる領域に u をとる
必要がある。この領域にあれば, 逆ラプラス変換は u に依存しない。
多くの場合, ラプラス変換の性質と例題に示したような既知のラプラス変換の結果を組み合わせ

れば, (6.72)の積分を実行しなくても f(x) は得られる。しかし, (6.72)の意味を理解しておくこと
は重要である。
例えば a ̸= b のとき

f̃(s) =
a− b

(s− a)(s− b)
=

1

s− a
− 1

s− b
(6.73)

は (6.59)より
f(x) = eax − ebx (6.74)

になる。b > a とすると, (6.73)は Re (s) > b のとき (6.74)の片側ラプラス変換を表す。積分 (6.72)

F (x) =
1

2πi

∫
C

ds esx
(

1

s− a
− 1

s− b

)
を実行する。実軸上の点 u を中心とした半径 R の円周上では s = u+Reiθ とおけるから

|esx| = | exp
(
ux+Rx cos θ + iRx sin θ

)
| = exp

(
ux+Rx cos θ

)

C
C+

u

x > 0 のとき

C
C−

u

x < 0 のときx cos θ < 0, つまり

x > 0 , cos θ < 0 または x < 0 , cos θ > 0

ならば R → ∞ のとき esx → 0 になる。そこで, 図のよう
な半円の経路 C± を考え

I± =
1

2πi

∫
C±

ds esx
(

1

s− a
− 1

s− b

)
とする。ds = iReiθdθ であるから

|I+| ≤
R

2π

∫ 3π/2

π/2

dθ

∣∣∣∣esx( 1

s− a
− 1

s− b

)∣∣∣∣ ≤ R

2π

∫ 3π/2

π/2

dθ eux+Rx cos θ

(
1

|s− a|
+

1

|s− b|

)
ところで, R が十分大きく R > |a+ u|, |b+ u| ならば

|s− a| = |(s− u)− (a+ u)| ≥ |s− u| − |a+ u| = R− |a+ u| , |s− b| ≥ R− |b+ u|

である。したがって

|I+| ≤
eux

2π

(
R

R− |a+ u|
+

R

R− |b+ u|

)∫ π

0

dϕ e−Rx sinϕ , ϕ = θ − π

2

(5.39)と同様にすれば

|I+| <
eux

2x

(
1

R− |a+ u|
+

1

R− |b+ u|

)(
1− e−xR

) R→∞−−−−→ 0 , ただし x > 0

である。同様にして x < 0 のとき I−
R→∞−−−−→ 0 になるから, 閉曲線の経路 D± = C + C± を用いて

F (x) =
1

2πi

∫
D±

ds esx f̃(s)
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になる。(6.74)の片側ラプラス変換が有限である u > b の場合, f̃(s) の一位の極 s = a, b は D+ 内
に存在するから, 留数定理より

1

2πi

∫
D+

ds esx f̃(s) = eax − ebx ,
1

2πi

∫
D−

ds esx f̃(s) = 0

になるから
F (x) =

{
eax − ebx , x > 0

0 , x < 0
(6.75)

である。したがって, (6.72)から f(x) が求まる。
一方, a < u < b の場合, s = a は D+ 内, s = b は D− 内に存在する。D− は時計回りであること

に注意すると
1

2πi

∫
D+

ds esx f̃(s) = eax ,
1

2πi

∫
D−

ds esx f̃(s) = ebx ,

であるから
F (x) =

{
eax , x > 0

ebx , x < 0
(6.76)

になる。u < a の場合, s = a, b は D− 内に存在し

F (x) =

{
0 , x > 0

− eax + ebx , x < 0
(6.77)

である。(6.73)は s ̸= a, b であれば Re (s) ≤ a でも定義されるが, (6.74)ではなく, 別の関数 (6.76),

(6.77)のラプラス変換である。
一般に

f̃(s) は有限個の極 a1, a2, · · · , an を除いて正則 , f̃(s)
s→∞−−−−→ 0

の場合, (5.48)を (6.71)に適用する。(5.48)での f(x) は, ここでは v の関数 euxf̃(u + iv) になる。
この関数の極 bk は

ak = u+ ibk , つまり bk = − iak + iu

であるから, bk が実数でないならば

x ≷ 0 のとき F (x) = ± i
∑

Im(bk)≷0

Res
(
e(u+iv)xf̃(u+ iv), v = bk

)
になる。複素 v平面での v = bk を中心とした微小半径の円を Ck とすると, 留数の定義 (5.32)から

Res
(
e(u+iv)xf̃(u+ iv), v = bk

)
=

1

2πi

∮
Ck

dv e(u+iv)xf̃(u+ iv)

積分変数を s = u+ iv にする。v = bk のとき s = ak になるから, s = ak を中心とした微小半径の
円を Dk とすると

1

2πi

∮
Ck

dv e(u+iv)xf̃(u+ iv) =
1

2πi

1

i

∮
Dk

ds esxf̃(s) =
1

i
Res
(
esxf̃(s), ak

)
である。Im(bk) = u− Re(ak) より

x ≷ 0 のとき F (x) =
1

2πi

∫ u+i∞

u−i∞
ds esxf̃(s) = ±

∑
Re(ak)≶u

Res
(
esxf̃(s), ak

)
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になる。これから (6.75)∼ (6.77)は直ちに求まる。u を Re(ak) の最大値よりも大きくとれば

x > 0 のとき F (x) =
∑
k

Res
(
esxf̃(s), ak

)
, x < 0 のとき F (x) = 0 (6.78)

である。
例題 f̃(s) = 1/(s+ a)2 の場合
(6.62)より L[x ] = 1/s2 である。これと (6.64)から f(x) = xe−ax になる。一方, s = − a は f̃(s)

の 2位の極であるから (6.78) より

f(x) = lim
s→−a

d

ds
(s+ a)2esxf̃(s) = xe−ax

6.6 ラプラス変換と微分方程式
強制振動の微分方程式 (6.48)

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0 x = f(t) , ω0 =

√
k

m
(6.79)

をラプラス変換を用いて解く。

x̃(s) =

∫ ∞

0

dt e−stx(t) , f̃(s) =

∫ ∞

0

dt e−stf(t)

として, 上式を片側ラプラス変換すると (6.69)より

s2x̃(s)− x0s− v0 + 2γ
(
sx̃(s)− x0

)
+ ω2

0 x̃(s) = f̃(s)

ここで x0 = x(0) , v0 = ẋ(0) は初期値である。これから

x̃(s) = x̃1(s) + x̃2(s)

ただし

x̃1(s) =
x0(s+ γ) + γx0 + v0

(s+ γ)2 + ω′2 , x̃2(s) =
f̃(s)

(s+ γ)2 + ω′2 , ω′ =
√
ω2
0 − γ2

になる。(6.66), (6.67)より x̃1(s) のラプラス逆変換 x1(t) は

x1(t) = e−γt

(
x0 cosω

′t+
v0 + γx0

ω′ sinω′t

)
x̃2(s) は f(t) と e−γt sinω′t のラプラス変換の積であるから, (6.70) よりラプラス逆変換はたたみ
込み

x2(t) =
1

ω′

∫ t

0

dt′ f(t′) e−γ(t−t′) sinω′(t− t′)

になる。したがって, (6.79)の解は

x(t) = x1(t) + x2(t)

= e−γt

(
x0 cosω

′t+
v0 + γx0

ω′ sinω′t

)
+

1

ω′

∫ t

0

dt′ f(t′) e−γ(t−t′) sinω′(t− t′)

である。
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ラプラス変換を用いると, 微分方程式の一般解が代数的に求まる。一般解の任意定数は初期条件
x0 = x(0) , v0 = ẋ(0) として表されるから, ラプラス変換は微分方程式の初期値問題を解くとき
に便利である。なお, x1(t) は (6.79) で f(t) = 0 とした同次微分方程式の一般解であり, x2(t) は
x0 = v0 = 0 とした (6.79)の特解である。片側ラプラス変換では t < 0 のとき f(t) = 0 であるから,

フーリエ変換で求めた特解 (6.53)と x2(t) は一致する。
具体的な f(t) に対して, たたみ込み積分を実行しなくても x2(t) を求められる場合がある。例え

ば f(t) = sinωt のとき (6.61)より f̃(s) = ω/(s2 + ω2) であるから

x̃2(s) =
ω

(s2 + ω2)
(
(s+ γ)2 + ω′2

) = a

(
s+ γ + ω′c

(s+ γ)2 + ω′2 −
s+ ωb

s2 + ω2

)

ただし
a =

2γω

(ω2 − ω2
0)

2
+ (2γω)2

, b =
ω2 − ω2

0

2γω
, c =

ω2 − ω2
0 + 2γ2

2γω′

になる。したがって, (6.66), (6.67)より

x2(t) = ae−γt
(
cosω′t+ c sinω′t

)
− a
(
cosωt+ b sinωt

)
である。時間が十分経過すれば e−γt → 0 より

x1(t)→ 0 , x2(t)→ − a
(
cosωt+ b sinωt

)
= A sin(ωt+ ϕ)

になる。ここで

A = a
√

1 + b2 =
1√

(ω2 − ω2
0)

2
+ (2γω)2

, cosϕ = − b√
1 + b2

, sinϕ = − 1√
1 + b2

である。
あるいは, x̃2(s) は s = ± iω , − γ ± iω′ に一位の極をもつから, (6.78)より

x2(t) =
ωeiωt

2iω
(
(iω + γ)2 + ω′2

) − ωe−iωt

2iω
(
(−iω + γ)2 + ω′2

)
+

ωe−γt+iω′t

2iω′
(
(−γ + iω′)2 + ω2

) − ωe−γt−iω′t

2iω′
(
(γ + iω′)2 + ω2

)
である。

1

(iω + γ)2 + ω′2 =
1

ω2
0 − ω2 + 2iγω

= Aeiϕ

1

(γ − iω′)2 + ω2
=

1

ω2 − ω2
0 + 2γ2 − 2iγω′ = Aeiϕ

′
, tanϕ′ =

2γω′

ω2 − ω2
0 + 2γ2

と表せるから
x2(t) = A sin(ωt+ ϕ) +A

ω

ω′ e
−γt sin(ω′t+ ϕ′)

になる。
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7 2階偏微分方程式
uを2個以上の独立な変数 x, y, · · · の関数を u = u(x, y, · · · )とするとき,独立な変数と u及び uの

偏導関数の間に成り立つ方程式を偏微分方程式という。この方程式に含まれる偏導関数の最高次数
を階数という。以下では, 2階の偏微分方程式を扱う。偏微分方程式を満たす未知関数 u(x, y, · · · )
を求めることを偏微分方程式を解くという。偏微分方程式が u 及びその偏導関数について 1次であ
るとき線形という。

7.1 代表的な偏微分方程式
波動方程式
19ページで弦の振動を例にして波動方程式を導出した。弦の振動は波の進む方向と変位の方向が垂
直な横波である。ここでは, 波の進む方向と変位の方向が平行な縦波について波動方程式を求める。

0 1 2 N−1 N

質量 0 ,自然長 a ,バネ定数 kのバネで結ばれた質量mの質点系を考える。バネの方向を x軸にと
り, 質点が x軸上を振動する場合, n番目の質点の変位を un とすると, 運動方程式は 1 ≤ n ≤ N − 1

のとき
m
d2un

dt2
= k

((
un+1 − un

)
−
(
un − un−1

))
= k

(
un+1 − 2un + un−1

)
である。x = na , un(t) = u(x, t) としテイラー展開を行うと

un±1(t) = u(x± a, t) = u(x, t)± a
∂u

∂x
+

a2

2

∂2u

∂x2
± a3

6

∂3u

∂x3
+

a4

24

∂4u

∂x4
+ · · ·

より
m
∂2u

∂t2
= ka2

(
∂2u

∂x2
+

a2

12

∂4u

∂x4
+ · · ·

)
になる。N 個のばねの自然長の和 L = aN を一定に保って N → ∞ の極限を考える。質点系の全
質量 M は M = mN である。質点系の両端を張力 T で引っ張ると, 平衡状態では, 個々のバネの伸
びは T/k であるから, 全体では ∆L = TN/k になる。これから

ka2

m
=

T (aN)2

M∆L
=

TL2

M∆L

N → ∞ においても M , ∆L は有限になるべきである。したがって, N → ∞ のとき a → 0 である
が c =

√
ka2/m は有限になるから波動方程式(

∂2

∂x2
− 1

c2
∂2

∂t2

)
u(x, t) = 0

が求まる。c の次元は速度である。2次元, 3次元の場合(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
u(r, t) = 0 , ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
または ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

になる。

拡散方程式
x軸を等間隔 a に分割し k番目の点を xk = ka とする。時間 t も等間隔 τ に分割し tn = nτ とお
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く。時刻 tn において xk にある粒子が, 時刻 tn+1 では xk−1 または xk+1 にそれぞれ確率 p で移動
し, 確率 1 − 2p で xk に留まるとする。ここで 0 < p ≤ 1/2 である。粒子の数が非常に大きく, ま
た, 各粒子が互いに独立に上の運動を繰り返すと, 時刻 tn で位置 xk における粒子数 n(xk, tn) は

n(xk, tn+1) = (1− 2p)n(xk, tn) + pn(xk+1, tn) + pn(xk−1, tn)

を満たす。a , τ → 0 の極限を考える。テイラー展開すると ( x = xk, t = tn )

n(xk, tn+1) = n(x, t+ τ) = n(x, t) + τ
∂n

∂t
+

τ2

2

∂2n

∂t2
+ · · ·

n(xk±1, tn) = n(x± a, t) = n(x, t)± a
∂n

∂x
+

a2

2

∂2n

∂x2
± a3

6

∂3n

∂x3
+

a4

24

∂4n

∂x4
+ · · ·

より
∂u

∂t
− pa2

τ

∂2u

∂x2
+

τ

2

∂2u

∂t2
− pa4

12τ

∂4u

∂x4
+ · · · = 0

になる。ただし, u(x, t) = n(x, t)/a は密度 ( 単位長さあたりの粒子数 )である。

全粒子数 =
∑
k

n(xk, t) = a
∑
k

u(xk, t)
a→0−−−−→

∫
dxu(x, t)

であるから, a → 0 のとき u は有限である。速さ a/τ の粒子が, xk から xk+1 に向け pu(xk, tn)個
移動し, 逆に, xk+1 から xk に pu(xk+1, tn)個移動するから, xk と xk+1 の間を通過する粒子の流
れ J は

J =
a

τ
p
(
u(xk, tn)− u(xk+1, tn)

)
= − pa2

τ

(
∂u

∂x
+

a

2

∂2u

∂x2
+ · · ·

)
である。a , τ → 0 の極限でも J は有限のはずであるから

lim
a, τ→0

pa2

τ
=一定 = λ

である。このとき pa4/τ → λa2 → 0 になるから(
∂2

∂x2
− 1

λ

∂

∂t

)
u(x, t) = 0

この方程式を拡散方程式という。2次元, 3次元の拡散方程式は(
∇2 − 1

λ

∂

∂t

)
u(r, t) = 0 (7.1)

である。なお, 一般には拡散方程式は
∇·
(
λ(r)∇u(r, t)

)
− ∂u

∂t
= 0

になる。(7.1)は λ(r) =一定 の場合である。u(r, t) を時刻 t, 位置 r における物体の温度とすると,

u(r, t) は (7.1)を満たす。このとき (7.1)を熱伝導方程式という。(7.1)で時間 t を純虚数 it に置き
換えると, 量子力学の基礎方程式であるシュレディンガー方程式になる。

ラプラス方程式とポアソン方程式
波動方程式と拡散方程式において, u が時間 t に依存しない場合

∇2u(r) = 0 (7.2)

になる。これをラプラス方程式という。ラプラス方程式に非同次項 f(r) を加えた
∇2u(r) = f(r) (7.3)

をポアソン方程式という。ラプラス方程式とポアソン方程式は, 電磁気学や流体力学など広範囲に
現れる。
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7.2 波動方程式
6.2 ( 156ページ )ではフーリエ級数を用いて 1次元の波動方程式を扱った。ここでは 3次元の波

動方程式を考える。 (
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
u(r, t) = 0 (7.4)

の解 u(r, t) をフーリエ変換して

u(r, t) =

∫
d3k exp(ik·r)w(k, t) , d3k = dkxdkydkz

とする。
∂2

∂x2
u(r, t) =

∫
d3k w(k, t)

∂2

∂x2
exp(ik·r) = −

∫
d3k w(k, t) k2x exp(ik·r)

y と z の偏微分についても同様であるから(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
u(r, t) = −

∫
d3k exp(ik·r)

(
k2 +

1

c2
∂2

∂t2

)
w(k, t) = 0

フーリエ逆変換より(
k2 +

1

c2
∂2

∂t2

)
w(k, t) = 0 , ∴ w(k, t) = a(k) cos(kct) +

b(k)

kc
sin(kct)

第 2項で b(k)/(kc) としたのは, 単に便宜上のことである。任意の関数 a(k), b(k) に対して

u(r, t) =

∫
d3k exp(ik·r)

(
a(k) cos(kct) +

b(k)

kc
sin(kct)

)
(7.5)

は波動方程式の解になる。
特別な初期条件を満たす波動方程式の解を(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
D(r, t) = 0 , 初期条件 D(r, 0) = 0 ,

∂D

∂t

∣∣∣∣
t=0

= δ(r) (7.6)

とするとき
u(r, t) =

∫
d3r′D(r − r′, t) g0(r

′) +
∂

∂t

∫
d3r′D(r − r′, t) f0(r

′) (7.7)

を考える。R = r − r′ とすれば ∇R = ∇ であるから(
∇2 − 1

c2
∂2
t

)
u(r, t) =

∫
d3r′g0(r

′)

(
∇2
R −

1

c2
∂2
t

)
D(R, t)

+ ∂t

∫
d3r′f0(r

′)

(
∇2
R −

1

c2
∂2
t

)
D(R, t) = 0

になり (7.7)は波動方程式を満たす。また

u(r, 0) =

∫
d3r′

∂D(r − r′, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

f0(r
′) =

∫
d3r′δ(r − r′)f0(r

′) = f0(r)

∂u(r, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

∫
d3r′

∂D(r − r′, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

g0(r
′) +

∫
d3r′

∂2D(r − r′, t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

f0(r
′)

= g0(r) + c2 ∇2

∫
d3r′D(r − r′, 0)f0(r

′) = g0(r)
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したがって, 任意の初期条件

u(r, 0) = f0(r) ,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g0(r) (7.8)

を満たす解 u(r, t) は (7.7)で与えられる。
D(r, t) を (7.5)で表わすと

D(r, 0) =

∫
d3k exp(ik·r)a(k) = 0 ,

∂D

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

∫
d3k exp(ik·r)b(k) = δ(r)

である。フーリエ逆変換より

a(k) = 0 , b(k) =

∫
d3r

(2π)3
exp(− ik·r) δ(r) = 1

(2π)3

になるから
D(r, t) =

∫
d3k

(2π)3
exp(ik·r) sin(kct)

kc
(7.9)

である。k·r = kr cos θ とすると

D(r, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

0

dk k2
∫ π

0

dθ sin θ exp(ikr cos θ)
sin(kct)

kc

=
1

(2π)2icr

∫ ∞

0

dk sin(kct)
(
eikr − e−ikr

)
e−ikr を含む部分では k′ = − k とすれば

D(r, t) =
1

(2π)2icr

∫ ∞

−∞
dk sin(kct) eikr = − 1

2(2π)2cr

∫ ∞

−∞
dk
(
eikct − e−ikct

)
eikr

=
1

4πcr

(
δ(r − ct)− δ(r + ct)

)
(7.10)

になる。これから (7.7)は
u(r, t) = g(r, t) +

∂

∂t
f(r, t)

ただし

g(r, t) =

∫
d3r′D(−r′, t) g0(r + r′) =

1

4πc

∫
d3r′g0(r + r′)

δ(r′ − ct)− δ(r′ + ct)

r′

f(r, t) は上式で g0 を f0 に置き換えればよい。r′ を極座標で表し

r′ = r′e′ , e′ = ( sin θ′ cosϕ′ , sin θ′ sinϕ′ , cos θ′ ) ,

∫
dΩ′ · · · =

∫ π

0

dθ′ sin θ′
∫ 2π

0

dϕ′ · · ·

とすれば ( θ(x) は階段関数 (3.99) )

g(r, t) =
1

4πc

∫
dΩ′

∫ ∞

0

dr′r′g0(r + r′e′)
(
δ(r′ − ct)− δ(r′ + ct)

)
=

t

4π

∫
dΩ′

(
θ(t) g0(r + cte′) + θ(−t) g0(r − cte′)

)
=

t

4π

∫
dΩ′g0(r + |ct|e′) (7.11)

になるから
u(r, t) =

t

4π

∫
dΩ′g0(r + |ct|e′) + ∂

∂t

(
t

4π

∫
dΩ′f0(r + |ct|e′)

)
(7.12)
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である。これをポアソンの公式という。r における波動は, r を中心とした半径 |ct| の球面上の初期
値だけで決まる ( ホイヘンスの原理 )。波動は速さ c で伝わる。例えば, g0(r) = g0 θ(a− r) のとき,

g(r, t) ̸= 0 であるためには

(r + |ct|e′)2 = r2 + 2|ct|r cos θ′ + (ct)2 < a2 , ∴ cos θ′ <
a2 − r2 − (ct)2

2|ct|r

0 < ct < a ct > aこれを満たす角 θ′ が存在する領域は
a2 − r2 − (ct)2

2|ct|r
≥ − 1

∴ |ct| − a ≤ r ≤ |ct|+ a , r ≥ 0

この領域を右図に示す。t > 0 のとき, 時間の経過と
ともに u ̸= 0 の領域は速さ c で広がる。また, 中央
部分に u = 0 の領域が現れ, これも速さ c で拡大する。

問題 7.1 (7.12)が波動方程式と初期条件 (7.8)を満たすことを確かめよ。

問題 7.2 g0(r) = g0 θ(a− r) の場合, (7.11)の積分を実行して, ct > a のとき

g(r, t) =
g0
4cr

(
a2 − (r − ct)2

)
θ
(
a− |r − ct|

)
になることを示せ。

2次元 (7.9)は

D(r, t) =
1

(2π)2

∫
d2k exp(ik·r) sin(kct)

kc
=

1

(2π)2c

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dk eikr cos θ sin(kct)

になる。被積分関数に e−kε , ε→ +0 を乗ずると∫ ∞

0

dk eikr cos θ−kε sin(kct) =
1

2i

∫ ∞

0

dk
(
eik(r cos θ+ct+iε) − eik(r cos θ−ct+iε)

)
=

1

2

(
1

r cos θ + ct+ iε
− 1

r cos θ − ct+ iε

)
より

D(r, t) =
1

2(2π)2cr

∫ 2π

0

dθ

(
1

cos θ + η + iε
− 1

cos θ − η + iε

)
, η =

ct

r

第 2項で積分変数を θ′ = π − θ とし θ′ を改めて θ とすれば

D(q, t) =
1

2(2π)2cr

(∫ 2π

0

dθ
1

cos θ − η + iε
+

∫ π

−π

dθ
1

cos θ − η − iε

)
第 2項の積分を [−π, 0 ] と [ 0, π ] に分け, [−π, 0 ] では θ + 2π を θ と置き換えれば

D(r, t) =
1

2(2π)2cr

∫ 2π

0

dθ

(
1

cos θ + η + iε
+

1

cos θ + η − iε

)
=

1

(2π)2cr
Re I

ただし
I =

∫ 2π

0

dθ

cos θ + η + iε
=

2

i

∮
C

dz

z2 + 2(η + iε)z + 1
=

2

i

∮
C

dz

(z − λ+)(z − λ−)



7 2階偏微分方程式 181

ここで (5.40)を用いて複素積分に変換した。λ± は z2 + 2(η + iε)z + 1 = 0 の解であり

λ± = − η − iε±
√
η2 − 1 + 2iηε = − η − iε±

√
η2 − 1± iηε√

η2 − 1

|η| < 1 の場合

λ± = − η

(
1∓ ε√

1− η2

)
± i
√
1− η2

(
1∓ ε√

1− η2

)
, |λ±| = 1∓ ε√

1− η2

原点を中心とした半径 1の円 C 内に存在する極は z = λ+ であるから

I =
4π

λ+ − λ−

ε→+0−−−−→ 2π

i
√
1− η2

=純虚数 , ∴ D(r, t) = 0

|η| > 1 の場合, ε = 0 としてよいから λ± = − η ±
√
η2 − 1 である。η > 1 のとき λ+ , η < − 1 のと

き λ− が C 内の極になるから
I =

4π

λ± − λ∓
= ± 2π√

η2 − 1

したがって, 2次元の場合

D(r, t) =
1

2πv
√
(ct)2 − r2

(
θ(ct− r)− θ(− ct− r)

)
(7.13)

になる。r における波動は, r を中心とした半径 |ct| の円上の初期値だけでなく, 円内部の初期値に
も依存し, ホイヘンスの原理は成り立たない。

1次元 (7.9)は (6.44)より

D(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp(ikx )

sin(kcvt)

kc
=

θ(ct− |x|)− θ(− ct− |x|)
2c

になるから ∫ ∞

−∞
dx′D(x− x′, t) g0(x

′) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct

dx′g0(x
′)

である。したがって, (7.7)より

u(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct

dx′g0(x
′) +

1

2c

∂

∂t

∫ x+ct

x−ct

dx′f0(x
′)

=
1

2c

∫ x+ct

x−ct

dx′g0(x
′) +

1

2

(
f0(x+ ct) + f0(x− ct)

)
これはフーリエ級数で求めたダランベールの解 (6.29)である。

7.3 波動方程式と境界条件
ある領域 V の境界を S とする。V 内で波動方程式 (7.4) と初期条件 (7.8) を満たし, S 上で与

えられた境界条件を満たす解を求める。境界条件として, u(r, t) を与えるディリクレの境界条件と
n(r)·∇u(r, t) を与えるノイマンの境界条件などがある。ただし, n(r) は S の外向き単位法線ベク
トルである。以下では, 境界条件を

r が S 上の点 ( r ∈ S )のとき u(r, t) = 0 (7.14)
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とする。1次元の場合, 157ページで扱った両端固定の境界条件である。
変数分離して u(r, t) = φ(r)T (t) とすると, 波動方程式から

T (t)∇2φ(r)− φ(r)

c2
d2T

dt2
= 0 , ∴ 1

φ(r)
∇2φ(r) =

1

c2T (t)

d2T

dt2

左辺は r の関数, 右辺は t の関数であるから, 上式は定数である。この定数を −λ とおく。λ は実
数とは限らない。

d2T

dt2
= − c2λT , ∴ T (t) = A cos

(√
λ ct
)
+B sin

(√
λ ct
)

境界条件を考慮すると　

∇2φ(r) = −λφ(r) , r ∈ S のとき φ(r) = 0 (7.15)

である。1次元の両端固定 u(0, t) = u(a, t) = 0 の場合

φn(x) =

√
2

a
sin
(nπ

a
x
)
, λn =

(nπ
a

)2
, n = 1, 2, 3, · · ·

であるが, これと同様に, (7.15)の λ も正の実数で離散的な値 λ1, λ2, · · · をとる。λ > 0 の証明は
簡単である。φ(r) は実数とは限らないが

φ∗(r)∇2φ(r) = ∇·
(
φ∗(r)∇φ(r)

)
− |∇φ(r)|2 , |∇φ(r)|2 =

(
∇φ∗(r)

)
·
(
∇φ(r)

)
> 0

であるから
−λ

∫
V

d3r |φ(r)|2 =

∫
S

dS n·
(
φ∗(r)∇φ(r)

)
−
∫
V

d3r |∇φ(r)|2

右辺第 1項ではガウスの定理を用いた。S上では φ(r) = 0であるから,右辺第 1項は 0になり λ > 0

である。λn = k2n , kn > 0 とおくと

∇2φn(r) = − k2n φn(r) , r ∈ S のとき φn(r) = 0 , n = 1, 2, 3, · · · (7.16)

である。
φ∗
m(r)∇2φn(r)− φn(r)∇2φ∗

m(r) =
(
k2m − k2n

)
φ∗
m(r)φn(r)

より (
k2m − k2n

)∫
V

d3r φ∗
m(r)φn(r) =

∫
V

d3r∇·
(
φ∗
m(r)∇φn(r)− φn(r)∇φ∗

m(r)
)

=

∫
S

dS n·
(
φ∗
m(r)∇φn(r)− φn(r)∇φ∗

m(r)
)
= 0

になるから km ̸= kn のとき φm と φn は直交する。φm と φn が 1次独立でも λm = λn の場合が
ある。この場合でもシュミットの直交化 ( 214ページ )を行えばよいから∫

V

d3r φ∗
m(r)φn(r) = δmn

にでき正規直交関数系である。S で F (r) = 0 である関数は

F (r) =

∞∑
n=1

cnφn(r)



7 2階偏微分方程式 183

と展開できるとする。 ∫
V

d3r φ∗
m(r)F (r) =

∞∑
n=1

cn

∫
V

d3r φ∗
m(r)φn(r) = cm

になるから

F (r) =

∞∑
n=1

φn(r)

∫
V

d3r′ φ∗
n(r

′)F (r′) =

∫
V

d3r′F (r′)
∑
n

φn(r)φ
∗
n(r

′)

したがって, V 内の点に対しては ∑
n

φn(r)φ
∗
n(r

′) = δ(r − r′) (7.17)

である。一般に, ある演算子 Γ が関数 φ(r) に作用すると φ(r) とは全く異なる関数になるが, 特定
の関数に作用すると単に定数倍した結果になることがある。このとき, 特定の関数 φ(r) を演算子 Γ

の固有関数, 定数倍の数を固有値という。(7.16)はラプラス演算子の固有値問題である。
境界条件 (7.14)を満たす波動方程式の解は

u(r, t) =

∞∑
n=1

(
An cosωnt+Bn sinωnt

)
φn(r) , ωn = ckn (7.18)

になる。任意定数 An, Bn は初期条件 (7.8)から決まる。φn の正規直交性から

An cosωnt+Bn sinωnt =

∫
V

d3r φ∗
n(r)u(r, t)

したがって, 上式とこれを t で微分して t = 0 とすれば

An =

∫
V

d3r φ∗
n(r)f0(r) , Bn =

1

ωn

∫
V

d3r φ∗
n(r)g0(r)

(7.18)に代入すると

u(r, t) =

∫
V

d3r′D(r, r′, t) g0(r
′) +

∂

∂t

∫
V

d3r′D(r, r′, t) f0(r
′) (7.19)

ただし
D(r, r′, t) =

∞∑
n=1

sinωnt

ωn
φn(r)φ

∗
n(r

′) (7.20)

になる。(7.6)に対応して D(r, r′, t) は(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
D(r, r′, t) =

(
∇′2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
D(r, r′, t) = 0

初期条件 D(r, r′, 0) = 0 ,
∂D

∂t

∣∣∣∣
t=0

= δ(r − r′)

境界条件 r ∈ S または r′ ∈ S のとき D(r, r′, t) = 0

を満たす。φn(r) が複素数でも D(r, r′, t) は実数である。

1次元
境界条件が u(0, t) = u(a, t) = 0 の場合, kn = nπ/a , φn(x) =

√
2/a sin knx であるから

D(x, x′, t) =
2

a

∞∑
n=1

sinωnt

ωn
sin knx sin knx

′ , ωn = ckn
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であり, (7.19)は

u(x, t) =
2

a

∑
n

(
sinωnt

ωn

∫ a

0

dx′g0(x
′) sin knx

′ + cosωnt

∫ a

0

dx′f0(x
′) sin knx

′
)
sin knx (7.21)

になるが, これは (6.28)である。

2次元の円形領域
領域 V が r =

√
x2 + y2 ≤ a の場合を考える。境界条件は r = a で u(x, y, t) = 0 になるから, 直角

座標 x, y ではなく 2次元極座標 r, θ で扱う。(2.48)より (7.16)は(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
φ(r, θ) = − k2φ(r, θ) (7.22)

になる。変数分離法を適用して φ(r, θ) = R(r)S(θ) とすれば

S

(
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

)
+

R

r2
d2S

dθ2
= − k2RS つまり r2

R

(
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

)
+ k2r2 = − 1

S

d2S

dθ2

左辺は r だけの関数, 右辺は θ だけの関数であるから, 上式は定数である。この定数を K とすると
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
k2 − K

r2

)
R = 0 ,

d2S

dθ2
+KS = 0

になる。θ と θ + 2π は同じ点を表わすから S(θ) = S(θ + 2π) でなけれなばらない。K < 0 の場合
S(θ) は e±

√
−K θ の線形結合になり S(θ) = S(θ + 2π) を満たさない。K > 0 の場合

S(θ) = Aei
√
Kθ +A∗e−i

√
Kθ

S(θ) = S(θ + 2π) より √K = n = 1, 2, · · · である。K = 0 のとき S(θ) = A + Bθ になるから
S(θ) = A ̸= 0 も周期 2π を満たす。したがって, S(θ) の独立な解として

Sn(θ) = Ane
inθ , n = 0, ± 1, ± 2, · · ·

を得る。ρ = kr とすると R の微分方程式は
d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
1− n2

ρ2

)
R = 0

これはベッセルの微分方程式 (4.45)であるから, 原点で有界な R(r) は Jn(ρ) に比例し, 境界条件は
Jn(ka) = 0 になる。102ページの図に示したように Jn(x) は x ≥ 0 に無限個のゼロ点が存在する。
Jn(x) のゼロ点を 0 < zn1 < zn2 < · · · とすると ka = znm でなければならない。したがって, 境界
条件を満たすためには k は離散的になり

φnm(r, θ) = CnmJn(knmr)einθ , knm =
znm
a

, n = 0, ± 1, ± 2, · · · , m = 1, 2, · · ·

になる。なお
J−n(x) = (−1)nJn(x) , ∴ z−n,m = znm

である。φnm(r, θ) の正規直交性は∫ a

0

dr r

∫ 2π

0

dθ φnm(r, θ)φ∗
n′m′(r, θ) = CnmC∗

n′m′

∫ a

0

dr rJn(knmr)Jn′(kn′m′r)

∫ 2π

0

dθ ei(n−n′)θ

= 2πδnn′CnmC∗
nm′

∫ a

0

dr rJn(knmr)Jn(knm′r) = δnn′δmm′
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である。m = m′ とすると, 定数 Cnm は

2π|Cnm|2
∫ a

0

dr rJ2
n(knmr) =

2π|Cnm|2

k2nm

∫ znm

0

dρ ρJ2
n(ρ) = 1

で決まる。(7.20)より

D(r, r′, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

|Cnm|2
sinωnmt

ωnm
Jn(knmr)Jn(knmr′ )ein(θ−θ′) , ωnm = cknm

k−n,m = knm であるから n を −n で置き換えると ImD = 0 になり

D(r, r′, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

|Cnm|2
sinωnmt

ωnm
Jn(knmr)Jn(knmr′) cos

(
n(θ − θ′)

)
である。n ≥ 0 に制限すれば

D(r, r′, t) =

∞∑
n=0

∞∑
m=1

(
2− δn0

)
|Cnm|2

sinωnmt

ωnm
Jn(knmr)Jn(knmr′) cos

(
n(θ − θ′)

)
とも表せる。

g(r, t) =

∫
V

d2r′D(r, r′, t)g0(r
′) =

∞∑
n=0

∞∑
m=1

sinωnmt

ωnm
Jn(knmr)

(
Anm cosnθ +Bnm sinnθ

)
ただし

Anm

Bnm

}
=
(
2− δn0

)
|Cnm|2

∫ a

0

dr rJn(knmr)

∫ 2π

0

dθ g0(r, θ)×

{
cosnθ

sinnθ

になる。

Reφnm(r, θ) ∝ Jn(knmr) cosnθ = unm(r, θ) , Imφnm(r, θ) ∝ Jn(knmr) sinnθ

は角振動数 ωnm で単振動する波動方程式の解である (固有振動 )。一般の波動 g(r, t) は固有振動の
重ね合わせである。下図に unm(r, θ) の等高線を示す。実線の直線での断面を図の下に示す。太い
曲線は正, 細い曲線は負, 破線は unm(r, θ) = 0, つまり

r

a
=

znm′

znm
, 1 ≤ m′ ≤ m または cosnθ = 0

であり振動の節を表わす。太い曲線と細い曲線は反対符号で振動する。最も内側の破線の円内は
m = 1 の場合に対応する。

n = 1 m = 2 n = 2 m = 2
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7.4 ポアソン方程式とラプラス方程式
グリーンの定理
ガウスの定理 (3.68)から, ある領域 V の境界を S とすると∫

V

d3r∇·
(
v(r)∇u(r)

)
=

∫
S

dS v(r)n(r)·∇u(r) =

∫
S

dS v(r) ∂nu(r) (7.23)

ただし, n(r) は S の外向き単位法線ベクトルであり

∂n = n(r)·∇ = nx∂x + ny∂y + nz∂z

である。(2.40)より
∇·
(
v∇u

)
= v∇2u+ (∇v)·∇u

になるから ∫
V

d3r
(
v(r)∇2u(r) +

(
∇v(r)

)
·∇u(r)

)
=

∫
S

dS v(r) ∂nu(r) (7.24)

上式で u と v を入れ替え, 差を取れば∫
V

d3r
(
u(r)∇2v(r)− v(r)∇2u(r)

)
=

∫
S

dS
(
u(r) ∂nv(r)− v(r) ∂nu(r)

)
(7.25)

である。(7.24), (7.25)をグリーンの定理という。2次元の場合, ガウスの定理の代わりに (3.47)を用
いれば ∫

V

dxdy∇·
(
v(r)∇u(r)

)
=

∮
C

ds v(r) ∂nu(r)

ただし, V は xy平面上の領域, C は V を囲む反時計回りの閉曲線である。したがって∫
V

d3r · · · =⇒
∫
V

dxdy · · · ,
∫
S

dS · · · =⇒
∮
C

ds · · ·

の置換えをすれば, (7.24), (7.25)は 2次元でも成り立つ。1次元の場合, (7.25)は∫ b

a

dx

(
u(x)

d2v

dx2
− v(x)

d2u

dx2

)
=

∫ b

a

dx
d

dx

(
u(x)

dv

dx
− v(x)

du

dx

)
=

[
u(x)

dv

dx
− v(x)

du

dx

]b
a

(7.26)

になる。
境界条件
ある領域 V でのラプラス方程式 (7.2) またはポアソン方程式 (7.3) の解 u(r) を求めるとき, V の境
界 S での境界条件が必要になる。g(r) が既知関数のとき, S 上で境界条件として

1. u(r) = g(r) または 2. ∂nu(r) = g(r) (7.27)

を考える。1. をディリクレの境界条件, 2. をノイマンの境界条件という。(7.23) で v(r) = 1 とす
ると ∫

V

d3r∇2u(r) =

∫
S

dS ∂nu(r) (7.28)

になるから, ノイマン条件では ∫
V

d3r f(r) =

∫
S

dS g(r)

を満たす必要がある。ディリクレ条件の場合, このような付加的条件はない。
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解の一意性
境界条件 (7.27)を満たすポアソン方程式 ∇2u = f(r) の解が u1(r) と u2(r) の 2つ存在するとす
る。δu(r) = u1(r)− u2(r) はラプラス方程式 ∇2δu = 0 を満たす。(7.24)で u = v = δu とすれば,

S 上では δu = 0 または ∂nδu = 0 であるから∫
V

d3r
(
∇δu

)2
=

∫
S

dS δu ∂nδu = 0

(
∇δu

)2 ≥ 0 より V 内で ∇δu = 0, つまり δu(r) = 定数 になる ( ディリクレ条件の場合, 連続性か
ら δu(r) = 0 )。したがって, 境界条件 (7.27)を満たすポアソン方程式 ∇2u = f(r) の解は, 定数を
除けば, 一意である。ラプラス方程式 ( f(r) = 0 )の解も一意である。

7.5 ポアソン・ラプラス方程式とグリーン関数
H(r, r′) を ∇2H = ∇′2H = 0 を満たす任意関数として

G(r, r′) = G0(r − r′) +H(r, r′) , G0(r) =



− 1

4π

1

|r|
, 3次元の場合

1

2π
log |r| , 2次元の場合

|x|
2

, 1次元の場合

(7.29)

とする。(3.82), (3.90), (3.101)より G は

∇2G(r, r′) = ∇′2G(r, r′) = δ(r − r′) (7.30)

を満たすグリーン関数である。グリーン関数には H だけの不定性がる。
(7.25)で積分変数を r′ とし v(r′) = G(r, r′) とする。u がポアソン方程式 ∇2u = f の解ならば

(7.25)の左辺 =

∫
V

d3r′
(
u(r′)∇′2G(r, r′)−G(r, r′)∇′2u(r′)

)
=

∫
V

d3r′
(
u(r′) δ(r − r′)−G(r, r′)f(r′)

)
になるから, r が V 内の点の場合 ( r ∈ V )

u(r) =

∫
V

d3r′G(r, r′)f(r′) +

∫
S

dS′
(
u(r′) ∂′

nG(r, r′)−G(r, r′) ∂′
nu(r

′)
)

(7.31)

右辺第 2, 3項が境界の影響を表わす。V の外側の無限に広がった領域を V とする。S を内部に含
む無限遠の仮想的な境界面を S∞ とすれば, r ∈ V のとき

u(r) =

∫
V

d3r′G(r, r′)f(r′) +

∫
S

dS′
(
u(r′) ∂′

nG(r, r′)−G(r, r′) ∂′
nu(r

′)
)
+ u∞(r) (7.32)

ただし
u∞(r) =

∫
S∞

dS′
(
u(r′) ∂′

nG(r, r′)−G(r, r′) ∂′
nu(r

′)
)

(7.33)

になる。S上での n は V に対して外向きであるから, (7.31)の n とは逆向きである。u∞ は無限遠
での u(r) の境界条件に依存する。u(r)

r→∞−−−−→ u∞(r) ではない。
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3次元の例題
V として原点を中心とする半径 a の球を考える。

G̃(r, r′) = − a

r
G0

(
(a/r)2r − r′

)
=

1

4π

a/r

|(a/r)2r − r′|
=

1

4π

1√
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2

とする。r, r′ ∈ V または r, r′ ∈ V のとき (a/r)2r − r′ ̸= 0 であるから

∇′2G̃(r, r′) = − a

r
δ
(
(a/r)2r − r′

)
= 0

G̃(r, r′)は r と r′ について対称であるから∇2G̃(r, r′) = 0も満たす。したがって, (7.31), (7.32)で

G(r, r′) = G0(r − r′) + G̃(r, r′) =
1

4π

(
− 1

|r − r′|
+

1√
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2

)
(7.34)

としてよい。r′ = a のとき√
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2 =

√
r′2 − 2r ·r′ + r2 = |r − r′| , ∴ G(r, r′ = a) = 0

である。(7.31)の場合 n(r′) = r′/r′ であるから

∂′
nG(r, r′) =

∂

∂r′
G(r, r′) =

1

4πr′

(
r′2 − r ·r′

|r − r′|3
+

r ·r′ − r2r′2/a2(
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2

)3/2
)

これから
∂′
nG(r, r′)

∣∣∣
r′=a

=
1

4πa

a2 − r2

|r − r′|3

になり
u(r) =

∫
V

d3r′G(r, r′)f(r′) +
a2 − r2

4πa

∫
S

dS′ u(r′)

|r − r′|3
, r ∈ V (7.35)

と表せる。G(r, r′ = a) = 0 であるため, 球面上の u(r) を与えると, 球内部の u(r) が決まる。これ
はディリクレ条件の解である。(7.32)の場合, S 上では n(r′) = − r′/r′ になるから

u(r) =

∫
V

d3r′G(r, r′)f(r′) +
r2 − a2

4πa

∫
S

dS′ u(r′)

|r − r′|3
+ u∞(r) (7.36)

である。(7.34)より

G(r, r′)
r′→∞−−−−−→ − 1

4πr′

(
1− a

r
+

(
1− a3

r3

)
r ·r′

r′2
+ · · ·

)
であるから, S∞ として半径 ∞ の球面を考えると (7.33)は

u∞(r) = C1

(
1− a

r

)
+

(
1− a3

r3

)
r ·C3 + · · · (7.37)

ただし

C1 = lim
r′→∞

1

4π

∫
dΩ′

(
u(r′) + r′

∂u

∂r′

)
, C3 = lim

r′→∞

1

4πr′2

∫
dΩ′ r′

(
2u(r′) + r′

∂u

∂r′

)
である。
ラプラス方程式 ( f(r) = 0 )の解は (7.35), (7.36) をまとめて

u(r) = uS(r) + θ(r − a)u∞(r) , uS(r) =
|r2 − a2|

4πa

∫
S

dS′ u(r′)

|r − r′|3
(7.38)
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になる。球面上で u(r) =一定 = u0の場合,積分変数 r′の角度の基準を r方向にとれば ( t = cos θ′ )

uS(r) = u0
|r2 − a2|

2a
a2
∫ 1

−1

dt
1(

r2 + a2 − 2art
)3/2

= u0
|r2 − a2|

2r

[
1√

r2 + a2 − 2art

]1
−1

=
u0

2r

(
r + a− |a− r|

)
=

 u0
a

r
, r > a

u0 , r < a
(7.39)

u(r) が角度に依らない場合 C3 = 0 になり

u(r) =

 u0
a

r
+ C1

(
1− a

r

)
, r > a

u0 , r < a

u(r)
r→∞−−−−→ 0 とすれば C1 = 0 になるから (3.67)を再現する。

ノイマン条件の解を求めることもできる。(7.28)より∫
S

dS′∂′
nG(r, r′) =

∫
V

d3r′ ∇′2G(r, r′) =

∫
V

d3r′ δ(r − r′) = 1 , ただし r ∈ V

であるから ∂′
nG(r, r′)

∣∣
r′=a

= 0 とはできないが ∂′
nG(r, r′)

∣∣
r′=a

= 1/(4πa2) は可能である。このと
き (7.31)は

u(r) =

∫
V

d3r′G(r, r′)f(r′)−
∫
S

dS′ G(r, r′)∂′
nu(r

′) + ⟨u ⟩ , ⟨u ⟩ = 1

4πa2

∫
S

dS u(r)

ノイマン条件を満たす解は, 球面上での u(r) の平均値である定数 ⟨u ⟩ を除いて, 一意に決まる。
G(r, r′) の具体形は「自然科学者のための数学概論」656ページ参照。

問題 7.3 球面上で z ≷ 0 のとき u(r) = ±u0 及び u(r)
r→∞−−−−→ 0 とする。この場合, (7.38)の解

析的表現を一般に求めることは困難であるが, z軸上に限れば

u(0, 0, z) = u0

(
|z + a|+ |z − a|

2z
− |z2 − a2|

z
√
a2 + z2

)
になることを示せ。また

r/a≫ 1 の場合 u(r) ≈ u0
3a2

2r2
cos θ , r/a≪ 1 の場合 u(r) ≈ u0

3r

2a
cos θ

を示せ。

問題 7.4 球面 S 上で u(r) = 一定 = u0 であり, 無限遠で u(r)
r→∞−−−−→ u0 − E0z とする。半径

R→∞ の球面を S∞ とすると, (7.37)より

u∞(r) = u0

(
1− a

r

)
− E0

(
1− a3

r3

)
z

になることを示せ。(7.36)よりラプラス方程式の解は (2.58)に一致する。

2次元の例題
原点を中心とする半径 a の円を反時計回りに 1周する経路を C とし, C 内部の領域を V , 外部の領
域を V とすると

u(r) =

∫
V

dx′dy′G(r, r′)f(r′) +

∮
C

ds′
(
u(r′) ∂′

nG(r − r′)−G(r − r′)∂′
nu(r

′)
)
, r ∈ V

u(r) =

∫
V

dx′dy′G(r, r′)f(r′) +

∮
C

ds′
(
u(r′) ∂′

nG(r − r′)−G(r − r′)∂′
nu(r

′)
)
+ u∞(r) , r ∈ V
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である。C 上の法線ベクトル n は r ∈ V の場合 n(r′) = r′/r′, r ∈ V の場合 n(r′) = − r′/r′ であ
る。また, C を内部に含む無限遠の仮想的な閉曲線経路を C∞ とすると

u∞(r) =

∮
C∞

ds′
(
u(r′) ∂′

nG(r − r′)−G(r − r′)∂′
nu(r

′)
)

である。
G̃(r, r′) =

1

2π
log

a/r

|(a/r)2r − r′|
=

1

2π
log

1√
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2

とすると, 3次元と同様に r, r′ ∈ V または r, r′ ∈ V のとき ∇2G̃(r, r′) = ∇′2G̃(r, r′) = 0 になる
から

G(r, r′) = G0(r − r′) + G̃(r, r′) =
1

2π
log

|r − r′|√
a2 − 2r ·r′ + r2r′2/a2

(7.40)

としてよい。
G(r, r′ = a) = 0 , ∂′

nG(r, r′)
∣∣∣
r′=a

=
∂G

∂r′

∣∣∣
r′=a

=
1

2πa

a2 − r2

|r − r′|2

より
u(r) =

∫
V

dx′dy′G(r, r′)f(r′) +
1

2πa

∮
C

ds′
a2 − r2

|r − r′|2
u(r′) , r ∈ V

になる。C 上の点 r′ は x′ = a cos θ′ , y′ = a sin θ′ とおけるから ds′ = a dθ′ であり

u(r, θ) =

∫
V

dx′dy′G(r, r′)f(r′) +
1

2π

∫ 2π

0

dθ′
a2 − r2

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)
u(a, θ′) , ただし r < a

になる。ラプラス方程式 ( f = 0 )の場合, これはポアソンの公式 (5.24)に一致する。r ∈ V , つまり
r > a の場合

u(r, θ) =

∫
V

dx′dy′G(r, r′)f(r′) +
1

2π

∫ 2π

0

dθ′
r2 − a2

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)
u(a, θ′) + u∞(r)

である。(7.40)より

G(r, r′)
r′→∞−−−−−→ − 1

2π

(
log

r

a
+

r2 − a2

r2
r ·r′

r′2
+ · · ·

)
になるから, C∞ として原点を中心とする半径 ∞ の円を考えると

u∞(r) = CL log
r

a
+

(
1− a2

r2

)
r ·C

ただし
CL = lim

r′→∞

r′

2π

∫ 2π

0

dθ′
∂u(r′)

∂r′
, C = lim

r′→∞

1

2πr′2

∫ 2π

0

dθ′r′u(r′)

である。
ラプラス方程式の解は

u(r) = uC(r) + θ(r − a)u∞(r) , uC(r) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ′
|a2 − r2|

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)
u(a, θ′)

である。u(a, θ) =一定 = u0 の場合, (5.41)より

uC(r) =
u0

2π

|a2 − r2|
r2

∫ 2π

0

dθ

1 + (a/r)2 − 2(a/r) cos θ
= u0
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になる。u(r) は角度に依らない場合 C = 0 になるから

u(r) = u0 + θ(r − a)CL log
r

a

2次元の場合 u(a, θ) = u0 ̸= 0 , u(r)
r→∞−−−→ 0 を満たす解は存在しない。

次に u0 > 0 として
u(a, θ) =

{
u0 , 0 < θ < π

−u0 , π < θ < 2π

のとき

uC(r) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ′
|a2 − r2|

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)
u(a, θ′)

=
u0

2π

∫ π

0

dθ′
|a2 − r2|

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)
− u0

2π

∫ 2π

π

dθ′
|a2 − r2|

a2 + r2 − 2ar cos(θ′ − θ)

第 2項で θ′ − π を θ′ と置き直せば

uC(r) =
u0α

π

∫ π

0

dθ′
cos(θ′ − θ)

α2 + sin2(θ′ − θ)
, α =

|a2 − r2|
2ar

になる。t = sin(θ′ − θ) とすると∫
dθ′

cos(θ′ − θ)

α2 + sin2(θ′ − θ)
=

∫
dt

α2 + t2
=

1

α
tan−1 t

α

であるから
uC(r) =

u0

π

[
tan−1 t

α

]sin θ

− sin θ
=

2u0

π
tan−1 2ar sin θ

|a2 − r2|

になる。| tan−1 x | < π/2 より |uC(r)| < u0 である。uC(r) =一定 = u の曲線は
2ar sin θ

|a2 − r2|
=

2ay

|a2 − x2 − y2|
= t , ただし t = tan

πu

2u0

a

−a

y

x

つまり y と u は同符号で

x2 + (y ∓ a/t)2 = a2(1 + 1/t2)

になる。これは (0,± a/t)を中心とする半径 a
√
1 + 1/t2 の円の一部である。

右図で実線は 0 < u < u0 , 破線は −u0 < u < 0 の場合を表わす。u→ ±u0

のとき a/t→ 0 である。x ≈ ± a では |a2 − r2| ≈ 2a|x∓ a| になるから

y ≈ t |x∓ a|

uC(r) = u の曲線は傾き t または − t の直線で (x, y) = (± a, 0) に近づく。

1次元の例題
ディリクレ条件 u(a) = ua , u(b) = ub 及び a < x < b でポアソン方程式 d2u

dx2
= f(x) を満たす解を

求める。(x− a)/(b− a) を改めて x とおけば 0 < x < 1 になるから

d2u

dx2
= f(x) , 0 < x < 1 , u(0) = u0 , u(1) = u1 (7.41)
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を求める。(7.26)で積分変数を x′ とし v(x′) = G(x, x′) とすれば, 0 < x < 1 のときポアソン方程式
の解は

u(x) =

∫ 1

0

dx′G(x, x′)f(x′) +

[
u(x′)

∂G(x, x′)

∂x′ −G(x, x′)
du

dx′

]x′=1

x′=0

と表せる。G(x, 0) = G(x, 1) = 0 ならば

u(x) =

∫ 1

0

dx′G(x, x′)f(x′) + u1
∂G(x, x′)

∂x′

∣∣∣∣
x′=1

− u0
∂G(x, x′)

∂x′

∣∣∣∣
x′=0

(7.42)

になり u0, u1 を与えると u(x) が決まる。したがって, G(x, 0) = G(x, 1) = 0 を満たすグリーン関
数を求めればよい。(7.29)より

G(x, x′) =
|x− x′|

2
+H(x, x′) ,

∂2H

∂x2
=

∂2H

∂x′2 = 0

である。H(x, x′) は x, x′ についてそれぞれ高々 1次であるから

H(x, x′) = Axx′ +B(x+ x′) + C

とおける。0 < x < 1 のとき

G(x, 0) =
x

2
+Bx+ C = 0 , G(x, 1) =

1− x

2
+Ax+B(x+ 1) + C = 0

より A = 1 , B = − 1/2 , C = 0 になるから

G(x, x′) =
|x− x′| − x− x′

2
+ xx′ =

{
x′(x− 1) , x > x′

x(x′ − 1) , x < x′

である。(7.42)の積分を 0 ≤ x′ ≤ x , x ≤ x′ ≤ 1 に分割すれば

u(x) = (x− 1)

∫ x

0

dx′x′f(x′) + x

∫ 1

x

dx′(x′ − 1)f(x′) + u1x− u0(x− 1)

が (7.41)の解になる。これは (4.20)から求めることもできる。

7.6 極座標によるラプラス方程式の解法
3次元の場合,球面調和関数が必要になるのでここでは扱わない。軸対称に限定した問題は33ペー

ジ, 103ページ参照。2次元のラプラス方程式 ∇2u(r) = 0 は (2.48)より

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0

(7.22)と同様にして, 変数分離すれば n = 0, ± 1, ± 2, · · · として

u(r, θ) = R(r)einθ ,
1

r

d

dr

(
r
dR

dr

)
− n2

r2
R = 0

である。R ∝ rk とすると (
k2 − n2

)
rk−2 = 0 になるから k = ±n である。n ̸= 0 の場合, 2つの独

立な解 rn と r−n から R(r) = Anr
n +Bnr

−n になる。n = 0 の場合

d

dr

(
r
dR

dr

)
= 0 , つまり r

dR

dr
= A0 , ∴ R = A0 log r +B0
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である。2次元ラプラス方程式の一般解は

u(r, θ) = A0 log r +B0 +
∑
n ̸=0

(
Anr

n +Bnr
−n
)
einθ

= A0 log r +B0 +

∞∑
n=1

((
Anr

n +Bnr
−n
)
einθ +

(
A−nr

−n +B−nr
n
)
e−inθ

)
(7.43)

と表せる。
原点を中心とする半径 a の円上で u(a, θ) が与えられた場合, 任意定数 An, Bn を決める。最初

に, 円内部の解を求める。r < a で u(r, θ) が有界であるためには, n > 0 のとき Bn = A−n = 0 及び
A0 = 0 であるから

u(r, θ) = B0 +

∞∑
n=1

rn
(
Ane

inθ +B−ne
−inθ

)
(7.44)

これから∫ 2π

0

dθ e−ikθu(a, θ) = B0

∫ 2π

0

dθ e−ikθ +

∞∑
n=1

an
(
An

∫ 2π

0

dθ ei(n−k)θ +B−n

∫ 2π

0

dθ e−i(n+k)θ

)

= 2πB0δk0 + 2π

∞∑
n=1

an
(
Anδkn +B−nδk,−n

)
したがって

B0 =
1

2π

∫ 2π

0

dθ u(a, θ) , An =
1

2πan

∫ 2π

0

dθ e−inθu(a, θ) , B−n =
1

2πan

∫ 2π

0

dθ einθu(a, θ)

になり, u(a, θ) を与えると一意に決まる。これらを (7.44)に代入すると

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ′ u(a, θ′)
(
1 + S(θ − θ′) + S∗(θ − θ′)

)
, S(θ) =

∞∑
n=1

rn

an
einθ

S は公比 z = reiθ/a , |z| < 1 の等比級数であるから S = z/(1− z) になり

1 + S(θ) + S∗(θ) =
1− |z|2

(1− z)(1− z∗)
=

1− |z|2

1 + |z|2 − 2Re z
=

a2 − r2

a2 + r2 − 2ar cos θ

したがって, ポアソンの公式 (5.24)

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ′u(a, θ′)
a2 − r2

a2 + r2 − 2ar cos(θ − θ′)

を得る。r > a の場合, r →∞ で u(r, θ) は有界とすると (7.43)より

u(r, θ) = B0 +

∞∑
n=1

r−n
(
Bne

inθ +A−ne
−inθ

)
r < a の場合と同様にすると

B0 =
1

2π

∫ 2π

0

dθ u(a, θ) , A−n =
an

2π

∫ 2π

0

dθ einθu(a, θ) , Bn =
an

2π

∫ 2π

0

dθ e−inθu(a, θ)

になり
u(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

dθ′u(a, θ′)

(
1 +

∞∑
n=1

an

rn

(
ein(θ−θ′) + e−in(θ−θ′)

))
これは S(θ) で a と r を入れ替えればよいから

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ′u(a, θ′)
r2 − a2

a2 + r2 − 2ar cos(θ − θ′)

になる。
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7.7 拡散方程式
(7.1)は λ t を t と置き直せば (

∇2 − ∂

∂t

)
u(r, t) = 0 (7.45)

になる。以下ではこの微分方程式を扱う。
全空間で初期値 u(r, 0) = f(r) が与えられたとき, t > 0 での u(r, t) を求める。(

∇2 − ∂

∂t

)
D(r, t) = 0 , D(r, t = +0 ) = δ(r) (7.46)

とすると
u(r, t) =

∫
d3r′D(r − r′, t)f(r′)

は (7.45)及び u(r,+0 ) = f(r) を満たすから, 初期値問題は D(r, t) を求めることに帰結する。

D(r, t) =

∫
d3k w(k, t) exp(ik·r)

とフーリエ変換を行えば(
∇2 − ∂

∂t

)
D(r, t) =

∫
d3k

(
− k2w(k, t)− dw

dt

)
exp(ik·r) = 0 , ∴ k2w +

dw

dt
= 0

これから w(k, t) = w0(k)e
−k2t になり

D(r, t) =

∫
d3k w0(k) exp(ik·r − k2t)

である。

D(r,+0) =

∫
d3k w0(k) exp(ik·r) = δ(r) =

1

(2π)3

∫
d3k exp(ik·r) , ∴ w0(k) =

1

(2π)3

したがって

D(r, t) =
1

(2π)3

∫
d3k exp(ik·r − k2t) =

∫ ∞

−∞

dkx
2π

eikxx−k2
xt

∫ ∞

−∞

dky
2π

eikyy−k2
yt

∫ ∞

−∞

dkz
2π

eikzz−k2
zt

である。(5.16)より t > 0 のとき∫ ∞

−∞

dk

2π
eikx−k2t =

∫ ∞

−∞

dk

2π
exp

(
− t

(
k − ix

2t

)2

− x2

4t

)
=

e−x2/4t

√
4πt

であるから
D(r, t) =

e−r2/4t

(4πt)3/2

になる。r ̸= 0 のとき r2

4t

t→+0−−−−→ ∞ より D(r, t = +0 ) = 0 , D(0, t) =
1

(4πt)3/2
t→+0−−−−→ ∞ である。

また, (3.26)より ∫
d3r D(r, t) =

4π

(4πt)3/2

∫ ∞

0

dr r2e−r2/4t = 1

になるから, 確かに D(r, t = +0 ) = δ(r) である。1次元, 2次元の場合

1次元 : D(x, t) =
e−x2/4t

√
4πt

, 2次元 : D(r, t) =
1

(2π)2

∫
d2k exp(ik·r − k2t) =

e−r2/4t

4πt

であり t→ +0 でデルタ関数になる。1次元の D(x, t) は, 分散 2t の正規分布である。
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0.01

0.1

0.3

1.5

0 1 2 3
0

1

x

初期条件が

f(x) =


1 , 0 < x < 1

1/2 , 2 < x < 3

0 , その他

の場合
u(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′D(x− x′, t)f(x′)

を右図に示す。曲線に付けた数値は t である。t の増加とともに u(x, t) は滑らかになる。
1次元の半無限区間 0 < x <∞ で

初期条件 u(x, 0) = f(x) , 境界条件 u(0, t) = 0 , t > 0 (7.47)

を満たす解を求める。

u(x, t) =

∫ ∞

0

dx′f(x′)
(
D(x− x′, t)−D(x+ x′, t)

)
(7.48)

とする。これが拡散方程式を満たすことは明らかである。

u(x,+0) =

∫ ∞

0

dx′f(x′)
(
D(x− x′,+0)−D(x+ x′,+0)

)
=

∫ ∞

0

dx′f(x′)
(
δ(x− x′)− δ(x+ x′)

)
x, x′ > 0のとき δ(x+x′) = 0 になるから, 初期条件 u(x,+0) = f(x) を満たす。D(x, t) は xの偶関
数であるから u(0, t) = 0 である。したがって, (7.48)が条件 (7.47)を満たす解である。同様にして

初期条件 u(x, 0) = f(x) , 境界条件 ∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 , t > 0

の解は
u(x, t) =

∫ ∞

0

dx′f(x′)
(
D(x− x′, t) +D(x+ x′, t)

)
で与えられる。

7.8 1次元拡散方程式と境界条件
例題 1

初期条件 : u(x, 0) = f(x) , 0 < x < a , 境界条件 : u(0, t) = u(a, t) = 0 , t > 0 (7.49)

を満たす解を求める。u(x, t) を変数分離して u(x, t) = X(x)T (t) とすれば, 拡散方程式より

1

X

d2X

dx2
=

1

T

dT

dt

左辺は x の関数, 右辺は t の関数であるから, 上式は定数になる。この定数を − k2 とおくと
d2X

dx2
= − k2X ,

dT

dt
= − k2T

これから
u(x, t) =

(
A cos kx+B sin kx

)
e−k2t または u(x, t) = A+Bx



7 2階偏微分方程式 196

境界条件 u(0, t) = 0 より A = 0 である。u(a, t) = 0 より B sin ka = 0 , B ̸= 0 であるから

k = kn =
nπ

a
, n = 1, 2, · · ·

になり
u(x, t) =

∞∑
n=1

Bne
−k2

nt sin knx (7.50)

が境界条件を満たす解である。初期条件より

u(x, 0) =

∞∑
n=1

Bn sin knx = f(x) , ∴ Bn =
2

a

∫ a

0

dx f(x) sin knx

ただし,
√
2/a sin knx の正規直交性を使った。したがって

u(x, t) =
2

a

∞∑
n=1

e−k2
nt sin knx

∫ a

0

dx′f(x′) sin knx
′ (7.51)

が求める解である。(7.51)は

u(x, t) =
1

a

∫ a

0

dx′f(x′)

∞∑
n=1

e−k2
nt
(
cos kn(x− x′)− cos kn(x+ x′)

)
とも書ける。

2

∞∑
n=1

e−k2
nt cos knx =

∞∑
n=1

(
e−k2

nt+iknx + e−k2
nt−iknx

)
=

∞∑
n=1

e−k2
nt+iknx +

−1∑
n=−∞

e−k2
nt+iknx

であるから

u(x, t) =

∫ a

0

dx′f(x′)
(
F (x− x′, t)− F (x+ x′, t)

)
, F (x, t) =

1

2a

∞∑
n=−∞

e−k2
nt+iknx

C1

C2

−R R

ib

−ib

になる。複素平面上の図のような積分路を C とする ( R→∞ ,

b > 0 )。1/(e2iaz − 1) は n を任意の整数として 2az = 2nπ, つ
まり z = kn に 1位の極をもつから, 留数定理及び (5.36)より

1

2π

∮
C

dz
e−tz2+ixz

e2iaz − 1
= i

∞∑
n=−∞

e−k2
nt+iknx

2ia
= F (x, t)

である。t > 0 のとき Re z = ±R の経路の寄与は R→∞ で 0 になるから

F (x, t) =
1

2π

∫
C1

dz
e−tz2+ixz

e2iaz − 1
+

1

2π

∫
C2

dz
e−tz2+ixz

e2iaz − 1

C1 上では z = r + ib , r :∞→ −∞ と表せる。

|e2iaz| = |e2iar−2ab| = e−2ab < 1 , ∴ 1

e2iaz − 1
= −

∞∑
n=0

e2iazn

これから t > 0 のとき∫
C1

dz
e−tz2+ixz

e2iaz − 1
=

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
dr exp

(
−tz2 + ixz + 2ianz

)
=

√
π

t

∞∑
n=0

e− (x+2an)2/4t
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C2 上では z = r − ib , r : −∞→∞ である。|e−2iaz| = |e−2iar−2ab| = e−2ab < 1 より

1

e2iaz − 1
=

e−2iaz

1− e−2iaz
=

∞∑
n=1

e−2iazn =

−1∑
n=−∞

e2iazn

になるから ∫
C2

dz
e−tz2+ixz

e2iaz − 1
=

√
π

t

−1∑
n=−∞

e− (x+2an)2/4t

したがって
F (x, t) =

1

2a

∞∑
n=−∞

e−k2
nt+iknx =

1√
4πt

∞∑
n=−∞

e− (x+2an)2/4t (7.52)

であり, (7.51)は

u(x, t) =
1√
4πt

∞∑
n=−∞

∫ a

0

dx′f(x′)
(
e− (x−x′+2an)2/4t − e− (x+x′+2an)2/4t

)
と表せる。a→∞ の場合, n ≠ 0 は e−(2an)2/4t → 0 になり寄与しないから (7.48)を再現する。

例題 2

初期条件 : u(x, 0) = f(x) , 0 < x < a , 境界条件 : u(0, t) = u0 , u(a, t) = ua , t > 0 (7.53)

とする。u0(a− x)/a+ uax/a は境界条件を満たす拡散方程式の特解であるから

u(x, t) = u0
a− x

a
+ ua

x

a
+

∞∑
n=1

Bne
−k2

nt sin knx (7.54)

とする。右辺第 3項の和は (7.50)である。u(x, t)は拡散方程式を満たす。また,第 3項の和は x = 0,

x = a で 0 になるから, u(x, t) は (7.53)の境界条件も満たす。初期条件から

u(x, 0) = u0
a− x

a
+ ua

x

a
+

∞∑
n=1

Bn sin knx = f(x)

で Bn が決まる。
2

a

∫ a

0

dx
a− x

a
sin knx =

2

nπ
,

2

a

∫ a

0

dx
x

a
sin knx = (−1)n+1 2

nπ
(7.55)

であるから

Bn =
2

a

∫ a

0

dx

(
f(x)− u0

a− x

a
− ua

x

a

)
sin knx =

2

a

∫ a

0

dx f(x) sin knx−
2

nπ

(
u0 + (−1)n+1ua

)

0.001

0.03

0.1

0.2

x/a0.5 1
0

1
になる。右図に u(x, t) の具体例として

u0 = 1 , ua = 0 , f(x) =

{
1 , 0.4 < x/a < 0.6

0 , その他

の場合を示す。曲線に付けた値は τ = (π/a)2t である。t

が十分大きくなれば e−k2
nt → 0 であるから (7.54)の第 3

項は無視でき, 最終的に u(x, t) は直線になる。
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例題 3

x = 0 での境界条件が t に依存する

初期条件 : u(x, 0) = f(x) , 0 < x < a , 境界条件 : u(0, t) = g(t) , u(a, t) = 0 , t > 0

の場合を考える。これは, 160ページで扱った波動方程式での一端固定の境界条件である。その場合
と同様に

u(x, t) =

∞∑
n=1

An(t) sin knx , kn =
nπ

a

とする。

An(t) =
2

a

∫ a

0

dxu(x, t) sin knx , ∴ dAn

dt
=

2

a

∫ a

0

dx
∂u

∂t
sin knx =

2

a

∫ a

0

dx
∂2u

∂x2
sin knx

部分積分を 2回行えば
dAn

dt
=

2

a

[
∂u

∂x
sin knx

]a
0

− 2kn
a

[
u(x, t) cos knx

]a
0
− 2k2n

a

∫ a

0

dxu(x, t) sin knx

=
2kn
a

g(t)− k2nAn(t)

1階の非同次微分方程式の一般解は (4.5)になるが, An = e−k2
ntBn(t) とすれば

dBn

dt
=

2kn
a

g(t)ek
2
nt , ∴ An(t) = e−k2

nt

(
An(0) +

2kn
a

∫ t

0

dt′g(t′) ek
2
nt

′
)

したがって

u(x, t) =

∞∑
n=1

An(0)e
−k2

nt sin knx+v(x, t) , v(x, t) =
2

a

∞∑
n=1

kn sin knx

∫ t

0

dt′g(t′) e−k2
n(t−t′) (7.56)

になる。An(0) は初期条件から

u(x, 0) =

∞∑
n=1

An(0) sin knx = f(x) , ∴ An(0) =
2

a

∫ a

0

dx f(x) sin knx

である。g(t) =一定 = u0 の場合, (7.55)より

v(x, t) = 2u0

∞∑
n=1

sin knx

nπ

(
1− e−k2

nt
)
= u0

a− x

a
−

∞∑
n=1

2u0

nπ
e−k2

nt sin knx

0.1

0.2

0.01 0.02
0

50

τ

になるから, (7.56)は ua = 0 とした (7.54) に一致する。
v(x, t) は

v(x, t) =

∫ t

0

dt′g(t′)V (x, t− t′)

ただし
V (x, t) =

2

a

∞∑
n=1

kne
−k2

nt sin knx

と書ける。x を固定したとき, V (x, t) を τ = (π/a)2t の関
数として図示すると右図になる。曲線に付けた値は πx/a である。x が非常に小さいとき, V (x, t)

は t ≈ 0近傍に鋭いピークを持つ。

V (x, t) = − 1

a

∂

∂x

∞∑
n=1

e−k2
nt
(
eiknx + e−iknx

)
= − 1

a

∂

∂x

∞∑
n=−∞

e−k2
nt+iknx
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に (7.52)を代入すると

V (x, t) = − 1√
πt

∂

∂x

∞∑
n=−∞

e−(x+2an)2/4t

=
x

2
√
πt3

e−x2/4t +
1

2
√
πt3

∑
n ̸=0

(
x+ 2an

)
e−(x+2an)2/4t (7.57)

x→ +0 の場合, 第 2項では x = 0 としてよい。このとき n の項と −n の項は打ち消し合い

V (x, t)
x→+0−−−−−→ V0(x, t) =

x

2
√
πt3

e−x2/4t ,
∂V0

∂t
= − 3x(t− x2/6)

4t3
√
πt

e−x2/4t

である。V0(x, t) は t = x2/6 で極大になり

V0(x, t = x2/6) =

√
6

π

3e−3/2

x2

x→+0−−−−−→∞

である。また t = 1/s2 とすると∫ ∞

0

dt V0(x, t) =
x√
π

∫ ∞

0

ds e−x2s2/4 = 1

であるから
V0(x, t)

x→+0−−−−−→ δ(t− x2/6)

になる。したがって

v(x, t) =

∫ t

0

dt′g(t′)V (x, t− t′)
x→+0−−−−−→

∫ t

0

dt′g(t′) δ(t− t′ − x2/6) = g(t− x2/6) = g(t)

であり, x = 0 での境界条件を満たすことになる。
半無限区間 ( a → ∞ )の場合, (7.57)において n ̸= 0 は e−(2an)2/4t → 0 のため寄与しないから

V (x, t) = V0(x, t) になり
v(x, t) =

∫ t

0

dt′g(t′)
x e−x2/4(t−t′)

2
√

π(t− t′)3
(7.58)

である。

問題 7.5 (7.56)で a→∞ として (7.58)を求めよ。
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8 行列
8.1 行列
m, n を正の整数として mn個の数を並べた

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn


を行列という。また, 横の並びを行, 縦の並びを列という。この行列は m行 n列の行列であるが, 単
に m×n行列とも呼ぶ。行列 A の i行 j列にある数を (i, j)要素あるいは (i, j)成分といい (A)ij で
表す。上の場合 (A)ij = aij である。行列を 1つの要素で代表させて A = (aij) とも書く。行列要素
は一般に複素数である。特に, すべての要素が実数である行列を実行列という。行の数と列の数が
等しい n×n行列を n次正方行列という。物理で使う行列はほとんど正方行列である。
1行だけの 1×n行列 ( v1 · · · vn ) を行ベクトル ( 横ベクトル ), 1列だけの n×1行列

v1
...

vn


を列ベクトル ( 縦ベクトル )という。
A = (aij) と B = (bij) をm×n行列とする。
• すべての i, j に対して aij = bij であるとき A と B は等しいといい A = B で表す。
• 行列の和 A+B を (A+B)ij = aij + bij で定義する。明らかに A+B = B +A である。
• 行列 A に数 λ をかけた λA を (λA)ij = λaij で定義する。

行列と行列の積
A を m×n行列, B を n×p行列とするとき, 積 AB を

(AB)ij =

n∑
k=1

aik bkj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p (8.1)

で定義する。(AB)ij は下記の枠で囲んだ A の i行目と B の j 列目の行列要素の積の和である。

a11 · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · ain
...

...
...

am1 · · · amn




b11 · · · b1j · · · b1p
...

...
...

...
...

bn1 · · · bnj · · · bnp



AB は m×p 行列である。行列 A の列の数と B の行の数が等しい場合だけ積 AB を定義する。
m ̸= p のとき BA は定義できない。p = m の場合, つまり, m×n行列 A と n×m行列 B に対して
は AB と BA が定義できる。AB は m×m行列であり BA は n×n行列であるから, m ̸= n ならば
AB = BA になることはない。m = n でも, 例えば

A =

(
0 1

1 0

)
, B =

(
1 0

0 −1

)
のとき AB =

(
0 −1
1 0

)
, BA =

(
0 1

−1 0

)
̸= AB
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のように, 一般には AB ̸= BA である。
C = (cij) を p×q行列とするとき

(
(AB)C

)
ij
=

p∑
k=1

(AB)ik ckj =

p∑
k=1

n∑
ℓ=1

aiℓ bℓk ckj =

n∑
ℓ=1

aiℓ

p∑
k=1

bℓk ckj =

n∑
ℓ=1

aiℓ(BC)ℓj

であるから (AB)C = A(BC) になる。積の順番に依存しないから括弧は省略できて, 単に ABC と
書いてよい。A が正方行列のとき, 数と同様に Ak = AA · · ·A︸ ︷︷ ︸

k 個
で表す。

m×n行列 A = (aij) と n次元の列ベクトル ( n×1行列 ) V = (vi) の積 AV
a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn




v1
...

vn

 , つまり (AV )i =

n∑
k=1

aikvk , 1 ≤ i ≤ m

はm次元の列ベクトル ( m×1行列 )である。m次元の行ベクトル ( 1×m行列 ) U = (ui) の積 UA

(u1 · · · um )


a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 , (UA)i =

m∑
k=1

ukaki , 1 ≤ i ≤ n

は n次元の行ベクトルになる。列ベクトル ( n×1行列 ) U と行ベクトル ( 1×n行列 ) V に対して
は 2つの積 UV と V U が存在する。wij = uivj とすると, 積の定義から

u1

...

un

 ( v1 · · · vn ) =


w11 · · · w1n

...
. . .

...

wn1 · · · wnn

 , ( v1 · · · vn )


u1

...

un

 =

n∑
k=1

vkuk (8.2)

になる。UV は n×n行列, 一方, V U は 1×1行列 (単なる数)である。

各種の行列
m×n行列 A = (aij) に対して行と列を入れ換えた n×m行列を転置行列といい AT で表す。AT の
各要素の複素共役をとった行列を A のエルミート共役行列といい A† で表す。

(AT)ij = (A)ji = aji , (A†)ij = (A)∗ji = a∗ji

である。この定義から

(AT)T = A , (A†)† = A , (cA)† = c∗A†

ただし, c は複素数である。B = (bij) を n×p行列とすると

(
(AB)T

)
ij
= (AB)ji =

n∑
k=1

ajkbki =

n∑
k=1

(BT)ik(A
T)kj = (BTAT)ij , ∴ (AB)T = BTAT

一般に

(AB · · ·C)T = CT · · ·BTAT , 複素共役をとれば (AB · · ·C)† = C† · · ·B†A† (8.3)

である。行列の順番に注意すること。
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非対角要素が 0 である正方行列を対角行列という。特に, 対角要素が 1 である対角行列を単位行
列といい I と書くことにする。(I)ij = δij である。

(IA)ij =

n∑
k=1

(I)ik (A)kj =

n∑
k=1

δik (A)kj = (A)ij

同様にして IA = AI = A が成り立つ。単位行列は代数での数 1 と同じ役割をする。
n次正方行列 A に対して AX = XA = I を満たす n次正方行列 X が存在するとき, X を A の逆

行列といい A−1 で表す。逆行列が存在する行列を正則行列という。(A−1)−1 = A である。

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I , (B−1A−1)(AB) = I

になるから
(AB)−1 = B−1A−1

この場合も順番に注意する必要がある。AA−1 = A−1A = I の転置をとると

(A−1)T AT = AT (A−1)T = IT = I , ∴ (AT)−1 = (A−1)T , (A†)−1 = (A−1)†

である。
固有の名称をもつ正方行列をまとめておく。
• AT = A 対称行列 aji = aij

• AT = −A 反対称行列または交代行列 aji = − aij , aii = 0

• A† = A エルミート行列 a∗ji = aij , aii =実数
実対称行列は実エルミート行列であり, エルミート行列に含まれる。

• A† = −A 反エルミート行列 a∗ji = − aij , aii =純虚数
• AT = A−1 直交行列 ただし, 行列要素は実数とする。
• A† = A−1 ユニタリー行列 直交行列は実ユニタリー行列である。
• AA† = A†A 正規行列 エルミート行列とユニタリー行列は正規行列である。

列ベクトル ( n×1行列 )の転置行列またはエルミート共役行列は 1×n行列, つまり, 行ベクトル
になる。以下では列ベクトルを太文字 (ボールド体)の u などで表す。

u =


u1

...

un

 , uT = ( u1 u2 · · · un ) , u† = ( u∗
1 u∗

2 · · · u∗
n )

である。
uTv =

n∑
k=1

ukvk = vTu , u†v =

n∑
k=1

u∗
kvk =

(
v†u

)∗
(8.4)

になる。u†v を u と v の内積という。ここで定義した内積は一般に複素数であるが, 3次元実ベク
トルの場合には通常の内積 u·v になる。u†v = 0 のとき u と v は直交するという。(8.4)より uk

が複素数であっても u†u は非負の実数である。
√
u†u をベクトル u のノルムまたは大きさという。

ノルムが 0 になるのは, 全ての成分が 0 である零ベクトルだけである。零列ベクトルを 0 で表す。
なお, vuT あるいは vu† は (8.2)で示したように n×n行列である。
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m×n行列 A = (aij) は列ベクトルあるいは行ベクトルの並びと見なせる。例えば

A =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 = (a1 · · · an ) , ただし ak =


a1k
...

amk

 (8.5)

であり, n個の m次元列ベクトル ak , ( k = 1, 2, · · · , n ) で表せる。
A を正方行列とすると

u†Av =

n∑
i=1

n∑
j=1

(u†)i(A)ij(v)j =

n∑
i=1

n∑
j=1

u∗
i aijvj

これの複素共役は

(u†Av)∗ =

n∑
i=1

n∑
j=1

v∗j a
∗
ijui =

n∑
i=1

n∑
j=1

v∗j (A
†)jiui = v†A†u (8.6)

である。特に, エルミート行列 A† = A の場合

(u†Av)∗ = v†Au (8.7)

になる。

8.2 行列式
n個の整数の並び 1, 2, · · · , n を並び換えて p1, p2, · · · , pn にする。ただし pk , ( 1 ≤ k ≤ n )は 1

から n までの整数のどれかであり, 互いに異なる。この並び換えを置換といい

p =

(
1 2 · · · n

p1 p2 · · · pn

)

と書く。n個の並びの場合, n!個の置換が存在する。ある 2つ i, j だけを入れ換える置換を互換とい
い (ij) で表す。任意の置換は, ある置換から出発して互換を繰り返せば得られる。8ページで n = 3

の場合に具体的に示したように, 繰り返す互換の組み合わせは一意に決まらないが, 互換の回数が偶
数回か奇数回かは決まる。偶数 (奇数)回の互換で表せる置換を偶置換 (奇置換)という。置換 p の
符号 sgn(p) を

sgn(p) =

{
+1 , p が 1, 2, · · · , n の偶置換
− 1 , p が 1, 2, · · · , n の奇置換

で定義する。
n次正方行列 A = (aij) が与えられたとき, n!個の全ての置換 p についての和∑

p

sgn(p) a1p1
a2p2
· · · anpn

(8.8)

を行列式という。行列 A の行列式を detA , |A| あるいは

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann



8 行列 204

で表す。n = 2 の場合, 何も入れ換えない恒等置換 pi = i と互換 (12) だけであるから

a11 a12

a21 a22
= a11a22 − a12a21

n = 3 の場合, (1.26)の εijk を用いれば sgn(p) = εp1p2p3 であるから

detA =

3∑
i,j,k=1

εijk a1ia2ja3k (8.9)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31

= a11
a22 a23

a32 a33
− a12

a21 a23

a31 a33
+ a13

a21 a22

a31 a32
(8.10)

になる。(8.10)は後で導く余因子展開の例である。

行列式の性質
1. detAT = detA この結果, 行列式の列について成り立つ性質は, 行についても成り立つ。
2. 1つの行 (列)を λ倍すると, 行列式も λ倍になる。(8.5)の表記法を用いれば

det(a1 · · · λai · · · an ) = λ det(a1 · · · ai · · · an ) (8.11)

これから

det(a1 · · · 0 · · · an ) = 0 , det(λA) = det(λa1 · · · λai · · · λan ) = λn detA

になる。一般に det(A+B) ̸= detA+ detB であるが

det(a1 · · · bi + ci · · · an ) = det(a1 · · · bi · · · an ) + det(a1 · · · ci · · · an )

3. 2つの行 (列)を交換すると, 行列式は符号だけ変わる。したがって, 2つの行 (列)が等しい行
列の行列式は 0 である。

det(a1 · · · ai · · · aj · · · an ) = − det(a1 · · · aj · · · ai · · · an ) (8.12)

det(a1 · · · a · · · a · · · an ) = 0 (8.13)

4. 行 (列)に他の行 (列)の定数倍を加えても, 行列式は変わらない。

det(a1 · · · ai · · · an ) = det(a1 · · · ai + λaj · · · an ) , ただし j ̸= i (8.14)

5. A と B が n次正方行列のとき

det(AB) = (detA)(detB) (8.15)

証明
1. 転置行列の定義から

detAT =
∑
p

sgn(p) (AT)1p1(A
T)2p2 · · · (AT)npn =

∑
p

sgn(p) ap11ap22 · · · apnn (8.16)
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最後の和を ap11ap22 · · · apnn = a1i1a2i2 · · · anin のように並べ換える。akik は左辺の表現では
apik

ik であるから pik = k になる。置換 p は ik を k に置き換える。k を ik に置き換える
逆置換を q とすると qk = ik であるから ap11ap22 · · · apnn = a1q1a2q2 · · · anqn と表せる。と
ころで ik

p−−−−→ k
q−−−−→ ik より置換 qp は恒等置換になる。恒等置換は偶置換であるから

sgn(p) = sgn(q) である。p と q は一対一に対応し, p が全ての置換を動くとき q も全ての置換
を動くから, p の和を q の和で置き換えてよい。したがって

detAT =
∑
q

sgn(q) a1q1a2q2 · · · anqn = detA

になる。(8.8)の代わりに (8.16)を detA の定義としてもよい。

2. det(a1 · · · λai · · · an ) =
∑
p

sgn(p) a1p1
· · ·λaipi

· · · anpn

= λ
∑
p

sgn(p) a1p1 · · · aipi · · · anpn = λ det(a1 · · · ai · · · an )

det(a1 · · · bi + ci · · · an ) =
∑
p

sgn(p) a1p1
· · · (bipi

+ cipi
) · · · anpn

= det(a1 · · · bi · · · an ) + det(a1 · · · ci · · · an )

3. A の i行目と j 行目を交換した行列を A′ とすると (A′)ik = ajk , (A
′)jk = aik であるから

detA′ =
∑
p

sgn(p) a1p1 · · · ajpi · · · aipj · · · anpn

置換 p を行ったのち互換 (pi pj) を行う置換を q とすると, qi = pj , qj = pi, k ̸= i, j のとき
qk = pk であるから

detA′ =
∑
p

sgn(p) a1q1 · · · ajqj · · · aiqi · · · anqn

p が偶置換 (奇置換)のとき q は奇置換 (偶置換)になるから sgn(p) = − sgn(q) である。p の和
は q の和で置き換えてよいから

detA′ = −
∑
q

sgn(q) a1q1 · · · ajqj · · · aiqi · · · anqn = − detA

4. bi = ai + λaj のとき i < j とすれば

det(a1 · · · bi · · · aj · · · an ) = det(a1 · · · ai · · · aj · · · an ) + λ det(a1 · · · aj · · · aj · · · an )

= det(a1 · · · ai · · · aj · · · an )

5. 行列の積の定義 (8.1)より

det(AB) =
∑
p

sgn(p) (AB)1p1
· · · (AB)npn

=
∑
p

sgn(p)

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kn=1

a1k1bk1p1 · · · anknbknpn

=

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kn=1

a1k1
· · · ankn

∑
p

sgn(p) bk1p1
· · · bknpn

=

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kn=1

a1k1 · · · ankn

∣∣∣∣∣∣∣∣
bk11 · · · bk1n

...
. . .

...

bkn1 · · · bknn

∣∣∣∣∣∣∣∣
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k1, · · · , kn で等しいものがあれば, (8.13)より行列式は 0 になるから, k1, · · · , kn は全て互い
に異なる組み合わせについて和をとればよい。これは 1, 2, · · · , n の置換 q の和になるから

det(AB) =
∑
q

a1q1 · · · anqn

∣∣∣∣∣∣∣∣
bq11 · · · bq1n
...

. . .
...

bqn1 · · · bqnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
q1, · · · , qn を 1, · · · , n に並び換える互換の数を N とすると, (−1)N = sgn(q) である。行列式
は 2つの行を交換すると符号が変わるから∣∣∣∣∣∣∣∣

bq11 · · · bq1n
...

. . .
...

bqn1 · · · bqnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)N

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = sgn(q) detB

したがって
det(AB) =

∑
q

sgn(q) a1q1 · · · anqn detB = (detA)(detB)

である。

三角行列の行列式 正方行列 A が下三角行列 ( i < j のとき aij = 0 )または上三角行列 ( i > j のと
き aij = 0 )ならば

detA = a11a22 · · · ann (8.17)

である。上三角行列の転置は下三角行列になるから, 下三角行列の場合を考える。(8.8)に寄与する
a1p1

は 1 ≥ p1, つまり p1 = 1 である。次に, a2p2
̸= 0 になる可能性があるのは p2 = 1, 2 であるが,

p2 ̸= p1 = 1 より p2 = 2 だけある。以下同様にして pk = k になる。これ以外の置換は寄与しない
から (8.17)が成り立つ。
B, C, D をそれぞれ m×m, n×m, n×n行列, O をm×n の零行列とするとき, 行列式

detA =
∑
p

sgn(p) a1p1
· · · ampm

am+1,pm+1
· · · am+n,pm+n

, ただし A =

(
B O

C D

)

を求める。A はm+ n次正方行列である。1 ≤ pi ≤ m+ n であるが, 1 ≤ i ≤ m の場合 pi > m な
らば aipi

= 0 になるから 1 ≤ pi ≤ m を考えればよい。置換 p で 1 ≤ i ≤ m の部分は 1 ∼ m の任
意の置換 q になる。m+1 ≤ i ≤ m+ n のとき pi ̸= 1, 2, · · · , m よりm+1 ≤ pi ≤ m+ n になるか
ら, 置換 p で m+ 1 ≤ i ≤ m+ n の部分は m+ 1 ∼ m+ n の任意の置換である。1 ∼ n の任意の置
換を r とすれば, 1 ≤ i ≤ n として pm+i = m+ ri である。したがって

detA =
∑
q,r

sgn(qr) a1q1 · · · amqmam+1,m+r1 · · · am+n,m+rn

=
∑
q,r

sgn(q)sgn(r) b1q1 · · · bmqmd1r1 · · · dnrn = (detB)(detD)

になる。Bij を ni× nj 行列とした正方行列 A

A =

 B11 O O

B21 B22 O

B31 B32 B33

 =

(
B11 O

C D

)
, C =

(
B21

B31

)
, D =

(
B22 O

B32 B33

)
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の場合
detA = (detB11)(detD) = (detB11)(detB22)(detB33)

一般に

A =


B11 O · · · O

B21 B22 · · · O
...

...
. . .

...

Bk1 Bk2 · · · Bkk

 または A =


B11 B12 · · · B1k

O B22 · · · B2k

...
...

. . .
...

O O · · · Bkk


のとき

detA = (detB11)(detB22) · · · (detBkk)

である。
ヴァンデルモンド行列式 n次正方行列 V = (vij) , vij = xi−1

j の行列式が

detV =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

...
...

. . .
...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i>j

(xi − xj) (8.18)

になることを示す。V をヴァンデルモンド行列という。

detV =
∑
p

sgn(p)vp11vp22 · · · vpnn =
∑
p

sgn(p)xp1−1
1 xp2−1

2 · · ·xpn−1
n

である。pi は互いに異なる 1 ∼ nの整数であるから p1+ · · ·+pn = 1+ · · ·+n = n(n+1)/2になる。
したがって, detV は x1, · · · , xn の n(n+ 1)/2− n = n(n− 1)/2次だけの多項式である。x1 = xi ,

i ≥ 2 とすると 1列と i列は同じになり detV = 0 であるから, V は (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

の因子をもつ。以下, 同様に x2, · · · , xn−1 まで考えれば, detV は

F (x1, · · · , xn) =
∏
i>j

(xi − xj) = (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1) n− 1個の積

× (x3 − x2) · · · (xn − x2) n− 2個の積
· · · · · ·

...

× (xn − xn−1) 1個の積

の因子をもつ。(n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 = n(n− 1)/2 より F も x1, · · · , xn の n(n− 1)/2次の多
項式だけになるから, C を定数と detV = CF (x1, · · · , xn) とおける。x2x

2
3 · · ·xn−1

n の係数は, detV

では恒等置換 pi = i の寄与から +1 である。一方, F (x1, · · · , xn) の方でも, 上の表現から分かるよ
うに +1 になるから C = 1 である。したがって, (8.18)が成り立つ。

8.3 余因子展開と逆行列
n次正方行列 A = (aij) から i行目と j 列目を取り除いた (n− 1)次正方行列を Aij とし

∆ij = (−1)i+j detAij , (Â)ij = ∆ji (8.19)

とする。行列 Aij を A の小行列, ∆ij を余因子, 行列 Â を余因子行列あるいは随伴行列という。

detA =

n∑
k=1

aki∆ki =

n∑
k=1

aik∆ik , detA = (ÂA)ii = (AÂ)ii (8.20)
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が成り立つ。i は 1, 2, · · · , n のいずれでもよい。aki の展開を第 i列に関する展開, aik の展開を第
i行に関する展開という。

証明 列ベクトル ai は k行目以外の成分が 0 である単位列ベクトル ek で表すと

ai =

n∑
k=1

akiek

になるから

detA = det( a1 · · · ai−1 ai ai+1 · · · an ) =

n∑
k=1

aki det( a1 · · · ai−1 ek ai+1 · · · an )

i列目を i−1列, i−2列, · · · , 第 1列と次々に交換すると, 交換するごとに符号だけ変わるから

detA = (−1)i−1
n∑

k=1

aki det( ek a1 · · · ai−1 ai+1 · · · an )

= (−1)i−1
n∑

k=1

aki

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a11 · · · a1,i−1 a1,i+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

...
...

1 ak1 · · · ak,i−1 ak,i+1 · · · akn
...

...
...

...
...

...
...

0 an1 · · · an,i−1 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k行目を k−1行, k−2行, · · · , 第 1行と次々に交換すると

detA =

n∑
k=1

(−1)i−1(−1)k−1aki

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ak1 · · · ak,i−1 ak,i+1 · · · akn

0 a11 · · · a1,i−1 a1,i+1 · · · a1n
...

...
...

0 ak−1,1 ak−1,n

0 ak+1,1 ak+1,n

...
...

...

0 an1 · · · an,i−1 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(8.21)

枠で囲った部分は k行, i列を取り除いた小行列 Aki である。ここで b21 = · · · = bn1 = 0 である行
列 B の行列式を考えると

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...

0 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
p

sgn(p) bp11bp22 · · · bpnn

p1 ̸= 1 のとき bp11 = 0 になるから, p1 = 1 を満たす置換についてだけ和をとればよい。これは
2, 3, · · · , n の任意の置換についての和になるから

detB = b11
∑
p

sgn(p) bp22 · · · bpnn = b11 detB11

B11 は 1行目と 1列目を取り除いた小行列である。これから (8.21)は

detA =

n∑
k=1

(−1)i+kaki detAki =

n∑
k=1

aki∆ki , したがって detA = detAT =

n∑
k=1

aik∆ik
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になる。
n ≥ 3 の場合, (8.8), (8.16)から行列式を求めることは煩雑である。(8.11), (8.13), 特に (8.14)を

用いて, できるだけ 0 を含む行または列を作ってから余因子展開し n次の行列式を n − 1次の行列
式で表す。これを n = 2 まで繰り返す。あるいは, 三角行列にして (8.17)を使う (ガウスの掃き出
し法 )。
逆行列 i ̸= j のとき A の j 列目を i列目で置き換えた行列を A′ とすると (8.13)より

detA′ = det( a1 · · · ai · · · aj−1 ai aj+1 · · · an ) = 0

である。一方, detA′ を j 列に関して余因子展開すると

detA′ =

n∑
k=1

(A′)kj ∆
′
kj =

n∑
k=1

aki ∆
′
kj

A′ は j 列目以外は A と同じであるから, j 列目を取り除く小行列 A′
kj については A′

kj = Akj にな
り ∆′

kj = ∆kj である。したがって i ̸= j のとき
n∑

k=1

aki ∆kj = 0 , 同様にして
n∑

k=1

aki ∆kj = 0

(8.20)と合わせれば
n∑

k=1

aik ∆jk =

n∑
k=1

aki ∆kj = δij detA , ∴ AÂ = ÂA = (detA) I (8.22)

になるから, detA ̸= 0 のとき

A−1 =
Â

detA
=

1

detA


∆11 · · · ∆n1

...
. . .

...

∆1n · · · ∆nn

 (8.23)

が A の逆行列である。
detA ̸= 0 ならば逆行列が存在するが, 逆に, AA−1 = I を満たす行列 A−1 が存在する場合

(detA)(detA−1) = det(AA−1) = det I = 1

になるから detA ̸= 0, detA−1 ̸= 0, detA−1 = 1/ detA である。

8.4 行列に関する幾つかの性質
トレース 正方行列 A の対角要素の和をトレースといい trA で表す。

trA ≡
n∑

i=1

aii , これから trAT = trA , trA† = (trA)∗ , tr (cA) = c trA

である。
tr (AB) =

n∑
i=1

(AB)ii =

n∑
i,j=1

(A)ij(B)ji =

n∑
i,j=1

(B)ji(A)ij =

n∑
j=1

(BA)jj
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より
tr (AB) = tr (BA) , 同様にして tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB) (8.24)

が成り立つ。
行列式の微分 正方行列 A の行列要素 aij が変数 x の関数 aij = aij(x) の場合

d

dx
detA =

n∑
i,j=1

daij
dx

∂

∂aij
detA

である。i行目を取り除いた小行列は aij を含まない。したがって, (8.20)より

∂

∂aij
detA =

∂

∂aij

n∑
k=1

aik∆ik =

n∑
k=1

∂aik
∂aij

∆ik =

n∑
k=1

δkj∆ik = ∆ij = (Â)ji

になる。Â は余因子行列 (8.19)である。これから

d

dx
detA =

n∑
i,j=1

daij
dx

(Â)ji =

n∑
i=1

(
dA

dx
Â

)
ii

= tr

(
dA

dx
Â

)
, ただし

(
dA

dx

)
ij

=
daij
dx

detA ̸= 0 の場合 (8.23)より

d

dx
detA(x) = (detA) tr

(
dA

dx
A−1

)
, あるいは d

dx
log
(
detA(x)

)
= tr

(
dA

dx
A−1

)
(8.25)

になる。
行列の指数関数 指数関数のマクローリン展開 ex =

∑
k x

k/k! に対応して, 正方行列 A の指数関
数を

eA = exp(A) ≡
∞∑
k=0

1

k!
Ak , A0 = I

で定義する。AB = BA とき

(A+B)k =
k∑

m=0

k!

m! (k −m)!
AmBk−m

になるから ( AB ̸= BA のとき上式は成り立たない )

eA+B =

∞∑
k=0

1

k!
(A+B)k =

∞∑
k=0

k∑
m=0

AmBk−m

m! (k −m)!
=

∞∑
m=0

∞∑
k−m=0

Am

m!

Bk−m

(k −m)!
= eAeB

したがって
eA+B = eAeB = eBeA (8.26)

である。特に, B = −A とすると

eAe−A = e−AeA = I , ∴
(
eA
)−1

= e−A

である。AB ̸= BA の場合, eA+B は eA と eB で簡単には表せない。
A が変数 x に依存しないとき

d

dt
exA =

∞∑
k=0

1

k!

d

dx
(xA)k =

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
xk−1Ak = AexA = exAA (8.27)
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である。これと (8.25)より f(x) = det(exA) は
df

dx
= f(x) tr

(
dexA

dx
e−tA

)
= f(x) trA , ∴ det(exA) = f(0)extrA = extrA

になる。x = 1 とすれば det(eA) = etrA である。
B = U−1AU とすると Bk = U−1AkU より eB = U−1eAU になるから, det(eB) = det(eA) であ

る。B を対角行列 bij = biδij にできれば, eB も対角行列 (eB)ij = ebiδij になり

det(eA) = det(eB) = eb1 · · · ebn = eb1+···+bn = etrB = etr(AUU−1) = etrA

である。
連立 1次方程式

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

は行列を用いると Ax = b と簡潔に書ける。ただし

A =


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , x =


x1

...

xn

 , b =


b1
...

bn


である。detA ̸= 0 ならば逆行列 A−1 が存在する。(8.23)より

x = A−1b =
1

detA


∆11 · · · ∆n1

...
. . .

...

∆1n · · · ∆nn




b1
...

bn

 , つまり xi =
1

detA

n∑
k=1

bk∆ki

が連立方程式の解になる。
n∑

k=1

bk∆ki は (8.20)において aki を bk で置き換えたものであるから

xi =
det( a1 · · · ai−1 b ai+1 · · · an )

detA

と表せる。これをクラメールの公式という。detA = 0 の場合については省略する。
なお, detA ̸= 0ならば連立方程式 Ax = 0の解は x = A−10 = 0, つまり, x1 = x2 = · · · = xn = 0

だけある。これを自明な解という。これから

Ax = 0 が x = 0 以外の解をもつ⇐⇒ detA = 0 (8.28)

である。
ヤコビアン (3.17), (3.21)を一般化する。n個の独立な変数 x1, · · · , xn が別の n個の独立な変数
y1, · · · , yn の関数であるとき, ヤコビアンは

∂(x1, · · · , xn)

∂(y1, · · · , yn)
≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂y1
· · · ∂x1

∂yn

...
. . .

...

∂xn

∂y1
· · · ∂xn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= detA , A = (aij) , aij =

∂xi

∂yj
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である。もう１組の独立な変数 z1, · · · , zn を考えると
∂(x1, · · · , xn)

∂(z1, · · · , zn)
= detB ,

∂(y1, · · · , yn)
∂(z1, · · · , zn)

= detC , ただし bij =
∂xi

∂zj
, cij =

∂yi
∂zj

である。dij = ∂zi/∂yj とすると, (2.15)より

aij =
∑
k

∂zk
∂yj

∂xi

∂zk
=
∑
k

bikdkj , δij =
∂yi
∂yj

=
∑
k

∂zk
∂yj

∂yi
∂zk

=
∑
k

cikdkj

つまり A = BD , CD = 1 であるから A = BC−1 になる。したがって

detA =
detB

detC
, ∴ ∂(x1, · · · , xn)

∂(y1, · · · , yn)
=

∂(x1, · · · , xn)

∂(z1, · · · , zn)

/
∂(y1, · · · , yn)
∂(z1, · · · , zn)

である。1変数の場合 dy/dz =
(
dz/dy

)−1 である。多変数の場合, これに対応する関係式は行列の
関係式 C = D−1 になる。∂y/∂z ̸=

(
∂z/∂y

)−1 である。

8.5 正方行列の固有値と固有ベクトル
n次正方行列 A = (aij) が与えられたとき

Au = λu , つまり (A− λI)u = 0 (8.29)

を満たす列ベクトル u 及びある数 λ を求める。ただし, 自明な解 u = 0 は考えない。この方程式
は u に行列 A を作用させることと, 単なる数 λ をかけることが同じになることを意味する。この
ような特別な性質をもつベクトル u を行列 A の固有ベクトル, λ を固有値という。
(8.28)から (8.29)が自明でない解 u ̸= 0 をもつためには

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (8.30)

でなければならない。これは固有値 λ についての n次方程式であり特性方程式または固有方程式と
いう。特性方程式の解を λ1, λ2, · · · , λn とする。λ = λk , ( k = 1, 2, · · · , n )の場合だけ (8.29)は
u ̸= 0 である自明でない解をもつ。この解を uk とすると

Auk = λkuk (8.31)

である。
(8.31)に複素定数 c をかければ A(cuk) = λk(cuk) であるから cuk も固有ベクトルである。した

がって, 固有ベクトルには複素定数倍の不定性があり一意には決まらない。通常, この任意定数 c を

(cuk)
†(cuk) = | c |2u†

kuk = 1 , ∴ | c | =
(
u†
kuk

)−1/2

で決める。これを規格化という。cuk を改めて uk とおけば u†
kuk = 1 である。

固有ベクトル uk は成分に関する連立方程式 (A− λkI)uk = 0 から決まる。この解の一般的表現
を求める。B

(k)
ij を B(k) ≡ A− λkI の i行と j 列を取り除いた小行列とする。detB(k) = 0 であるか

ら (8.22)より
n∑

ℓ=1

biℓ∆jℓ = δij detB
(k) = 0 , bij = B(k)の行列要素 , ∆ij = (−1)i+jdetB

(k)
ij
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である。これは (
(A− λkI)uk

)
i
= 0 , (uk)ℓ = ∆jℓ = (−1)ℓ+jdetB

(k)
jℓ

と表せるから, uk が求める固有ベクトルである。j は 1, 2, · · · , n のどれかに固定しておけばよい。

8.6 エルミート行列の対角化
最初に, 物理で最も重要になるエルミート行列を扱う。A† = A , 要素で表せば a∗ji = aij である。

全ての aij が実数という特別な場合 A は実対称行列になる。以下では uk は規格化されているとす
る。エルミート行列の次の性質は重要である。

• エルミート行列の固有値は実数である。
(8.31)に左側から u†

k をかけると u†
kAuk = λk u

†
kuk = λk である。(8.7)で u = v = uk とす

れば u†
kAuk は実数であるから, 固有値 λk も実数である。

• エルミート行列の異なる固有値に属する固有ベクトルは直交する。
Auk = λkuk に u†

ℓ をかけ複素共役をとると (u†
ℓAuk)

∗ = λ∗
k(u

†
ℓuk)

∗ である。(8.4), (8.7)及び
固有値は実数であるから

u†
kAuℓ = λku

†
kuℓ

になる。これと Auℓ = λℓuℓ に u†
k をかけた式の差をとれば

(λk − λℓ)u
†
ℓuk = 0

したがって, λk ̸= λℓ ならば u†
ℓuk = 0 である。

特性方程式 (8.30)の解 λk , ( k = 1, 2, · · · , n )が全て異なれば k ̸= ℓ のとき λk ̸= λℓ であるから,

規格化と合わせて
u†
kuℓ = δkℓ (8.32)

になる。λk に同じものがある場合, 縮退があるという。以下に示すように, 縮退がある場合でも
(8.32)は成り立つ。(8.32)を満たすベクトルの集合を正規直交系という。
λ1 = λ2 = · · · = λm の場合を考える。1 ≤ k, ℓ ≤ m のとき λk = λℓ であるから k ̸= ℓ でも

u†
ℓuk = 0 とは限らない。ところで, ck を任意定数として

v =

m∑
k=1

ckuk

とすると
Av =

m∑
k=1

ck Auk =

m∑
k=1

ck λkuk = λ1

m∑
k=1

ckuk = λ1v

であるから v も同じ固有値に属する固有ベクトルである。したがって, ck を適当にとれば, 互いに
直交する m個の固有ベクトル v を作ることができる。例えば, 2重に縮退する λ1 = λ2 のとき

v1 = u1 , v2 =
u2 − cu1√
1− |c|2

, ただし c = u†
1u2

とすると
v†
1v2 =

u†
1u2 − cu†

1u1√
1− |c|2

=
c− c√
1− |c|2

= 0 , v†
2v2 = 1
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になる。u1 と u2 が直交しない場合 ( c ̸= 0 )でも, 互いに直交する規格化された固有ベクトル v1,

v2 を作れる。m ≥ 3 の場合にも同様の処理を行えば ( シュミットの直交化 )

v†
kvℓ = δkℓ , k, ℓ = 1, 2, · · · , m

になる。最初の縮退する固有ベクトルの組 uk の代わりに vk の組を固有ベクトルとして採用すれ
ば, 縮退がある場合でも (8.32)は成り立つ。
対角化 エルミート行列の固有ベクトル uk を並べた n次正方行列 U

U = (u1 u2 · · · un ) , (U)ij = (uj)i (8.33)

を考える。

(AU)ij =
∑
k=1

(A)ik(U)kj =
∑
k=1

(A)ik(uj)k = (Auj)i = λj(uj)i = λj(U)ij

ここで, 対角要素が固有値である n次対角行列を

(Λ)ij = λjδij (8.34)

とする。
(UΛ)ij =

n∑
k=1

(U)ik(Λ)kj =

n∑
k=1

(U)ikλjδkj = λj(U)ij

になるから
(AU)ij = (UΛ)ij , ∴ AU = UΛ (8.35)

である。次に

(U †U)ij =

n∑
k=1

(U†)ik(U)kj =

n∑
k=1

(U)∗ki(U)kj =

n∑
k=1

(ui)
∗
k(uj)k = u†

iuj = δij (8.36)

したがって U †U = I になり U はユニタリー行列である。(8.35)に左側から U† をかけると

U †AU = Λ (8.37)

になる。エルミート行列 A は, 固有ベクトルから作ったユニタリー行列 U により, 固有値を対角要
素とする対角行列に変換される。これを行列の対角化という。実対称行列 ( 要素が実数のエルミー
ト行列 ) A の場合, 固有ベクトルの成分は実数にとることができ U−1 = UT になるから U は直交
行列である。実対称行列は直交行列で対角化できる。
(8.36)より U†U = I は固有ベクトルの正規直交性を表す。U†U = I ならば UU † = I も成り立

つ。これは固有ベクトルの完全性, つまり, 任意のベクトルは固有ベクトルの線形結合で表せること
を意味する。(UU †)ij = δij を固有ベクトルで表すと

(UU †)ij =

n∑
k=1

(U)ik(U)∗jk =

n∑
k=1

(uk)i(u
∗
k)j =

n∑
k=1

(uku
†
k)ij = δij , ∴

n∑
k=1

uku
†
k = I

uku
†
k は n×n行列である。任意のベクトル v は

v =

n∑
k=1

uku
†
kv =

n∑
k=1

ukvk , vk = u†
kv
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vk は uk と v の内積であり数である。したがって, 任意のベクトルは固有ベクトルの線形結合で表
せる。これは 3次元空間の (1.22)を n次元で成分が複素数の場合に拡張したものである。
ユニタリー行列 n次正方行列で U−1 = U † を満たすユニタリー行列 U を考える。行列要素が実数
の場合 U−1 = UT になるから U は直交行列である。U を列ベクトルの並び (8.33)で表す。(8.36)

より I = U †U の行列要素は δij = (U †U)ij = u†
iuj になり i ̸= j のとき ui と uj は直交する。

U† = (UT)∗ より detU† = (det UT)∗ = (detU)∗ になるからユニタリー行列の場合

det(U †U) = (detU †)(detU) = | detU |2 = 1 , ∴ | detU | = 1

ユニタリー行列の行列式は一般に複素数であるが, その絶対値は 1である。U が直交行列の場合, 行
列式は実数になるから detU = ± 1 である。
列ベクトル a にユニタリー行列 U をかけたもの Ua も列ベクトルである。2つのベクトル Ua

と Ub の内積は
(Ua)†Ub = a†U†Ub = a†Ib = a†b

であり不変である。
2次形式の標準形 n個の実変数 x1, x2, · · · , xn の 2次形式

f(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj , aij =実数

を考える。i と j を入れ換えれば

f(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

ajixjxi , ∴ f(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aij + aji
2

xixj

(aij + aji)/2 を改めて aij とすれば aij = aji であり

f(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj = x†Ax

になる。n次正方行列 A = (aij) は実対称行列である。(8.33)で定義した A の固有ベクトルから作
られる U を用いて y = U−1x , つまり x = Uy とすると, x† = (Uy)† = y†U † であるから

f(x) = y†U †AUy = y†Λy =

n∑
i=1

n∑
j=1

yi(Λ)ijyj =

n∑
i=1

λiy
2
i

になり i ̸= j である yiyj の項を含まない。これを 2次形式の標準形という。
n = 2 の場合, x1, x2 を直交座標系とすると

f(x1, x2) = ax2
1 + 2bx1x2 + cx2

2 = x†Ax = 1 , A =

(
a b

b c

)

は曲線を表す。実対称行列 A の固有値 λ は

D(λ) =

∣∣∣∣∣ a− λ b

b c− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − (a+ c)λ+ ac− b2 = 0 , ∴ λ =
a+ c±

√
(a− c)2 + 4b2

2

この 2次方程式の根を λ1, λ2 とすると f(x1, x2) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 = 1 になる。したがって, λ1 と λ2

が正ならば楕円, λ1 と λ2 の符号が異なれば双曲線になる。2根が負ならば f(x1, x2) = 1 を満たす
点は存在しない。
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A の固有ベクトル uk , ( k = 1, 2 )(
a b

b c

)(
u1k

u2k

)
= λk

(
u1k

u2k

)
, uk =

(
u1k

u2k

)

を求める。固有値は

λ =
1

2

(
a+ c± a− c

cos 2θ

)
, ただし tan 2θ =

2b

a− c

と表せる。a− c = 0 のときは a− c→ 0 の極限を考えればよい。複号で + のとき λ1 , − のとき λ2

とする。au11 + bu21 = λ1u11 より

u21 =
λ1 − a

b
u11 =

1− cos 2θ

sin 2θ
u11 = u11 tan θ

規格化条件 u2
11 + u2

21 = 1 より u11 = cos θ とすればよい。これから u21 = sin θ になる。λ = λ2 の
場合, 2θ を 2θ + π で置き換えればよいから u12 = − sin θ , u22 = cos θ になり

U =

(
u11 u12

u21 u22

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

である。x = Uy は角度 θ の座標系の回転 (8.51)である。

8.7 正方行列の対角化
正規行列
AA† = A†A を満たす正方行列を正規行列という。エルミート行列, ユニタリー行列は正規行列であ
る。対角行列 (A)ij = ai δij の場合

(AA†)ij =

n∑
k=1

(A)ik(A
†)kj =

n∑
k=1

(A)ik(A)∗jk = |ai|2δij , 同様に (A†A)ij = |ai|2δij

であるから, 対角行列も正規行列である。
正規行列 A の固有値を λk, 規格化された固有ベクトルを uk とする。

Auk = λkuk , つまり (A− λkI)uk = 0 , u†
kuk = 1

λk は実数とは限らない。AA† = A†A より

(A† − λ∗
kI)(A− λkI) = (A− λkI)(A

† − λ∗
kI)

になるから
(A† − λ∗

kI)(A− λkI)uk = 0 = (A− λkI)(A
† − λ∗

kI)uk

である。y = (A† − λ∗
kI)uk とおくと

y† = u†
k(A

† − λ∗
kI)

† = u†
k(A− λkI) , ∴ y†y = 0

ノルムが 0 になるベクトルは零ベクトル 0 だけであるから

y = (A† − λ∗
kI)uk = 0 , ∴ A†uk = λ∗

kuk (8.38)
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である。AA† = A†A の場合, A† は A と同じ固有ベクトルをもつが, 固有値は複素共役になる。エ
ルミート行列 A† = A の場合, これから λk は実数になる。ユニタリー行列 A† = A−1 の場合

A−1uk = λ∗
kuk , ∴ uk = λ∗

kAuk = |λk|2uk

になるから |λk| = 1 であり λk = eiθk , θk =実数 とおける。
Auℓ = λℓuℓ に u†

k をかければ
u†
kAuℓ = λℓu

†
kuℓ

(8.38)に u†
ℓ をかけ複素共役をとると(

u†
ℓA

†uk

)∗
= λk

(
u†
ℓuk

)∗
= λku

†
kuℓ

左辺に (8.6)を用いると

u†
kAuℓ = λku

†
kuℓ , ∴ (λℓ − λk)u

†
kuℓ = 0

λk ̸= λℓ のとき u†
kuℓ = 0 になる。エルミート行列と同様に, 縮退がある場合でも k ̸= ℓ のとき

u†
kuℓ = 0 とできるから, 正規行列の固有ベクトルは正規直交系 u†

kuℓ = δkℓ をなす。(8.37)と同様
にして, 正規行列 A はユニタリー行列 U で U†AU = Λ と対角化できる。ただし U は (8.33), Λ は
(8.34)で与えられる。

A は正規行列 ⇐⇒ ユニタリー行列で対角化 または 固有ベクトルは直交系

=⇒ は示した。⇐= を示す。A はユニタリー行列 U で対角化できるから, Λ を対角行列として
A = UΛU † とおける。A† = UΛ†U† になるから

AA† = UΛU † UΛ†U† = UΛΛ†U † , A†A = UΛ†U† UΛU † = UΛ†ΛU †

対角行列 Λ は ΛΛ† = Λ†Λ を満たすから AA† = A†A である。
非正規行列の対角化
正規行列でない n次正方行列 A の固有値 λ1, λ2, · · · , λn がすべて異なる場合を扱う。固有値 λk の
固有ベクトルを uk とする。Auk = λkuk である。(8.38)は成り立たないから, uk と uℓ は直交す
るとは限らない。しかし, 1次独立 ( 線形独立 )ではある。c1 = c2 = · · · = cn = 0 の場合だけ

c1u1 + · · ·+ cnun = 0 (8.39)

が成り立つとき, u1, · · · , un は 1次独立であるという。uk が正規直交系ならば簡単に示せるが, こ
こでは直交性は使えない。(8.39)に A を作用させると∑

k=1

Avk =
∑
k=1

λkvk = 0 , ただし vk = ckuk

更に, A を繰り返し作用すると i = 1, 2, · · · , n に対して
n∑

k=1

λi−1
k vk = 0 , つまり

n∑
k=1

rikvkj = (RV )ij = 0 , ∴ RV = O =零行列

ただし, rik = λi−1
k , vkj = (vk)j である。R は (8.18)のヴァンデルモンド行列であるから, 固有値

λk が互いに異なるとき detR ̸= 0 であり逆行列 R−1 が存在する。したがって R−1RV = V = O,

つまり, vk = ckuk = 0 である。全ての ck は 0 になるから, u1, · · · , un は 1次独立である。



8 行列 218

(8.39)を成分で表すと
n∑

k=1

ck(uk)i =

n∑
k=1

(U)ikck = (Uc)i = 0, ∴ Uc = 0 (8.40)

ただし, U は固有ベクトルを並べた n次正方行列 (8.33) である。detU = 0 ならば Uc = 0 は自明
な解 ( c1 = c2 = · · · = cn = 0 )以外の解も存在する。したがって, u1, · · · , un が 1次独立の場合
detU ̸= 0 であり, 逆行列 U−1 が存在する。
(8.35)を導いたのと同様にすれば, Auk = λkuk より AU = UΛ であるから

U−1AU = Λ , (Λ)ij = λiδij

になる。n次正方行列 A の固有値 λ1, λ2, · · · , λn が互いに異なる場合, A は固有ベクトルを並べた
行列 U で対角化される。ただし, U はユニタリー行列とは限らない。

8.8 連成振動
m1 m2 m3

x1 x2 x3

平衡点 ( バネが自然長 )

2個以上の振動子が互いに力を及ぼしあいながら行う振
動を連成振動という。具体例として, 右図のように x軸上
にある質量 m1, m2, m3 の 3個の質点がバネ定数 k のバネ
で結ばれている系を考える。3個の質点の平衡点からの変
位を x1 , x2 , x3 とする。力がどの向きに働くかは x1 < x2 < x3 の場合を考えれば十分である。こ
のとき, 質点 1には x軸正方向に k(x2 − x1) の力が作用する。質点 2に作用する力は, x軸正方向に
k(x3 − x2)− k(x2 − x1) = k (x1 − 2x2 + x3) である。また, 質点 3には x軸負方向に k(x3 − x2) の
力が作用する。したがって, 運動方程式は

m1
d2x1

dt2
= k(x2 − x1) , m2

d2x2

dt2
= k(x1 − 2x2 + x3) , m3

d2x3

dt2
= − k(x3 − x2) (8.41)

になる。各質点の運動方程式は他の質点の変位を含むから独立には解けない。

M = (mij) =

 m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 , V = (vij) = k

 1 − 1 0

− 1 2 − 1

0 − 1 1


とすると

3∑
j=1

mij
d2xj

dt2
= −

3∑
j=1

vijxj , ∴ M
d2x

dt2
+ V x = 0 つまり d2x

dt2
+M−1V x = 0

と表せる。M と V は実対称行列である。また

x†Mx = m1x
2
1 +m2x

2
2 +m3x

2
3 , x†V x = k

(
(x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2
)

より x ̸= 0 のとき x†Mx > 0 , x†V x ≥ 0 になる。m1 = m2 = m3 の場合 M−1V は実対称行列で
あるが, これ以外では正規行列ではない。

一般に, M と V が n×n実対称行列のとき
n∑

j=1

mij
d2xj

dt2
+

n∑
j=1

vijxj = 0 , つまり M
d2x

dt2
+ V x = 0 (8.42)
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を考える。M は対角行列である必要はない。x ̸= 0 のとき

x†Mx =

n∑
i,j=1

mijxixj > 0 , x†V x =

n∑
i,j=1

vijxixj ≥ 0 (8.43)

とする。(8.42)の特別な場合が (8.41)である。M−1V の固有値を λi, 固有ベクトルを ui とする。

M−1V ui = λiui , つまり (
V − λiM

)
ui = 0

である。M−1V は正規行列とは限らない。λi は det
(
V − λM

)
= 0 の解である。これは n個の解

をもつが, 簡単のため, 互いに異なるとする。

u†
i

(
V − λjM

)
uj = u†

iV uj − λju
†
iMuj = 0

i = j とすると λi = u†
iV ui/u

†
iMui になる。(8.43)より λi は非負の実数である。また, i と j を入

れ換え複素共役をとると M† = M , V † = V であるから (8.7)より

u†
iV uj − λiu

†
iMuj = 0 , ∴ (λi − λj)u

†
iMuj = 0

i ̸= j のとき λi ̸= λj であるからMi = u†
iMui > 0 として

u†
iMuj =Miδij , u†

iV uj = λju
†
iMuj =Miλiδij (8.44)

になる。ui を定数倍したベクトルも固有ベクトルであるからMi は正であれば任意にとれる。∑
j cjuj = 0 のとき u†

iM をかけると∑
j

cju
†
iMuj =

∑
j

cjMiδij =Mici = 0 , ∴
∑
i

ciui = 0 ⇐⇒ c = 0

したがって ui は 1次独立である。i ̸= j のとき, uiMuj = 0 であるが u†
iuj = 0 とは限らない。

ui は 1次独立であるから, (8.42)の解 x(t) は

x(t) =
∑
j

yj(t)uj (8.45)

とおける。(8.44)より

u†
i

(
M

d2x

dt2
+ V x

)
=Mi

(
d2yi
dt2

+ λiyi

)
, ∴ d2yi

dt2
+ λiyi = 0 (8.46)

になる。yi は独立に運動し, 角速度 √λi > 0 の単振動あるいは等速運動 (λi = 0)する。独立に運動
する yi を基準座標, これが行う単振動を基準振動という。
列ベクトル ui を並べた行列 U =

(
u1 u2 · · · un

)
, 成分で表せば Uij = (uj)i を考える。(8.40)

と同様に, ui は 1次独立であるから detU ̸= 0 になり逆行列 U−1 が存在する。一般に

(U†AU)ij =
∑
kℓ

U∗
kiAkℓUℓj =

∑
kℓ

(ui)
∗
kAkℓ(uj)ℓ = u†

iAuj

であるから (8.44)は

(U †MU)ij =Miδij , (U †V U)ij = λj(U
†MU)ij

と表せる。対角行列 Λij = λiδij を導入すると, 第 2式は

U†V U = U†MUΛ , ∴ V U = MUΛ , U−1M−1V U = Λ
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U−1M−1V U は対角行列になる。ui が直交系でない場合, (U †U)ij = u†
iuj より U をユニタリー行

列にできないから, U†MU と U †V U が対角行列であっても, U †M−1V U は対角行列ではない。
U を用いて (8.45), (8.46)を導く。d2x/dt2 = −M−1V x に U−1 をかけ y = U−1x とすると

d2y

dt2
= −U−1M−1V Uy = −Λy , ∴ d2yi

dt2
= −λiyi

である。また x = Uy より

xk =
∑
i

Ukiyi =
∑
i

yi(ui)k , ∴ x =
∑
i

yiui

になる。
以上の一般論を (8.41)に適用する。両端の質点の質量が同じ場合 ( m1 = m3 )

(
V − λM

)
u =

 k −m1λ − k 0

− k 2k −m2λ − k

0 − k k −m1λ


 u1

u2

u3

 = 0

になる。
det
(
V − λM

)
= −m2

1m2 λ
(
λ− ω2

1

)(
λ− ω2

2

)
ただし

ω1 =

√
k

m1
, ω2 =

√
k
2m1 +m2

m1m2
= ω1

√
1 + 2µ , µ =

m1

m2

である。3つの異なる固有値が求まるが, これを λ1 = ω2
1 , λ2 = ω2

2 , λ3 = 0 とする。

u2 =
(
1− m1

k
λ
)
u1 , u3 =

((
1− m1

k
λ
)(

2− m2

k
λ
)
− 1
)
u1

であるから, 固有ベクトル ui = u(λ = λi) は u1 = 1 とすると

u1 =

 1

0

− 1

 , u2 =

 1

− 2µ

1

 , u3 =

 1

1

1

 , U =

 1 1 1

0 − 2µ 1

−1 1 1


u†
1u2 = u†

1u3 = 0 , u†
2u3 = 2(1− µ) になり m1 ̸= m2 のとき u2 と u3 は直交しないが

u†
1Mu2 = u†

1Mu3 = u†
2Mu3 = 0

である。d2yi/dt
2 + λiyi = 0 より Ci, Di を任意定数として

y1 = C1 sinω1t+D1 cosω1t , y2 = C2 sinω2t+D2 cosω2t , y3 = C3t+D3

(8.41)の一般解は

x = Uy , つまり x1 = y1 + y2 + y3 , x2 = − 2µy2 + y3 , x3 = − y1 + y2 + y3

になる。y3 = (m1x1 +m2x2 +m1x3)/(2m1 +m2) は重心である。

m1 m2 m1

m1 m2 m1

初期条件を適当にとれば, 基準振動だけの運動

(a) x1 = y1 , x2 = 0 , x3 = − y1

(b) x1 = y2 , x2 = − 2µy2 , x3 = y2

は可能である。(a)の場合, 中心の質点は静止し, 両端の質点は逆向きに振動する。一方, (b)の場合,

両端の質点は同じ振動をする。中心の質点は逆向きに振動し, 重心は静止したままである。
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8.9 座標系の回転
3次元空間の座標系 S を原点 O のまわりに回転させて, 新しい座標系 S′ に変換する。S の直交単

位ベクトルを ei , S
′ の直交単位ベクトルを e′i とする ( i = 1, 2, 3 )。(1.19)より

ei ·ej = δij , e′i ·e′j = δij

である。aij = e′i ·ej とすると

e′i =

3∑
k=1

e′i ·ek ek =

3∑
k=1

aikek , ei =

3∑
k=1

ei ·e′k e′k =

3∑
k=1

akie
′
k (8.47)

になる。
e′i ·e′j =

3∑
k=1

3∑
ℓ=1

aikajℓ ek ·eℓ =
3∑

k=1

aikajk = δij

3次正方行列 A = (aij) で表せば
3∑

k=1

aikajk =

3∑
k=1

(A)ik(A
T)kj = (AAT)ij = δij , ∴ AAT = I

行列 A は直交行列である。(8.47)は e′1

e′2

e′3

 = A

 e1

e2

e3

 ,

 e1

e2

e3

 = AT

 e′1

e′2

e′3


と書ける。
(1.23)と同様に e′1×e′2 = e′3 であるから (1.28)より

1 = (e′1×e′2)·e′3 =
∑
i,j,k

a1ia2ja3k (ei×ej)·ek =
∑
i,j,k

εijk a1ia2ja3k = detA

である。座標変換が 3つの座標軸を全て反転させる空間反転を含む場合 e′1×e′2 = − e′3 になるから
detA = − 1 である。以下では空間反転は考えない。
S と S′ でのベクトル v の成分をそれぞれ vi , v

′
i とすると

v =

3∑
i=1

v′ie
′
i =

3∑
j=1

vjej =

3∑
i=1

3∑
j=1

vjaije
′
i , ∴ v′i =

3∑
j=1

aijvj , vi =

3∑
j=1

ajiv
′
j (8.48)

である。行列で表せば  v′1

v′2

v′3

 = A

 v1

v2

v3

 ,

 v1

v2

v3

 = AT

 v′1

v′2

v′3

 (8.49)

ベクトル ( v′1 v′2 v′3 ) は別のベクトルではなく v の S′ 系での成分である。座標変換に対して (8.48)

の変換則を満たす 3つの成分で表される量が, 3次元空間のベクトルの正確な定義である。一方, 座
標変換に対して不変な量をスカラーと定義する。例えば, 2つのベクトルの内積は

3∑
i=1

u′
iv

′
i =

3∑
i=1

3∑
j=1

aijuj

3∑
k=1

aikvk =
∑
jk

uj(A
TA)jkvk =

3∑
k=1

ukvk
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になるからスカラーである。
以上では, あるベクトル v の S系と S′ 系の成分間の関係を求めた。一方, v を S′ 系に固定して,

つまり, S′ 系と一緒に回転させたベクトル v′ を考え, v′ と v の関係を調べてもよい。v′ の S′ 系で
の成分は v の S系での成分と同じであるから

v′ =

3∑
k=1

vke
′
k =

3∑
k=1

vk

3∑
i=1

akiei

v′ の S系での成分を v′i とすると

v′i =

3∑
k=1

akivk ,

 v′1

v′2

v′3

 = AT

 v1

v2

v3

 , v′ = ATv = A−1v (8.50)

になる。(8.49)と (8.50)は逆の関係にある。ただし, (8.49)では v′i は v の S′ 系での成分, (8.50)で
は v を回転したベクトル v′ の S系での成分である。
座標系を z軸まわりに θ回転させた場合

e′1 = cos θ e1 + sin θ e2

e′2 = − sin θ e1 + cos θ e2

e′3 = e3

∴ A =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

 (8.51)

である。
de′1
dθ

= e′2 ,
de′2
dθ

= − e′1 ,
de′3
dθ

= 0

及び e3×e′1 = e′2 , e3×e′2 = − e′1 より
de′i
dθ

= e3×e′i , i = 1, 2, 3 (8.52)

である。(8.49) の関係を図示すると下の図 1 になる。図 2 は座標系を逆回転 ( − θ ) させたときの
(8.49)である。一方, (8.50)の関係は図 3になる。図 2と図 3の v′i は一致する。

x1

x2

x′
1

x′
2

v1

v2

v′1
v′2

v

図 1

x1

x2

x′
1

x′
2

v1

v2

v′1

v′2 v

図 2

x1

x2

x′
1

x′
2

v′

v′1

v′2

v1

v2
v

図 3

上の例で, ある点 x を S′ 系と一緒に回転させた点を x′ とすれば x′ = ATx より

x′
1 = x1 cos θ − x2 sin θ , x′

2 = x1 sin θ + x2 cos θ , x′
3 = x3

になるから, 回転軸 (z軸)上の点 x1 = x2 = 0 の場合 x′
1 = x′

2 = 0 になり x′ = x である。一般の A

について, 回転しても変わらない点

x′ = A−1x = x , つまり (A− I)x = 0 (8.53)
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が原点を通る直線をなすことを示す。(A− I)T = AT − I = A−1 − I = A−1(I −A) より

det(A− I) = det(A− I)T = det
(
−A−1(A− I)

)
= det(−A−1) det(A− I)

ところで det(−A−1) = (−1)3 det(A−1) = − (detA)−1 = − 1 になるから det(A− I) = 0 である。し
たがって, (8.28)より (8.53)は x ̸= 0 である解をもつ。このとき c を任意の実数として cx も (8.53)

の解であるから, 原点を通る直線上で x′ = x になる。この直線が回転軸である。ただし A = I は
除く。これは 2つに座標系が一致する場合であり, 任意の点で x′ = x になる。
S′ 系の直交単位ベクトルが変数 s の関数 e′i = e′i(s) として変化する場合を考える。

aij(s) = e′i(s)·ej , A(s)AT(s) = AT(s)A(s) = I

である。∆s が微小のとき

A(s+∆s) = A(s) +∆s
dA

ds
+ · · · =

(
I +∆sB(s)

)
A(s) , B(s) ≡ dA

ds
A−1(s)

とおける。(∆s)2 を無視するとき

A(s+∆s)AT(s+∆s) = (I +∆sB)A(s)AT(s)
(
I +∆sBT

)
= I +∆s(B +BT) = I

であるから B は反対称行列 BT = −B である。B の行列要素を bij とすると bii = 0 であり

b12 = − b21 = n3 , b23 = − b32 = n1 , b31 = − b13 = n2

とおける。(1.26)の εijk を用いれば

bij =

3∑
k=1

εkij nk(s)

である。(Sk)ij = − iεkij , つまり

S1 =

 0 0 0

0 0 − i

0 i 0

 , S2 =

 0 0 i

0 0 0

− i 0 0

 , S3 =

 0 − i 0

i 0 0

0 0 0

 (8.54)

である 3つの 3×3エルミート行列 S1, S2, S3 を用いれば

bij = i

3∑
k=1

(Sk)ijnk(s) = i

3∑
k=1

(Sknk)ij

B = (dA/ds)A−1 より
dA

ds
= BA , B = i

3∑
k=1

Sknk(s) (8.55)

になる。この関係式を e′i(s) で表すと

de′i
ds

=

3∑
k=1

daik
ds

ek =

3∑
k=1

(
BA(s)

)
ik
ek =

3∑
j=1

bije
′
j(s) =

3∑
j,k=1

εkij nk(s)e
′
j(s)

(1.28)と同様に
e′k×e′i =

∑
j

εkij e
′
j
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であるから
de′i
ds

= n(s)×e′i(s) , ただし n(s) =
∑
k

nk(s)e
′
k(s) (8.56)

になる。ある点 x を S′ 系と一緒に回転させた点を x′(s) とすると

x′(s) =
∑
i

xie
′
i(s)

である。xi は s に依存しない。これから
dx′

ds
=
∑
i

xi
de′i
ds

= n(s)×x′(s)

n(s)軸上の点 x′ = cn(s) ならば dx′/ds = 0 になるから, n(s) は回転軸の方向を表す。ただし, 回
転軸は s の関数としてその向きを変える。
回転軸の方向 n が一定の場合を考える。nk を定数として

n =
∑
k

nkek

とおける。回転軸まわりの角度 θ を s とすれば (8.56)は
de′i
dθ

= n×e′i(θ)

(8.52)と比較すれば, n は回転軸方向の単位ベクトルである。回転軸の方向は n でも −n でもよい
わけだが, 右ネジを角 θ 回転させたとき, ネジの進む方向を回転軸の方向とする。(8.55)は

dA

dθ
= iSn A(θ) , Sn ≡ S1n1 + S2n2 + S3n3 =

 0 − in3 in2

in3 0 − in1

− in2 in1 0

 , detSn = 0

Sn は θ に依存しないから行列の指数関数の微分 (8.27)より

A(θ) = exp (iθSn)A(0) = exp (iθSn)

θ = 0 のとき S系と S′ 系は一致しているとして A(0) = I とした。上に示した Sn の具体形あるい
は Si の定義 (8.54) より n が単位ベクトル n2

1 + n2
2 + n2

3 = 1 のとき S3
n = Sn になるから

S2k
n = S3

nS
2k−3
n = S2k−2

n = · · · = S2
n , ( k ≥ 1 ) S2k+1

n = Sn , ( k ≥ 0 )

これから

A = exp(iθSn) = I +

∞∑
k=1

(iθ)2k

(2k)!
S2k
n +

∞∑
k=0

(iθ)2k+1

(2k + 1)!
S2k+1
n

= I + S2
n

∞∑
k=1

(−1)kθ2k

(2k)!
+ iSn

∞∑
k=0

(−1)kθ2k+1

(2k + 1)!

= I + S2
n (cos θ − 1) + iSn sin θ

z軸まわりの回転 ( n1 = n2 = 0 , n3 = 1 )の場合 (8.51)を再現する。
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回転座標系でのニュートン方程式
時刻 t における質点の位置ベクトルを r(t) , 質点に作用する力を F とすると, ニュートン方程式は

m
d2r

dt2
= F

通常, ベクトルを空間固定の座標系 (慣性系)の成分で表すが, 例えば, 地球の自転の影響を調べる場
合, 自転する地球に固定した回転座標系で運動を記述する必要がある。座標系 S を空間固定の座標
系, S′ を回転座標系とする。S′ の回転軸と回転角は時間 t の関数である。変数 s として t を採用す
ると (8.56)は

de′i
dt

= ω(t)×e′i(t) , ただし ω(t) =
∑
k

ωk(t)e
′
k(t)

ただし n を ω で表す。ω(t) は時刻 t での回転軸の方向を表すが単位ベクトルではない。回転軸方
向が一定で ( その方向を単位ベクトル n で表す ), 回転軸まわりの角度 θ が θ = θ(t) のとき

de′i
dt

=
dθ

dt

de′i
dθ

=
dθ

dt
n×e′i , ∴ ω =

dθ

dt
n

したがって, 回転軸方向が一定でない場合も含めて, ω の大きさは角速度になる。ω を角速度ベクト
ルという。ベクトル v を S′ 系の成分で表して

v =

3∑
i=1

v′i(t)e
′
i(t)

とすると
dv

dt
=

3∑
i=1

(
dv′i
dt

e′i + v′i
de′i
dt

)
=

3∑
i=1

dv′i
dt

e′i(t) + ω×v (8.57)

回転座標系 S′ と一緒に回転する観測者から見れば, e′i(t) は一定方向を向き時間に依存しないよう
に見える。そこで, 回転座標系での時間微分を

d′v

dt
=

3∑
i=1

dv′i
dt

e′i(t) ,
d′2v

dt2
=

3∑
i=1

d2v′i
dt2

e′i(t)

で定義すると
dv

dt
=

d′v

dt
+ ω×v

になる。(8.57)を更に微分すると

d2v

dt2
=

3∑
i=1

d2v′i
dt2

e′i(t) +

3∑
i=1

dv′i
dt

de′i
dt

+
dω

dt
×v + ω× dv

dt

=
d′2v

dt2
+

3∑
i=1

dv′i
dt

ω×e′i +
dω

dt
×v + ω×

(
d′v

dt
+ ω×v

)

=
d′2v

dt2
+ 2ω× d′v

dt
+

dω

dt
×v + ω×(ω×v)

を得る。v として質点の位置ベクトル r を考えると, 運動方程式 md2r/dt2 = F は

m
d′2r

dt2
= F −mω×(ω×r)− 2mω× d′r

dt
−m

dω

dt
×r

と書ける。d′r/dtと d′2r/dt2 は回転座標系で観測する速度と加速度である。運動方程式を回転座標
系での加速度で表すと, 実際の力 F 以外の力が発生する。これを見かけの力という。右辺の第 2項
−mω×(ω×r) を遠心力, 第 3項 −2mω×d′r/dt をコリオリの力という。



8 行列 226

8.10 曲線座標
直交座標 x = x1, y = x2, z = x3 が 3つの変数 q1, q2, q3 の関数の場合を考える。qi = 一定 は一

般に曲面になる。2つの平面 x2 = 一定, x3 = 一定 の交線が x1軸になるが, これと同様に, 2つの
曲面 q2 = 一定, q3 = 一定 の交線が q1軸である。この軸は一般に曲線になる。3次元極座標の場合
q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ とすれば, q1 = 一定 は原点を中心とした球面, q2 = 一定 は z 軸を対称軸と
する円錐面, q3 =一定 は xy平面に直交する平面になる。
xi の微分と qi の微分は

∂

∂xi
=
∑
j

aij
∂

∂qj
,

∂

∂qi
=
∑
j

bij
∂

∂xj
, ただし aij =

∂qj
∂xi

, bij =
∂xj

∂qi
(8.58)

で結ばれる。

δij =
∂xj

∂xi
=
∑
k

∂qk
∂xi

∂xj

∂qk
=
∑
k

aikbkj = (AB)ij , ∴ AB = BA = I =単位行列

行列 A, B は互いに逆行列である。Db = detB とする。Db はヤコビアン (3.21)である。(8.25)より
1

Db

∂Db

∂qk
=
∑
ij

(B−1)ij
∂bji
∂qk

=
∑
ij

aij
∂bji
∂qk

ところで
∂bji
∂qk

=
∂

∂qk

∂xi

∂qj
=

∂bki
∂qj

(8.59)

であるから
1

Db

∂Db

∂qk
=
∑
ij

aij
∂bki
∂qj

=
∑
i

∂bki
∂xi

になる。任意関数 F に対して∑
ik

∂

∂xi

(
bkiankF

)
=
∑
i

∂

∂xi

(
δniF

)
=

∂F

∂xn∑
ik

∂

∂xi

(
bkiankF

)
=
∑
ik

(
∂bki
∂xi

ankF + bki
∂

∂xi

(
ankF

))

=
∑
k

(
1

Db

∂Db

∂qk
ankF +

∂

∂qk

(
ankF

))
=

1

Db

∑
k

∂

∂qk

(
DbankF

)
したがって, 演算子の関係式として

∂

∂xn
=

1

Db

∑
k

∂

∂qk
Dbank (8.60)

が成り立つ。これと (8.58)から

∇2 =
∑
n

∂2

∂x2
n

=
1

Db

∑
nkℓ

∂

∂qk
Dbankanℓ

∂

∂qℓ

になる。対称行列を

hkℓ =
∑
n

ankanℓ =
∑
n

∂qk
∂xn

∂qℓ
∂xn

, gkℓ =
∑
n

bknbℓn =
∑
n

∂xn

∂qk

∂xn

∂qℓ
(8.61)
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で定義する。H = AT A , G = BBT よりHG = GH = I であり G と H は互いに逆行列である。

detG = (detB)
2
= D2

b , detH = D−2
b

になるから

∇2 =
√
detH

∑
kℓ

∂

∂qk

hkℓ√
detH

∂

∂qℓ
=

1√
detG

∑
kℓ

∂

∂qk

√
detG (G−1)kℓ

∂

∂qℓ
(8.62)

と表せる。dxi =
∑
k

bki dqk より qi と qi + dqi の 2点間の距離 ds は

(ds)2 =
∑
i

(dxi)
2 =

∑
i

∑
kℓ

bkidqk bℓidqℓ =
∑
kℓ

gkℓ dqk dqℓ

になる。G を計量テンソルという。
直交曲線座標
qi = 一定 の座標面が互いに直交する曲線座標を直交曲線座標という。qi = 一定 の曲面上の 2点を
r, r + dr とすると ( ei = xi軸の単位ベクトル )

dqi =
∑
j

∂qi
∂xj

dxj =
∑
j

aji dxj = ai ·dr = 0 , ただし ai =
∑
j

ajiej

になるから, ai は qi =一定 の曲面に直交する法線ベクトルである。したがって, 直交曲線座標であ
る条件は

i ̸= j のとき ai ·aj =
∑
n

anianj = hij = 0 , つまり H, G が対角行列

である。このとき

∇2 =
√
detH

∑
k

∂

∂qk

hkk√
detH

∂

∂qk
=

1√
detG

∑
k

∂

∂qk

√
detG

gkk

∂

∂qk
(8.63)

行列式及び ds は (
detB

)2
= detG = g11g22g33 , (ds)2 =

∑
k

gkk(dqk)
2

になる。
直交曲線座標の単位ベクトル
xk軸の単位ベクトル ek は平面 xk =一定 の法線ベクトルである。これと同様に, 曲線座標軸 qk の
単位ベクトル uk は曲面 qk =一定 の法線ベクトルであるから, uk は ak に比例する。

ak ·aℓ = hkℓ = δkℓhkk =
δkℓ
gkk

, ∴ uk =
√
gkk ak =

√
gkk
∑
i

aikei

になる。H = AT A , AB = BA = I より A = BTH になるから

aik =
∑
j

bjihjk = bkihkk =
bki
gkk

したがって
uk =

∑
i

bki√
gkk

ei , 逆に ei =
∑
k

uk

(
uk ·ei

)
=
∑
k

bki√
gkk

uk (8.64)
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とも書ける。
√
gkk uk =

∑
i

bkiei =
∑
i

∂xi

∂qk
ei =

∂r

∂qk
, r =

∑
i

xiei

である。(
u1×u2

)
·u3 =

∑
ijk

b1ib2jb3k√
g11g22g33

(
ei×ej

)
·ek =

1√
detG

∑
ijk

b1ib2jb3kεijk =
detB

| detB|

であるから, detB > 0 ならば uk は通常の右手系座標系である。detB < 0 の場合 uk の向きを逆
にすると右手系座標系になる。
単位ベクトル u は qi に依存して方向が変化する。γi =

√
gii とすると

∂uk

∂qℓ
=
∑
i

ei
∂

∂qℓ

bki
γk

=
∑
in

un
bni
γn

∂

∂qℓ

bki
γk

(8.65)

である。 ∑
i

bnibki = gnk = δkngkk = δknγ
2
k (8.66)

より (8.65)で n = k の部分は∑
i

bki
γk

∂

∂qℓ

bki
γk

=
1

2

∂

∂qℓ

∑
i

b2ki
γ2
k

=
1

2

∂

∂qℓ

γ2
k

γ2
k

= 0

になる。(2.23)と同様に, ∂uk/∂qℓ は uk と直交するから uk を含まない。
∂uk

∂qℓ
=
∑
n ̸=k

un

∑
i

bni
γn

∂

∂qℓ

bki
γk

=
∑
n ̸=k

un

∑
i

bni
γn

(
1

γk

∂bki
∂qℓ
− bki

γ2
k

∂γk
∂qℓ

)

第 2項は n ̸= k であるから (8.66)より 0 になり
∂uk

∂qℓ
=
∑
n ̸=k

un

γnγk

∑
i

bni
∂bki
∂qℓ

(8.67)

である。(8.59), (8.66)より∑
i

bni
∂bki
∂qℓ

=
∑
i

bni
∂bℓi
∂qk

=
∑
i

∂

∂qk

(
bnibℓi

)
−
∑
i

bℓi
∂bni
∂qk

= 2δnℓγℓ
∂γℓ
∂qk
−
∑
i

bℓi
∂bni
∂qk

になるから
∂uk

∂qℓ
= 2

uℓ

γk

∂γℓ
∂qk

∑
n ̸=k

δnℓ −
∑
n ̸=k

un

γnγk

∑
i

bℓi
∂bni
∂qk

である。
ℓ = k の場合, 第 1項は 0 になる。第 2項は (8.59)より∑

i

bki
∂bni
∂qk

=
∑
i

bki
∂bki
∂qn

=
1

2

∑
i

∂b2ki
∂qn

=
1

2

∂γ2
k

∂qn
= γk

∂γk
∂qn

したがって
∂uk

∂qk
= −

∑
n ̸=k

un

γn

∂γk
∂qn

= −
∑
n ̸=k

un√
gnn

∂

∂qn

√
gkk (8.68)
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になる。
ℓ ̸= k の場合

∂uk

∂qℓ
= 2

uℓ

γk

∂γℓ
∂qk
−
∑
n ̸=k

un

γnγk

∑
i

bℓi
∂bni
∂qk

= 2
uℓ

γk

∂γℓ
∂qk
−
∑
n ̸=k

un

γnγk

∑
i

bℓi
∂bki
∂qn

である。ただし, (8.59)より第 2項で n と k を入れ換えた。ℓ ̸= k であるから (8.66)より∑
i

bℓi
∂bki
∂qn

= −
∑
i

bki
∂bℓi
∂qn

= −
∑
i

bki
∂bni
∂qℓ

=
∑
i

bni
∂bki
∂qℓ

最後では再び (8.66)を用いた ( n ̸= k )。したがって
∂uk

∂qℓ
= 2

uℓ

γk

∂γℓ
∂qk
−
∑
n ̸=k

un

γnγk

∑
i

bni
∂bki
∂qℓ

第 2項は (8.67)であるから
∂uk

∂qℓ
=

uℓ

γk

∂γℓ
∂qk

=
uℓ√
gkk

∂

∂qk

√
gℓℓ , ただし k ̸= ℓ (8.69)

になる。
勾配, 発散, 回転
ベクトル V の xk 成分を Vk, qk 成分を Uk とすると

V =
∑
i

Viei =
∑
k

Ukuk =
∑
ik

Uk
bki√
gkk

ei , ∴ Vi =
∑
k

bki√
gkk

Uk (8.70)

V =
∑
k

Ukuk =
∑
i

Viei =
∑
ik

Vi
bki√
gkk

uk , ∴ Uk =
∑
i

bki√
gkk

Vi (8.71)

である。勾配は
∇ =

∑
i

ei
∂

∂xi
=
∑
ik

eiaik
∂

∂qk
=
∑
k

uk√
gkk

∂

∂qk
(8.72)

発散は (8.60), (8.70)から

∇·V =
∑
i

∂Vi

∂xi
=

1

Db

∑
ijk

∂

∂qk
Dbaik

bji√
gjj

Uj

である。 ∑
i

aikbji = (BA)jk = δjk

より
∇·V =

1√
detG

∑
k

∂

∂qk

√
detG

gkk
Uk (8.73)

になる。Uk として ∇F の qk成分
Uk =

1
√
gkk

∂F

∂qk
(8.74)

を代入すれば (8.63)を得る。回転は

∇×V =
∑
ij

ui√
gii

∂

∂qi
×ujUj =

∑
ij

ui√
gii
× ∂uj

∂qi
Uj +

∑
ij

ui×uj√
gii

∂Uj

∂qi
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(8.69)より j ̸= i のとき ∂uj/∂qi ∝ ui であるから, 第 1項で寄与するのは j = i だけである。(8.68)

から
∇×V = −

∑
ij

ui√
gii
× uj√

gjj

∂
√
gii

∂qj
Ui +

∑
ij

ui×uj√
gii

∂Uj

∂qi

第 1項で i と j を入れ換えれば

∇×V =
∑
ij

ui×uj√
gii gjj

(
∂
√
gjj

∂qi
Uj +

√
gjj

∂Uj

∂qi

)
=
∑
ij

ui×uj√
gii gjj

∂

∂qi

√
gjj Uj

になる。ui が右手系ならば
ui×uj =

∑
k

εijkuk

であるから
∇×V =

∑
ijk

uk

√
gkk
detG

εijk
∂

∂qi

√
gjj Uj (8.75)

ただし, i, j, k は異なるから giigjjgkk = detG である。成分で表せば

u1 ·
(
∇×V

)
=

√
g11

detG

(
∂

∂q2

√
g33 U3 −

∂

∂q3

√
g22 U2

)
, 他の成分は 1, 2, 3 の循環

になる。Uj が ∇F の成分 (8.74)の場合, 当然の結果

∇×
(
∇F

)
=
∑
ijk

uk

√
gkk
detG

εijk
∂2F

∂qi∂qj
= 0

になる。
3次元極座標
q1 = r , q2 = θ , q3 = ϕ とすれば

B =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ − r sin θ

− r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0

 , ∴ G = BBT =

 1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ


あるいは

(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sin2 θ (dϕ)2

から行列 G は直ちに求まる。極座標は直交曲線座標である。
√
detG = r2 sin θ であるから (8.63)

より

∇2 =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r
r2 sin θ

∂

∂r
+

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

∂

∂ϕ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
になる。これは (2.55)である。(8.64)より b̃ij = bij/

√
gii とすると er

eθ

eϕ

 = B̃

 ex

ey

ez

 , B̃ =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

− sinϕ cosϕ 0


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になり (2.50)を再現する。また, (8.72), (8.73), (8.75)から

∇ = er
∂

∂r
+

eθ
r

∂

∂θ
+

eϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

∇·V =
1

r2
∂

∂r

(
r2Vr

)
+

1

r sin θ

(
∂

∂θ

(
Vθ sin θ

)
+

∂Vϕ

∂ϕ

)
∇×V =

er
r sin θ

(
∂

∂θ

(
Vϕ sin θ

)
− ∂Vθ

∂ϕ

)
+

eθ
r sin θ

(
∂Vr

∂ϕ
− sin θ

∂

∂r

(
rVϕ

))
+

eϕ
r

(
∂

∂r

(
rVθ

)
− ∂Vr

∂θ

)
になる。これらは (2.51), (2.52), (2.53)である。
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