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1 量子力学の初等的まとめ
1.1 基本的仮定
古典力学ではニュートンの運動方程式 mr̈ = F を運動の第 2法則という公理ないし仮定として認

めたように, 量子力学にある程度慣れるまで, 次のことを仮定として認めなさい。古典力学との対応
関係などによる理由付けを行うことができるが, 結局のところ仮定である。以下の形式は実用上最
もよく使われる形式であるが, 実は, 量子力学の 1つの表現形式にすぎない。
古典力学では粒子の位置 r = (x, y, z) は時間の関数であるが, 量子力学では r は時間とは独立な

空間の位置を表す変数である。また, 3つの変数 x, y, z の関数 f(x, y, z) を単に f(r) と書く。

仮定 1� �
ℏ = h/2π ( h はプランク定数 )とする。古典力学における運動量 p は, 量子力学では微分演算
子 p̂ = − iℏ∇ になる。成分で書けば

p̂x = − iℏ ∂

∂x
, p̂y = − iℏ ∂

∂y
, p̂z = − iℏ

∂

∂z

である。演算子であることを示すため, 記号の上の ˆを付けて表す。ただし, 演算子であること
が自明な場合には省略することもある。� �

次の 2式

p̂x xf(r) = −iℏ
∂

∂x
xf(r) = −iℏ

(
f(r) + x

∂f(r)

∂x

)
, x p̂xf(r) = −iℏx

∂f(r)

∂x

の差をとれば (
x p̂x − p̂x x

)
f(r) = iℏf(r)

である。f(r) は任意の関数であるから, f(r) を省略して, この関係式を単に

x p̂x − p̂x x = iℏ

と書く。一般に, 演算子を含む関係式は任意関数に作用したときに成り立つ関係を表す。2 つの演
算子 Â, B̂ に対して [ Â , B̂ ] = ÂB̂ − B̂Â で定義される [ Â , B̂ ] を交換子という。上の関係式は
[x , p̂x ] = iℏ である。x, y, z成分を添字 1, 2, 3 で表すと

[xi , p̂j ]f(r) =
(
xi p̂j − p̂j xi

)
f(r) = −iℏ

(
xi

∂f

∂xj
− ∂ xif

∂xj

)
= −iℏ

(
xi

∂f

∂xj
− ∂xi
∂xj

f − xi
∂f

∂xj

)
i = j のとき ∂xi/∂xj = 1 , i 6= j のとき ∂xi/∂xj = 0 であるから, 交換関係

[xi , p̂j ] = iℏ δij , [xi , xj ] = 0 , [ p̂i , p̂j ] = 0 (1.1)

が成り立つ。ただし
δij =

{
1 , i = j

0 , i 6= j

はクロネッカーのデルタ記号である。[ p̂i , p̂j ] = 0 は微分する順番を変えても同じであることを意
味する。量子力学では, 交換関係が重要な働きをする。
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仮定 2� �
ポテンシャル V (r) 中の質量 m の粒子の運動に対して, 次の微分方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = Ĥψ(r, t) , Ĥ =

p̂2

2m
+ V (r) = − ℏ2

2m
∇2 + V (r) (1.2)

を満たす関数 ψ(r, t) を考える。ポテンシャル V (r) 中を運動している粒子の位置を時刻 t に測
定すると, 点 r = (x, y, z) 近傍の微小体積 d3r = dx dy dz に粒子を見出す相対的確率は

|ψ(r, t)|2 d3r

である。(1.2)を時間に依存するシュレーディンガー方程式という。H は古典力学でのハミル
トニアン, つまりエネルギーに対応する。� �

古典力学では, 粒子の位置は, 運動方程式から時間の関数として一意に決まる。一方, 量子力学では,

粒子の位置を観測すると, 古典力学と同様に粒子は必ずある一点 r に見出されるが ( 粒子の一部分
を見出すことはない ), どの点に見出すかは観測するまで分からない。決定できるのは見出す確率
|ψ(r, t)|2 d3r だけである。古典力学に比べれば非常に不確定であるが, 古典力学が適用できない微
視的世界の性質である。
ψ(r, t) が実数ならば (1.2)の左辺は純虚数になり, 一方, 右辺 Ĥψ(r, t) は実数であるから, (1.2)の

解としては ψ(r, t) = 0 という無意味な解しかない。したがって, ψ(r, t) は複素数でなければならな
い。古典力学でも物理量を複素数で扱うことがあるが, これは実数で扱うよりも解法が簡単で見通
しがよくなるためであって, 本質的には複素数を必要としない。
ψ(r, t) を波動関数という。また, 粒子は状態 ψ(r, t) にあるという。状態という概念は量子力学

における最も基本的概念である。量子力学では, この波動関数からすべての物理的情報が得られる。
(1.2)は ψ について 1次 (線形)であるから, C を定数とするとき, ψ(r, t) が (1.2)を満たすならば,

Cψ(r, t) も (1.2)を満たす。また, 相対的確率は ψ(r, t) から求めても Cψ(r, t) から求めても同じで
ある。したがって, ψ(r, t) も Cψ(r, t) も同じ状態を表す。この定数倍の不定性は, 波動関数を規格
化すればなくなる。一般的には, ψ1(r, t), ψ2(r, t), · · · が (1.2)を満たすとき, これらの線形結合

ψ(r, t) =
∑
i

Ciψi(r, t) , Ci =複素数の定数

もまた (1.2)の解である。これを重ね合わせの原理といい非常に重要な性質である。例えば

ψ(r, t) = C1ψ1(r, t) + C2ψ2(r, t) のとき |ψ|2 = |C1ψ1|2 + |C2ψ2|2 + 2Re (C∗
1C2ψ

∗
1ψ2)

である。確率密度は単純な和 |C1ψ1|2+ |C2ψ2|2 ではなく C1ψ1 と C2ψ2 の干渉項が現れる。このた
め, 量子力学では粒子は波動的性質を示す ( 24ページ参照 )。これは古典力学的粒子にはない性質で
ある。
確率保存

P (t) =

∫
d3r |ψ(r, t)|2 (1.3)

とする。粒子はどこかに必ず見出すから P (t) = 1 とできる。ψ(r, t) がこれを満たさない場合,

ϕ(r, t) = ψ(r, t)/
√
P (t) を波動関数として採用すればよいが, ϕ(r, t) も (1.2)を満たす必要があるか

ら P (t) =一定 でなければならない。P (t) =一定 になることを示す。
確率密度 ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2 = ψ∗ψ の時間微分は

∂ρ(r, t)

∂t
=
∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗ ∂ψ

∂t
=

(
ψ∗ ∂ψ

∂t

)∗

+ ψ∗ ∂ψ

∂t
= 2Re

(
ψ∗ ∂ψ

∂t

)
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ただし Re z は複素数 z の実部を表す。(1.2)より

ψ∗ ∂ψ

∂t
=

iℏ
2m

ψ∗∇2ψ − i

ℏ
V (r)|ψ|2 =

iℏ
2m

∇·(ψ∗∇ψ)− iℏ
2m

(∇ψ∗)·∇ψ − i

ℏ
V (r)|ψ|2 (1.4)

になる。ただし, ベクトル解析の公式

∇·(f∇g) = (∇f)·∇g + f∇2g (1.5)

を使った。(∇ψ∗)·∇ψ は実数であるから, (1.4)の右辺第 2項は純虚数である。また, V (r) は実数で
あるから第 3項も純虚数になり

∂ρ(r, t)

∂t
= ∇·Re

(
iℏ
m
ψ∗∇ψ

)
= −∇·Re

(
1

m
ψ∗p̂ψ

)
である。

j(r, t) =
1

m
Re
(
ψ∗(r, t)p̂ψ(r, t)

)
=

ℏ
m

Im
(
ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

)
(1.6)

とすると
∂ρ(r, t)

∂t
+∇·j(r, t) = 0 (1.7)

これを領域 V で積分しガウスの定理を用いると
d

dt

∫
V

d3r ρ(r, t) = −
∫
V

d3r∇·j(r, t) = −
∫
S

dS n·j(r, t) (1.8)

S は領域 V の境界面, n は S での外向きの単位法線ベクトルである。V を全領域にすると S は無
限遠になる。このとき S 上での ψ(r, t) は十分早く 0 に収束するから, 表面積分は 0 になる。した
がって, 全領域での積分は

d

dt

∫
d3r ρ(r, t) =

dP

dt
= 0

であり P は時間に依存しない。
P は時間に依らないから ψ(r, t)/

√
P も (1.2)の解である。これを改めて ψ(r, t) とおくと∫

d3r |ψ(r, t)|2 = 1 (1.9)

になり |ψ(r, t)|2 d3r は絶対確率を表す。波動関数が (1.9)を満たすとき規格化されているという。
(1.7)は電磁気学や流体力学でも現れる連続の方程式 ( 流れの保存則 )である。例えば, ρ を電荷

密度, j を電流密度とすると (1.7)は電荷保存を表す。これとの対応から, ρ = |ψ|2 が確率密度のと
き, (1.6)で定義される j は確率の流れの密度 (確率流)と解釈できる。

問題 1.1 α, C を適当な正の定数として

lim
r→∞

|ψ(r, t)| < C

r3/2+α
, r = |r| (1.10)

ならば P は有限になることを示せ。

問題 1.2 V (r) が複素数の場合
dP

dt
=

2

ℏ

∫
d3r |ψ(r, t)|2 ImV (r)

になることを示せ。V が実数でない場合, 確率は保存しない。
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仮定 3� �
古典力学の物理量 A(r,p) に対応した演算子 Â = A(r, p̂) を考える。状態 ψ(r, t) において, こ
の物理量を繰り返し測定を行ったとき, その期待値 ˆ〈A 〉 は

ˆ〈A 〉 =
∫
d3r ψ∗(r, t)A(r,−iℏ∇)ψ(r, t)

で与えられる。ただし, ψ(r, t) が規格化されているとする。量子力学では, 特別な場合を除き,

測定値は確定した値にはならない。� �
Â が微分演算子を含む場合, この微分演算子は Â の右側にある ψ(r, t) にのみ作用する。したがっ
て, 一般には

ˆ〈A 〉 6=
∫
d3r A(r,−iℏ∇)

(
ψ∗(r, t)ψ(r, t)

)
である。Â が微分演算子を含まない Â = A(r) の場合には

ˆ〈A 〉 =
∫
d3r A(r)ψ∗(r, t)ψ(r, t) =

∫
d3r A(r) |ψ(r, t)|2

であり, これは仮定 2の |ψ(r, t)|2 に対する確率解釈とも一致する。

運動量の期待値
〈 p̂ 〉 = − iℏ

∫
d3r ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

は実数でなければならないが, この式からはそれ程自明なことではない。上式の複素共役をとると

〈 p̂ 〉∗ = iℏ
∫
d3r ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)

である。ψ |r|→∞−−−−−→ 0 ならば, 部分積分を行うと, 例えば∫ ∞

−∞
dxψ(r, t)

∂ψ∗(r, t)

∂x
=
[
ψ(r, t)ψ∗(r, t)

]x=+∞

x=−∞
−
∫ ∞

−∞
dxψ∗(r, t)

∂ψ(r, t)

∂x

= −
∫ ∞

−∞
dxψ∗(r, t)

∂ψ(r, t)

∂x

であるから
〈 p̂ 〉∗ = − iℏ

∫
d3r ψ∗(r, t)∇ψ(r, t) = 〈 p̂ 〉

したがって, 運動量の期待値は実数である。
波動関数が実数ならば

〈 p̂ 〉 = − iℏ
∫
d3r ψ(r, t)∇ψ(r, t) = − iℏ

2

∫
d3r∇ψ2(r, t) = i×実数

〈 p̂ 〉 は実数であるからこれは 0 である。あるいは

〈 p̂x 〉 = −
iℏ
2

∫
d3r

∂

∂x
ψ2(r, t) = − iℏ

2

∫
dy dz

[
ψ2(r, t)

]x=∞
x=−∞ = 0

したがって, 実数の波動関数だけでは 〈 p̂ 〉 6= 0 の状態を表せない。
確率の流れの密度 j の表現 (1.6)から∫

d3r j(r, t) =
〈 p̂ 〉+ 〈 p̂ 〉∗

2m
=
〈 p̂ 〉
m

になり速度の期待値である。流体力学では j(r, t) は, 流体の速度を v(r, t) とすると j = ρv である
から, j の積分は v の期待値である。これからも (1.6)の j を確率の流れの密度と見なせる。
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1.2 エーレンフェストの定理
以上の仮定の正しさは実験結果を再現するかで検証されるものだが, ある条件下で古典力学が導

出できれば, 仮定の妥当性の 1つの証拠になろう。これはエーレンフェスト (Ehrenfest)の定理を
使うと示せる。
[ Â , B̂ ] = ÂB̂ − B̂Â = 0 , つまり, 任意関数 ψ(r, t) に対して ÂB̂ψ(r, t) = B̂Âψ(r, t) である 2つ

の演算子を, 交換可能あるいは可換な演算子という。また, 一般に演算子 Â, B̂, Ĉ に対して

[ Â , B̂Ĉ ] = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ =
(
ÂB̂ − B̂Â

)
Ĉ + B̂

(
ÂĈ − ĈÂ

)
= [ Â , B̂ ] Ĉ + B̂ [ Â , Ĉ ] (1.11)

が成り立つ。Â, B̂, Ĉ は可換とは限らないから, (1.11)の演算子の順番を勝手に入れ換えてはならな
い。ただし, [ Â , B̂ ] = − [ B̂ , Â ] ではある。

問題 1.3 ヤコビの恒等式

[ Â , [ B̂ , Ĉ ] ] + [ B̂ , [ Ĉ , Â ] ] + [ Ĉ , [ Â , B̂ ] ] = 0

を示せ。

量子力学における保存則と交換関係
Ĥ がエルミート演算子であることを用いれば, 以下のことは簡単に示せるが ( (1.29)参照 )ここで
は用いない。期待値 ˆ〈A 〉 の時間変化は

iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 =

∫
d3r

(
iℏ
∂ψ∗

∂t
Âψ + ψ∗Â iℏ

∂ψ

∂t
+ iℏψ∗ ∂Â

∂t
ψ

)

ここで Â は時間に依存してもよい。(1.2)及びその複素共役を代入すると

iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 =

∫
d3r

(
− (Ĥψ∗)Âψ + ψ∗ÂĤψ + iℏψ∗ ∂Â

∂t
ψ

)
(1.12)

である。右辺第 1項の Ĥ は ψ∗ だけに作用する。また, Â と Ĥ は可換とは限らない。∫
d3r (Ĥψ∗)Âψ = − ℏ2

2m

∫
d3r (∇2ψ∗)Âψ +

∫
d3r V (r)ψ∗Âψ

(1.5)より ∫
V

d3r
(
(∇2ψ∗)Âψ − ψ∗∇2Âψ

)
=

∫
V

d3r∇·
(
(∇ψ∗)Âψ − ψ∗∇Âψ

)
=

∫
S

dS n·
(
(∇ψ∗)Âψ − ψ∗∇Âψ

)
積分領域 V を全領域にすると V の表面 S は無限遠になり S での面積分は 0 になる。したがって∫

d3r (∇2ψ∗)Âψ =

∫
d3r ψ∗∇2Âψ

になるから ∫
d3r (Ĥψ∗)Âψ = − ℏ2

2m

∫
d3r ψ∗ ∇2Âψ +

∫
d3r V (r)ψ∗Âψ =

∫
d3r ψ∗ĤÂψ
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これから

iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 =

∫
d3r

(
−ψ∗ĤÂψ + ψ∗ÂĤψ + iℏψ∗ ∂Â

∂t
ψ

)

=

∫
d3r ψ∗ [ Â , Ĥ ]ψ + iℏ

∫
d3r ψ∗ ∂Â

∂t
ψ (1.13)

である。Â が時間に依存しない場合

iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 =

∫
d3r ψ∗ [ Â , Ĥ ]ψ (1.14)

になるから, Â と Ĥ が可換 ( [ Â , Ĥ ] = 0 )ならば ˆ〈A 〉 は時間的に一定になる。これが量子力学に
おける保存則である。Ĥ は自分自身と可換であるから, エネルギー期待値 ˆ〈H 〉 は保存する。また,

Â = 1 とすれば
ˆ〈A 〉 =

∫
d3r |ψ(r, t)|2 = P

であるから, 全確率 P は時間的に一定である。

エーレンフェスト (Ehrenfest)の定理
(1.14)において Â = r , Â = p̂ とすれば

d

dt
〈 r 〉 = 1

iℏ

∫
d3r ψ∗ [ r , Ĥ ]ψ ,

d

dt
〈 p̂ 〉 = 1

iℏ

∫
d3r ψ∗ [ p̂ , Ĥ ]ψ

である。[x , Ĥ ] を考えると, Ĥ で x と可換でない部分は p̂x の部分だけであるから (1.11)より

[x , Ĥ ] =
1

2m
[x , p̂2x ] =

1

2m

(
[x , p̂x ] p̂x + p̂x[x , p̂x ]

)
=
iℏ
m
p̂x

になる。y , z についても同様であるから

[ r , Ĥ ] =
iℏ
m

p̂ , ∴ d

dt
〈 r 〉 = 1

m

∫
d3r ψ∗ p̂ψ =

1

m
〈 p̂ 〉

一方
[ p̂ , Ĥ ] = [ p̂ , V (r) ] = − iℏ

(
∇V (r)− V (r)∇

)
演算子を含む関係式は, 作用する任意の関数 ψ を省略してある。これを明記すれば, 上式は

[ p̂ , Ĥ ]ψ = − iℏ
(
∇V (r)ψ − V (r)∇ψ

)
右辺第 1項の ∇ は積 V (r)ψ(r, t) に作用し

∇V (r)ψ =
(
∇V (r)

)
ψ + V (r)∇ψ = −F (r)ψ + V (r)∇ψ , F (r) = −∇V (r)

になるから
[ p̂ , Ĥ ]ψ = iℏF (r)ψ , ∴ d

dt
〈 p̂ 〉 =

∫
d3rF (r) |ψ|2 = 〈F (r) 〉

F は古典力学の力である。まとめると, 位置と運動量の期待値は古典力学と類似の関係
d

dt
〈 r 〉 = 1

m
〈 p̂ 〉 , d

dt
〈 p̂ 〉 = 〈F (r) 〉 (1.15)

を満たす。これをエーレンフェストの定理という。
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〈F (r) 〉 = F ( 〈 r 〉 ) ならば, 古典力学の運動方程式は, 量子力学の期待値として成り立つが, 一般
には 〈F (r) 〉 6= F ( 〈 r 〉 ) である。簡単のため 1次元の場合を考える。X = 〈x 〉 とすると

F (x) = F (X + x−X) = F (X) + F ′(X)(x−X) +
F ′′(X)

2
(x−X)2 + · · ·

であるから

〈F (x)〉 =
∫ ∞

−∞
dxF (x) |ψ(x, t)|2

= F (X)

∫ ∞

−∞
dx |ψ|2 + F ′(X)

∫ ∞

−∞
dx (x−X)|ψ|2 + F ′′(X)

2

∫ ∞

−∞
dx (x−X)2|ψ|2 + · · ·

になる。 ∫ ∞

−∞
dx |ψ|2 = 1 , X =

∫ ∞

−∞
dxx |ψ|2

であるから

m
d2

dt2
〈x 〉 = F (〈x 〉) + F ′′(〈x 〉)

2
(∆x)

2
+ · · · , ∆x =

√
〈x2 〉 − 〈x 〉2 (1.16)

右辺第 2項が無視できれば, 古典力学は量子力学のよい近似として成り立つ。仮定 1, 仮定 2, 仮定 3

を認めると, 古典力学を導出できる。

V (x) ∝ xn , n = 0, 1, 2 (1.17)

の場合 F (x) = −V ′(x) の 2階以上の導関数は 0 になるから, 期待値 〈x 〉 は厳密に古典力学の運動
方程式に従う。具体例としては, 自由粒子 ( n = 0 ), 一様重力あるいは一様電場 ( n = 1 ), 調和振動
子ポテンシャル ( n = 2 )である。ただし, 〈x 〉を古典力学的な粒子の位置と解釈するには, |ψ(x, t)|2

がある領域に局在する必要がある。|ψ(x, t)|2 が空間的に広がっている場合, 〈x 〉 は単なる平均値で
あって古典力学的な粒子の位置という物理的意味はない。また, ∆p =

√
〈 p̂2 〉 − 〈 p̂ 〉2 とすると, 13

ページで示すように, 不確定性関係 ∆x∆p ≥ ℏ/2 が成り立つ。古典力学では粒子の位置と運動量は
同時に確定した値をとる。しかし, 量子力学ではこのようなことは原理的に不可能である。位置 x

を極端に局在化させると, 運動量は全く不定になり古典力学は成り立たない。

1.3 ディラックの表記法
以下では異なる波動関数を扱うため, 波動関数にラベル αを付けて ψα(r, t) などとし α により異

なる状態を区別する。また, 表現を簡潔にするためディラックの表記法を導入する。 ψα(r, t) の代
わりに |ψα 〉 あるいは単に |α 〉 と書く。記号 | 〉 をケットという。ディラックの表記法は量子力学
を最も一般的に定式化できる非常に深い意味を持つ表記法であるが, 当面は波動関数の簡便な表記
法と考えてよい。詳しくは 14 ブラ・ケットによる量子力学の定式化 参照。
ケット |α 〉, |β 〉 の内積 〈α |β 〉 を

〈α |β 〉 =
∫
d3r ψ∗

α(r, t)ψβ(r, t)

で定義する。この定義から 〈α |β 〉∗ = 〈β |α 〉 である。特に, 〈α |α 〉 ≥ 0 であり 〈α |α 〉 = 0

は ψα(r, t) が恒等的に 0 の場合だけである。ある演算子 Â が波動関数 ψα(r, t) に作用した状態
Âψα(r, t) を Â |α 〉 と書く。これと |β 〉 の内積は

〈β | Â |α 〉 =
∫
d3r ψ∗

β(r, t) Â ψα(r, t)

である。
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1.4 エルミート演算子
任意の状態 ψα(r, t), ψβ(r, t) に対して(∫

d3r ψ∗
α(r, t) Â ψβ(r, t)

)∗

=

∫
d3r ψ∗

β(r, t) B̂ ψα(r, t) , つまり 〈α | Â |β 〉∗ = 〈β | B̂ |α 〉

を満たす演算子 B̂ を Â のエルミート共役といい B̂ = Â† で表す。

〈α | Â |β 〉∗ = 〈β | Â† |α 〉 (1.18)

である。行列 Aij のエルミート共役 A† は (A†)ij = A∗
ji であるが, (1.18)は行列のエルミート共役

と同様の定義である。Â が単なる数の場合, エルミート共役は複素共役である。定義より

〈β |
(
Â†)† |α 〉 = 〈α | Â† |β 〉∗ = 〈β | Â |α 〉 , ∴

(
Â†)† = Â

である。| γ 〉 = Â|β 〉 とおくと任意の状態 |µ 〉 に対して

〈 γ |µ 〉 = 〈µ | γ 〉∗ = 〈µ | Â |β 〉∗ = 〈β | Â† |µ 〉 (1.19)

| γ 〉 = Â|β 〉 のとき, 積分に現れる 〈 γ | は 〈 γ | = 〈β |A† で置き換えればよい。
Â† = Â であるとき, Â をエルミート演算子という。エルミート演算子の期待値 〈α | Â |α 〉 は実

数である。|α′ 〉 = Â†|α 〉 , |β′ 〉 = B̂|β 〉 とすると (1.19)より

〈α′ |β′ 〉 = 〈α | Â |β′ 〉 = 〈α | ÂB̂ |β 〉 , ∴ 〈α′ |β′ 〉∗ = 〈β | (ÂB̂)† |α 〉

一方, 〈α′ |β′ 〉∗ = 〈β′ |α′ 〉 = 〈β | B̂†Â† |α 〉 になるから (ÂB̂)† = B̂†Â† である。一般に n個の演算
子の積 Â1Â2 · · · Ân のエルミート共役は(

Â1Â2 · · · Ân
)†

= Â†
n · · · Â

†
2Â

†
1 (1.20)

である。演算子は可換とは限らないから, 積の順番には注意しなければならない。Â と B̂ がエル
ミート演算子のとき (ÂB̂)† = B̂†Â† = B̂Â であるから, エルミート演算子の積は必ずしもエルミー
ト演算子ではない。Â と B̂ が可換ならば, 積 ÂB̂ はエルミート演算子である。

問題 1.4 Â と B̂ がエルミート演算子のとき i
[
Â , B̂

] がエルミート演算子になることを示せ。
エルミート演算子の基本的性質
演算子 Â がある関数 φ(r) に作用したもの Â φ(r) は, 元の関数 φ(r) とは一般には全く異なったも
のになる。しかし, ある特別な関数 φa(r) について

Â φa(r) = aφa(r)

になることがある。ここで a は定数である。このとき, φa(r) を演算子 Â の固有関数あるいは固有
状態, a を固有値という。a のとりうる値は離散的な場合もあるし連続的な値の場合もある。
一般に複数の関数 ψi(r) が

c1ψ1(r) + c2ψ2(r) + · · ·+ cnψn(r) = 0 =⇒ c1 = c2 = · · · = cn = 0

つまり, ψi は他の関数の線形結合で表せないとき, ψi(r) は互いに 1次独立であるという。ある固有
値 a の 1次独立な固有関数が n個 ( n ≥ 2 )あるとき, 固有値 a は n重に縮退しているという。ま
た, n を縮退度という。
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Â をエルミート演算子とする。話を簡単にするため, Â は離散的な固有値をとるとし, 固有値に
a1, a2, · · · のように番号を付ける。ai に対する固有関数を φi(r) で表す :

Â φi(r) = ai φi(r) , あるいは Â | i 〉 = ai | i 〉 (1.21)

また, 〈 i | i 〉 = 1 であり φi(r) は規格化されているとする。
(1.21)の両辺に φ∗

i をかけ積分すると 〈 i |Â| i 〉 = ai〈 i | i 〉 = ai である。エルミート演算子の期待
値 〈 i |Â| i 〉 は実数であるから固有値 ai は実数である。
(1.21)に φ∗

j をかけ積分すると 〈 j |Â| i 〉 = ai〈 j | i 〉 になる。複素共役をとれば 〈 i |Â| j 〉 = ai〈 i | j 〉
である。Â | j 〉 = aj | j 〉 と | i 〉 の内積から 〈 i |Â| j 〉 = aj〈 i | j 〉 である。したがって

(ai − aj) 〈 i | j 〉 = 0 (1.22)

になる。固有値に縮退がなければ, i 6= j のとき ai 6= aj であるから 〈 i | j 〉 = 0 になる。このとき,

φi(r) と φj(r) は直交するという。φi の規格化を合わせれば

〈 i | j 〉 = δij (1.23)

である。これを規格直交性という。
　固有値に縮退がある場合でも (1.23)は成り立つ。a が n重に縮退しているとし, n個の独立な

固有関数を φi とする。

Â | i 〉 = a | i 〉 , 〈 i | i 〉 = 1 , i = 1, 2, · · · , n

である。ai = aj = a であるから (1.22)より 〈 i | j 〉 = 0 とは限らない。ところで

| 2′ 〉 = c21 | 1 〉+ c22 | 2 〉 , | 3′ 〉 = c31 | 1 〉+ c32 | 2′ 〉+ c33 | 3 〉 , · · · · · ·

として

〈 1 | 2′ 〉 = 0 , 〈 2′ | 2′ 〉 = 1 , 〈 1 | 3′ 〉 = 0 , 〈 2′ | 3′ 〉 = 0 , 〈 3′ | 3′ 〉 = 1 , · · ·

を満たすように係数 cij を決める ( シュミットの方法 )。最初の 2つの式より

c21 = −〈 1 | 2 〉 c22 , c22 =
(
1− |〈 1 | 2 〉|2

)−1/2

残りの 3条件から, 3つの係数 c31, c32, c33 も決まる。| i′ 〉 を | i 〉 と表せば 〈 i | j 〉 = δij であり, 縮
退があっても規格直交系を作れる。
エルミート演算子の固有関数の組は完全系をなす。つまり, 任意の関数 ψ(r) は φi(r) を用いて

ψ(r) =
∑
i

ci φi(r) , あるいは |ψ 〉 =
∑
i

ci | i 〉 (1.24)

と展開できる。この展開を認めれば係数 ci は次のように決まる。上式に φ∗
j (r) をかけ積分すると

〈 j |ψ 〉 =
∑
i

ci 〈 j | i 〉 =
∑
i

ci δij = cj (1.25)

これを ψ(r) の展開式に代入すると
|ψ 〉 =

∑
i

| i 〉〈 i |ψ 〉 (1.26)
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つまり
ψ(r) =

∑
i

φi(r)

∫
d3r′ φ∗

i (r
′)ψ(r′) =

∫
d3r′ ψ(r′)

∑
i

φi(r)φ
∗
i (r

′)

したがって, ディラックのデルタ関数を用いて ( 398ページ )∑
i

φi(r)φ
∗
i (r

′) = δ(r − r′) (1.27)

である。固有関数の組が完全系をなすとは (1.27)が成り立つことである。エルミート演算子の基本
的性質は, 固有値が実数であること及び (1.23), (1.27)である。

物理量の期待値は実数でなければならない。期待値が実数である条件は (1.18)から

〈ψ | Â |ψ 〉 = 〈ψ | Â |ψ 〉∗ = 〈ψ | Â† |ψ 〉

である。したがって, 物理量はエルミート演算子 Â = Â† である。前節の仮定 3は, 本来, 次の仮定
に置き換えるべきものである。
仮定 3′� �
物理量 Â を観測すると, 1回の観測毎に状態は Â の固有状態 φi(r) のどれか 1つになり, 観測
値は固有値 ai である。どの固有状態になるかはあらかじめ分らないが, ある固有状態 φi にな
る確率は

|ci(t)|2 , ただし ci(t) =

∫
d3r φ∗

i (r)ψ(r, t) = 〈 i |ψ 〉 (1.28)

である。ここで, ψ(r, t) は観測前の系の規格化された波動関数であり, ci は ψ(r, t) の展開式
(1.24)の係数である。� �
ψ は規格化されているから

1 =

∫
d3r ψ∗(r, t)ψ(r, t) =

∑
ij

c∗i cj

∫
d3r φ∗

i (r)φj(r) =
∑
ij

c∗i cj δij =
∑
i

|ci|2

になる。波動関数が規格化されているとき, 確率の和は確かに 1 になる。逆に, 波動関数が規格化さ
れていないとき,

∑
i

|ci|2 = 1 が波動関数の規格化条件である。この仮定から Â の期待値は

〈 Â 〉 =
∑
i

ai |ci|2

ところで

Â |ψ〉 =
∑
i

ci Â | i 〉 =
∑
i

ci ai | i 〉 , ∴ 〈ψ | Â |ψ 〉 =
∑
ij

c∗j ci ai〈 j | i 〉 =
∑
i

ai |ci|2

仮定 3′ から仮定 3が導ける。
状態が Â の固有状態 φk(r) の場合

ci =

∫
d3r φ∗

i (r)ψ(r, t) =

∫
d3r φ∗

i (r)φk(r) = δik

である。したがって, Â を測定したとき, i 6= k である ai になる確率は 0 であり, 測定値は常に固有
値 ak になる。
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ψ(r, 0) が時間に依存しない演算子 Â の固有状態 Âψ(r, 0) = aψ(r, 0) とする。[ Â , Ĥ ] = 0 な
らば

iℏ
∂

∂t
Âψ(r, t) = ÂĤψ(r, t) = ĤÂψ(r, t)

である。したがって, Âψ(r, t) と ψ(r, t) を定数倍した aψ(r, t) は, 時間については 1階の同じ微分
方程式を満たし, t = 0 では Âψ(r, t) と aψ(r, t) は一致する。1階の微分方程式の解は初期条件を与
えると一意に決まるから, 任意の時刻で Âψ(r, t) = aψ(r, t) , つまり, 状態は Â の固有状態である。
[ Â , Ĥ ] 6= 0 の場合, t 6= 0 では状態は一般には Â の固有状態ではない。なお, 6ページで示したよ
うに [ Â , Ĥ ] = 0 ならば Â の期待値は保存する。
5 ページでは部分積分を用いて (1.14) を示したが, 簡潔な方法で示す。|φ 〉 = Â|ψ 〉 とすると

(1.12)は

iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 = 〈ψ | ÂĤ |ψ 〉 −

∫
d3r (Ĥψ∗)φ = 〈ψ | ÂĤ |ψ 〉 −

(∫
d3r φ∗Ĥψ

)∗

= 〈ψ | ÂĤ |ψ 〉 − 〈φ | Ĥ |ψ 〉∗

Ĥ はエルミート演算子であるから

〈φ | Ĥ |ψ 〉∗ = 〈ψ | Ĥ |φ 〉 = 〈ψ | ĤÂ |ψ 〉 , ∴ iℏ
d

dt
ˆ〈A 〉 = 〈ψ |

(
ÂĤ − ĤÂ

)
|ψ 〉 (1.29)

になる。

問題 1.5 運動量 p̂ = − iℏ∇ がエルミート演算子であること, つまり 〈α | p̂ |β 〉∗ = 〈β | p̂ |α 〉 が成
り立つことを示せ。

p̂† = (− iℏ∇)† = (−iℏ)∗∇† = iℏ∇†

であるから ∇† = −∇ になる。∇ はエルミート演算子ではない。

ユニタリ演算子
任意の状態 |ψ 〉 に対して ÂB̂|ψ 〉 = B̂Â|ψ 〉 = |ψ 〉, つまり ÂB̂ = B̂Â = 1 であるとき, これらの演
算子は互いに 逆であるという。Â の逆を Â−1 あるいは 1/Â で表す。

ĈD̂D̂−1Ĉ−1 = ĈĈ−1 = 1 , ∴ (CD)−1 = D̂−1Ĉ−1

である。エルミート共役と同様に, 積の順番が入れ替わる。

Â†Â = ÂÂ† = 1, つまり Â† = A−1

であるとき Â をユニタリ演算子という。Â と B̂ がユニタリ演算子のとき

(ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1 = B̂†Â† = (AB)†

であるから積 ÂB̂ もユニタリ演算子である。エルミート演算子の場合と異なり Â と B̂ が可換であ
る必要はない。|α′ 〉 = Û |α 〉 , |β′ 〉 = Û |β 〉 とすると (1.19)より

〈α′ |β′ 〉 = 〈α | Û †Û |β 〉 = 〈α |β 〉 (1.30)

になり内積は保存する。
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ユニタリ演算子 Û の固有値を u , 固有関数を |u 〉 とすると Û |u 〉 = u|u 〉 である。Û †U = 1 より

〈u |u 〉 = 〈u |Û†Û |u 〉 = u 〈u |Û †|u 〉 = u 〈u |Û |u 〉∗ = uu∗〈u |u 〉 , ∴ |u| = 1 (1.31)

ユニタリ演算子の固有値は絶対値 1 の複素数である。|u 〉 = u Û†|u 〉 より

〈u′ |Û†|u 〉 = u−1〈u′ |u 〉 = u∗〈u′ |u 〉 , 複素共役をとれば 〈u |Û |u′ 〉 = u 〈u |u′ 〉

ところで, 〈u |Û |u′ 〉 = u′〈u |u′ 〉 であるから, u 6= u′ のとき 〈u |u′ 〉 = 0 である。

1.5 演算子の関数
演算子 Â の関数 F (Â)

F (Â) =

∞∑
n=0

fn Â
n

を考える。Âはエルミート演算子である必要はない。Â| i 〉 = ai| i 〉である Âの固有状態に対しては

F (Â)| i 〉 =
∞∑
n=0

fn Â
n| i 〉 =

∞∑
n=0

fn a
n
i | i 〉 = F (ai)| i 〉 (1.32)

である。ここで F (ai) は演算子ではなく数値である。任意の状態 |ψ 〉 は

|ψ 〉 =
∑
i

ci | i 〉 , ci =係数

と展開できるから
F (Â)|ψ 〉 =

∑
i

ciF (Â) | i 〉 =
∑
i

ciF (ai) | i 〉 (1.33)

になり, 任意の状態に対する作用は定まる。例えば, 微分演算子が分母にある 1

z +∇2
の場合

∇2eik·r = −k2eik·r , ∴ 1

z +∇2
eik·r =

1

z − k2
eik·r (1.34)

である。一般の波動関数 ψ(r, t) をフーリエ変換して

ψ(r, t) =

∫
d3k a(k, t) eik·r

とすれば
1

z +∇2
ψ(r, t) =

∫
d3k a(k, t)

1

z +∇2
eik·r =

∫
d3k

a(k, t)

z − k2
eik·r

になる。a(k, t) が与えられれば最後の積分は実行でき, ψ(r, t) に対する作用は具体的に求まる ( 問
題 11.1参照 )

量子力学では
eÂ =

∞∑
n=0

Ân

n!
(1.35)

がよく現れる。Â と B̂ が可換ならば, 通常の数と同様に eÂ+B̂ = eÂeB̂ である。特に

eÂe−Â = e−ÂeÂ = 1 , ∴
(
eÂ
)−1

= e−Â
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である。Â と B̂ が可換でない場合 eÂ+B̂ 6= eÂeB̂ である。これについては (4.52)を参照。
(
eÂ
)†

=

∞∑
n=0

(Ân)†

n!
=

∞∑
n=0

(Â†)n

n!
= exp

(
A†)

Â がエルミート演算子のとき (iÂ)† = − iÂ であるから(
eÂ
)†

= eÂ ,
(
eiÂ
)†

= e−iÂ =
(
eiÂ
)−1

(1.36)

eÂ はエルミート演算子, eiÂ はユニタリ演算子である。
作用が明確な演算子の関数の 1例を示そう。ψ(x) を c だけ x方向に移動させると ψ(x− c) にな

る。ψ(x− c) をテイラー展開すると

ψ(x− c) = ψ(x) + (−c)dψ
dx

+
(−c)2

2!

d2ψ

dx2
+ · · ·+ (−c)n

n!

dnψ

dxn
+ · · ·

ここで Â = − c d

dx
とおくと

ψ(x− c) =
∞∑
n=0

1

n!
Ânψ(x) = exp(Â)ψ(x) = exp

(
− c d

dx

)
ψ(x) (1.37)

である。運動量演算子 p̂ = − iℏ d

dx
で表せば

e−icp̂/ℏψ(x) = ψ(x− c) (1.38)

になる。ユニタリ演算子 e−icp̂/ℏ は波動関数を c だけ x方向に移動させる演算子である。

1.6 不確定性関係
状態 |ψ〉 が Â の固有状態でなければ, 物理量 Â の観測値は確定した値 ( 何回観測しても常に同じ

値 )にはならず不確定性がある。その不確定性の目安は分散

∆a =

√
〈ψ |

(
Â− a

)2|ψ 〉 , ただし a = 〈ψ | Â |ψ 〉

で与えられる。a は演算子ではなく値であるから

∆a =

√
〈ψ |

(
Â2 − 2aÂ+ a2

)
|ψ 〉 =

√
〈ψ |Â2|ψ 〉 − a2 =

√
〈ψ |Â2|ψ 〉 − 〈ψ | Â |ψ 〉2

とも書ける。|ψa 〉 =
(
Â − a

)
|ψ 〉 とおく。(1.30)で Û = Û† = Â − a とすれば 〈ψa |ψa 〉 = (∆a)2

になるから ∆a = 0⇐⇒ |ψa 〉 =
(
Â− a

)
|ψ 〉 = 0 である。したがって, |ψ 〉 が Â の固有状態の場合

だけ ∆a = 0 になる。
2つの物理量 Â と B̂ の分散について不等式

∆a∆b ≥ 1

2

∣∣∣〈ψ |[ Â , B̂ ]|ψ 〉
∣∣∣ (1.39)

が成り立つ。これを不確定性関係という。〈ψ |[ Â , B̂ ]|ψ 〉 6= 0 ならば不確定性の積には下限があり,

一方の分散が小さくなれば他方の分散は大きくなる。例えば, Â = x, B̂ = p̂x とすると [x , p̂x ] = iℏ
であるから

∆x∆px ≥ ℏ/2 (1.40)
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になり, 位置と運動量が同時に確定した値になることは不可能である。これは古典力学にはない量
子力学特有の現象である。
(1.39)を証明する。c を任意の複素定数とするとき ψ(r) = ψα(r) + c ψβ(r) を考える。

〈ψ |ψ 〉 = 〈α |α 〉+ |c |2〈β |β 〉+ c 〈α |β 〉+ c∗ 〈β |α 〉 ≥ 0 (1.41)

である。c = −〈β |α 〉/〈β |β 〉 とすると, 〈β |α 〉 = 〈α |β 〉∗ であるから

〈ψ |ψ 〉 = 〈α |α 〉 − |〈α |β 〉|
2

〈β |β 〉
≥ 0 , ∴ 〈α |α 〉〈β |β 〉 ≥ |〈α |β 〉|2 (1.42)

になる ( シュワルツの不等式 )。等号は ψ = 0 , すなわち ψα ∝ ψβ のとき成り立つ。実ベクトルの
不等式 a·ab·b ≥

(
a·b
)2 の拡張である。

|ψa 〉 = Â′|ψ 〉 =
(
Â− a

)
|ψ 〉 , |ψb 〉 = B̂′|ψ 〉 =

(
B̂ − b

)
|ψ 〉

とする。ただし b = 〈ψ | B̂ |ψ 〉 である。(∆a)2 = 〈ψa |ψa 〉 , (∆b)2 = 〈ψb |ψb 〉 であるからシュワル
ツの不等式を使うと

(∆a)
2
(∆b)

2
= 〈ψa |ψa 〉〈ψb |ψb 〉 ≥ |〈ψa |ψb 〉|2 =

∣∣∣〈ψ | Â′B̂′ |ψ 〉
∣∣∣2 (1.43)

になる。等号は λ を定数として ψb(r) = λψa(r) のとき成り立つ。Â′B̂′ を 2つの部分に分けて

Â′B̂′ = i Ĉ + D̂ , Ĉ =
1

2i

(
Â′B̂′ − B̂′Â′

)
=

1

2i
[ Â , B̂ ] , D̂ =

Â′B̂′ + B̂′Â′

2

とする。Â′ と B̂′ はエルミート演算子であるから Ĉ と D̂ もエルミート演算子になり (問題 1.4参
照 ), これらの期待値は実数である。したがって∣∣∣〈ψ |Â′B̂′ |ψ 〉

∣∣∣2 =
∣∣∣ i 〈ψ | Ĉ |ψ 〉+ 〈ψ | D̂ |ψ 〉∣∣∣2 = 〈ψ | Ĉ |ψ 〉2 + 〈ψ | D̂ |ψ 〉2

になるから

(∆a)
2
(∆b)

2 ≥ 〈ψ | Ĉ |ψ 〉2 + 〈ψ | D̂ |ψ 〉2 ≥ 〈ψ | Ĉ |ψ 〉2 =
1

4

∣∣∣〈ψ |[ Â , B̂ ]|ψ 〉
∣∣∣2

であり (1.39)が成り立つ。
(1.39)で最小の不確定性が成り立つ条件は ψb(r) = λψa(r) かつ

〈ψ | D̂ |ψ 〉 = 1

2

(
〈ψa |ψb 〉+ 〈ψa |ψb 〉∗

)
=
λ+ λ∗

2
〈ψa |ψa 〉 = 0 (1.44)

である。(∆a)
2
= 〈ψa |ψa 〉 6= 0 の場合, λ+ λ∗ = 0 より ν を任意実数として λ = iν になるから

ψb(r) = iν ψa(r) , i.e.
(
B̂ − b

)
ψ(r) = iν

(
Â− a

)
ψ(r) (1.45)

が不確定性最小の条件である。ν は ∆a または ∆b を与えれば決まる。〈ψa |ψb 〉 = iν〈ψa |ψa 〉 は
純虚数になるから

〈ψa |ψb 〉 =
1

2

(
〈ψa |ψb〉 − 〈ψb |ψa 〉

)
=

1

2
〈ψ |

(
Â′B̂′ − B̂′Â′

)
|ψ 〉 = 1

2
〈ψ |[ Â , B̂ ]|ψ 〉

したがって
ν = − i 〈ψa |ψb 〉

〈ψa |ψa 〉
= − 〈ψ | i[ Â , B̂ ]|ψ 〉

2 (∆a)
2 (1.46)

になる。i[ Â , B̂ ] はエルミート演算子であるから ν は実数である。
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問題 1.6 (1.41)において c = u + iv とする。任意の実数 u, v に対して (1.41)の不等式が成り立
つことから (1.42)を導け。

問題 1.7 1次元を考える。位置 x と運動量 p̂ に関して最小の不確定性 ∆x∆p = ℏ/2 を満たす規
格化した状態 ψ(x) は (1.45), (1.46)より

ψ(x) =
1

(2π(∆x)2)
1/4

exp

(
− (x− x0)2

4(∆x)2
+ ik0x

)
(1.47)

になることを示せ。ただし, x0 = 〈ψ |x |ψ 〉 , ℏk0 = 〈ψ | p̂ |ψ 〉 である。

1.7 定常状態
時間に依存するシュレーディンガー方程式の特別な解として, 変数分離した ψ(r, t) = f(t)φ(r) を

考える。これを (1.2)に代入すると

iℏ
∂ψ

∂t
= iℏ

df

dt
φ(r) = Ĥψ = f(t)Ĥφ(r) , ∴ iℏ

f(t)

df(t)

dt
=

1

φ(r)
Ĥφ(r)

最後の式の左辺は t だけの関数, 右辺は r だけの関数であるから, 両者が任意の r, t で等しいため
には定数でなければならない。この定数を E とすると

df(t)

dt
=
E

iℏ
f(t) , ∴ f(t) = f0 e

−iEt/ℏ

である。定数 f0 を φ(r) に含めることにすると

ψ(r, t) = e−iEt/ℏ φ(r) , ただし Ĥφ(r) = Eφ(r) (1.48)

になる。Ĥφ(r) = Eφ(r) を時間に依存しないシュレーディンガー方程式, あるいは, 単にシュレー
ディンガー方程式という。ハミルトニアン Ĥ の固有関数 φ(r) と固有値 E を求める方程式である。
ψ(r, t) = e−iEt/ℏ φ(r) の場合, 確率密度は |ψ(r, t)|2 = |φ(r)|2 になり時間に依存しない。また, 演算
子 Â が時間に依存しないとき期待値 〈Â 〉 も

〈Â 〉 =
∫
d3r

(
e−iEt/ℏφ(r)

)∗
Âe−iEt/ℏφ(r) =

∫
d3r φ∗(r)Âφ(r)

になり一定である。このため, ψ(r, t) = e−iEt/ℏ φ(r) を定常状態という。
Ĥ の固有値と固有関数は一般に複数存在する。ここでは,固有値は離散的であるとし,番号付けて

Ĥφn(r) = Enφn(r) , つまり Ĥ |n 〉 = En |n 〉

とする。これらは規格直交性 (1.23)を満たす。時間に依存するシュレーディンガー方程式 (1.2)の
解である定常状態 e−iEnt/ℏφn(r) の任意の線形結合 ( cn は時間に依らない定数 )

ψ(r, t) =
∑
n

cn e
−iEnt/ℏ φn(r) , あるいは |ψ(t)〉 =

∑
n

cn e
−iEnt/ℏ |n 〉 (1.49)

を考える。 (
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

)
ψ(r, t) =

∑
n

cn

(
iℏ
∂

∂t
− Ĥ

)
e−iEnt/ℏ φn(r) = 0
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になるから (1.49)が (1.2)の一般解である。係数 cn は

〈n |ψ(0) 〉 =
∑
n′

cn′ 〈n |n′ 〉 =
∑
n′

cn′ δnn′ = cn (1.50)

より, 時刻 t = 0 での状態 ψ(r, 0) が与えられれば cn が決まり, 任意の時刻での状態 ψ(r, t) は一
意に決定する。特に, ψ(r, 0) が Ĥ の固有関数 φk ならば cn = 〈n | k 〉 = δnk であるから定常状態
ψ(r, t) = e−iEkt/ℏ φk(r) になる。
演算子 Â の期待値は

〈ψ(t)| Â |ψ(t)〉 =
∑
nn′

c∗ncn′ei(En−En′ )t/ℏ〈n | Â |n′ 〉 (1.51)

であり一般に時間に依存する。ただし, 定常状態の場合 cn = δnk であるから

〈ψ(t)| Â |ψ(t)〉 = 〈 k | Â | k 〉 = 〈ψ(0)| Â |ψ(0)〉

になり, 前に述べたように一定である。〈n | Ĥ |n′ 〉 = En〈n |n′ 〉 = Enδnn′ であるから, Ĥ の期待
値は

〈ψ(t)| Ĥ |ψ(t)〉 =
∑
n

|cn|2En (1.52)

になり, 定常状態でなくても一定である ( エネルギー保存則 )。時刻 t でエネルギーを測定して En

になる確率は
|〈n |ψ(t)〉|2 = |cn e−iEnt/ℏ|2 = |cn|2

であり時間に依存しないから期待値も一定になる。
演算子の指数関数 e−iĤt/ℏ を考える。e−iĤt/ℏ |n 〉 = e−iEnt/ℏ |n 〉 であるから (1.49)は

|ψ(t)〉 =
∑
n

cn e
−iĤt/ℏ |n 〉

e−iĤt/ℏ は n に依存しないから和の前に出せて

|ψ(t)〉 = e−iĤt/ℏ
∑
n

cn|n 〉 = e−iĤt/ℏ |ψ(0)〉 (1.53)

と表せる。(1.38)で示したように, 運動量演算子は波動関数を空間的に変位させるが, ハミルトニア
ンは時間的変位をもたらす。(1.53)は時間に依存するシュレーディンガー方程式 (1.2)を書き換えた
にすぎないが, 理論展開が見通しやすくなることもある。(1.19)を使えば (1.51)は

〈ψ(t)| Â |ψ(t)〉 = 〈ψ(0)| ÂH(t) |ψ(0)〉 , ÂH(t) = eiĤt/ℏÂ e−iĤt/ℏ (1.54)

というコンパクトな表現になる。左辺では時間依存は状態 |ψ(t)〉 が担うが, 右辺では演算子 ÂH(t)

が担う。前者をシュレーディンガー描像, 後者をハイゼンベルグ描像というが, これについては 244

ページで扱う。

問題 1.8 ψ(r, t) を Ĥ の固有関数 φn(r) で展開して

ψ(r, t) =
∑
n

fn(t)φn(r)

とする。(1.2)より fn(t) が iℏ dfn/dt = Enfn を満たすことを示せ。これから (1.49)を示せ。
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問題 1.9 Ĥ の固有関数の場合

〈n |[ Â , Ĥ ]|n′ 〉 = (En′ − En) 〈n |Â |n′ 〉

を示せ。これと (1.51)より (1.14)を求めよ。また, (1.54)の両辺を時間で微分し (1.14)を求めよ。

問題 1.10 前問より 〈n |[ Â , Ĥ ]|n 〉 = 0 である。Â = r ·p̂ として
1

2m
〈n | p̂2 |n 〉 = 1

2
〈n | r ·(∇V ) |n 〉 , ただし Ĥ =

p̂2

2m
+ V (r) (1.55)

を示せ。これは量子力学でのビリアル定理である。

1.8 運動量の固有状態
運動量演算子 p̂ = − iℏ∇ に対して p̂ exp(ik·r) = ℏk exp(ik·r) であるから

φk(r) = Nk exp(ik·r) , Nk =規格化定数

は p̂ の固有関数で固有値は ℏk である。k が複素ベクトルでも p̂φk(r) = ℏkφk(r) を満たすが, 例
えば Im kx ≷ 0のとき x→ ∓∞ で φk(r) は発散し物理的に無意味である。そもそも, p̂ がエルミー
ト演算子であるためには, 固有値 ℏk は実ベクトルである。自由粒子 Ĥ = p̂2/(2m) の場合

Ĥφk(r) = Ekφk(r) , Ek =
ℏ2k2

2m
, k = |k|

φk(r) は Ĥ の固有関数でもあり固有値は Ek である。|φk(r)| は r に依存しないから∫
d3r |φk(r)|2 = |Nk|2

∫
d3r =発散

になり厳密には規格化はできない。これを回避するには, r の積分領域を有限な体積 V の領域とし
V → ∞ の極限を考えればよい ( 259ページ参照 )。別の方法として, ディラックのデルタ関数を用
いる。Nk = (2π)−3/2 とすると

〈k |k′ 〉 = N∗
kNk′

∫
d3r exp

(
i (k′ − k)·r

)
= (2π)3|Nk|2 δ(k − k′) = δ(k − k′)

固有値が連続になる場合, 固有関数の規格直交性はクロネッカーのデルタ記号の代わりにディラッ
クのデルタ関数を使う。
自由粒子の場合, 時間に依存するシュレーディンガー方程式

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ(r, t)

の解は, (1.49), (1.50)の φi(r) として φk(r) を用いると, k は連続に変化するから和 i を積分に置
き換えて

ψ(r, t) =

∫
d3k c(k)φk(r)e

−iωkt =
1

(2π)3/2

∫
d3k c(k) exp

(
ik·r − iωkt

)
, ωk =

Ek
ℏ

=
ℏk2

2m

になる。これはフーリエ変換であるが, フーリエ変換を量子力学的にいえば, 波動関数を運動量の固
有関数で展開することである。(1.50)は | i 〉 を |k 〉 で置き換えればよい。実際

〈k |ψ(0)〉 = 1

(2π)3/2

∫
d3r exp

(
− ik·r

)
ψ(r, 0)

=
1

(2π)3

∫
d3r exp

(
− ik·r

) ∫
d3k′ c(k′) exp

(
ik′ ·r

)
=

∫
d3k′ c(k′) δ(k − k′) = c(k)

である。
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問題 1.11 状態 ψ(r, t) を ψ(r, t) = N exp(ik·r − iEt/ℏ) とする。
1. 確率密度 ρ と確率の流れの密度 j を求め j = ρv を満たすことを示せ。ただし v は運動量 ℏk
である粒子の速度 ℏk/mである。確率密度 ρの粒子が速度 v で運動するから確率流は j = ρv

になる。
2. ∆x と ∆px を求めよ。

問題 1.12 自由粒子に限らず一般に波動関数をフーリエ変換して

φ(k, t) =

∫
d3r

(2π)3/2
exp
(
− ik·r

)
ψ(r, t)

とする。
1. ψ(r, t) が規格化されているとき

∫
d3k |φ(k, t)|2 = 1 を示せ。

2. 運動量の期待値が ∫
d3r ψ∗(r, t)p̂ψ(r, t) =

∫
d3k ℏk |φ(k, t)|2

になることを示せ。これから運動量の観測値が ℏk になる確率は |φ(k, t)|2 である。これは 仮
定 3′ である。

3.

∫
d3r

(2π)3/2
xn exp(−ik·r)ψ(r, t) =

(
i
∂

∂kx

)n
φ(k, t) を示せ。これから一般に

∫
d3r

(2π)3/2
V (r) exp(−ik·r)ψ(r, t) = V (i∇k)φ(k, t)

である。ただし ∇k は k についてのグラジアントである。
4. 時間に依存するシュレーディンガー方程式は p = ℏk とすると

iℏ
∂φ(p, t)

∂t
=

p2

2m
φ(p, t) + V (r̂)φ(p, t) , r̂ = iℏ∇p (1.56)

になることを示せ。運動量ではなく位置 r が微分演算子に置き換わるが, 位置と運動量の交換
関係は (1.1)と同じであることを示せ。

1.9 平面波と波束の運動
一般に r と tの関数である exp (ik·r − iωt)を考える。ここで ω > 0は k の関数で ω = ℏk2/(2m)

である必要はない。ある時刻 t において, 位相 θ = k·r − ωt が同じ 2点を r1, r2 とすると

k·r1 − ωt = k·r2 − ωt , ∴ k·(r1 − r2) = 0

より k と r1 − r2 は直交する。したがって, t を固定したとき, 位相が一定の点 r は k に垂直な平
面になる。このため, exp

(
ik ·r − iωt

) を平面波という。位相一定の平面は時間が変化すると移動す
るが, この平面は k に垂直であるから移動方向は k の方向である。t が ∆t だけ変化したとき, k方
向への移動距離を ∆r とすると, 位相一定より

k·r − ωt = k·
(
r +

k

k
∆r

)
− ω (t+∆t) , ∴ vp =

∆r

∆t
=
ω

k

である。位相一定の平面は速度 vp = ω/k で移動する。vp を位相速度という。シュレーディンガー
方程式の場合 vp = ℏk/(2m) になるから, 粒子の速さ ℏk/m とは異なる。
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典型的な 2つの波動方程式

(S) iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ(r, t) , (M) ∇2ψ(r, t)− 1

c2
∂2ψ(r, t)

∂t2
= 0 (1.57)

を扱おう。(S) は自由粒子のシュレーディンガー方程式, (M) は電磁気のマクスウェル方程式であ
る。平面波 ψ(r, t) = exp

(
ik·r − iωt

) を代入すると
(S)のとき ω =

ℏk2

2m
, (M)のとき ω = ck (1.58)

ならば exp
(
ik ·r − iωt

) は波動方程式を満たす。(S)の場合, 位相速度は ℏk/(2m) であり k に依存
するから, 個々の平面波の速さは異なる。一方, (M)の場合, 位相速度は c であり全ての平面波は同
じ速さで進む。(1.58)の ω は k の関数であるから ωk と表すことにする。
(1.57)の方程式は ψ について 1次であるから, a(k) を任意関数として

ψ(r, t) =

∫
d3k a(k) exp

(
ik·r − iωkt

)
も (1.57)の解である。以下では簡単のため 1次元を考え kx = k とすると

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dk a(k) exp

(
ikx− iωkt

)
(1.59)

具体的に計算するため
a(k) = a0 e

−b2(k−k0)2/2 , a0 > 0 , b > 0 (1.60)

とする。|k − k0| = 1/b のとき |a|2 ∝ e−b2(k−k0)2 = e−1 になるから, (1.59)は主に |k − k0| ≲ 1/b を
満たす平面波の重ね合わせである。b→∞ では k 6= k0 のとき a(k) = 0 になり, (1.59)は k = k0 の
平面波だけからなる。逆に b→ 0 では a(k) = a0 であり, (1.59)は全ての平面波を同じ割合で含む。
(1.57)の場合, 位相 θ = kx − ωkt は k の関数としては高々 2次であるから (ωk が k の 3次以上に
も依存する場合 (k − k0)3 以上を無視する近似では )

θ(k) = θ(k0) +
dθ

dk

∣∣∣∣
k=k0

(k − k0) +
1

2

d2θ

dk2

∣∣∣∣
k=k0

(k − k0)2

= k0x− ω0t+ (x− vgt) (k − k0)−
γt

2
(k − k0)2

ただし
ω0 = ωk0 , vg =

dωk
dk

∣∣∣∣
k=k0

, γ =
d2ωk
dk2

∣∣∣∣
k=k0

これから (1.59)は k − k0 を改めて k とすると

ψ(x, t) = a0e
ik0x−iω0t

∫ ∞

−∞
dk exp

(
− Z

2
k2 + i (x− vgt) k

)
, Z = b2 + iγt

= a0 exp

(
ik0x− iω0t−

(x− vgt)2

2Z

)∫ ∞

−∞
dk exp

(
− Z

2

(
k − i(x− vgt)

Z

)2
)

(16.36)より ReZ > 0 であるからガウス積分が成り立ち

ψ(x, t) = a0

√
2π

b2 + iγt
exp

(
ik0x− iω0t−

(x− vgt)2

2(b2 + iγt)

)
(1.61)

|ψ(x, t)|2 =
2πa20

b
√
D(t)

exp

(
− (x− vgt)2

D(t)

)
, D(t) = b2 +

(γt)2

b2
(1.62)
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になる。この波動は速さ vg で進む。ψ(x, t) は k = k0 を中心とした平面波の重ね合わせであるが,

これが全体として vg で移動する。このため vg を群速度という。

(S)
dωk
dk

=
ℏk
m
6= ωk

k
=

ℏk
2m

, (M)
dωk
dk

= c =
ωk
k

であるから, (S)の場合, 位相速度と群速度は異なる。
|ψ(x, t)|2 は x = vgt を中心に

√
D 程度の有限の広がりをもつ。このように, ある場所に局在した

波動を波束という。(M)の場合 γ = 0 であるから D(t) = b2 になり時間に依存しない。したがって,

波束は形を変えずに位相速度 (=群速度)で移動する。一方, (S)の場合は γ = ℏ/m 6= 0 であるから,

時間の経過とともに D(t) は増加し波束は分散する。一般に, ωk ∝ k でない場合, 平面波の位相速度
ωk/k は k に依存し平面波ごとに異なるから, 平面波の重ね合わせである波束の形は時間とともに変
化する。この現象を波の分散という。また, ωk と k の関係を分散関係という。波束全体は形を変え
ながら群速度 vg = dωk/dk で移動する。
以下では, シュレーディンガー方程式を扱う。自由粒子の場合

Ĥφk(x) = Ekφk(x) , ただし Ĥ = − ℏ2

2m

d2

dx2
, Ek =

ℏ2k2

2m
= ℏωk , φk(x) = eikx

である。k は連続であるから (1.49)における n の和を k の積分で置き換えると (1.59)になる。
(1.62)より ψ(x, t) を規格化すると∫ ∞

−∞
dx |ψ(x, t)|2 =

2πa20
b
√
D

∫ ∞

−∞
dx exp

(
− (x− vgt)2

D

)
=

2π3/2a20
b

= 1 , ∴ a0 =

√
b

2π3/2

(1.61), (1.62)は

ψ(x, t) =

√
1

π1/2

b

b2 + iℏt/m
exp

(
ik0x− iω0t−

(x− vgt)2

2(b2 + iℏt/m)

)
, vg =

ℏk0
m

(1.63)

|ψ(x, t)|2 =
1√
πD(t)

exp

(
− (x− vgt)2

D(t)

)
, D(t) = b2 +

(
ℏt
mb

)2

(1.64)

t = 0
t = t0

vgt0

t = 2t0

2vgt0

t = 3t0

3vgt00 x

になる。初期波動関数

ψ(x, 0) =
1√
π1/2b

exp

(
ik0x−

x2

2b2

)
(1.65)

は不確定性最小の状態 (1.47)で x0 = 0 , ∆x = b/
√
2

とした状態である。古典力学では自由粒子は等速運
動をするが, これに対応して, 確率密度の中心も一定
速度 vg = ℏk0/m で運動する。ただし, 古典力学と異なり, 位置と運動量は確定した値にはならな
い。上図に |ψ(x, t)|2 を適当な時間間隔 t0 で図示した。波束は時間の経過とともに拡散する。
時刻 t での期待値を 〈 · · · 〉 で表す。y = x− vgt とすると

〈x 〉 =
∫ ∞

−∞
dxx |ψ(x, t)|2 =

1√
πD

∫ ∞

−∞
dy (y + vgt) e

−y2/D =
vgt√
πD

∫ ∞

−∞
dy e−y

2/D = vgt

〈x2 〉 =
∫ ∞

−∞
dxx2 |ψ(x, t)|2 =

1√
πD

∫ ∞

−∞
dy (y + vgt)

2
e−y

2/D =
D

2
+ (vgt)

2

x の分散は
(∆x)2 = 〈x2 〉 − 〈x 〉2 =

D

2
=
b2

2

(
1 +

(
ℏt
mb2

)2
)
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になり, 波束の広がりは時間の経過とともに拡大する。
∂

∂x
ψ(x, t) =

(
ik0 −

x− vgt
b2 + iℏt/m

)
ψ(x, t)

であるから
〈 p̂ 〉 = ℏ

∫ ∞

−∞
dx

(
k0 + i

x− vgt
b2 + iℏt/m

)
|ψ(x, t)|2 = ℏk0 = mvg

〈 p̂ 〉 = md〈x 〉/dt になるが, これはエーレンフェストの定理の具体例である。部分積分を行うと

〈 p̂2 〉 = − ℏ2
∫ ∞

−∞
dxψ∗(x, t)

∂2

∂x2
ψ(x, t) = ℏ2

∫ ∞

−∞
dx

∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x
= ℏ2

∫ ∞

−∞
dx

∣∣∣∣∂ψ∂x
∣∣∣∣2

したがって
〈 p̂2 〉 = ℏ2√

πD

∫ ∞

−∞
dx

(
k20 +

x2

b2D

)
e−x

2/D = ℏ2k20 +
ℏ2

2b2

になり (∆p)2 = 〈 p̂2 〉 − 〈 p̂ 〉2 = ℏ2/(2b2) は時間に依存しない。自由粒子の場合, 運動量演算子 p̂ は
ハミルトニアン H = p̂2/2m と可換であり p̂, p̂2 の期待値は時間に依存しない。不確定性の積は

∆x∆p =
ℏ
2

√
1 +

(
ℏt
mb2

)2

である。t 6= 0 では最小の不確定性状態ではない。(∆x)2 = b2/2 + (∆p t/m)
2 と表せる。∆x は, 運

動量の不確定性に対応する速度 ∆p/m で広がる。t = 0 で不確定性最小の状態 (1.65)であり ∆p は
一定であるから, ∆x は t = 0 で最小になる ( (1.69)参照 )。
平面波は運動量演算子の固有関数であるから ∆p = 0 である。また, |ψ| = 一定 より ∆x =∞ に

なり ∆x∆p は不定である。平面波を波束の極限として扱えば, この不定性は回避できる。波動関数
(1.63)の場合, b→∞ とすると運動量 ℏk0 の純粋な平面波になり

∆x
b→∞−−−−→ b/

√
2→∞ , ∆p = ℏ/(

√
2b)→ 0 , ∆x∆p→ ℏ/2

である。

問題 1.13 (1.59)より
a(k) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxψ(x, 0)

である。これを (1.59)に代入すると

ψ(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dk eik(x−x

′)−iωkt ψ(x′, 0) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′, t)ψ(x′, 0) (1.66)

になる。ただし
G(x, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx−iωkt (1.67)

である。G(x, t) は 1次元での自由粒子のグリーン関数である。(16.34)を用いて積分を実行し

G(x, t) =

√
m

2πiℏt
exp

(
i
mx2

2ℏt

)
(1.68)

を示せ (問題 3.9参照 )。t = 0 のとき規格化された波動関数を

ψ(x, 0) =
( α

πz2

)1/4
exp

(
ik0x−

x2

2z

)
, z = α+ iβ , α, β は実数で α > 0
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とする。(1.66)より

ψ(x, t) =
(α/π)1/4√
z + iℏt/m

exp

(
ik0x− iω0t−

(
x− vgt

)2
2(z + iℏt/m)

)
, ω0 =

ℏk20
2m

, vg =
ℏk0
m

及び
(∆x)2 =

α2 + (ℏt/m+ β)2

2α
, (∆p)2 =

ℏ2

2α
(1.69)

を示せ。時刻 t = −mβ/ℏ で最小の不確定性関係を満たす。β = 0 あるいは t +mβ/ℏ を t と置き
なおせば, ψ(x, t) は (1.63)になる。

1.10 時間とエネルギーの不確定性関係
状態 ψ(r, t) での期待値を 〈· · ·〉 で表す。Â を時間に依存しない演算子とし

∆A =

√
〈 Â2 〉 − 〈 Â 〉2 , ∆E =

√
〈 Ĥ2 〉 − 〈 Ĥ 〉2

とすると, (1.14), (1.39)より

∆A∆E ≥ 1

2

∣∣〈 [ Â , Ĥ ] 〉∣∣ = ℏ
2

∣∣∣∣d〈 Â 〉dt

∣∣∣∣ , つまり ∆TA∆E ≥
ℏ
2
, ∆TA ≡

∆A∣∣d〈 Â 〉/dt∣∣ (1.70)

になる (マンデルスタム・タムの不等式 )。∆TA の次元は時間である。時刻 t で Â を観測すると, 観
測値は期待値 〈 Â 〉 を中心として ∆A程度で分散する。時刻 t と t+ δt における期待値の差∣∣∣〈ψ(t+ δt) | Â |ψ(t+ δt) 〉 − 〈ψ(t) | Â |ψ(t) 〉

∣∣∣ ≈ δt ∣∣∣∣d〈 Â 〉dt

∣∣∣∣ = δt

∆TA
∆A

が ∆Aより小さければ ( δt < ∆TA ), Âの測定では系は実質的に同じである。したがって, ∆TA は Â

の測定により系が変化したと見なせるのに必要な時間の目安になる。この時間 ∆TA とエネルギー
の分散は不確定性関係 (1.70)を満たす。∆E が小さい程, 系の変化を見出すには長い時間経過が必
要になる。特に, ∆E → 0 のとき ∆TA → ∞ になり系は時間変化しない。∆E = 0 の状態は定常状
態であり 〈 Â 〉 は時間に依存しないから ∆TA →∞ である。
具体例として, 1次元で x軸正方向に運動する自由粒子の波束を考える。波束は空間的に ∆x 程

度広がっているため, 粒子がある 1点を通過する時刻は観測では厳密には決定できない。波束の速
度 (群速度)を v とすると, 波束がある 1点 x を時刻 t に通過したか, t+ δt に通過したか, が区別で
きるのは v δt ≳ ∆x の場合であろう。このとき ∆T = ∆x/v程度の不確定性をもつ。q = 〈ψ | p̂ |ψ 〉
とすると

〈ψ | Ĥ |ψ 〉 = 〈ψ | p̂
2

2M
|ψ 〉 = q2 + (∆p)2

2M
,

d

dt
〈ψ |x |ψ 〉 = q

M
= v

である。∆T = ∆x/v は (1.70)で Â = x としたものである。波束では運動量も分散するから, エネ
ルギーにも分散が生じる。〈ψ | Ĥ2 |ψ 〉 を求めるのは煩雑であるから ∆E ≈ (dE/dq)∆p = v∆p で
評価すると ∆T∆E ≈ ∆x∆p ≥ ℏ/2 になる。
(1.70)は (1.39)と類似の関係式ではあるが,大きな違いがある。(1.39)では Âと B̂ は演算子 (物理

量)であり, ∆aと ∆bは状態 ψ における分散である。時間 tは演算子ではなく変数であり, ∆TA は t

の分散ではない。位置 r も変数ではあるが,位置演算子 r̂ が存在しその固有値が r である ( 383ペー
ジ )。時間にも対応する演算子 T̂ が存在し, その固有値を t とする。[x , p̂x ] = iℏ , p̂x = − iℏ ∂/∂x
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との類似から, Ĥ = iℏ ∂/∂t であれば [ Ĥ , t ] = iℏ であり ∆t∆E ≥ ℏ/2 になりそうである。この場
合 Ĥ の固有状態は e−iEt/ℏ に比例し, 固有値 E は任意の実数になる。一方, 物理的に意味のある Ĥ

では, 基底状態が存在するから固有値 E には下限がある。したがって, T̂ は存在せず Ĥ = iℏ ∂/∂t
とはできない。シュレーディンガー方程式 iℏ ∂ψ/∂t = Ĥψ は任意の ψ について成立しないから
Ĥ = iℏ ∂/∂t を意味しない。一方, p̂xψ = − iℏ ∂ψ/∂x は p̂x の定義であり, 任意の ψ について成り
立つ。

1.11 回折と干渉

⇒
O L

x

y波動に特有な現象として回折と干渉がある。(1.63) の波束の波
動関数を用いて, 量子力学的粒子の回折と干渉を調べる。
回折
粒子が xy平面上を運動する場合を考える。x軸正方向に運動する
粒子が x = 0 の単スリットを通過した後, x = L で粒子を見出す
確率 P (y) = |ψ(L, y, t)|2 を求める。ψ(x, y, t) は 2次元のシュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(x, y, t) =

(
Hx +Hy

)
ψ(x, y, t) , Hx = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
, Hy = − ℏ2

2m

∂2

∂y2
(1.71)

に従う。ハミルトニアンは xだけの部分 Hx と yだけの部分 Hy に分離する。そこで, 1次元のシュ
レーディンガー方程式

iℏ
∂ψx
∂t

= Hxψx , iℏ
∂ψy
∂t

= Hyψy (1.72)

の解を用いて ψ(x, y, t) = ψx(x, t)ψy(y, t) とする。Hxψ = ψyHxψx , Hyψ = ψxHyψy であるから

iℏ
∂ψ

∂t
= iℏ

∂ψx
∂t

ψy + ψx iℏ
∂ψy
∂t

= (Hxψx)ψy + ψxHyψy =
(
Hx +Hy

)
ψ(x, y, t)

になり ψ = ψxψy は (1.71)を満たす。t = 0 での波動関数を (1.65)

ψx(x, 0) =
1√
π1/2b

exp

(
ik0x−

x2

2b2

)
, ψy(y, 0) =

1√
π1/2b

exp

(
− y2

2b2

)
とする。ただし ψy では k0 = 0 である。波束 ψ(x, y, 0) = ψx(x, 0)ψy(y, 0) は x 軸正方向の速度
ℏk0/m をもち, 原点を中心に半径 b程度で広がるから, スリットを通過する粒子の状態と見なせる。
(1.72)の解は前節で求めた。ψx(x, t) は (1.63)で与えられる。また, ψy(y, t) は k0 = 0 とすると

ψy(y, t) =

√
1

π1/2

b

b2 + iℏt/m
exp

(
− y2

2(b2 + iℏt/m)

)
(1.73)

である。(1.64)より

|ψx(x, t)|2 =
e−(x−vgt)2/D
√
πD

, |ψy(y, t)|2 =
e−y

2/D

√
πD

, D(t) = b2 +

(
ℏt
mb

)2

(1.74)

になる。波束の中心が x = L に到達する時刻は t = L/vg である。このとき x = L での確率分布は

P (y) = |ψ(L, y, L/vg)|2 =
e−y

2/d2

πd2
, d =

√
D(L/vg) = b

√
1 +

( L

b2k0

)2
(1.75)
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粒子を見出す y方向の領域は, ほぼ |y| ≲ d である。回折の実験では L� b であり L/(b2k0)� 1 な
らば d ≈ L/(bk0) � b になるから, スリットの影の部分にも粒子を見出す。波長 λ = 2π/k0 で表せ
ば d ∼ λL/b になるが, これは波動の回折と同じであり, 量子力学的粒子は波動性を示す。
波動性を示すといっても, 粒子は波動のように広がらない。粒子である以上, 観測すると粒子はあ

る 1点 y に存在し, 粒子の一部分を見出すわけではない。古典力学では粒子の位置は時間の関数と
して一意に決まるが, 量子力学では, 観測ごとに見出す位置は異なる。どの位置に見出すかが確率的
に決まり, 多数回の観測を行うと y に見出す割合は P (y) になり回折を起こす。
一方, bk0が非常に大きいなら L/(b2k0)� 1になる。この場合 d ≈ bである。これは古典力学的粒

子から予想される結果であり波動性は現れない。y 方向の平均速度は 0 であるが, ∆py = ℏ2/(2b2)
の分散があるため D(t) は時間の経過とともに拡大する。x 方向の速度 ℏk0/m が大きく, 波束が
x = L に短時間で到達する場合, D(t) ≈ D(0) になり回折は起こらない。

2ℓ
O L

x

y干渉
x = 0 , y = ± ℓ にスリットがある場合に対応して, (1.73)におい
て y を y ± ℓ に置き換え

ψ(x, y, t) =
ψx(x, t)√

2

(
ψy(y + ℓ, t) + ψy(y − ℓ, t)

)
(1.76)

とする。この ψ はシュレーディンガー方程式 (1.71) を満たす。
1/
√
2 は規格化定数である。

|ψ(x, y, t)|2 =
|ψx(x, t)|2

2

(
ψy(y + ℓ, t) + ψy(y − ℓ, t)

)(
ψ∗
y(y + ℓ, t) + ψ∗

y(y − ℓ, t)
)

=
|ψx(x, t)|2

2

[
|ψy(y + ℓ, t)|2 + |ψy(y − ℓ, t)|2 + 2Re

(
ψ∗
y(y + ℓ, t)ψy(y − ℓ, t)

) ]
第 3項が存在するため干渉が起こる。

ψ∗
y(y + ℓ, t)ψy(y − ℓ, t) =

1√
πD

exp

(
− (y + ℓ)2

2(b2 − iℏt/m)
− (y − ℓ)2

2(b2 + iℏt/m)

)
=

1√
πD

exp

(
− y2 + ℓ2

D
− iKy

)
, K(t) =

2ℓℏt
mb2D(t)

これと (1.74)より

|ψ(x, y, t)|2 =
e−(x−vgt)2/D

2πD

(
e−(y+ℓ)2/D + e−(y−ℓ)2/D + 2e−(y2+ℓ2)/D cosKy

)
になる。t = 0 のとき D = b2 , K = 0 である。L� ℓ� b であるから e−ℓ

2/b2 ≈ 0 になり

|ψ(x, y, 0)|2 ≈ e−x
2/b2

2πb2

(
e−(y+ℓ)2/b2 + e−(y−ℓ)2/b2

)
,

∫ ∞

−∞
dxdy |ψ(x, y, 0)|2 ≈ 1

t = 0 では干渉項は無視でき, |ψ(x, y, 0)|2 は x = 0 , y = ± ℓ を中心とした 2つの波束の和になる。
したがって, ψ(x, y, 0) は x = 0 , y = ± ℓ にある 2つのスリットを通過する状態と見なせる。波束の
中心が x = L に到達する時刻 t = L/vg では

|ψ(x, y, L/vg)|2 =
e−(x−L)2/d2

2πd2

(
e−(y+ℓ)2/d2 + e−(y−ℓ)2/d2 + 2e−(y2+ℓ2)/d2 cos 2κy

)
=

1

2πd2
exp

(
− (x− L)2 + y2 + ℓ2

d2

)(
e−2ℓy/d2 + e2ℓy/d

2

+ 2 cos 2κy
)

(1.77)
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ただし

d =
√
D(L/vg) = b

√
1 +

(
L

b2k0

)2

, κ =
K(L/vg)

2
=

ℓ

d2
L

b2k0

である。L/(b2k0)� 1 の場合, d ≈ L/(bk0) , κ ≈ ℓk0/L になる。κ� ℓ/d2 より e±2ℓy/d2 は cos 2κy

に比べて非常にゆっくり変化する。|ℓy/d2| � 1 ならば e±2ℓy/d2 ≈ 1 になるから

|ψ(x, y, L/vg)|2 ≈
2

πd2
exp

(
− (x− L)2 + y2 + ℓ2

d2

)
cos2κy (1.78)

と近似できる。b/ℓ� 1 であるから

∂|ψ|2

∂y
= − 2κ|ψ|2

(
tanκy +

b2

ℓ2
κy

)
≈ − 2κ|ψ|2 tanκy ∝ cosκy sinκy

したがって, y ≈ yn = nπ/(2κ) で |ψ(x, y, L/vg)|2 は極小 (n = 奇数 )または極大 (n = 偶数 )に
なる。波長 λ = 2π/k0 で表せば yn = λLn/(4ℓ) になり, 波動の干渉と同じである。回折と同様に,

粒子自体が波動のように広がるわけではなく, 観測すると粒子は 1点に存在する。どの点に存在す
るかが確率的に決まり, 多数回観測すると粒子の分布は干渉パターンを示す。L/(b2k0)� 1 の場合,

d ≈ b より |ψ(x, y, L/vg)|2 ≈ |ψ(x, y, 0)|2 になり干渉は現れない。
下図に (1.77)の等高線と P (y) = |ψ(L, y, L/vg)|2 の数値結果を示す。x軸に平行な破線は y = yn

である。左図では干渉縞が見える。破線の曲線は x = L での近似式 (1.78) を示す。右図の場合, ほ
とんど干渉しないが回折は起こる。破線の曲線は (b/d)2 ≈ 0.03倍した初期波動関数 |ψ(0, y, 0)|2 で
ある。
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2 1次元の束縛状態
2.1 1次元シュレーディンガー方程式の一般的性質
1次元のシュレーディンガー方程式

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) ,

d2ψ

dx2
=

2m

ℏ2
(
V (x)− E

)
ψ(x) (2.1)

を考える。系の広がりを表す適当な長さを λ として q = x/λ とすると
d2ψ(q)

dq2
=
(
U(q)− ε

)
ψ(q) , ε =

2mλ2E

ℏ2
, U(q) =

2mλ2

ℏ2
V (x) (2.2)

とも表せる。q, ε, U(q) は無次元である。
定常状態 ψ(x) には束縛状態と散乱状態がある。古典力学的粒子との対応で言えば, 空間の有限な

範囲内での運動が束縛状態, 無限遠から入射して無限遠に飛び去る運動が散乱状態に対応する。束
縛状態の場合, 粒子は無限遠に存在しないから, 境界条件 ψ(x)

x→±∞−−−−−→ 0 を満たす必要がある。散
乱状態では無限遠で ψ(x) は有限であればよい。1 次元の束縛状態の一般的性質について考える。
(2.1)はスツルム・リウビル型微分方程式の特別な場合である。

束縛状態

x0
0

詳しくは 45ページで扱うが, ここでは x → ∞ での ψ(x) の振る
舞いを定性的に調べる。x → −∞ でも同様である。V (x) と E は
実数であるから, ψ(x) の実部または虚部 f(x) は (2.1)を満たす。適
当な x0 に対して x ≥ x0 のとき V (x) − E が定符号になるとする。
V (x) − E > 0 の場合, f(x) > 0 のとき f ′′(x) > 0 より f ′(x) は増
加関数, f(x) < 0 のとき f ′(x) は減少関数であるから, f(x0) を固定
し f ′(x0) を変化させると, f(x) は図のようになる。x → ∞ で単調
に 0 に収束する ψ(x) が存在する。このとき, ψ′(x) も 0に収束する。これが束縛状態の波動関数で
ある。V (x)− E < 0 の場合, f ′(x) は f(x) > 0 のとき減少関数, f(x) < 0 のとき増加関数になるか
ら, ψ(x) は 0 を中心に振動し束縛状態ではない。
E = E1 , E = E2 の解をそれぞれ ψ1(x), ψ2(x) とすると

d2ψ1

dx2
=

2m

ℏ2
(
V (x)− E1

)
ψ1(x) ,

d2ψ2

dx2
=

2m

ℏ2
(
V (x)− E2

)
ψ2(x)

であるから
dW

dx
= ψ1

d2ψ2

dx2
− ψ2

d2ψ1

dx2
=

2m

ℏ2
(
E1 − E2

)
ψ1(x)ψ2(x) , W (x) = ψ1

dψ2

dx
− ψ2

dψ1

dx
(2.3)

になる。W (x) をロンスキャンという。2階の常微分方程式 (2.1)には 1つの E に対して 1次独立
な解は 2つあり, 2重に縮退 ( 8ページ )する可能性がある。1次独立な解を ψ1(x), ψ2(x) とすると,

E1 = E2 = E であるから dW/dx = 0 になり W (x) =一定 = w である。w = 0 の場合
d

dx

ψ2

ψ1
=
ψ1ψ

′
2 − ψ2ψ

′
1

ψ2
1

= 0 ∴ ψ2(x) = Cψ1(x)

したがって, 1次独立ならば w 6= 0 であるから, ψ1(x), ψ
′
1(x)

x→±∞−−−−−→ 0 のとき |ψ2(x)|
x→±∞−−−−−→ ∞

になる。ψ2(x) は束縛状態ではないから, 1次元の束縛状態に縮退はない。
束縛状態の波動関数 ψ(x) の実部を f(x), 虚部を g(x) とすると, f(x)と g(x) は独立に (2.1)を満

たし f(x), g(x)
x→±∞−−−−−→ 0 であるから, f(x) または g(x) 自体も束縛状態の波動関数である。束縛状
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態に縮退はないから, C を実数として g(x) = Cf(x) とおける。極形式で表して 1 + iC = reiθ とす
れば ψ(x) = eiθrf(x)になる。物理的に意味のない位相定数 eiθを除けば, 束縛状態の波動関数 ψ(x)

は必ず実数にできる。
x→ ±∞で 0に収束しない散乱状態は 2重に縮退してもよい。例えば,自由粒子の場合 ( V = 0 ),

e±ikx は (2.1) を満たし E = ℏ2k2/(2m) は同じになるが, eikx と e−ikx は 1次独立であり縮退する。
ψ(x) と ψ∗(x) は同じ散乱の境界条件 (3.2)を満たさないから, 散乱状態は実数化できない。
(2.3)を積分すると, 束縛状態の場合 W (∞) =W (−∞) = 0 になるから

W (∞)−W (−∞) =
2m

ℏ2
(
E1 − E2

)∫ ∞

−∞
dxψ1(x)ψ2(x) = 0

である。E2 6= E1 のとき ψ1(x) と ψ2(x) は直交する。
V (x) = V (−x)の場合
(2.1)で x を −x に置き換えると

− ℏ2

2m

d2

dx2
ψ(−x) + V (−x)ψ(−x) = Eψ(−x)

である。V (x) = V (−x) の場合, ψ(−x) と ψ(x) は同じハミルトニアンの同じ E の状態である。束
縛状態ならば, 縮退はないから ψ(−x) = Cψ(x) とおける。ψ(x) = Cψ(−x) = C2ψ(x) より C2 = 1

であり ψ(−x) = ±ψ(x)になる。V (x) = V (−x)の場合,束縛状態の ψ(x)は偶関数か奇関数である。
ポテンシャルに有限のとびがある場合の接続条件
x = a で V (x) が不連続であるとき, x = a で ψ(x) は連続であるが 2階微分 ψ′′(x) は不連続にな
る。シュレーディンガー方程式 (2.1)を a− ε ≤ x ≤ a+ ε で積分すると

ψ′(a+ ε)− ψ′(a− ε) = 2m

ℏ2

∫ a+ε

a−ε
dx
(
V (x)− E

)
ψ(x) (2.4)

V (x) が x = a で不連続でも右辺の被積分関数は有限であるから, ε → +0 とすると ψ′(a + 0) −
ψ′(a− 0) = 0 になる。したがって, ポテンシャルに有限のとびがある場合でも ψ(x) と dψ/dx は連
続である。なお, 無限大のとびがある場合は, (2.19)前後の議論参照。
ポテンシャルにデルタ関数を含む場合の接続条件
V1(x) を有限な関数として V (x) = V0δ(x− a) + V1(x) とする。(2.4)より

ψ′(a+ ε)− ψ′(a− ε) = 2mV0
ℏ2

∫ a+ε

a−ε
dx δ(x− a)ψ(x) + 2mV0

ℏ2

∫ a+ε

a−ε
dx
(
V1(x)− E

)
ψ(x)

第 2項は ε→ +0 のとき 0 になるから

ψ′(a+ 0)− ψ′(a− 0) =
2mV0
ℏ2

ψ(a) (2.5)

ψ(a) 6= 0 ならば ψ′(x) は x = a で不連続になる。x 6= a では V (x) = V1(x) になるから, ポテンシャ
ル V1(x) での解 ψ(x) を求め, x < a での ψ(x) と x > a での ψ(x) が x = aで連続で, かつ (2.5)を
満たすようにする。デルタ関数型ポテンシャルの影響は x = a での接続条件だけに現れる。
ポテンシャルに下限がある場合の固有値の範囲
ψ(x) は規格化されているとする。(2.1)に ψ∗(x) をかけ積分すると

E = T +

∫ ∞

−∞
dxV (x) |ψ(x)|2 , T = − ℏ2

2m

∫ ∞

−∞
dxψ∗(x)

d2ψ(x)

dx2
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運動エネルギー T で部分積分すると, 束縛状態の場合 ψ(±∞) = 0 であるから

T =
ℏ2

2m

∫ ∞

−∞
dx

dψ∗(x)

dx

dψ(x)

dx
=

ℏ2

2m

∫ ∞

−∞
dx

∣∣∣∣dψ(x)dx

∣∣∣∣2 > 0

である。したがって V (x) ≥ Vmin ならば

E >

∫ ∞

−∞
dxV (x) |ψ(x)|2 ≥ Vmin

∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 = Vmin (2.6)

になる。V (x0) = Vmin とすると, 古典力学では, 最低エネルギー E0 は粒子が x = x0 に静止してい
る場合であり E0 = Vmin になる。一方, 量子力学では 位置 = x0 と 運動量 = 0 が確定した状態は,

不確定性関係のため許されないから, 最低エネルギー E0 の状態 (基底状態 )でも E0 > Vmin であ
る。E0 − Vmin を零点エネルギーという。零点エネルギーは不確定性関係を用いると大雑把に評価
できる。例えば, 問題 2.3 あるいは 85ページ。
ポテンシャルが無限遠で一定になる場合
V (x)

x→±∞−−−−−→ V± で V+ > V− の場合を考える。x→ ±∞ ではシュレーディンガー方程式は

x→∞ :
d2ψ

dx2
=

2m

ℏ2
(
V+ − E

)
ψ , x→ −∞ :

d2ψ

dx2
=

2m

ℏ2
(
V− − E

)
ψ (2.7)

になる。k± =
√
2m|E − V±|/ℏ2 とする。E > V− の場合 ψ(x)

x→−∞−−−−−→ A cos k−x + B sin k−x ,

E = V− の場合 ψ(x)
x→−∞−−−−−→ A+Bx になるから, 束縛状態は存在しない。E < V− の場合

ψ(x)
x→∞−−−−→ Ae−k+x +Bek+x , ψ(x)

x→−∞−−−−−→ Ce−k−x +Dek−x

であるから A, D 6= 0, B = C = 0 ならば ψ(x)
x→±∞−−−−−→ 0 になる。したがって, 束縛状態が存在する

ためには E < min(V+, V−) である。26ページの定性的議論から, 束縛状態が存在するには, 適当な
x0 > 0 に対して |x| > x0 のとき V (x)− E > 0 になる必要があり E < min(V+, V−) になる。

問題 2.1 V (x) = v0δ(x− a) + V1(x) の場合, d2ψ/dx2 は x = a で発散するから, ψ(x) は全領域で
1つの滑らかな関数では表せない。そこで ψ(x) = θ(a − x)ψ−(x) + θ(x − a)ψ+(x) とする。ただし
θ(x) は (16.8)の階段関数である。(16.19)より接続条件 (2.5)を求めよ。

2.2 井戸型ポテンシャル

−V0

a−a O

a, V0 が正の定数である井戸型ポテンシャル V (x)

V (x) = −V0 θ(a− |x|) =

{
0 , |x| > a

−V0 , |x| < a
(2.8)

を考える。右図のような滑らかで |x| = a で急激に立ち上がるポテ
ンシャルの極限と見なすと, 粒子に働く力 F (x) = − dV/dx は x = − a近傍では F > 0, x = a近傍
では F < 0 になり, それ以外では 0 である。F は常に井戸の中心を向く引力である。一般に, 束縛
状態のエネルギーは離散的になり ( 46ページ参照 ), また, 粒子は古典力学で存在できない領域にも
存在できる。井戸型ポテンシャルはこれらの性質を考察するのに適した例題である。
Vmin = −V0 , V± = 0 より, 束縛状態は −V0 < E < 0 の場合に存在する。

α =
√
− 2ma2E/ℏ2 , β =

√
2ma2(E + V0)/ℏ2 , v0 =

√
2ma2V0/ℏ2 (2.9)
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とおく。これらは無次元の正の実数である。シュレーディンガー方程式 (2.1)は

|x| < a のとき d2ψ(x)

dx2
= − β2

a2
ψ(x) , |x| > a のとき d2ψ(x)

dx2
=
α2

a2
ψ(x) (2.10)

になる。V (x) = V (−x) であるから束縛状態の波動関数は偶関数か奇関数になり, (2.10)を x ≥ 0

の範囲で解けばよい。これは全空間で解く場合に比べて扱いが簡単になる。|x| < a では cos(βx/a)

と sin(βx/a) , x > a では e−αx/a と eαx/a の線型結合になるが, ψ(x)
x→∞−−−−→ 0 より

偶関数 : ψ(x) =

{
A cos(βx/a)

Be−αx/a
奇関数 : ψ(x) =

{
C sin(βx/a) , − a < x < a

De−αx/a , x > a

とおける。x = a で ψ(x), ψ′(x) は連続であるから

A cosβ = Be−α , βA sinβ = αBe−α , ∴ α = β tanβ (2.11)

C sinβ = De−α , βC cosβ = −αDe−α , ∴ α = −β cotβ (2.12)

になる。(2.11)は α2 = β2 tan2 β かつ tanβ > 0 と同値である。更に, α2 = v20 − β2 より

| cosβ| = β/v0 , tanβ > 0 (2.13)

と簡単になる。B = Aeα cosβ より波動関数は

ψ(x) =

 A cos
(
βx/a

)
, −a < x < a

A cosβ e−α(x−a)/a , x > a
, A =

√
1

a

α

1 + α
(2.14)

になる。A は ψ(x) を規格化することで決まる。∫ a

0

dx cos2
βx

a
=
a

2

(
1 +

α

v20

)
, cos2 β

∫ ∞

a

dx e−2α(x−a)/a =
a

2α
cos2 β =

a

2

β2

αv20
(2.15)

であるから∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 = a|A|2

(
1 +

α2 + β2

αv20

)
= a|A|2

(
1 +

1

α

)
= 1 , ∴ A =

√
1

a

α

1 + α

とすればよい。(2.13)と同様にすると, 奇関数の (2.12)と波動関数は

| sinβ | = β/v0 ただし tanβ < 0 , ψ(x) =

 A sin
(
βx/a

)
, 0 ≤ x < a

A sinβ e−α(x−a)/a , x > a
(2.16)

になる。(2.13), (2.16)は特定の β で成り立つから, 束縛状態のエネルギー E は離散的になる。これ
らの方程式は解析的に解けないが, 図を用いて解の性質を調べることはできる。

1

π 2πββ1β0 β2

β/v0| sinβ | | cosβ |
(2.13), (2.16)の解は | cosβ | または | sinβ | と直線 β/v0

の交点から求まる。これを図示すると右図になる ( v0 = 4

の場合 )。曲線の実線部分と直線との交点が解 βn を与え
る ( n = 0, 1, · · · )。破線との交点は解ではない。交点が ◦
のとき, βn/v0 = 1 より 2ma2En/ℏ2 = β2

n − v20 = 0 になり
束縛状態ではない。図から (k − 1)π/2 < v0 ≤ kπ/2 の場
合, k 個の束縛状態が存在する。β = βn の波動関数を ψn(x) とすると, n が偶数のとき ψn は偶関
数 (2.14), 奇数のとき奇関数 (2.16)であり, 偶関数の解と奇関数の解が交互に現れる。
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下の左図に εn = 2ma2En/ℏ2 = β2
n−v20 を示す。曲線に付けた値は nである。E0 < E1 < · · · < 0

であるが, 最も低い E0 の状態が基底状態であり, E1, E2, · · · の状態をそれぞれ第 1励起状態, 第 2

励起状態, · · · という。細い曲線は古典力学での最低エネルギー E = −V0 , つまり ε = − v20 であ
る。これと E0 との差 ℏ2β2

0/(2ma
2) が零点エネルギーである ( (2.6)参照 )。E = En の波動関数

ψn(x) を右図に示す。26ページの図での議論から, |x| < a のとき V (x)− E < 0 であるから ψn(x)

は振動し, |x| > a では指数関数的に減少する。また, ψn(x) には n個の零点 (節 )が存在する。節の
個数については 46ページ参照。

4

0

1

2

v0

−10

−20

εn

0 π

0

1

2

a−a 0
−1

0

1

v0 = 4

x

√
a
ψ
n
(x
)

問題 2.2 具体形 (2.14), (2.16)を用いて k 6= ℓ のとき直交性
∫ ∞

−∞
dxψk(x)ψℓ(x) = 0 を示せ。

v0 が kπ/2 , k = 0, 1, 2, · · · を超えると, k が偶数のとき (2.11), 奇数のとき (2.12)に新たな束縛
状態の解 2ma2E/ℏ2 = −α2 ≈ 0 が現れる。v0 = kπ/2 + δ, 0 < δ � 1 とする。β =

√
v20 − α2 ≈ v0

であるから α = −β cotβ ≈ v0 tan δ ≈ v0δ > 0 または α = β tanβ ≈ v0δ になる。これから E ≈ 0

の解は
2ma2

ℏ2
E

v0→0−−−−→ − v40 ,
2ma2

ℏ2
E

v0→kπ/2 ̸=0−−−−−−−−→ −
(
kπ

2

)2(
v0 −

kπ

2

)2

(2.17)

である。
古典力学では mv2/2 = E − V (x) ≥ 0 を満たす領域が運動可能領域である。井戸型ポテンシャル

(2.8)で −V0 < E < 0 の場合, この領域は |x| < a になり古典力学的粒子は井戸の外部に侵入でき
ない。一方, 量子力学では |x| > a でも ψ(x) 6= 0 であり, 井戸の外部にも粒子は存在する。|x| > a

の存在確率は (2.15), (2.16)より

0 1 2 3

π v0
0

1

Pn

4

Pn = 2

∫ ∞

a

dx |ψn(x)|2 =
1

1 + αn

β2
n

v20

になる。Pn の v0依存性を右図に示す。En ≈ 0, (αn ≈ 0 ) のとき,

|x| > a での ψn(x) ∝ e−αn|x|/a は大きく広がり, 粒子はほとんど
|x| > a に存在する。v0 が大きくなると αn は増加し Pn は減少す
る。v0 →∞ では Pn → 0 になり, 量子力学でも粒子は井戸に閉じ
込められる。En v0→∞−−−−→ −∞ になるが En + V0 = ℏ2β2

n/(2ma
2) は有限である。これはポテンシャ

ルの底 −V0 を基準にしたエネルギーである。そこで, E + V0 , V (x) + V0 を E, V (x) と置き直すと

E =
ℏ2

2ma2
β2 , V (x) =

{
V0 =∞ , |x| > a

0 , |x| < a
(2.18)

である。29ページの図で, 直線 β/v0 は β軸に一致するから, (2.13), (2.16)の解は βn → (n+1)π/2
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になる。また, α =
√
v20 − β2 →∞ であるから, (2.14), (2.16)より n+ 1 を n と置き換えると

En =
ℏ2

2m

(nπ
2a

)2
, ψn(x) =


1√
a
sin

nπ(x+ a)

2a
, |x| ≤ a

0 , |x| > a

, n = 1, 2, · · · (2.19)

になる。dψ/dx は x = ± a で不連続である。固有値と固有関数は簡単になり, 第 1章の固有関数の
完全性などを具体的に確かめることができる。以下の 無限に深い井戸 参照。
一般に, a < x < b で V (x) は有限で外側では V (x) = ∞ のとき, ψ(a) = ψ(b) = 0 の境界条件を

設定し a ≤ x ≤ b の領域だけを考える。量子力学的にも V (x) = ∞ の領域に粒子は侵入できない。
dψ/dx の連続性は x = a, b では要求しない。

問題 2.3 ポテンシャル (2.18)の場合, 不確定性関係から E >
ℏ2

2m(2a)2
を示せ。

2つの境界条件と離散的エネルギー固有値
束縛状態の E が離散的になる原因は, 2つの境界条件 ψ(x)

x→−∞−−−−−→ 0 及び ψ(x)
x→+∞−−−−−→ 0 を要請す

ることにある。ψ(x) が偶関数か奇関数の場合, 一方の境界条件を満たせば, 他の境界条件は自動的
に満たす。ここで, ψ(x) が偶関数か奇関数になることを使わず, また, 境界条件 ψ(x)

x→−∞−−−−−→ 0 だ
けを考慮してみる。この場合, (2.10)の解は A, B, C, D, F を任意定数として (F 6= 0 )

ψ(x) =


Feαx/a , x < − a

A sin
(
βx/a

)
+B cos

(
βx/a

)
, x < |a|

Ce−αx/a +Deαx/a , x > a

(2.20)

である。x = ± a で ψ, dψ/dx は連続であるから

Fe−α = −A sinβ +B cosβ , αFe−α = β (A cosβ +B sinβ) (2.21)

A sinβ +B cosβ = Ce−α +Deα , β (A cosβ −B sinβ) = α
(
Deα − Ce−α

)
(2.22)

(2.21)から
A

F
= e−α

(
α

β
cosβ − sinβ

)
,

B

F
= e−α

(
α

β
sinβ + cosβ

)
(2.23)

(2.22)より C, D を A, B で表し, これに上式を代入すると
C

F
=
α2 + β2

αβ
cosβ sinβ ,

D

F
= e−2α

(
sinβ +

β

α
cosβ

)(
α

β
cosβ − sinβ

)
(2.24)

になる。−V0 < E < 0 である任意の E に対して ψ(x)
x→−∞−−−−−→ 0 を満たす解は存在し, この境界条

件だけでは E は連続的である。ところで, D 6= 0 ならば ψ(x)
x→∞−−−−→∞ になり物理的に無意味であ

る。そこで D = 0 を要請すると, (2.24)より (2.11), (2.12)になり, 束縛状態の E は離散的になる。
(2.11)が成り立つとき, α = β tanβ を (2.23), (2.24)に代入すると A = 0, C = F = B eα cosβ にな
るから, (2.20)は偶関数 (2.14)を再現する。(2.12)の場合, (2.20)は奇関数 (2.16)になる。

2.3 無限に深い井戸
ポテンシャルが無限に深い井戸 (2.18)の場合, 固有値と固有関数 (2.19)は

En =
ℏ2

2m

(nπ
b

)2
, ψn(x) =

√
2

b
sin

nπx

b
, n = 1, 2, 3, · · · (2.25)
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である。ただし, x+ a を改めて x とし 0 ≤ x ≤ b = 2a の領域を考える。上の結果は井戸型ポテン
シャルの極限として求めたが, ここでシュレーディンガー方程式

Hψ(x) = Eψ(x) , H = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (b, x) , V (b, x) =

{
0 , 0 < x < b

∞ , 上記以外

を直接解く。境界条件 ψ(0) = ψ(b) = 0 と 0 < x < b において

d2ψ/dx2 = −κ2ψ(x) , κ =
√
2mE/ℏ2

を満たす解を求める。E は V の最小値より大きいから E > 0になり, κは正の実数である。ψ(x)は
sinκxと cosκxの線形結合で表せるが, ψ(0) = 0より ψ(x) = A sinκxである。ψ(b) = A sinκb = 0 ,

A 6= 0 より n を正の整数として κ = nπ/b になり (2.25)を得る。n ≤ 0 も解になるが, ψ0(x) は恒等
的に 0 になり無意味である。また, ψ−n(x) = −ψn(x) より ψ−n(x) と ψn(x) は 1次独立ではない。
0 ≤ x ≤ b では ψn(x) =

√
2/b

(
einπx/b − e−inπx/b

)
/2i であるが, 0 ≤ x ≤ b の外側で ψn(x) = 0

になるから
ψn(x) =

∫ ∞

−∞

dq√
2π

eiqxφn(q)

としたとき, q = ±nπ/b以外の平面波も混ざる。フーリエ逆変換より

φn(q) =

∫ ∞

−∞

dx√
2π

e−iqxψn(x) =
1

i

√
b

4π
e−ibq/2+inπ/2

(
g(bq − nπ)− (−1)ng(bq + nπ)

)
ただし g(x) =

sin(x/2)

x/2
になる。問題 1.12の 2.より, 状態 ψn(x)において運動量が ℏq である確率

密度 Pn(q) は
Pn(q) = |φn(q)|2 =

b

4π

(
g(bq − nπ)− (−1)ng(bq + nπ)

)2
である。g2(x) は x = 0 を中心に幅 |x| ≲ 2π のピークをなすから ( 248ページの図 ), n� 1 の場合

g(bq − nπ)g(bq + nπ) ≈ 0 , ∴ Pn(q) ≈
b

4π

(
g2(bq − nπ) + g2(bq + nπ)

)
になり, ψn は | q ± nπ/b | ≲ 2π/b である平面波 eiqx の重ね合わせである。
ψk(x) が規格直交系であることは簡単に示せる。完全性 (1.27)

Fn(x, x
′) =

n∑
k=1

ψk(x)ψk(x
′) =

2

b

n∑
k=1

sin
kπx

b
sin

kπx′

b

n→∞−−−−→ δ(x− x′) (2.26)

を示す。q = πx/(2b) , q′ = πx′/(2b) とする。0 ≤ q, q′ ≤ π/2 である。sin の積を cos の和に直せば

Fn(x, x
′) =

1

2b

(
Dn(q − q′)−Dn(q + q′)

)
ただし ( z = eiq )

Dn(q) = 1 + 2

n∑
k=1

cos 2kq =

n∑
k=−n

z2k =
z2n+1 − z−2n−1

z − z−1
=

πq

sin q

sin(2n+ 1)q

πq

になる。z2 = 1 は z2 → 1 の極限を考える。(16.18)より

Dn(q)
n→∞−−−−−→ πq

sin q
δ(q) = πδ(q) = 2b δ(x) , ∴ Fn(x, x

′)
n→∞−−−−−→ δ(x− x′)− δ(x+ x′)
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0 0.5 1x/b

0

50
n = 50
x′/b = 0.7

x, x′ ≥ 0 より第 2 項は x = x′ = 0 の場合だけ寄与し, x = 0

で 0 になる関数に対しては無視できるから, (2.26) が成り立つ。
bFn(x, x

′) を x の関数として図に示す。n� 1 のとき bFn(x, x) ≈
Dn(0)/2 = n+ 1/2 である。
ψ(0) = ψ(b) = 0 である任意関数 ψ(x) は

ψ(x) =

∞∑
n=1

dn ψn(x) , dn =

∫ b

0

dxψn(x)ψ(x)

と展開できる。
ψ(x) = θ(c− x)

√
2/c sin

(
πx/c

)
, 0 < c ≤ b (2.27)

を考える。ψ(x) はポテンシャルが V (c, x) における基底状態ではあるが, c 6= b のとき V (b, x) での
固有状態 ψn(x) ではない。dn の積分を行うと

dn =
√
c/b f(nc/b) , f(x) =

2

π

sinπx

1− x2
, f(1) = f(x→ 1) = 1

である。c = b のとき ψ(x) = ψ1(x) より dn = f(n) = δn1 になる。c = b/2 の場合

sk =

k∑
n=1

d2n
k→∞−−−−→ 1 , Φk(x) =

k∑
n=1

dnψn(x)
k→∞−−−−→ ψ(x, 0)

を数値的に確かめる。n = 2 以外の偶数では dn = 0 である。下図に
√
c/2ψ(x, 0) を太い曲線で,

k = 3, 9 の
√
c/2Φk(x) を細い曲線で示す。ψ(x, 0) との一致がよい方が k = 9 である。

n dn d2n sn

1 0.6002 0.3603 0.3603

2 0.7071 0.5000 0.8603

3 0.3601 0.1297 0.9899

5 −0.0857 0.0074 0.9973

7 0.0400 0.0016 0.9989

9 −0.0234 0.0005 0.9994
0 0.5 1x/b

0

1

(2.27)の場合, H の期待値は

〈H 〉 = − ℏ2

2m

∫ b

0

dxψ(x)
d2

dx2
ψ(x) = εc

∫ b

0

dxψ2(x) = εc , εc =
ℏ2

2m

(π
c

)2
になる ( 問題 2.4 )。k を整数として c = b/k のとき, 〈H 〉 = Ek であり固有値に一致するが, k 6= 1

ならば ψ(x, t) は H の固有関数ではない。エネルギーを観測すると観測値は固有値 En のいずれか
であり, En を得る確率は d2n =

(
f(n/k)

)2
/k である。f(1) = 1 より Ek の確率は 1/k であるが, 期

待値も Ek になる。k = 2 での d2n は上の表に与えてある。k = 1 の場合, 観測値は常に E1 である。

問題 2.4 c 6= b のとき Hψ(x) 6= εcψ(x) , ψ(x)Hψ(x) = εcψ2(x) を示せ。

2.4 デルタ関数型ポテンシャル(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x) , V (x) = − ℏ2v1

m
δ(x) (2.28)
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の束縛状態を求める ( E < 0 )。定数 v1 の次元は長さの逆である。例えば, デルタ関数の具体的表
現 (16.16)を用いると, 粒子に働く力 F (x)は

F (x) = − dV

dx
= − ℏ2v1

m

1

π

2εx

(x2 + ε2)2
, ε→ +0

になる。−v1 < 0 のとき, x ≷ 0 では F (x) ≶ 0 になり常に原点方向に作用するから引力である。
−v1 > 0 の場合斥力になる。
κ =

√
− 2mE/ℏ2 > 0 とすると, x 6= 0 のとき ψ′′ = κ2ψ になるから ψ(x) = Aeκx + Be−κx とお

ける。ψ(x) x→∞−−−−→ 0 より A = 0 , 更に ψ(x)
x→−∞−−−−−→ 0 より B = 0 になり束縛状態は存在しない, な

どとしないように。(2.5)より dψ/dx は x = 0 で不連続になるから, ψ(x) は滑らかな 1つの関数で
は表せない。

x > 0 のとき ψ(x) = Aeκx +Be−κx , x < 0 のとき ψ(x) = Ceκx +De−κx

とする。ψ(x) x→±∞−−−−−→ 0 より A = D = 0 , 更に x = 0 で ψ(x) は連続であるから B = C になり,

ψ(x) = Be−κ|x| である ( B 6= 0 )。(2.5)は

ψ′(0 + 0)− ψ′(0− 0) = − 2κB = − 2v1ψ(0) , ∴ κ = v1

κ > 0 より引力 v1 > 0 のとき束縛状態が 1つ存在する。固有値と規格化した波動関数は

E = − ℏ2v21
2m

, ψ(x) =
√
v1 e

−v1|x| (2.29)

である。V (x) は偶関数であるから, 束縛状態の ψ(x) は偶関数あるいは奇関数になる。奇関数の場
合, ψ(0) = 0 より δ(x)ψ(x) = 0 になり V (x) = 0 と同等であるから束縛状態は存在しない。
ポテンシャル V (x) と運動エネルギー T = H − V (x) の期待値は

〈V 〉 =
∫ ∞

−∞
dxV (x)ψ2(x) = − ℏ2v1

m
ψ2(0) = − ℏ2v21

m
= 2E , 〈T 〉 = E − 〈V 〉 = −E > 0

になる。ビリアル定理 (1.55)と xδ′(x) = − δ(x) より 〈T 〉 = 〈xV ′(x) 〉/2 = −〈V 〉/2 である。

問題 2.5 ψ(x) =
√
v1e

−v1|x| は偶関数であるから, 積分領域を x > 0 に制限し

〈T 〉 = − 2
ℏ2

2m

∫ ∞

0

dxψ(x)
d2ψ

dx2
= − ℏ2v31

m

∫ ∞

0

dx e−2v1x = − ℏ2v21
2m

とすると誤った結果になるが, 部分積分し

〈T 〉 = ℏ2

2m

∫ ∞

−∞
dx

(
dψ

dx

)2

= 2
ℏ2

2m

∫ ∞

0

dx

(
dψ

dx

)2

=
ℏ2v21
2m

は正しい結果になる。この原因を考えよ。

(2.8)で V0 = ℏ2v1/(2ma) > 0 とすると V (x)
a→0−−−→ − ℏ2v1δ(x)/m になるから, 井戸型ポテンシャ

ルの結果から (2.29)を導ける。V0 a→0−−−→∞ であるが, (2.9)より v0 =
√
2ma2V0/ℏ2 =

√
av1 → 0 に

なる。v0 → 0 のとき (2.17)より (α ≈ v20 )

E → − ℏ2

2ma2
v40 = − ℏ2v21

2m
, ψ(x) =

√
1

a

α

1 + α
cosβ e−α|x−a|/a

a→0−−−→
√
v1 e

−v1|x|

になり (2.29)を得る。
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ψ(x) をフーリエ変換して
ψ(x) =

∫ ∞

−∞
dq eiqxφ(q) (2.30)

とする。これと E = − ℏ2κ2/2m , κ > 0 を (2.28)に代入すると∫ ∞

−∞
dq eiqx

(
ℏ2q2

2m
+

ℏ2κ2

2m

)
φ(q) =

ℏ2v1
m

ψ(x)δ(x) =
ℏ2v1
2πm

ψ(0)

∫ ∞

−∞
dq eiqx

フーリエ逆変換すれば (
q2 + κ2

)
φ(q) = v1ψ(0)/π になるから

ψ(x) =
v1ψ(0)

π

∫ ∞

−∞
dq

eiqx

q2 + κ2
=
v1
κ
ψ(0)e−κ|x|

である。x = 0とすると κ = v1 であり (2.29)が求まる。e−κ|x|をフーリエ変換して上式を確かめよ。

問題 2.6 領域 |x| < a に閉じ込めた粒子のシュレーディンガー方程式(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = E ψ(x) , V (x) =

ℏ2v
m

δ(x) , 境界条件 ψ(± a) = 0

を考える。E > 0 とは限らないが q =
√

2mE/ℏ2 とする。v は v1 と符号が逆である。
1. sin aq = 0 または q cot aq + v = 0 になることを示せ。sin aq = 0 は V (x) の影響を受けない。

以下では q cot aq + v = 0 の解を考える。
2. E < 0 の解は, av < − 1 のとき 1つだけ存在することを示せ。
3. v = 0 での固有値と固有関数 (2.19)を εn, φn(x) とする。E と規格化した ψ(x) は, |av| � 1

のとき, n = 1, 3, 5, · · · として

En ≈ εn +
ℏ2v
ma
− ℏ2

2m

(
2v

nπ

)2

(2.31)

ψn(x) ≈
(
1− 2av

(nπ)2

)
φn(x) +

4av

(nπ)2
(
x∓ a

)
φ′
n(x) ,

{
− , x > 0

+ , x < 0
(2.32)

を示せ ( 197ページの例題 2参照 )。また, En > 0 のとき En
av→±∞−−−−−−→ εn±1 を示せ。

n = 1

n = 3

n = 5

−π

0

π

2π

3π

−5 0 5 av

E ≷ 0 のとき ±
√
2ma2|E|/ℏ2 を av の関数として右図に示す。

破線の直線 av は (2.29)である。下図は ψn(x) である。曲線に
付けた値は av を表す。破線は φn または (2.29)である。v > 0

の場合, 斥力のため ψn は x = ± a の側へ押しやられ, v < 0 で
は原点側に引きこまれる。av = − 1 のとき E = 0 の解が存在
し ψ(x) =

√
3/2a

(
1 − |x|/a

) になる。n = 1, av � −1 以外で
は |av| � 1 のとき ψn(0) ≈ 0 になる。これは −a ≤ x ≤ 0 と
0 ≤ x ≤ a の 2つに分離したことと同等で En ≈ εn±1 になる。

−2

2

0

1

−1 0 1x/a

n = 1

√
a
ψ
n
(x
)

−6

6

−1

0

1

−1 0 1x/a

n = 3
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問題 2.7 2つのデルタ関数型ポテンシャル(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x) , V (x) = − ℏ2v2

m

(
δ
(
x− a

)
+ δ
(
x+ a

))
(2.33)

を考える ( a, v2 > 0 )。κ =
√
− 2mE/ℏ2 > 0 とする。

1. x 6= ± a のとき自由粒子と同じになるから, ψ(x) は e±κx の重ね合わせで表せる。

2aκ = − log |κ/v2 − 1| (2.34)

を示せ。
2. (2.30)と同様に, 波動関数 ψ(x) をフーリエ変換して (2.34)を求めよ。
3. (2.34)の両辺を κ/v2 の関数として描き, 束縛状態は 0 < 2av2 ≤ 1 のとき 1つ, 2av2 > 1 のと
き 2つあることを示せ。また, 解 κ/v2 を av2 の関数として概略を描け。数値結果を下の左図
に示す。破線は 2 |1− 2av2|, 細い曲線は 1± e−2av2 である。下の右図に規格化した ψ(x) を示
す。av2 = 0.1 のとき奇関数の状態は存在しない。

4. a→ 0 , a→∞ での E , ψ(x) を (2.29)と比較せよ。

偶関数

奇関数

0 1 2 av2
0

1

2

κ
/v

2 av2 = 0.1

av2 = 0.6

av2 = 3

−1 0 1 2 3 v2x

0

1

ψ
(x
)/
√
v 2

問題 2.8 N 個のデルタ関数からなるポテンシャル

V (x) = − ℏ2v
m

N∑
n=1

δ(x− an) , v > 0

での束縛状態の固有値 E は, κ =
√
−2mE/ℏ2 とすると

eiNθ = ± κ

v

(
eiθ −

(
1− v

κ

)
eκa
)
, cos θ ≡ coshκa− v

κ
sinhκa , 0 < θ < π

0 1 2 3
0

1

2

av

κ
/v

N = 10

で決まることを示せ。右図に数値計算例を示す。実線は + ,

破線は − の解を表す。+ のとき ψ(x) は x− (N +1)a/2 の
偶関数, − のとき奇関数になる。以下のことを示せ。

1. av → 0 のとき, 束縛状態は 1つだけ存在し κ/v → N

2. av > 1 + cos(π/N) では N 個の束縛状態が存在する。
3. 周期的境界条件 ψ(x) = ψ(x+Na) の場合, 純虚数解
κ = iq は (2.37)を満たす。

2.5 周期的ポテンシャル
周期 a の周期的ポテンシャル V (x+ a) = V (x) を考える。(1.38)より

U(a)ψ(x) = ψ(x+ a) , U(a) = eiap̂/ℏ , p̂ = − iℏ d

dx
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である。ψ(x) を V (x)ψ(x) で置き換えれば

U(a)V (x)ψ(x) = V (x+ a)ψ(x+ a) = V (x)ψ(x+ a) = V (x)U(a)ψ(x)

これは任意の ψ(x) について成り立つから U(a) と V (x) は可換 [U(a) , V (x) ] = 0 である。演算子
p̂ の関数 U(a) も p̂ と可換であるから, H = p̂2/2m+ V (x) と U(a) は可換になる。99ページで示す
ように, 可換な演算子には同時固有関数が存在する。(1.31)よりユニタリ演算子 U(a) の固有値は絶
対値 1の複素数であるから, k を任意実数として

Hψ(x) = Eψ(x) , U(a)ψ(x) = eikaψ(x)

を満たす ψ(x) が存在する。U(a)ψ(x) = ψ(x+ a) より

ψ(x+ a) = eikaψ(x) , つまり ψ(x) = eikxφ(x) , φ(x+ a) = φ(x) (2.35)

である。周期的ポテンシャルの固有関数は, 同じ周期性をもつ周期関数と平面波の積で表せる。こ
れをブロッホ (Bloch)の定理という。U(a) の固有値を与えても k は一意には決まらないから, ka

を幅 2π の領域に制限してもよい。

Hψ∗(x) = E ψ∗(x) , U(a)ψ∗(x) = ψ∗(x+ a) =
(
eikaψ(x)

)∗
= e−ikaψ∗(x)

であるから, ψ∗(x) も H と U(a) の同時固有関数である。eika 6= ± 1 のとき, U(a) の固有値は ψ(x)

と ψ∗(x) では異なるから, ψ(x) と ψ∗(x) は 1次独立であり E は 2重に縮退する。H の固有関数と
しては, 例えば ψ(x)± ψ∗(x) でもよいが, これはブロッホの定理を満たさない。

簡略化したクロニヒ・ペニー (Kronig-Penney)の模型
周期的ポテンシャルがデルタ関数で与えられる

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ(x) = E ψ(x) , V (x) =

ℏ2v
ma

∞∑
n=−∞

δ(x− na) , v =無次元の定数

を解く。x 6= na のとき, 自由粒子と同じなるから, na < x < (n+ 1)a では

ψn(x) = An cos q(x/a− n) +Bn sin q(x/a− n) , q =
√
2ma2E/ℏ2

とおける。x = na での連続性と (2.5)より

ψn(na) = ψn−1(na) , ψ′
n(na)− ψ′

n−1(na) =
2v

a
ψn−1(na)

であるから n を任意整数として

un = Λun−1 = Λnu0 , ただし un =

(
An

Bn

)
, Λ =

 cos q sin q

2v

q
cos q − sin q

2v

q
sin q + cos q


である。ブロッホの定理 (2.35)より ψn(x + a) = eikaψn−1(x) であるから un = eikaun−1 になる。
したがって, Λun = eikaun , un は行列 Λ の固有値 eika の固有ベクトルである。一般に

det
(
Λ− λ

)
= λ2 − 2f(q)λ+ 1 , f(q) = cos q + v

sin q

q
(2.36)

un 6= 0 より det
(
Λ− eika

)
= 0 であるから

f(q) = cos ka (2.37)

になる。k を与えると E = ℏ2q2/2ma2 が決まる。± k では E は同じになり, eika 6= ± 1 のとき 2重
に縮退する。v < 0 の場合, E > 0 とは限らない。
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−2

−1

0

1

f(q)

0 π 2π 3πq0 q1 q2 q3 q

v = 5
偶関数 f(q) を右図に示す。f(0) = 1 + v , n 6= 0 の

とき f(nπ) = (−1)n である。f(q) = cos ka の解 q は
|f(q)| ≤ 1である。これを満たす q の範囲を太い線分で
示す。v > 0 のとき, ℓ を正の整数として qℓ−1 ≤ q ≤ ℓπ
である。E = ℏ2q2/(2ma2) には許される領域と禁止さ
れる領域が帯状に現れる。これをエネルギーバンドと
いう。cos ka を与えると無限個の解 q が存在する (図
の • )。k = 0 のとき q = q0 とし, k を連続的に変化さ
せたとき, q も連続的にとれば q は一意に定まる。このとき q2 = 2ma2E/ℏ2 は下の左図になる。破
線 (ka)2 は自由粒子のエネルギーである (問題 2.10 )。cos ka は周期 2π/a であるから ka を 2π の
幅, 例えば, |ka| ≤ π に制限してもよい (ブリルアン帯 )。この場合, q2 は右図になる。

5π2

−2π 0 2π

v = 5

ka

q2

5π2

−π 0 π

v = 5

ka

q2

ブロッホの定理 (2.35)を用いないで (2.37)を求める。(2.36)より Λ の固有値と固有ベクトルは

Λe± = λ±e± , λ± = f(q)±
√
f2(q)− 1

になる。f2(q) 6= 1 のとき λ+ 6= λ− より e± は 1次独立であるから

u0 = c+e+ + c−e− , un = Λnu0 = c+λ
n
+e+ + c−λ

n
−e− (2.38)

と表せる。λ+λ− = 1 より u±∞ 6= 0 が有限であるためには |λ+| = 1 でなければならない。した
がって, − 1 < f(q) < 1 であり (2.37)を満たす必要がある。λ± = cos ka ± i sin ka = e±ika になる。
1次独立な un は 2つあるが, 特に, un を Λ の固有ベクトル un = c±λ

n
±e± = e±ikanu0 にとれば

ψn(x) = e±ikanψ0(x− an) = e±ikaψn−1(x− a)

になり (2.35)が成り立つ。f2(q) = 1 の場合, λ = f(q) の 1つだけであり (2.38)は成り立たない。し
かし, u0 を Λ の固有ベクトルにとれば un = λnu0 になるから f2(q) = 1 の解でもよい。

問題 2.9 f2(q) = 1 で sin q 6= 0 のとき

P−1ΛP =

(
λ 1

0 λ

)
, ただし P =

(
sin q 0

λ− cos q 1

)

を示せ (ジョルダンの標準形 )。任意の n に対して An, Bn が有限になる条件を求めよ。

問題 2.10 ka = ℓπ 6= 0 の場合, q = ℓπ , q ≈ ℓπ
(
1 + 2v/(ℓπ)2

) が (2.37) を満たすことを示せ。
q = ℓπ のとき, u0 を Λ の固有ベクトルにとる。ψ(x) = B0 sin

(
ℓπx/a

) を示せ。ψ(an) = 0 より
V (x)ψ(x) = 0 になるから, E は自由粒子のエネルギーに一致する。
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2.6 一様重力での束縛状態
古典力学で扱う最も基本的な問題, 質量 m の質点が一定の力 −mg を受け鉛直線 ( x軸 )上を運

動する場合, V (x) = mgx とすると (2.2)は

d2ψ

dq2
= (q − ε)ψ(q) , ただし λ =

(
ℏ2

2m2g

)1/3

, ε =
2mλ2E

ℏ2
=

E

mgλ
(2.39)

になる。これは (18.24)であるから, ψ(q) はエアリー関数 Ai(q−ε) と Bi(q−ε) で表せる。(18.36),

(18.37) より q →∞ のとき Ai(q)→ 0, Bi(q)→∞ であるから ψ(q) = CAi(q − ε) とおけ

ψ(q)
q→−∞−−−−−→ C√

π (ε− q)1/4 sin

(
2

3
(ε− q)3/2 + π

4

)
(2.40)

になる。任意の ε に対して ψ(q)
q→±∞−−−−−→ 0 であるが, ψ′(q) の振幅は q → −∞ では |q|1/4 で発散

するから束縛状態ではない。古典的粒子が自由落下し続けることに対応する。一般に

φ(q) =
1(

ε− U(q)
)1/4(A sin k(q) +B cos k(q)

)
, k(q) =

∫
dq
√
ε− U(q) (2.41)

とすると ( (9.6)参照 )

φ′′(q) =
(
U(q)− ε

)(
1− κ(q)

)
φ(q) , κ(q) =

5U ′ 2 + 4
(
ε− U

)
U ′′

16
(
ε− U

)3
である。U(q)

q→−∞−−−−−→ −∞ のとき κ(q)
q→−∞−−−−−→ 0 ならば (例えば U ∝ qn の場合 κ ∝ q−n−2 ),

ψ(q)→ φ(q) になる。任意の ε に対して ε− U(q) > 0 であるから, ψ(q) は |U(q)|−1/4 で 0 に収束
するが, ψ′(q) は振動しながら |U(q)|1/4 で発散する。U(q) = q とすれば (2.41)は (2.40)になる。
以下では, 古典的粒子が x = 0 で壁と弾性衝突し 0 ≤ x ≤ E/mg を周期運動する場合を考える。

U(q) =

{
∞ , q < 0

q , q > 0
(2.42)

である。境界条件 ψ(0) = CAi(−ε) = 0 より ε = − an でなければならない。ただし an は Ai(x)

の零点である ( 460ページの図参照 )。エネルギー固有値 E は離散的になり

En = −mgλan ≈ mgλ
[
3π

2

(
n− 1

4

)]2/3
n = 1, 2, 3, · · · (2.43)

ここで an の近似式 (18.27)を用いた ( 234ページ 問題 9.2参照 )。古典力学での最低エネルギーは
E = 0 ( x = 0 に静止 )であるが, 量子力学では不確定性のため x = 0 に静止できないから, 最低エ
ネルギーは E1 > 0 になる ( (2.6)参照 )。
ψn(q) = CAi(q + an) は Ai(q) を − an > 0 だけ平行移動すればよい。規格化条件∫ ∞

0

dxψn(x)
2 = λC2In = 1 , In =

∫ ∞

an

dqAi2(q) = −
∫ ∞

an

dq q
dAi2

dq
= − 2

∫ ∞

an

dq qAi
dAi

dq

から C を決める。qAi(q) = Ai′′(q) より

In = −
∫ ∞

an

dq
dAi′ 2

dq
=
(
Ai′(an)

)2
, ∴ ψn(x) =

Ai(q + an)√
λAi′(an)

(2.44)

である。
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460 ページの図より z > ℓ , ( ℓ ∼ 3 ) では Ai2(z) ≈ 0 になるから, 量子力学的粒子は q ≥ 0 ,

q + an ≲ ℓ に存在するとしてよい。これを x = λq で表すと

0 ≤ x ≲ λ(ℓ− an) =
En
mg

(
1− ℓ

an

)
(2.45)

λ は系の広がりを表す。ℏc ≈ 200MeV fm , c2/2g ≈ 4.6×1030 fm , ( fm = 10−15 m)であるから

λ =

[(
ℏc
mc2

)2
c2

2g

]1/3
≈

{
6µm , 陽子, 中性子 mc2 ≈ 940MeV

0.9mm , 電子 mc2 ≈ 0.51MeV

になる。電磁気力などに比べて, 重力は非常に弱い力であるため, 波動関数の広がりは巨視的スケー
ルである。重力だけが作用する量子系は例外的であり, 通常, 量子力学では重力は考えない。中性子
は電荷 0であるから, 重力だけが作用する系を作れる。最近, 離散的固有値 (2.43)が実験的に測定さ
れている (Nature 415 (2002) 297 , Physical Review D67 (2003) 102002 )。

問題 2.11 V (x) = mg|x| の場合, 固有値 E を求め E ≈ mgλ
(
3π
(
2k + 1

)
/8
)2/3

, k = 0, 1, 2, · · ·
になることを示せ。k = 2n− 1 の場合 (2.43)である。

古典力学との関係
(2.45)を古典力学の存在領域 (運動可能領域) 0 ≤ x ≤ En/mgと比較すると,量子力学では,古典力学
で禁止された領域に染み出す (下図で縦線 q = − anより右側の部分 )。nが小さい場合 − ℓ/an ∼ 1

であるが, n が大きくなると − ℓ/an � 1 になり量子力学的染み出しは無視できる。
区間 [x , x+ dx ] に粒子を見出す古典力学的確率 Pcl(E, x) dx は, この区間を通過するのに要する

時間 dt = dx/v , ( v =速さ ∝ √E −mgx ) に比例するから

Pcl(E, x) =
mg

2E

1√
1−mgx/E

, 0 ≤ x ≤ E

mg
(2.46)

である。ただし, 0 ≤ x ≤ E/mg で規格化した。
z = q + an とおくと, 460ページの図から z ≲ −1 では漸近形 (18.36)がよい近似で成り立ち

Ai(z) ≈ sin θ√
π |z|1/4

, Ai′(z) ≈ − Ai(z)

4z
− |z|

1/4

√
π

cos θ , θ =
2

3
|z|3/2 + π

4

になる。(18.27)より z = an のとき θ ≈ nπ になるから Ai′(an) ≈ (−1)n+1(− an)1/4/
√
π である。

したがって, (2.44)より

ψn(x)
2 ≈ mg

En

√
− an
|q + an|

sin2 θ =
mg

En

sin2 θ√
1−mgx/En

= 2Pcl(En, x) sin
2 θ (2.47)

0 10

1

2

3

4

q

n = 10

−an

である。sin2 θを 1/2で置き換えた平均的な ψ2
n(x)は,

近似的に Pclを再現する。右図に ψ2
n(x)を太い曲線で,

Pcl(En, x) を細い曲線で示す。縦軸の単位は mg/En

である。破線は (2.47)であり, q ≲ − an−1では (2.47)

はよい近似である。q < 0 の部分は q = 0 に壁がない
場合の存在確率を表す。q → −∞ では ψ2

n と Pcl は
1/
√
− q に比例して 0 になる。なお, 原点を他の零点,

例えば図の •に移動させれば n = 1 の場合になる。た
だし, 縦軸と細い曲線の交点が 1/2 になるように, 縦軸のスケールは変化する。
量子力学と古典力学の対応関係は, 時間に依存するシュレーディンガー方程式を解いて, 波束の運

動を考察してもよい。U(q) が (2.42)のときの数値解は 問題 3.11 で求める。

http://www.nature.com/nature/journal/v415/n6869/full/415297a.html
http://prola.aps.org/abstract/PRD/v67/i10/e102002
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2.7 指数関数を含むポテンシャル

U(q)
q

−U0

モースポテンシャル
d2ψ

dq2
+
(
ε− U(q)

)
ψ = 0 , U(q) = U0

(
e−2q − 2e−q

)
(2.48)

を解析的に解く。U0 は正の定数である。右図に U(q) を実線で示す。
破線は調和振動子ポテンシャル近似 (2.61)である。

ρ = 2ue−q →

{
0 , q →∞
∞ , q → −∞

, u =
√
U0

とすると (2.48)は (
ρ
d

dρ
ρ
d

dρ
− κ2 − ρ2

4
+ uρ

)
ψ = 0 , κ =

√
−ε > 0 (2.49)

になる。ρ→ 0 , ∞ のとき ψ → 0 であるが, 漸近形は

ρ→∞ , ( q → −∞ ) のとき
(
ρ2

d2

dρ2
− ρ2

4

)
ψ = 0 , ∴ ψ = e−ρ/2 = exp

(
−ue−q

)
(2.50)

ρ→ 0 , ( q →∞ ) のとき
(
ρ
d

dρ
ρ
d

dρ
− κ2

)
ψ = 0 , ∴ ψ = ρκ =

(
2u
)κ
e−κq

になるから ψ = ρκe−ρ/2φ(ρ) とする。(2.49)は

ρ
d2φ

dρ2
+
(
2κ+ 1− ρ

)dφ
dρ
− aφ = 0 , a = κ+ 1/2− u

になる。これは合流型超幾何微分方程式 (17.102)であり一般解は (17.107)になる。ρ = 0 , ( q →∞ )

のとき ψ = 0 を考慮すると

ψ = Cρκe−ρ/2M(a, 2κ+ 1, ρ ) , ρ = 2ue−q (2.51)

である。更に, (17.111)より ψ
ρ→∞−−−−→ 0 であるためには a = −n , ( n = 0, 1, 2, · · · ) になるから

κ = κn = u− n− 1/2 > 0 , εn = −κ2n = −
(
u− n− 1/2

)2
(2.52)

である。n < u− 1/2 より U0 > 1/4 のとき束縛状態が存在する。規格化定数 C は (17.116)より∫ ∞

−∞
dq |ψ(q)|2 = |C|2

∫ ∞

0

dρ ρ2κ−1e−ρM2(−n, 2κ+ 1, ρ ) = |C|2n!Γ (2κ)Γ (2κ+ 1)

Γ (2κ+ 1 + n)
= 1

で決まる。n次の多項式 M(−n, 2κ+ 1, ρ) は (17.124)のラゲール陪多項式 L2κ
n (ρ) で表せる。

2原子分子間のポテンシャルとしてモースポテンシャル

V (r) = V0

(
1− e−b(r−R)/R

)2
− V0 = V0

(
e−2b(r−R)/R − 2e−b(r−R)/R

)
がよく使われる。r は 2原子間の距離である。r = R で V (r) は最小値 −V0 になる。V (0) は発散
すべきだが, V (0) = V0

(
e2b − 2eb

) は有限である。しかし, b は 2程度であり V (0) ≈ 40V0 になるか
ら V (0) =∞ と見なしてよい。λ = R/b , q = (r −R)/λ とすると

U(q) =
2mλ2

ℏ2
V (r) = U0

(
e−2q − 2e−q

)
, U0 =

2mR2

ℏ2b2
V0
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0 1 2 u

−2

−1

0

1

κ
b = 1.0

である。(6.8)より軌道角運動量が 0 のとき動径方向のシュレー
ディンガー方程式は 1次元と同じになる。r = 0 での境界条件
は ψ( r = 0 ) = ψ( q = − b ) = 0 であるから (2.51)より

M
(
κ+ 1/2− u , 2κ+ 1, 2ueb

)
= 0 (2.53)

になり, これから κ =
√
−ε が決まる。κ を u の関数として右

図に示す。破線の直線は (2.52)を表す。κ ≤ 0 の解も存在する
が, 束縛状態ではない。b ≳ 1 の場合, κ > 0 では曲線と直線は
ほとんど一致する。(18.13)より x� 1 のとき M(a, b, x) ≈ Γ (b)exxa−b/Γ (a) になるから, b ≳ 1 の
場合, (2.53)の解は Γ (κ+ 1/2− u) の発散点 (2.52)で近似できる。

U(q) q

−U0

U(q) = −U0/(cosh q)2

d2ψ

dq2
+

(
ε+

U0

(cosh q)2

)
ψ = 0 (2.54)

の場合, ρ = 1/
(
e2q + 1

) とすると ( 0 < ρ < 1 )

d2

dq2
=

(
dρ

dq

d

dρ

)2

= 4f
d

dρ
f
d

dρ
, f =

1

(2 cosh q)2
= ρ− ρ2

であるから (
f
d

dρ
f
d

dρ
− κ2

4
+ U0f

)
ψ = 0 , κ =

√
−ε > 0 (2.55)

になる。ρ → 0, ( q → ∞ ) または ρ → 1, ( q → −∞ ) のとき ψ → 0 である。ρ ≈ 0 の場合 f ≈ ρ

より (
f
d

dρ
f
d

dρ
− κ2

4
+ U0f

)
ψ ≈

(
ρ
d

dρ
ρ
d

dρ
− κ2

4

)
ψ = 0 , ∴ ψ ≈ ρκ/2

ρ ≈ 1 のとき x = 1− ρ とすると f ≈ x であるから, 上と同様にして ψ ≈ xκ/2 = (1− ρ)κ/2 になる。
ψ = ρκ/2 (1− ρ)κ/2 φ = fκ/2 φ とし, 正直に計算すれば, (2.55)は(

ρ(1− ρ) d
2

dρ2
+ (κ+ 1)(1− 2ρ)

d

dρ
− κ(κ+ 1) + U0

)
φ = 0

になる。これは c = κ+1 , 1+a+b = 2(κ+1) , ab = κ(κ+1)−U0 とした超幾何微分方程式 (17.118)

である。a , b について対称であるから

a = κ+ 1/2−
√
U0 + 1/4 , b = κ+ 1/2 +

√
U0 + 1/4 = 2κ+ 1− a > 0

とする。(17.122)より一般解は超幾何関数 F (a, b, c, x) を用いて

ψ = (1− ρ)κ/2
(
Aρκ/2F (a, b, 1 + κ, ρ) +Bρ−κ/2F (a− κ, b− κ, 1− κ, ρ)

)
(2.56)

と表せる。ψ ρ→0−−−→ 0 より B = 0 であり

ψ = A (1− ρ)κ/2 ρκ/2F (a, b, 1 + κ, ρ) , A 6= 0 (2.57)

になる。次に, ψ
ρ→1−−−→ 0 になる条件を求める。(17.59), (17.123)より

F (a, b, 1 + κ, ρ) =
sin(πκ− πa)

sin(πκ)
F (a, b, 1 + κ, 1− ρ) (2.58)

+ C (1− ρ)−κF (1 + κ− a, a− κ, 1− κ, 1− ρ) , C =
Γ (1 + κ)Γ (κ)

Γ (a)Γ (b)
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F (a, b, c, 0) = 1 より ψ
ρ→1−−−→ AC (1− ρ)−κ/2 になるから C = 0 でなければならない。Γ (x) は零点

を持たず x = −n , n = 0, 1, 2, · · · で発散する。b > 0 より a = −n が求める条件であり

κ = κn =
√
U0 + 1/4− n− 1/2 > 0 , εn = −κ2n = −

(√
U0 + 1/4− n− 1/2

)2
(2.59)

ψn(q) =
A

(2 cosh q)
κn
F (−n, 2κn + n+ 1, 1 + κn, ρ) , ρ =

1

e2q + 1
(2.60)

0
1

2
3

−1 0 1 2

0

1 U0 = 20

q

になる。規格化した波動関数を図に示す。曲線に付けた値は
n である。U0 = 20 のとき κn = 4− n > 0 になる。(2.58)よ
り b = 2κ+ 1 + n のとき

F (−n, b, 1 + κ, ρ) = (−1)nF (−n, b, 1 + κ, 1− ρ)

これと ρ(− q) = 1−ρ(q) より ψn(− q) = (−1)nψn(q) である。
ψn(x) は n個の節をもつ。F (a, b, c, 0) = 1 より q → ±∞ の
とき ψn(q) ∝ e−κn|q| になる。
調和振動子近似
一般に, U(q) が q = q0 で最小になる場合, ψ(q) が q = q0 付近に局在するなら, テイラー展開し

U(q) ≈ u0 + u2
(
q − q0

)2
, u0 = U(q0) , u2 = U ′′(q0)/2 (2.61)

でもよい近似である。このとき (2.2)は
d2ψ

dx2
+

(
ε− u0√

u2
− x2

)
ψ ≈ 0 , ただし x = u

1/4
2

(
q − q0

)
これは (4.2)であるから (4.6)より (

ε − u0
)
/
√
u2 ≈ 2n + 1 になる。(2.48), (2.54)の U(q) の場合,

q = 0 で最小になる。u0 = −U0 , u2 = U0 より ε ≈ −U0 +
√
U0

(
2n+1

) である。これは √U0 � n

での (2.52) , (2.59)の近似式に一致する。

U(q) = −U0e
−|q|

U(q) は偶関数であるから ψ(q) を偶関数または奇関数として q ≥ 0 を考えればよい。ρ = ue−q/2 ,

u = 2
√
U0 とすると, (2.2) はベッセルの微分方程式 (17.90)(

d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
+ 1− κ2

ρ2

)
ψ = 0 , κ = 2

√
−ε > 0 (2.62)

になり, ψ はベッセル関数 Jκ(ρ), Nκ(ρ) で表せる。ρ q→∞−−−→ 0 より ψ(ρ)
ρ→0−−−→ 0 である。ρ → 0 の

とき Nκ(ρ) は ρ−κ で発散するから ψ(q) = AJκ
(
ue−q/2

) になる。

0 2 4 6 8u

−2

0

2

4
κ

奇関数の場合 ψ(0) = AJκ(u) = 0

偶関数の場合 ψ′(0) = − Au

2
J ′
κ(u) = 0

これから κ = κ(u) が決まる。右図で実線が奇関数 , 破線が偶関
数の κ(u) である。κ > 0 が束縛状態の固有値 ε = −κ2/4 にな
る。偶関数の束縛状態は u > 0 であれば存在するが, 奇関数の
束縛状態は u > J0の最初の零点 ≈ 2.4 の場合に存在する。
次に

U(q) =

{
0 , q < 0

−U0e
−q , q > 0

の場合 ψ(q) =

{
Aeκq/2 , q < 0

BJκ
(
ue−q/2

)
, q > 0

(2.63)
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0.59

2.70

5.35

−2 0 2 4 q

0

1 u = 8
である。q = 0で ψ と dψ/dq は連続であるから A = Jκ(u)B,

κA = −uJ ′
κ(u)B でなければならい。(17.97)より

κJκ(u) + uJ ′
κ(u) = uJκ−1(u) = 0 (2.64)

になる。前図の実線の κ を κodd とすると, κ = κodd + 1 > 0

が束縛状態の固有値を与える。u > 0 であれば束縛状態は存
在する。右図に規格化した ψ(q) を示す。前図より u = 8 の
場合 κ ≈ 5.35, 2.70, 0.59 である。

2.8 パリティ
V (x) = V (−x) のとき, 束縛状態の固有関数は偶関数か奇関数になる。これは x を −x に変える

空間反転 ( パリティ )に関する対称性である。パリティは位置を反転させるだけだが, 重要な物理
量である。任意の状態 ψ(x) に対して

Pψ(x) = ψ(−x) (2.65)

によりパリティ演算子 P を定義する。P 2ψ(x) = Pψ(−x) = ψ(x) より P 2 = 1 である。

〈α |P |β 〉∗ =

∫ ∞

−∞
dxψα(x)ψ

∗
β(−x) =

∫ ∞

−∞
dxψ∗

β(x)ψα(−x) = 〈β |P |α 〉

であるから P はエルミート演算子である。

Pxψ(x) = −xψ(−x) , xPψ(x) = xψ(−x)

P p̂ ψ(x) = − iℏPψ′(x) = − iℏψ′(−x) , p̂Pψ(x) = − iℏ d

dx
ψ(−x) = + iℏψ′(−x)

したがって

Px+ xP = 0 , P p̂+ p̂P = 0 あるいは PxP = −x , P p̂P = − p̂ (2.66)

になり, パリティ演算子 P は x , p̂ とは反可換である。
P の固有値を η , 固有関数を ψη(x) とする。Pψη(x) = η ψη(x) である。P 2 = 1 より

ψη(x) = P 2ψη(x) = η2ψη(x) , ∴ η = ± 1

Pψη(x) = ψη(−x) = ηψη(x) であるから, パリティの固有関数は偶関数 ( η = 1 ) または奇関数
( η = −1 )である。
(2.66)より H = p̂2/(2m) + V (x) は PHP = p̂2/(2m) + V (−x) になる。V (x) = V (−x) のとき

PHP = H, つまり HP − PH = 0 である。H の固有関数を φα(x) , 固有値を Eα とする。

HPφα(x) = PHφα(x) = EαPφα(x)

より Pφα(x) も固有値 Eα の固有関数である。束縛状態のように縮退がなければ, Pφα(x) ∝ φα(x)

であるから φα(x) は P の固有関数でもあり, 偶関数か奇関数になる。一方, φα(x) と Pφα(x) が 1

次独立で縮退するならば φα(x) は P の固有関数ではないが,
(
1 ± P

)
φα(x) は H と P の同時固有
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関数である。H の固有関数を偶関数と奇関数にでき, パリティ ± 1 の状態は縮退する。一般に, エ
ルミート演算子 A と B が可換ならば, A と B の同時固有関数が存在する ( 99ページ参照 )。
3次元では

Pψ(r) = ψ(− r) , P † = P , P 2 = 1 , Pr + rP = 0 , P p̂+ p̂P = 0 (2.67)

である。パリティの固有状態 Pψη(r) = η ψη(r) を正パリティ状態 ( η = 1 )あるいは負パリティ状
態 ( η = − 1 )という。1次元の場合と同様に, H が空間反転に対して不変, つまり [H , P ] = 0 な
らば H と P の同時固有状態が存在する。ψα(r) と ψβ(r) がパリティの固有状態で固有値を ηα , ηβ

とする。演算子 A が PAP = ηaA , ( ηa = ± 1 )を満たすとき

〈α |A |β 〉 = 〈α |P 2AP 2 |β 〉 = ηαηβ〈α |PAP |β 〉 = ηαηβηa〈α |A |β 〉 , ηαηβηa = ± 1 (2.68)

になる。ηαηβηa = − 1 ならば 〈α |A |β 〉 = 0 である ( パリティ選択則 )。

2.9 無限遠における波動関数
26ページの定性的議論を再考する。(2.2)において q > q0 のとき U(q)− ε は定符号とする。
U(q) − ε < 0 になるのは, q → ∞ で U(q) が有限な値になるか, または, U(q)

q→∞−−−→ −∞
の場合である。前者の場合, (2.7) と同様に, 束縛状態は存在しない。後者の場合, (2.41) と同様に
ψ(q)

q→∞−−−−→ 0 であるが ψ′(q) は振動しながら発散するから, 束縛状態ではない。
次に, q > q0 のとき κ > 0を定数として U(q)− ε ≥ κ2 > 0 とする。U(q)

q→∞−−−−→∞ でもよい。

ψ1(q0) = 1 , ψ′
1(q0) = 0 , ψ2(q0) = 0 , ψ′

2(q0) = 1

により (2.2)の特解 ψi(q) を決める。ψ′′
i =

(
U(q)− ε

)
ψi を積分で表すと

ψi(q) = fi(q) +

∫ q

q0

dq1
(
q − q1

)(
U(q1)− ε

)
ψi(q1) , fi(q) = ψi(q0) + ψ′

i(q0)
(
q − q0

)
= fi(q) +

∫ q

q0

dq1
(
q − q1

)(
U(q1)− ε

)(
fi(q1) +

∫ q1

q0

dq2
(
q1 − q2

)(
U(q2)− ε

)
ψi(q2)

)
これを繰り返せば q > q0 では正項級数になるから ψi(q) > 0 である。ロンスキャンは

ψ1(q)ψ
′
2(q)− ψ′

1(q)ψ2(q) =一定 = ψ1(q0)ψ
′
2(q0)− ψ′

1(q0)ψ2(q0) = 1 6= 0 (2.69)

になり ψ1(q) と ψ2(q) は独立である。

ϕ1(q) = coshκ(q − q0) , ϕ2(q) = sinhκ(q − q0)

とすると
dWi

dq
=
(
U(q)− ε− κ2

)
ψi(q)ϕi(q) ≥ 0 , Wi(q) = ϕi(q)ψ

′
i(q)− ϕ′i(q)ψi(q)

であるから Wi(q) ≥Wi(q0) = 0 , つまり ψ′
i/ψi ≥ ϕ′i/ϕi である。積分すると∫ q

q0

dx
ψ′
i(x)

ψi(x)
≥
∫ q

q0

dx
ϕ′i(x)

ϕi(x)
, ∴ log

ψi(q)

ψi(q0)
≥ log

ϕi(q)

ϕi(q0)
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になるから
ψi(q) ≥

ψi(q0)

ϕi(q0)
ϕi(q) , ψ′

i(q) ≥
ϕ′i(q)

ϕi(q)
ψi(q) ≥

ψi(q0)

ϕi(q0)
ϕ′i(q)

ψ1(q0)/ϕ1(q0) = 1 である。一方, ψ2(q0)/ϕ2(q0) は 0/0 になるが

lim
ε→0

ψ2(q0 + ε)

ϕ2(q0 + ε)
=
ψ′
2(q0)

ϕ′2(q0)
=

1

κ

であるから

ψ1(q) ≥ coshκ(q−q0) , ψ′
1(q) ≥ κ sinhκ(q−q0) , ψ2(q) ≥

sinhκ(q − q0)
κ

, ψ′
2(q) ≥ coshκ(q−q0)

になる。u(q) = ψ1(q)/ψ2(q) , v(q) = ψ′
1(q)/ψ

′
2(q) とすると (2.69)より

u− v =
1

ψ2ψ′
2

> 0 , u′ = − 1

ψ2
2

< 0 , v′ =
U(q)− ε
ψ′ 2
2

> 0

u(q) は単調減少, v(q) は単調増加であり u− v q→∞−−−−→ 0 になるから, u(q) と v(q) は q →∞ で同じ
極限値 αに収束し v(q) < α < u(q) である。ψα = ψ1 − αψ2 とする。ψ1 と ψ2 は独立であるから,

(2.2)の一般解 ψ(q) は

ψ(q) = A1ψ1(q) +A2ψ2(q) = A1ψα(q) +
(
A1α+A2

)
ψ2(q)

と表せる。
ψ1 = uψ2 =

(
v +

1

ψ2ψ′
2

)
ψ2 , ψ′

1 = vψ′
2 =

(
u− 1

ψ2ψ′
2

)
ψ′
2

より

ψα =
(
u− α

)
ψ2 > 0 , ψα =

(
v − α+

1

ψ2ψ′
2

)
ψ2 <

1

ψ′
2

< 2e−κ(q−q0)

ψ′
α =

(
v − α

)
ψ′
2 < 0 , ψ′

α =

(
u− α− 1

ψ2ψ′
2

)
ψ′
2 > −

1

ψ2
> − 2κe−κ(q−q0)

になるから, q → ∞ のとき ψα(q) と ψ′
α(q) は e−κq 以上の速さで 0 に収束する。A1α + A2 = 0 の

とき ψ(q) = A1ψα(q) は束縛状態の境界条件を満たす。A1α+A2 6= 0 の場合, ψ(q) は eκq 以上で発
散する。q → ∞での束縛状態の境界条件を満たす ψ(q) は, 定数 A1 を除けば, 一意に決まる。この
ψ(q) は U(q)− ε ≥ κ2 である任意の ε について存在するが, ψ(q)

q→−∞−−−−−→ 0 とは限らない。

2.10 離散的エネルギーと節の個数
ψ(x) = 0 になる点 x を節またはノードという。無限に深いポテンシャルの場合, 端点で ψ(x) = 0

になるが, 端点は節に含めない。これまでの具体例から分かるように
2つの端点 (±∞ を含む )で ψ(x) = 0 である境界条件のため, 束縛状態のエネルギー
E は離散的になる。E は縮退しない。E0 < E1 < E2 < · · · と並べたとき, E = En

の波動関数 ψn(x) には n個の節が存在する。基底状態 ψ0(x) は節を持たない。更に,

ψn+1(x) の隣り合う節の間に ψn(x) の節が 1つ存在する。

(2.70)

である。ψ(x) は実数としてよい。
節の個数と E の関係は簡単な議論から予想できる。ψ(x0) = 0 のとき ψ′(x0) 6= 0, ψ′′(x0) = 0

より
ψ′(x)2 = ψ′(x0)

2

(
1 +

2m

ℏ2
(
V (x0)− E

)(
x− x0

)2)
+ · · ·
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であるから, E > V (x0) ならば ψ′(x)2 は x = x0 で極大である。このため, ψ′(x)2 の積分である運
動エネルギーは, 節の個数 nが多いほど大きくなり E0 < E1 < · · · になるだろう。
(2.70)を V (x)

x→±∞−−−−−→ 0 の場合に示す。束縛状態であるから (2.2)において ε < 0 である。

ψ(q) = ρ(q,ε) sin θ(q,ε) , dψ

dq
= ρ(q,ε) cos θ(q,ε) , ρ(q,ε) =

√
ψ(q)2 +

(
dψ/dq

)2
(2.71)

とする。ψ(q) は恒等的には 0でないから, ψ(q) と dψ/dq は同時に 0にはならず ρ > 0 である。
d2ψ

dq2
=
dρ

dq
cos θ − ρdθ

dq
sin θ =

(
U(q)− ε

)
ρ sin θ ,

dψ

dq
=
dρ

dq
sin θ + ρ

dθ

dq
cos θ = ρ cos θ

であるから
dθ

dq
= 1 +

(
ε− U(q)− 1

)
sin2 θ (2.72)

1

ρ

dρ

dq
=
(
1 + U(q)− ε

)
sin θ cos θ (2.73)

になる。(2.72)を解くと θ(q) が決まり, これを (2.73)に代入すると ρ(q) も求まる。q → ±∞ のと
き U(q)→ 0 より束縛状態は ψ(q) ∝ e∓

√
−εq になり

cot θ(±∞,ε) = lim
q→±∞

ψ′

ψ
= ∓
√
−ε (2.74)

cot2 θ(q,ε) = −ε は U = 0 での (2.72)の定数解である。(2.74)を満たすとき (2.73)は
1

ρ

dρ

dq
=
(
1 + U(q)− ε

) tan θ

1 + tan2 θ

q→±∞−−−−−→ ∓
√
−ε , ∴ ρ(q)

q→±∞−−−−−→ ρ±e
∓
√
−εq

になるから, (2.74)が束縛状態の条件である。

α− = cot−1
√
−ε , α+ = π − α− , 0 < α− < π/2 (2.75)

とする。cot θ(±∞,ε) = cotα± である。k を整数として θ(q,ε) + kπ も (2.72)の解であり θ(q,ε)
には kπ の不定性があるから, θ(−∞,ε) = α− としてよい。これを初期条件として (2.72)を解けば
θ(q,ε) が決まる。このとき cot θ(∞,ε) = cotα+, つまり

θ(−∞,ε) = α− , θ(∞,ε) = nπ + α+ = (n+ 1)π − α− , n = 0, 1, 2, · · · (2.76)

である ε が存在するならば, 束縛状態のエネルギーになり離散的である。θ(−∞,ε) > 0 から解き
始めて θ(q0,ε) = 0 になったとすると θ′(q0,ε) ≤ 0 になるが, (2.72)より θ′(q0,ε) = 1 であるから
θ(q,ε) = 0 にはならず θ(q,ε) > 0 である。θ(∞,ε) > 0 , π/2 < α+ < π より n ≥ 0 である。
εa > εb のとき θa(q) = θ(q,εa), θb(q) = θ(q,εb) とおく。

θa(−∞) = cot−1
√
−εa , θb(−∞) = cot−1

√
−εb , θa(−∞)− θb(−∞) > 0

である。ただし, θ(∞,ε) = nπ + α+ を満たす必要はない。
dF

dq
=
(
εb − U(q)− 1

) sin2 θa − sin2 θb
θa − θb

, ただし θa = θb のとき sin θa − sin θb
θa − θb

= cos θa

とする。dF/dq は任意の点で連続である。(2.72)より
d

dq

((
θa − θb

)
e−F

)
=
(
εa − εb

)
e−F sin2 θa ≥ 0
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になるから (
θa(q)− θb(q)

)
e−F (q) ≥ lim

q→−∞

(
θa(q)− θb(q)

)
e−F (q) > 0

θ(−∞,ε) = cot−1
√
−ε のとき θ(q,ε) は εの単調増加関数である。したがって, (2.76)を満たす ε

を εn とすると, εn は縮退せず ε0 < ε1 < ε2 < · · · になる。
(2.71)の場合, θ(qk,ε) = kπ である qk が節になる。(2.72)より θ′(qk,ε) = 1 であるから qk は 1

点だけである。
0 < θ(−∞,εn) < π/2 , nπ + π/2 < θ(∞,εn) < (n+ 1)π (2.77)

であり, θ(q,ε) は q の単調関数とは限らないが, θ(q,εn) = (n+ 1)π にはならないから, ψ(q,εn) に
は k = 1, · · · , n である n個の節が存在する。
ψn(q) = ψ(q,εn) の節を q1 < q2 < · · · < qn とする。(2.3)と同様に

d

dq

(
ψ′
nψn+1 − ψ′

n+1ψn

)
=
(
εn+1 − εn

)
ψn+1ψn

これを qk ≤ q ≤ qk+1 で積分すると

ψ′
n(qk+1)ψn+1(qk+1)− ψ′

n(qk)ψn+1(qk) =
(
εn+1 − εn

) ∫ qk+1

qk

dq ψn+1(q)ψn(q) (2.78)

qk < q < qk+1 で ψn(q) は定符号である。ψn(q) ≷ 0 のとき ψ′
n(qk+1) ≶ 0, ψ′

n(qk) ≷ 0 であるから,

ψn+1(q) が qk ≤ q ≤ qk+1 で定符号ならば, 左辺と右辺の符号は逆になる。したがって, ψn+1(q) は
qk < q < qk+1 で符号が変わり 1つ以上の節が存在する。±∞は節ではないが, q0 = −∞, qn+1 =∞
としても以上の議論は成り立つ。ψn+1(q) の節の個数は n+ 1 であるから, n+ 1個の区間

−∞ < q < q1 , q1 < q < q2 , · · · , qn < q <∞

に ψn+1(q) の節が 1つ存在する。つまり, ψn+1(q) の隣り合う節の間に ψn(q) の節が 1つ存在する。
なお, ある節 qk で ψn+1(qk) = 0 とする。この場合も (2.78)より ψn+1(q) は qk < q < qk+1 で符号
が変わり, ψn+1(q) の節の個数は n+ 2になる。したがって, ψn+1(q) と ψn(q) の節が一致すること
はない。ただし, ψn+1(q) と ψn−1(q) の節が一致することはある。
以上で (2.70)が示せた。U(q)

q→±∞−−−−−→ 0 でない場合, (2.75) の α± を適当に変更すれば, (2.70) を
示せるだろう ( 149ページ参照 )。

• ε 6= εn のとき ψ(q)
q→∞−−−−→ Ae

√
−εq + Be−

√
−εq , A 6= 0 より cot θ(∞,ε) =

√
−ε = cotα− に

なり θ(∞,ε) は ε = εn で不連続である。θ(∞,ε) は ε の増加関数であるから

θ(∞,εn− 0) = nπ+α− < θ(∞,εn) = (n+1)π−α− < θ(∞,εn+0) = (n+1)π+α− (2.79)

θ(∞,εn + 0)− θ(∞,εn − 0) = π である。
• U(q) = U(−q) の場合 θk(q,ε) = kπ − θ(−q,ε) とすると

dθk
dq

=
dθ(−q)
d(−q)

= 1 +
(
ε− U(−q)− 1) sin2 θ(−q,ε) = 1 +

(
ε− U(q)− 1) sin2 θk(q,ε)

になり θk(q,ε) も (2.72)の解である。一般に θk(−∞,ε) 6= θ(−∞,ε) であるが, (2.76)より

θn+1(−∞,εn) = (n+ 1)π − θ(∞,εn) = θ(−∞,εn)

θ(−∞,ε) を与えると (2.72)の解は一意に決まるから, 任意の q に対して

θ(q,εn) = θn+1(q,εn) = (n+ 1)π − θ(−q,εn) (2.80)
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θ(0,εn) = (n+ 1)π/2 であり θ(q,εn)− θ(0,εn) は qの奇関数になる。ε = εn のとき (2.73)

の右辺は q の奇関数になるから ρ(q,εn) は偶関数であり ψ(−q,εn) = (−1)nψ(q,εn) が成り
立つ。基底状態 ψ0(x) は偶関数であり, εn の増加とともに偶関数と奇関数が交互に現れる。

具体例
井戸型ポテンシャル (2.8)

U(q) =

{
0 , |q| > 1

− v20 , |q| < 1
, v0 =

√
2ma2

ℏ2
V0 , ε =

2ma2

ℏ2
E (2.81)

の場合 (λ = a ), (2.72)は

dθ

dq
=

 1−
(
1 + κ2

)
sin2 θ , |q| > 1

1−
(
1−K2

)
sin2 θ , |q| < 1

, κ =
√
−ε , K =

√
ε+ v20 (2.82)

になり
θ(q) =

{
θ(−∞) = α− , q < −1

θ(∞) = (n+ 1)π − α− , q > 1
, α− = tan−1 1

κ
(2.83)

である。|q| < 1 では dθ/dq ≥ min(K2, 1) > 0 であり定数解は存在しない。∫
dq

1−
(
1−K2

)
sin2 q

=
1

K
tan−1

(
K tan q

)
であるから

tan θ = F (q) , F (q) =
tan
(
Kq + θ0

)
K

, θ0 =任意定数 (2.84)

になる。| tan−1 F | < π/2 であるが | θ | < π/2 とは限らないから ℓ(q) を整数として

θ(q) = ℓ(q)π + tan−1 F (q)

ただし ℓ(−1) = 0 とする。θ(q) は増加関数であるから, tan θ(q) が発散するとき

tan−1
(
tan θ(q ± 0)

)
= tan−1(∓∞) = ∓π/2

θ(q)の連続性より ℓ(q+0) = ℓ(q−0)+1になる。|q| < 1のとき (2.77)より θ(q) = π/2, · · · , nπ+π/2
の n + 1箇所で発散するから ℓ(1) = n + 1 になり θ(1) = (n + 1)π + tan−1 F (1) である。θ(q) が
q = ± 1 で連続であるためには (2.83)より

F (−1) = tan(θ0 −K)

K
=

1

κ
, F (1) =

tan(θ0 +K)

K
= − 1

κ

tan(K + θ0) = tan(2K + θ0 −K) に第 1式を代入すると

tan 2K =
2κ/K

1− (κ/K)2
, ∴ tanK = κ/K または tanK = −K/κ

になり (2.11), (2.12)を再現する。

tan θ0 =
tan
(
θ0 −K

)
+ tanK

1− tan
(
θ0 −K

)
tanK

=
K/κ+ tanK

1− (K/κ) tanK
=

{
∞ , tanK = κ/K のとき
0 , tanK = −K/κ のとき

である。
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下の左図に q を与えたとき θ(q,ε) − α+ を ε の関数として示す。太い実線は q = 2, 破線は
q = 1 の場合であり, 曲線に付けた値は v0 である。• は θ(q,ε) − α+ = nπ で決まる εn を表す。
(2.79)より θ(2,ε) ≈ θ(∞,ε) は εn 近傍で急激な変化をする。細い実線は cot θ =

√
−ε, つまり

θ−α+ = kπ+2 cot−1
√
−ε を示す。右図は θn(q) = θ(q,εn) である。曲線に付けた値は n を表す。

sin θn(q) = 0 である節 (◦)は n個存在し, (2.80)の対称性が成り立つ。細い曲線は ε = − 5, − 20 の
場合である。例外はあるが, ε 6= εn のとき θ(q,ε) は q > 1 で一定ではない。

−20 −10 0
−1

0

1

2

3

4

ε

345( θ(q,
ε)
−
α
+

) /π

−1 0 1
0

1

2

3

4

q

v0 = 5

0

1

2

3

θ n
(q
)/
π

問題 2.12

1. tanK = κ/K のとき n は偶数, tanK = −κ/K のとき n は奇数になることを示せ。
2. (2.73) より |q| < 1 のとき ψ ∝ sin(Kq + θ0) を示せ。
3. cot θ(1,ε) ε→0−−−→ − v0 tan 2v0 を示せ。κ の 1次まで考慮し cot θ(1,ε) = −κ を解くと, ε ≈ 0

の解は (2.17)になることを示せ。
問題 2.13 デルタ関数型ポテンシャル (2.28) U(q) = − 2λv1δ(q) の場合, (2.72)より (2.29)を求め
よ。q 6= 0 のとき sin2 θ(q) = 1/(1− ε), (2.80)より sin2 θ(0) = 1 であり sin2 θ(q) は q = 0 で不連続
になるから ( θn の図で ± 1 を 0 に近づけた極限 ), (2.72)を直接積分しても無意味である。

q = ± 1 で最小値 −U0 になる U(q) = −U0q
2e−q

2+1 の場合, (2.73), (2.72)の数値解を下に示す。
U0 = 12 とした。左図で実線は θ(5,ε) ≈ θ(∞,ε), 破線は θ(2,ε) である。(2.72), (2.80)より n が
偶数のとき θ′n(0) = εn − U(0) = εn < 0 であり q = 0 の近くでは θn(q) は減少関数になる (中央の
図)。右図に規格化した ψn(q) = ψ(q,εn) を示す。太い曲線は n が偶数, 細い曲線は奇数の場合で
あり ψn(−q) = (−1)nψn(q) になる。ψn の節は ψn+1 の節の間にある。

−5 0
−1

0

1

2

3

4

ε

(
θ(q,ε)− α+

)
/π

−2 0 2
0

1

2

3

4

q

0

1

2

3

θn(q)/π

0 2 q

0

1
ψn(q)

2.11 シュレーディンガー方程式の数値解法
シュレーディンガー方程式が解析的に解ける問題は限られる。以下では, 無次元化した (2.2) を数

値的に解き, 束縛状態の ε と ψ(q) を求める。2次元や 3次元の問題でも中心力の場合, 解くべき方
程式は (2.2)の型になる ( 170ページ参照 )。26ページで示したように ψ(q) は実数としてよい。
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区間 qmin ≤ q ≤ qmax の両端で ψ(q) の境界条件が与えられているとする。ただし, 境界が無限遠
の場合, ψ(q) がほぼ 0 となる適当な有限区間で置き換える。ε を与えたとき, 片側の境界条件から
出発して求めた解 ψ(q) は, 一般には, もう 1つの境界条件を満たさない。ε が離散的固有値のとき
だけ両方の境界条件を満たす。シュレーディンガー方程式の束縛状態を数値的に求める問題は, 微
分方程式を解くと同時に, 固有値も求めなければならない。
離散的固有値を求める 1つの方法を示す ( 櫻井捷海, コンピュータで学ぶ量子力学 [基礎編] (裳華

房) 1992 )。ε を与えたとき

ψ−(q,ε) = qmin での境界条件から q を増加させて得られる解
ψ+(q,ε) = qmax での境界条件から q を減少させて得られる解

とする。一方の境界条件を満たす解を数値的に求めることは容易である。ψ−(q,ε) と ψ+(q,ε) を
適当な中間点 q = qc で接続する。一般に ψ−(qc,ε) 6= ψ+(qc,ε) であり q = qc で連続ではな
い。ところで, 定数倍した関数も微分方程式を満たすから ϕ±(q,ε) = ψ±(q,ε)/ψ±(qc,ε) とすれば,

ϕ±(qc,ε) = 1になり q = qc で連続である。しかし, εが固有値に等しい場合を除けば ϕ′(q) = dϕ/dq

は q = qc で連続にならない。

ϕ′−(qc,ε)− ϕ′+(qc,ε) =
W (ε)

ψ−(qc,ε)ψ+(qc,ε)
, W (ε) = ψ′

−(qc,ε)ψ+(qc,ε)− ψ−(qc,ε)ψ′
+(qc,ε)

であるから, ロンスキャン W (ε) = 0 の解が固有値を与える。(2.3)より W (ε) は qc に依存しない。

ヌメロフ法
(2.2)を ψ(q) と ψ′(q) の 1階 2元連立微分方程式にしてルンゲ・クッタ ( Runge–Kutta )法を用い
てもよいが, ここではヌメロフ ( Numerov )法を用いる。qmin ≤ q ≤ qmax を Nq 等分して

qk = qmin +∆q k , k = 0, 1, · · · , Nq , ∆q =
qmax − qmin

Nq

とする。q = qk での f(q) を fk = f(qk) とおく。テイラー展開を使うと

fk±1 = f(qk ±∆q) = fk ±∆qf ′k +
(∆q)2

2
f ′′k ±

(∆q)3

3!
f
(3)
k +

(∆q)4

4!
f
(4)
k + · · ·

であるから
fk+1 − 2fk + fk−1 = (∆q)2f ′′k +

(∆q)4

12
f
(4)
k +O

(
(∆q)6

)
(2.85)

これから q = qk における 2階微分は

f ′′k =
fk+1 − 2fk + fk−1

(∆q)2
+O

(
(∆q)2

)
(2.86)

になる。(2.2)より

ψ
(4)
k =

d2F (q)ψ(q)

dq2

∣∣∣∣
q=qk

, ただし F (q) = U(q)− ε

であるが, 右辺の 2階微分に f(q) = F (q)ψ(q) として (2.86)を使うと

ψ
(4)
k =

Fk+1ψk+1 − 2Fkψk + Fk−1ψk−1

(∆q)2
+O

(
(∆q)2

)
になる。これと ψ′′

k = Fkψk を (2.85)の右辺に代入すると

ψk+1 − 2ψk + ψk−1 = (∆q)2Fkψk +
(∆q)2

12

(
Fk+1ψk+1 − 2Fkψk + Fk−1ψk−1

)
+O

(
(∆q)6

)
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したがって Dq = (∆q)2/12 とすると(
1−DqFk+1

)
ψk+1 − 2

(
1 + 5DqFk

)
ψk +

(
1−DqFk−1

)
ψk−1 = O

(
(∆q)6

)
(2.87)

になる。k を k − 1 で置き換えると, k = 2, 3, · · · に対して

ψk ≈
2 (1 + 5DqFk−1)ψk−1 − (1−DqFk−2)ψk−2

1−DqFk
, Fk = U(qk)− ε , Dq =

(∆q)2

12
(2.88)

である。ψ0 と ψ1 を与えてこの式を k = 2, 3, · · · に適用すると ψ2, ψ3, · · · が順に求まり ψ− が決
まる。一方, ψNq

, ψNq−1 を与えて

ψk ≈
2 (1 + 5DqFk+1)ψk+1 − (1−DqFk+2)ψk+2

1−DqFk
, k = Nq − 2, Nq − 3, · · · (2.89)

として k を減少させると ψNq−2, ψNq−3, · · · が順に求まり ψ+ が決まる。なお, W (ε) を求めるに
は ψ′(q) が必要であるが, (2.86)と同様にすれば

ψ′
k =

1

12∆q

(
8
(
ψk+1 − ψk−1

)
− ψk+2 + ψk−2

)
+O

(
(∆q)4

)
(2.90)

ψ′
k =

1

60∆q

(
45
(
ψk+1 − ψk−1

)
− 9
(
ψk+2 − ψk−2

)
+ ψk+3 − ψk−3

)
+O

(
(∆q)6

)
である。

波動関数の初期値と接続点
ヌメロフ法で ψ±(q) を求める場合, 境界条件を満たす初期値

ψ0 = ψ−(qmin) , ψ1 = ψ−(qmin +∆q) , ψNq−1 = ψ+(qmax −∆q) , ψNq = ψ+(qmax)

を与える必要がある。例えば
• −∞ < q <∞ で ψ(q)

q→±∞−−−−−→ 0 の場合
qmin, qmax を ψ(qmin) ≈ 0, ψ(qmax) ≈ 0 になる十分遠方とする ( ただし, 遠方過ぎても無駄な
計算をするだけである )。このとき

ψ0 = ψNq = 0 , ψ1 = ψNq−1 =微小値 6= 0 (2.91)

とする。最終的に波動関数を規格化するから微小値は適当でよい。漸近形が解析的に求まる
場合, 漸近形を用いてもよい。U(q)

q→±∞−−−−−→ 0 ならば ψ(q)→ e±κq になるから ( κ =
√
−ε )

ψ0 = eκqmin , ψ1 = eκ(qmin+∆q), ψNq = e−κqmax , ψNq−1 = e−κ(qmax−∆q) (2.92)

である。接続点 qc は qc = 0 でよかろう。
• 0 ≤ q <∞ で ψ(0) = 0 , ψ(q)

q→∞−−−−→ 0 の場合
qmin = 0とし (2.91)を用いる。q = qmax では (2.92)でもよい。接続点は x ≈ λ , つまり qc ≈ 1

程度である。U(q) が q の偶関数の場合, 束縛状態の波動関数は奇関数あるいは偶関数になる
から qmin = 0 として解いた方が無駄がない。ただし, 偶関数の場合 ψ′(0) = 0 である。

固有値の求め方
W (ε) が数値的にしか求まらない場合, W (ε) = 0 の解を求める方法としてセカント法や二分法が
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ある。これらの方法では ε の初期値が 2つ必要になる。ここでは以下のようにする。εmin < ε <

εmax の固有値を求めるとして, この区間を Ne 等分して

εi = εmin + i∆ε , i = 0, 1, · · · , Ne , ∆ε = (εmax − εmin)/Ne

とする。W (ε) は発散しないから, W (εi)W (εi+1) < 0 ならば εi < ε < εi+1 に W (ε) = 0 を満た
す ε が存在する。そこで εi と εi+1 を初期値として二分法またはセカント法を適用する。Ne をあ
る程度大きくとれば, εmin < ε < εmax にある全ての固有値を安定して求めることができる。

Cプログラムの例
qmin = qmin , qmax = qmax , dq = ∆q , nq = Nq , nc = (qc − qmin)/∆q

wf[k] = ψk , pot[k] = U(qk)

とする。これらを main関数の前で定義した外部変数とすると, W (ε) を求める関数で引数とする必
要がない。wf[k] と pot[k] は次元が Nq + 1 以上の配列である。ヌメロフ法を実行する度に U(qk)

を計算するのは無駄であり, 一度計算して配列に保存しておく。整数 nc は k = nc のときの qk が
接続点 qc に対応する。
double wronski( double ee ) ε を与えたとき W (ε) を求める関数
ここでは境界条件を (2.91)とした。問題に応じて適切に変更する。最初の forループで (2.88)を用
いて wf[k] = ψ− k を求める。接続点での ψ′

− を (2.90)で計算するため k = nc+2 までループを回
す。次の forループで (2.89)により wf[k] = ψ+ k を求める。最後の forループでは ψ− と ψ+ を連
続にする。この時点では k ≤ nc−1 のとき wf[k] = ψ− k , k ≥ nc のとき wf[k] = ψ+ k であるから,

k ≤ nc−1 に対して定数倍 ψ+ nc/ψ− nc = wf[nc]/wf1 すればよい。
double get_eigen( double e1, double e2 )

2つの初期値 ε = e1, e2 を与えたとき, 二分法を用いて W (ε) = 0 の解を求める関数。相対誤差
|1− e1/e2| <微小値 になったら収束した見なす。ここでは 微小値 = 10−6 としてある。

#include <stdio.h>

#include <math.h>

double potential( double q );

double wronski( double ee );

double get_eigen( double e1, double e2 );

double wf[ ... ], pot[ ... ], qmin, qmax, dq;

int nc, nq;

int main()

{

double emin, emax, de, ee, w1, w2, qc;

int i, ne;

qmin = ... ; qmax = ... ; qc = ... ; dq = ... ;

nq=(qmax-qmin)/dq; nc=(qc-qmin)/dq;

qmax=qmin+nq*dq; qc=qmin+nc*dq;

for(i=0; i<=nq; i++ )

pot[i]= potential(qmin+dq*i);

emin = ... ; emax = ... ; ne = ... ;

de=(emax-emin)/ne;
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w1= wronski( emin );

for(i=1; i<=ne; i++ ){

ee=emin+de*i;

w2=wronski( ee );

if( w1*w2<0 ){

printf("%9.4f\n", get_eigen( ee, ee-de ) );

}

w1=w2;

}

return 0;

}

double potential( double q )

{

......

}

double wronski( double ee )

{

double dq2, c1, c2, c3, wf1, wf2, wf3, dwf1, dwf2;

int k;

dq2=dq*dq/12;

wf[0]=0; wf[1]=1.e-6;

for(k=2; k<=nc+2; k++ ){

c1=1-dq2*(pot[k]-ee );

c2=1+5*dq2*( pot[k-1]-ee );

c3=1-dq2*( pot[k-2]-ee );

wf[k] = ( 2*c2*wf[k-1] - c3*wf[k-2] )/c1;

}

wf1=wf[nc]; wf2=wf[nc-1]; wf3=wf[nc-2];

dwf1=( 8*(wf[nc+1]-wf[nc-1])-(wf[nc+2]-wf[nc-2]) )/(12*dq);

wf[nq]=0; wf[nq-1]=1.e-6;

for(k=nq-2; k>=nc-2; k-- ){

c1=1-dq2*( pot[k]-ee );

c2=1+5*dq2*( pot[k+1]-ee );

c3=1-dq2*( pot[k+2]-ee );

wf[k] = ( 2*c2*wf[k+1] - c3*wf[k+2] )/c1;

}

dwf2=( 8*(wf[nc+1]-wf[nc-1])-(wf[nc+2]-wf[nc-2]) )/(12*dq);

wf[nc-1]=wf2; wf[nc-2]=wf3;

for(k=0; k<=nc-1; k++ )

wf[k]=wf[k]*wf[nc]/wf1;

return dwf1*wf[nc]-dwf2*wf1;

}

double get_eigen( double e1, double e2 )

{

double w1, w2, w3, e3;

w1=wronski( e1 );
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w2=wronski( e2 );

while( fabs(e1-e2)>fabs(e2)*1.e-6 + 1.e-80 ){

e3=( e1+e2 )/2;

w3=wronski( e3 );

if( w1*w3 > 0 ){

w1=w3; e1=e3;

} else {

w2=w3; e2=e3;

}

}

return e1;

}

問題 2.14 ポテンシャルが ( U0 は正の定数 )

1. U(q) = q2 2. U(q) = U0

(
e−2q − 2e−q

)
3. U(q) = −U0/(cosh q)

2 (2.93)

の場合, 束縛状態の固有値 ε を求めよ。また, 波動関数を規格化し図示せよ。qmin, qmax の設定は古
典力学的回帰点 qcl , ( U(qcl)− ε = 0 )の 2倍程度が目安になるが, U0 ≈ 20 , qmax ≈ 4 , qmin ≈ −4 ,
∆q ≈ 0.1 でまずは試してみよ。波動関数の規格化は台形則を用いればよい。

S =

∫ qmax

qmin

ψ2(q) dq ≈ ∆q
(
ψ2
0 + ψ2

Nq

2
+

Nq−1∑
k=1

ψ2
k

)

を求れば ψk/
√
S が規格化した波動関数になる。漸近形 (2.92)を用いる場合, q < qmin と q > qmax

での漸近形の寄与を S に加える。(2.93) の場合, (2.2) は解析的に解ける。2. と 3. の解析解 ε は
(2.52), (2.59) である。1.の場合 (4.6)より ε = 2n+ 1 , n = 0, 1, 2, · · · になる。

−16.0000

−9.0000

−3.9951

−0.6678

qmin = −1.5

qmax = 4.0

∆q = 0.05

0 2 4

0

1

q

モースポテンシャルの数値計算例
U0 = (9/2)2 での規格化した ψ(q) を右図に示す。
曲線に付けた数値は数値計算で求めた εn である。
解析解 (2.52) は εn = − (4 − n)2 になる。図より
n = 2, 3 , 特に n = 3 の場合 qmax を大きく取る必
要がある。qmax での初期値を (2.92)に変更すると,

ε0 と ε1 は殆ど変わらないが ε2 = − 3.9998 , ε3 =

− 0.9584 に改善する。このときの ψ(q) を点線で示
す。なお, 細い曲線は ε = − 15, 破線は ε = − 14

での ψ(q) である。接続点 qc = 0 で dψ/dx は不連
続であるが, ε が ε0 に近づくと次第に滑らかに接続する様子が分かる。(2.50)より qmin から q を
増加させて解くとき ψ(q) は二重指数関数的に増加するから桁あふれする可能性がある。
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3 1次元の散乱
3.1 境界条件
前節では 1次元のポテンシャル V (x) による束縛状態を扱った。同じポテンシャルでも, 束縛状態

とは物理的に異なった状況として散乱がある。これは無限遠方から粒子が入射し, ポテンシャルの
影響を受けながら, 再び無限遠方に飛び去る問題である。これを量子力学的に扱う場合, 解くべき方
程式は束縛状態と同様にシュレーディンガー方程式

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ(x) = E ψ(x)

であるが, 束縛状態の境界条件 ψ(x)
x→±∞−−−−−→ 0 では無限遠方に粒子は存在しないから, 境界条件の

設定を変更しなければならない。
境界条件を考察する前に, (1.6)で定義した確率の流れの密度 (確率流)について触れておく。確率

保存を表す (1.7)は 1次元の場合
∂ρ(x, t)

∂t
+
∂j(x, t)

∂x
= 0 , ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 , j(x, t) =

ℏ
m

Im

(
ψ∗(x, t)

∂ψ(x, t)

∂x

)
(3.1)

である。領域 D = [x1, x2] で積分すると
d

dt
P12(t) = j(x1, t)− j(x2, t) , P12(t) =

∫ x2

x1

dx ρ(x, t)

D での確率 P12 の単位時間当たりの変化は, D の下端 x = x1 で D に流入する確率流 j(x1, t) と上
端 x = x2 で D から流出する確率流 j(x2, t) の差であるから, j(x, t) は位時間当たり x を通過する
確率と解釈できる。定常状態 ψ(x, t) = e−iEt/ℏψ(x) の場合, ρ(x, t), j(x, t) は時間に依存しない。
散乱の境界条件を考えよう。x→ −∞ から粒子が x軸正方向に入射する場合を扱う。

ψ(x)
x→−∞−−−−−→入射波+ポテンシャルで反射されて戻って来る反射波

ψ(x)
x→+∞−−−−−→ポテンシャルを透過して x軸正方向に向かう透過波

になるべきである。これを式で表そう。x→ ±∞ で V (x) がある値に収束する場合を考える。エネ
ルギーの基準を適当に取れば

V (−∞) = 0 , V (∞) = V+

にできる。x→ −∞ では, シュレーディンガー方程式は

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ

である。E < 0 の場合 κ =
√
−2mE/ℏ2 とすると ψ′′ = κ2ψ であるから A, B を任意定数として

ψ(x) = Aeκx +Be−κx

x → −∞ で ψ が有界であるためには B = 0 である。このとき ψ(x) = Aeκx
x→−∞−−−−−→ 0 になり, 散

乱の状況を表せない。一方, E > 0 ならば

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx , ただし k =
√

2mE/ℏ2

である。この ψ(x) を ψI(x) と ψR(x)

ψI(x)
x→−∞−−−−−→ Aeikx , ψR(x)

x→−∞−−−−−→ Be−ikx
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に分割すると, それぞれの x→ −∞ での確率流は

JI =
ℏ
m

Im

(
ψ∗
I (x)

dψI(x)

dx

)∣∣∣∣
x=−∞

=
ℏk
m
|A|2 , JR =

ℏ
m

Im

(
ψ∗
R(x)

dψR(x)

dx

)∣∣∣∣
x=−∞

= − ℏk
m
|B|2

になる。また, ψI の確率密度は |ψI(x)|2
x→−∞−−−−−→ |A|2 である。したがって, ψI(x) は単位長さあ

たり |A|2 の一様な密度で, 速さ ℏk/m で x軸正方向に運動する粒子を表すと解釈できる。同様に,

ψR(x→ −∞)は速さ ℏk/mでx軸負方向に運動する粒子を表す。これから ψI(x)は入射波を, ψR(x)

は反射波を表す。以下では E > 0 とする。
x→∞ では

− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
= (E − V+)ψ

であるから, 0 < E < V+ のとき有界な解は

ψ(x) = Ce−κ
′x , κ′ =

√
2m(V+ − E)/ℏ2

ψ(x)
x→∞−−−−→ 0 になるから粒子は x→∞ に到達できず透過は起こらない。一方, E > V+ のとき

ψ(x) = Ceik
′x +De−ik

′x , k′ =
√
2m(E − V+)/ℏ2

になり, 透過が起こる。x → ∞ では x軸正方向に向かう波だけになるべきであるから D = 0 であ
る。x→ −∞ から粒子が入射するとき, 散乱の境界条件は

ψ(x)→


Aeikx +Be−ikx , x→ −∞

Ce−κ
′x , x→∞ , E < V+ , ( V+ > 0 )

Ceik
′x , x→∞ , E > V+ , ( V+ は正でも負でもよい )

(3.2)

になる。束縛状態ではエネルギー固有値 E はある特定の値のみが許され離散的になるが, 散乱問題
では E > V (−∞) であれば上の境界条件を満たす解は常に存在し E は連続的になる。
境界条件 (3.2)を満たす |ψ(x)| は x → −∞ で 0 にならないから, |ψ(x)|2 の積分は発散し規格化

できない。しかし,散乱では反射あるいは透過する割合が問題であり,規格化の必要はない。x→∞
での確率流は

JT =
ℏ
m

Im

(
ψ∗(x)

dψ(x)

dx

)∣∣∣∣
x=∞

=


0 , E < V+ , ( V+ > 0 )

ℏk′

m
|C|2 , E > V+

である。反射率 Rと透過率 T を確率流の大きさの比 R = |JR/JI| , T = |JT/JI| で定義する。単位
時間当たり 1個の粒子が入射したとき, 単位時間当たり何個反射あるいは透過するか, である。J の
具体形を代入すると

R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 , T =


0 , E < V+

k′

k

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 , E > V+

(3.3)

になる。係数 A, B, C の関係は, 具体的にシュレーディンガー方程式を解くことで決まる。
定常状態 ψ(x, t) = e−iEt/ℏψ(x) の場合, ρ(x, t) と j(x, t) は時間に依存しないから, (3.1) は

dj(x)/dx = 0 になり j(x) =一定 である。x→ −∞ では

j(x) =
ℏ
m

Im

[(
Aeikx +Be−ikx

)∗ d

dx

(
Aeikx +Be−ikx

)]
=

ℏk
m

(
|A|2 − |B|2

)
(3.4)
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入射波と反射波の干渉項は寄与しない。一方, x → ∞ では j(x) = JT である。したがって, j(x) =

一定, つまり j(−∞) = j(∞) より

0 < E < V+ のとき |A|2 − |B|2 = 0 , ∴ R = 1 , T = 0

V+ < E のとき k
(
|A|2 − |B|2

)
= k′|C|2 , ∴ R+ T = 1

R+ T = 1 は散乱での確率保存を表す。入射粒子は必ず反射または透過し消滅することはない。

3.2 デルタ関数型ポテンシャル
扱いが簡単な V (x) =

ℏ2v1
m

δ(x) の場合を考える。(2.28)の v1 とは符号が逆である。E > 0 とし
て k =

√
2mE/ℏ2 とする。シュレーディンガー方程式は, x 6= 0 のとき ψ′′ = − k2ψ になるから

ψ(x) =

 Aeikx +Be−ikx , x < 0

Ceikx , x > 0
(3.5)

である。x = 0 での ψ(x) の連続性と (2.5)より

A+B = C , ikC − ik(A−B) = 2v1C , ∴ B

A
= − iv1

k + iv1
,

C

A
=

k

k + iv1
(3.6)

(3.3)において E > V+ = 0, k′ = k であるから, 反射率 R と透過率 T は

R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 =

v21
k2 + v21

, T =

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

k2

k2 + v21
= 1−R (3.7)

になる。ポテンシャルが強くて k2 � v21 のとき R ≈ 1, T ≈ 0 であり主に反射するが, k2 � v21 の場
合は R ≈ 0, T ≈ 1 でありほとんど透過する。
Rと T は v21 に依存するから, 引力 ( v1 < 0 )と斥力 ( v1 > 0 )の違いはないが, 波動関数には違

いが現れる。θ = tan−1(v1/k) とすると, 透過波は ψ(x) = Ceikx/A =
√
T ei(kx−θ) と表せる。斥

力 v1 > 0 の場合 0 < θ < π/2 であるから, 振幅は別にして, ψ(x) は自由粒子の波動関数 eikx を
∆x = θ/k だけ x軸正方向に平行移動したものである。原点での斥力のため eikx は原点から押し出
され ψ(x) になる。引力 v1 < 0 の場合, θ < 0 であり eikx は原点に引き込まれる。このような位相
の振る舞いは, 3次元の中心力ポテンシャルでも起こる ( 277ページ参照 )。
E < 0 のとき k は純虚数になるが, この場合でも (3.5)はシュレーディンガー方程式の解である。

これから束縛状態のEを求める。複素関数√zの多価性のため k = ± i
√
− 2mE/ℏ2 であるが, (3.5)

が ψ
x→∞−−−−→ 0 を満たすには ik は負の実数でなければならない。このとき ψ(x)

x→−∞−−−−−→ 0 より
A = 0 である。

ik < 0 , A/B = 0 (3.8)

である kが存在すれば,束縛状態のエネルギー E = ℏ2k2/2m < 0を与える。(3.6)の場合 k+ iv1 = 0

である。ik < 0 より 引力 v1 < 0 のとき束縛状態が 1つ存在し E = − ℏ2v21/2m , ψ(x) =
√
|v1| ev1|x|

になる。これは (2.29)である。一般に, 複素 k平面上における散乱波動関数の解析的性質により, 束
縛状態と散乱状態を統一的に扱える ( 62ページ, 288ページ参照 )。

問題 3.1 ポテンシャルが (2.33)の場合

T−1 = 1 +
4v22
k2

(
cos 2ka− v2

k
sin 2ka

)2
, R = 1− T

を示せ。また, 束縛状態のエネルギー (2.34)で T−1 = 0 を示せ。
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3.3 階段型ポテンシャル
V0 を定数として

V (x) = V0 θ(x) =

{
0 , x < 0

V0 , x > 0
(3.9)

の場合, x < 0 ではシュレーディンガー方程式の解は

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx , k =
√

2mE/ℏ2 > 0 (3.10)

x > 0 では
− ℏ2

2m

d2ψ

dx2
= (E − V0)ψ (3.11)

になるから, 境界条件 (3.2)を満たすものは

ψ(x) = Ceik
′x , k′ =

√
2m(E − V0)/ℏ2 (3.12)

である。ただし E < V0 のとき k′ は純虚数になり ik′ < 0 にとる。x = 0 で ψ(x) と ψ′(x) が連続
になるように (3.10), (3.12)を接続すると

A+B = C , k(A−B) = k′C , ∴ B

A
=
k − k′

k + k′
,

C

A
=

2k

k + k′
(3.13)

である。
E > V0 のとき k′ > 0 であるから, 反射率 R と透過率 T は

T =
k′

k

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

4kk′

(k + k′)2
=

4
√
E(E − V0)(√

E +
√
E − V0

)2 , R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 =

(
k − k′

k + k′

)2

= 1− T (3.14)

になる。古典力学では R = 0, T = 1 であるが, 量子力学では V0 の符号に依らず R 6= 0 であり反
射が起こる。ε = E/|V0| とすると ε � 1 のとき T ≈ 1 − 1/(4ε)2 であり古典力学に近づく。一方,

V0 > 0 の場合 T
ε→1−−−→ 4

√
ε− 1 , V0 < 0 では T

ε→0−−−→ 4
√
ε になる。

0 1 2
0

1

E/|V0|

T

V0 > 0V0 < 0

E < V0 の場合, k′ は純虚数になるから R = |B/A|2 = 1

である。また, 全確率流 j(x) = 0 より T = 0 になる。古典
力学と同様に, 粒子は完全に反射され透過することはない。た
だし, 次の点で異なる。古典力学では, 粒子が存在する領域は
E − V (x) ≥ 0 を満たす x であるから, E < V0 の場合 x > 0 に
粒子は存在しない。一方, 量子力学では, x > 0 のとき

ψ(x) = Ce−κx , κ =
√
2m(V0 − E)/ℏ2 (3.15)

であり粒子は x > 0 に存在する。

3.4 箱型または井戸型ポテンシャル
a を正の定数として

V (x) = V0 θ(a− |x|) =

{
0 , |x| > a

V0 , |x| < a
(3.16)
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とする。境界条件 (3.2)を満たす解は

ψ(x) =


Aeikx +Be−ikx , x < − a

Feik
′x +Ge−ik

′x , |x| < a

Ceikx , x > a

(3.17)

ただし
k =

√
2mE/ℏ2 > 0 , k′ =

√
2m(E − V0)/ℏ2

になる。E − V0 < 0 のとき k′ は純虚数である。x = − a 及び x = a での波動関数の接続条件から
Ae−ika +Beika = Fe−ik

′a +Geik
′a , k

(
Ae−ika −Beika

)
= k′

(
Fe−ik

′a −Geik
′a
)

(3.18)

Feik
′a +Ge−ik

′a = Ceika , k′
(
Feik

′a −Ge−ik
′a
)
= kCeika (3.19)

(3.19)より
F

A
=
k′ + k

2k′
ei(k−k

′)a C

A
,

G

A
=
k′ − k
2k′

ei(k+k
′)a C

A
(3.20)

である。これを (3.18)に代入すれば
B

A
=
i
(
k′2 − k2

)
sin(2ak′) e−2iak

J (k)
,

C

A
=

2kk′e−2iak

J (k)
(3.21)

F

A
=
k(k′ + k)e−ia(k+k

′)

J (k)
,

G

A
=
k(k′ − k)e−ia(k−k′)

J (k)
(3.22)

ただし
J (k) = 2kk′ cos(2ak′)− i

(
k′2 + k2

)
sin(2ak′)

= − 2i
(
k cos ak′ − ik′ sin ak′

)(
k sin ak′ + ik′ cos ak′

)
(3.23)

になる。
0 < E < V0 の場合 κ =

√
2m(V0 − E)/ℏ2 > 0 とすると k′ = ± iκ になるから

J (k) = ±
(
2ikκ cosh(2aκ) + (k2 − κ2) sinh(2aκ)

)
である。

ε = (2a)22mE/ℏ2 , v = (2a)22mV0/ℏ2 (3.24)

とすると
V0

O x−a a

E < V0
T =

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

4k2κ2

4k2κ2 + (k2 + κ2)2 sinh2(2aκ)

=
4ε(v − ε)

4ε(v − ε) + v2 sinh2(
√
v − ε )

(3.25)

になり R = |B/A|2 = 1 − T を満たす。古典力学では x < − a に存在
する粒子は |x| < a のポテンシャ障壁を通り抜けて x > a に侵入できないが, 量子力学では x > a

に到達し T 6= 0 である。これをトンネル効果という ( 235ページ参照 )。ε ≈ v の場合
T

ε→v−−−→ 4ε
4ε+ v2

=
1

1 + v/4
(3.26)

になるから, v = (2a)22mV0/ℏ2 が小さいほどトンネル効果は大きい。一方, ε� v では

T ≈ 16ε(v − ε)
v2

exp
(
−2
√
v − ε

)
になり, v − ε の増加とともに急激に 0 に近づく。
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−6 −4 −2 0 2 4 x/a

0

2
v = 10 ε = 8 T = 0.146(3.17)より |x| < a のとき∣∣∣∣ψ(x)A

∣∣∣∣2 = T
(
cosh2

(
κ(x− a)

)
+
k2

κ2
sinh2

(
κ(x− a)

))
であるから |ψ(x)| は指数関数的に減少する。右図に (3.17)の
具体例を示す。太い曲線は ψ(x)/Aの実部,細い曲線は虚部を
表す。点線は |ψ(x)/A|である。x > aのとき |ψ(x)/A| = √T
になる。
E > V0 の場合 k′ > 0 であるから

T =

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

4k2k′2

4k2k′2 + (k′2 − k2)2 sin2(2ak′)
=

4ε(ε− v)
4ε(ε− v) + v2 sin2(

√
ε− v )

(3.27)

であり R+T = 1 を満たす。階段ポテンシャルと同様に, E > V0 でも反射が起こるが, E � |V0| で
は R ≈ 0 である。0 ≤ sin2(

√
ε− v ) ≤ 1 より

Tmin ≤ T ≤ 1 , Tmin =
4ε(ε− v)

4ε(ε− v) + v2
= 1− 1

(1− 2ε/v)2

になる。
V0 > 0 のとき ε→ v , ( E → V0 ) では (3.26)と同様に T → 1/(1 + v/4) である。E が V0 から増

加すると T も増加し

sin(
√
ε− v ) = 0 , つまり √

ε− v = 2ak′ = nπ , n = 1, 2, 3, · · · (3.28)

を満たす特定のエネルギー E では T = 1 , R = 0 になり完全に透過する。このとき C = (−1)nA,
B = 0 より ψ(a) = (−1)nψ(− a) になる。x = − a と x = a の波動関数の違いは単に符号 (−1)n だ
けであり, 入射波はそのまま透過する。まるでポテンシャルがないかのように振舞い T = 1 になる。
下図に波動関数 (3.17)の具体例を示す。右図は √ε− v = π の場合で, x > a の波動関数の符号を
変えれば, x < − a の波動関数に滑らかに接続する。

−4 −2 0 2 x/a

−2

0

2

v = 100 ε = 105 T = 0.253

−4 −2 0 2 x/a

−2

0

2

v = 100 ε = 100 + π2 T = 1.0

T = 1 である √ε− v = nπ 近傍では ε− v = (nπ)2 + x とすると

sin2(
√
ε− v ) =

( x

2nπ

)2
+ · · · , ∴ T−1 ≈ 1 +

x2

Γ 2
, Γ =

(2nπ)2

v

√
v + (nπ)2 (3.29)

になるから, v � (nπ)2 ならば, T は ε = v + (nπ)2 でピーク幅が Γ 程度のピークになり共鳴が起
こる。ポテンシャル中心での存在確率は∣∣∣∣ψ(0)A

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣F +G

A

∣∣∣∣2 =
k2

k2 cos2(ak′) + k′ 2 sin2(ak′)
=

2ε
2ε− v + v cos

√
ε− v



3 1次元の散乱 62

になるから, ε = v + π2 のとき |ψ(0)/A|2 = 1 + v/π2 である。これはポテンシャル外部での確率
|ψ( |x| > a)/A|2 = 1 に比べて非常に大きい。右図の場合 1 + v/π2 ≈ 11 である。斥力ポテンシャル
ではあるが, ポテンシャル内に閉じ込められた束縛状態のようである。
v = 10, 100 のとき (3.27), (3.25)の透過率 T をエネルギー ε の関数として図示すると下図のよ

うになる。影を付けた 0 < ε < v の部分はトンネル効果を表し, 古典力学的には T = 0 である。
v = 100 の図で破線は (3.29)である。ε = v + (nπ)2 近傍では, nが小さいほど鋭いピークになる。

0 20 40
0

0.5

1.0

ε

T

v = 10

Tmin

80 100 120 140 160
0

0.5

1.0

T

ε

v = 100

Tmin

0 50
0

0.5

1.0

ε

T

v = −38

Tmin

井戸型ポテンシャル V0 < 0でも √ε− v = nπ のとき T = 1

である。v = − 38 ≈ − (2π)2 = − 39.47 · · · での T (ε) を右図
に示す。(3.27)より

T
ε→0−−−→ 4ε

4ε− v sin
√
− v

=

{
1 , v = − (nπ)2

0 , v 6= − (nπ)2

である。v = − (nπ)2 のとき (2.9) の v0 は v0 =
√
− v/2 =

nπ/2 であり, 30ページの図から, v0 = nπ/2 を越えると束縛状
態が新たに現れる。•で示した T = 1 の ε は v = − (2π)2 のとき ε = 0 になる。引力を強くして
v < − (2π)2 とすると, T (0) = 0 になるとともに束縛状態が現れる。

問題 3.2 波動関数が (3.17)の場合, 確率流 j(x) を求め j(x) =一定 を示せ。

問題 3.3 (3.16)において V0 =
1

2a

ℏ2v1
m
とする。V (x)

a→0−−−→ ℏ2v1
m

δ(x) である。透過率 T は v1 > 0

のとき (3.25), v1 < 0 のとき (3.27)である。a→ 0 のとき T は (3.7)になることを示せ。

(3.8)と同様に, 散乱の波動関数 (3.17)は, ik < 0でA/B = 0の場合, 束縛状態を表す。(3.21)より
A/B = 0 は J (k) = 0 である。k = iκ, κ > 0 とおける。(2.9)で定義した α, β は α = aκ , β = ak′

になるから (3.23)より (2.11), (2.12)を再現する。

0 2 4 6

−2

0

2

akR

a
k
I

• v = −38
◦ v = −42

□ v = 10

× v = 100

右図に J (k) = 0の複素解 kを示す。kR, kI は kの実部,虚
部である。J (k)∗ = J (−k∗) より − k∗ も解になる。解は虚
軸上と下半面に存在する。v = − 38 のとき kI > 0 の純虚数
解が 2つ存在し E = ℏ2k2/2m < 0 は束縛状態のエネルギー
である ( 30 ページの図で v0 =

√
− v/2 ≈ π/1.02 )。kI < 0

の純虚数解は束縛状態ではない。← で示した原点近傍の解
ak ≈ − 0.2i が存在するため, v = − 38 の T は ε ≈ 0 で急激
に増加する。v = − 42 < − (2π)2 にすると ak ≈ − 0.2i は束
縛状態 ak ≈ 0.28i に移行する。v = − (nπ)2 + δ, |δ| � 1 のとき |ak| = O(δ) とすると

4a2J (k) = (−1)nnπ
(
4ak + iδ/2

)
+O

(
δ2
)
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になるから, v ≈ − (nπ)2 のとき, 原点近傍に純虚数解 ak ≈ − iδ/8 = − i
(
(nπ)2 + v

)
/8 が存在する。

v > 0 の場合, 束縛状態が存在しないことに対応して J (k) = 0 の解は虚軸上には存在しない。
v が大きいとき, 図の ↑ で示たように, 実軸に近い解が存在する。この解は (3.23) より 2ak′ =√

(2ak)2 − v ≈ nπ のとき存在する。そこで 2ak =
√
(nπ)2 + v + ix とすると

J̃ (k) ≡ J (k)
2kk′

= (−1)n
(
1 +

2(nπ)2 + v

2(nπ)2
x+O

(
x2
))

= 0 , ∴ x = − 2(nπ)2

2(nπ)2 + v

になるから, v � (nπ)2 のとき実軸に近い解が下半面に存在する。v = 100, n = 1 のとき, 図の ↑ で
示した解 ak ≈ 5.2− 0.08i になる。zI = Im z ≈ 0 である複素解 J (z) = 0

2azR = 2aRe z =
√
(nπ)2 + v , 2azI = 2aIm z = − 2(nπ)2

2(nπ)2 + v

が存在するとき, 実数 k が zR 近傍では

J̃ (k) = J̃ (z + k − z) = J̃ (z) + J̃ ′(z)
(
k − z

)
+ · · · = J̃ ′(z)

(
k − z

)
+ · · ·

2zR
(
k − z

)
= 2zR

(
k − zR

)
− 2izRzI ≈

(
k + zR

)(
k − zR

)
− 2izRzI =

ε− εR + iεI

4a2

ただし
εR =

(
2azR

)2
= (nπ)2 + v , εI = − 8a2zRzI =

(2nπ)2

2(nπ)2 + v

√
(nπ)2 + v

になる。
∣∣J ′(z)

∣∣2 ≈ 16a2εR/ε2
I より

T−1 =
∣∣J̃ (k)∣∣2 ≈ 1 +

(
ε− εR

)2
/ε2

I

これは (3.29)である。近似の違いのため Γ 6= εI であるが, v � (nπ)2 では Γ ≈ εI になる。62ペー
ジの T (v = 100) の図で ε = 100 + π2 の鋭いピークは複素解 az ≈ 5.2− 0.08i の影響である。

3.5 解析的に解ける例
これまでは実質的に V (x) =一定 であるが, ここでは V (x) が x に依存する場合を扱う。

例題 1

V (x) =
V0

(coshαx)2
, α > 0 (3.30)

での散乱を考える。V0 は正でも負でもよい。q = αx とするとシュレーディンガー方程式は(
d2

dq2
+ k2 − U0

(cosh q)2

)
ψ(q) = 0 , ただし k =

√
2mE

ℏ2α2
, U0 =

2mV0
ℏ2α2

(3.31)

である。散乱を扱うから E > lim
x→−∞

V (x) = 0 である。(2.54)と同様に ρ = 1/(e2q + 1) とすると(
f
d

dρ
f
d

dρ
+
k2

4
− U0 f

)
ψ = 0 , f(ρ) = ρ− ρ2 =

1

(2 cosh q)2

になる。これは (2.55)で κ→ − ik , U0 → −U0 とすればよい ( κ→ ik でも結果は同じ )。(2.56)よ
り, 一般解は C, D を任意定数として

ψ = (1− ρ)−ik/2
(
Cρ−ik/2F ( v − ik , 1− v − ik , 1− ik , ρ ) +Dρik/2F ( v , 1− v , 1 + ik , ρ )

)
= C(eq + e−q)ikF ( v − ik , 1− v − ik , 1− ik , ρ ) +De−ikqF ( v , 1− v , 1 + ik , ρ )
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ただし

v = 1/2−
√
1/4− U0 =

 1/2− u , U0 < 1/4

1/2− iu , U0 > 1/4
, u =

√
|U0 − 1/4|

になる。q → ∞ , ( ρ → 0 )の場合, F (a, b, c, 0) = 1 より ψ(q) → Ceikq +De−ikq になるが, x軸正
方向に進む波 eikq という境界条件のため D = 0 である。(17.123)より D = 0 のとき ψ は

ψ(q) = C(eq + e−q)ikF ( v − ik , 1− v − ik , 1− ik , ρ ) (3.32)

= AeikqF ( 1− v , v , 1 + ik , 1− ρ )

+B(eq + e−q)ikF ( v − ik , 1− v − ik , 1− ik , 1− ρ )

ただし
A

C
=

Γ (1− ik)Γ (−ik)
Γ (1− v − ik)Γ (v − ik)

,
B

C
=
Γ (1− ik)Γ (ik)
Γ (1− v)Γ (v)

(3.33)

と表せる。1− ρ q→−∞−−−−−→ 0 であるから

ψ(q) −→

{
Aeikq +Be−ikq , q → −∞
Ceikq , q →∞

(3.34)

になる。したがって, 透過率 T と反射率 R は

T =

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣Γ (1− v − ik)Γ (v − ik)Γ (1− ik)Γ (ik)

∣∣∣∣2 , R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣Γ (1− v − ik)Γ (v − ik)Γ (1− v)Γ (v)

∣∣∣∣2 (3.35)

で与えられる。なお, Γ (z)∗ = Γ (z∗) より |Γ (z)| = |Γ (z∗)| である。
U0 < 1/4 のとき v = 1/2− u は実数である。(17.59)より

T =

∣∣∣∣Γ (1− v − ik)Γ (v + ik)

Γ (1− ik)Γ (ik)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ sin(iπk)

sin(πv + iπk)

∣∣∣∣2 =
sinh2(πk)

sinh2(πk) + cos2(πu)
(3.36)

になる。k ≳ 1 ならば sinh2(πk) ≳ 100 になり T ≈ 1 である。T は u について周期 1 の周期関数で
ある。n = 0, 1, 2, · · · として u = u0 + n , つまり U0 = 1/4−

(
u0 + n

)2 のとき, T は n に依存しな
い。特に, u0 = 1/2 , U0 = −n(n + 1) のとき, kに無関係に T = 1 になり粒子は全て透過する。こ
の場合 Γ (v) = Γ (−n) は発散するから, (3.33)で B = 0 になり反射波は存在しない。
U0 > 1/4 のとき v = 1/2− iu である。(17.60)より

T =

∣∣∣∣∣Γ
(
1/2 + i(u− k)

)
Γ
(
1/2− i(u+ k)

)
Γ (1− ik)Γ (ik)

∣∣∣∣∣
2

=
sinh2(πk)

sinh2(πk) + cosh2(πu)
≈ 1

1 + e2π(u−k)
(3.37)

1/
4
−
n
2

0.5 1.0 2.5

0 1 2
0

0.5

1.0

k

T

最後の近似式では sinhx, coshx ≈ ex/2 とした。k < √U0 の
場合, 古典力学では透過できないが, 量子力学的にはトンネル
効果のため T 6= 0 である ( 問題 9.4参照 )。
右図に T (k) を示す。曲線に付けた値は U0 である。U0 =

1/4 − n2 , ( u = n )の場合, (3.36)は T = tanh2(πk) になる。
U0 < 1/4 では T ≥ tanh2(πk) である。破線は (3.37)の近似
式である。U0 ≳ 1 では実線と破線はほぼ一致する。影を付け
た部分 k <

√
U0 はトンネル効果を表す。(3.37)より U0 � 1

のとき T (
√
U0) ≈ 1/2 になる。箱型ポテンシャルの場合, (3.26)がこれに対応する。
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下図に波動関数 (3.32)の具体例を示す。ψ(q)/A の実部を太い実線で, 虚部を細い実線で表す。点
線は |ψ(q)/A| である。破線は q → ±∞ での漸近形を表す。q > 0 のとき (C/A)eikq , q < 0 のとき
eikq + (B/A)e−ikq である。|ψ(q)/A| q→∞−−−→

√
T になる。U0 > k2 の場合, 影を付けた V (x) > E の

領域では, 古典力学的運動は禁止される。

U0 = 3.0 k = 1.5 T = 0.270

−4 −2 0 2 q
−2

−1

0

1

2
U0 = −24.75 k = 0.6 T = 0.912

−5 0 5 q

−1

0

1

問題 3.4 (3.35), (3.36), (3.37)より R+ T = 1 を示せ。

散乱状態を ψ
q→±∞−−−−−→ 0 である束縛状態に適用する。(3.8)と同様に

ik < 0 ,
A

B
=

Γ (1− v)Γ (v)
Γ (1− v − ik)Γ (v − ik)

Γ (−ik)
Γ (ik)

= 0

を満たす k が束縛状態の E を与える。ガンマ関数に零点はないから, A/B の分母のガンマ関数が
発散するとき A/B = 0 である。ただし Γ (ik) = ∞ のとき B/C = ∞ になるから除く。これから
n = 0, 1, 2, · · · として

1− v − ik = −n または v − ik = −n ∴ ik = n+ 1/2±
√
1/4− U0

であり, ik < 0 より κn = − ik =
√
1/4− U0 − n − 1/2 > 0 になる。これを満たす n ≥ 0 が存在す

るには U0 < 0 である。(2.54)の ε は (3.31)の k2 であるから ε = k2 = −κ2n になり (2.59) を得る
(U0 の符号は逆 )。また, v = −n− κn より (3.32)は束縛状態の波動関数 (2.60)になる。
U0 > 1/4 のとき k = − i(n + 1/2) ±

√
U0 − 1/4 で A/B = 0 になる。n ≥ 0 であるから, 箱型ポ

テンシャルと同様に, 解は複素 k平面の下半面に存在するが, 実軸近傍 ( Im k ≈ 0 )には存在しない。
このため, 箱型ポテンシャルと異なり, T (k) は共鳴現象を起こさない。

例題 2

V (x) =

{
V0e

−αx , x > 0

0 , x < 0
, α > 0 (3.38)

の場合, 無次元化して

U0 =
2mV0
ℏ2α2

, ε =
2mE

ℏ2α2
=
k2

α2
, k =

√
2mE

ℏ2
(3.39)

とし, 更に
ρ = ue−αx/2 , u = − 2i

√
U0 , λ = − 2i

√
ε = − 2i

k

α
(3.40)

する。u は V0 > 0 のとき純虚数, V0 < 0 のとき実数であり, λ は純虚数である。x > 0 でのシュ
レーディンガー方程式は, (2.62)と同様に, ベッセルの微分方程式(

d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
+ 1− λ2

ρ2

)
ψ = 0 , ∴ ψ(x) = C+Jλ(ρ) + C−J−λ(ρ)
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になる。x→∞ のとき ρ→ 0 である。

Jλ(ρ)
ρ→0−−−→ (ρ/2)λ

Γ (λ+ 1)
, ρλ = uλ

(
e−αx/2

)−2ik/α
= uλeikx

より
ψ

x→∞−−−−→ Ceikx +
C−

Γ (−λ+ 1)

(u
2

)−λ
e−ikx , C =

C+

Γ (λ+ 1)

(u
2

)λ
になるから

ψ(x) =

{
Aeikx +Be−ikx , x < 0

C+Jλ(ρ) , x > 0
(3.41)

である。x = 0 での接続条件より

A+B = C+Jλ(u) , ik
(
A−B

)
= C+

d

dx
Jλ(ρ)

∣∣∣∣
x=0

= − αu

2
C+J

′
λ(u) = ik

u

λ
C+J

′
λ(u)

したがって
C

A
=

(u/2)λ

Γ (λ+ 1)

2

Jλ(u) + uJ ′
λ(u)/λ

=
(u/2)λ−1

Γ (λ)Jλ−1(u)
=

1

Fλ−1(u)
(3.42)

B

A
=

2λ

u

Jλ(u)

Jλ−1(u)
− 1 =

Jλ+1(u)

Jλ−1(u)
=

Fλ(u)

Fλ−1(u)
− 1 (3.43)

ただし, ベッセル関数の定義式 (17.92)より

Fλ(u) =
Γ (λ+ 1)Jλ(u)

(u/2)λ
= 1 +

∞∑
n=1

Un0
n!(λ+ 1) · · · (λ+ n)

(3.44)

Fλ−1(u)
λ→0−−−→∞ , Fλ−1(u)

λ→∞−−−−→ 1 になるから T = |C/A|2 E→0−−−→ 0 , T
E→∞−−−−→ 1 である。

V0 < 0 のとき u = ± 2
√
−U0 であるが, (− z)−λJλ(−z) = (− z)−λeiπλJλ(z) = z−λJλ(z) より

C/A, B/A 及び ψ(x > 0) = CΓ (λ+ 1) (u/2)
−λ

Jλ(ρ) は u の符号に依存しない。

問題 3.5 (3.44)より C/A, B/Aの複素共役は λを λ∗ = −λに置き換えればよい。(17.59), (17.97),

(17.99)より R+ T = 1 を示せ。√
|λ2 − u2| = 2

√
|ε− U0| � 1 での近似式を求める。q = u/λ =

√
U0/ε とすると

Jλ(u) = Jλ(λq) ≈
f1(q)

λ

√
2πλ (1− q2)1/4

, f1(q) =
q e
√

1−q2

1 +
√

1− q2
= exp

(√
1− q2 − cosh−1(1/q)

)
になる。ただし, qが実数で q > 1 の場合

Jλ(u) ≈
cos
(
λf2(q)− π/4

)√
πλ/2 (q2 − 1)1/4

, f2(q) =
√
q2 − 1− cos−1(1/q)

である (数学公式 III 156ページ )。f ′1(q) = f1(q)
√
1− q2/q , f ′2(q) =

√
q2 − 1/q より

dJλ
du

=
1

λ

dJλ
dq
≈ λ

u
Jλ(u)×


(

1

2λ

q2

1− q2
+
√

1− q2
)

(
1

2λ

q2

1− q2
−
√
q2 − 1 tan η

)
, η = λf2(q)− π/4
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になるが,
√
|λ2 − u2| = |λ|

√
|1− q2| � 1 のとき 1/λ に比例する第 1項は無視してよいから

Jλ−1(u) =
λ

u
Jλ(u) +

dJλ
du
≈
√

λ

2π

j̄λ(q)

u

ただし

j̄λ(q) =


1 +

√
1− q2

(1− q2)1/4
f1(q)

λ , q < 1 または Im q 6= 0(
1 + i

√
q2 − 1

)
eiη +

(
1− i

√
q2 − 1

)
e−iη

(q2 − 1)1/4
, q > 1

である。これから

T−1 =
∣∣A/C∣∣2 = Γ (λ)Γ (−λ)

∣∣(2/u)λ−1Jλ−1(u)
∣∣2 ≈ − 1

4λ sinπλ

∣∣∣∣∣
√
λ

2

(
2

u

)λ
j̄λ(q)

∣∣∣∣∣
2

になる。λ = − 2i
√
ε より −λ sinπλ =

√
ε
(
e2π

√
ε − e−2π

√
ε
) であり∣∣∣∣∣

√
λ

2

(
2

u

)λ∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣q−λ

(
λ

2

)−λ+1/2
∣∣∣∣∣ = ∣∣∣q−λ exp((−λ+ 1/2) log(λ/2)

)∣∣∣ = ε1/4eπ
√
ε
∣∣q−λ∣∣

になるから
T ≈

4
(
1− e−4π

√
ε
)∣∣q−λj̄λ(q)∣∣2 ≈ 4∣∣q−λj̄λ(q)∣∣2

である。
U0 > ε > 0 の場合 q =

√
U0/ε > 1 である。λ は純虚数であるから |q−λ| = 1 になる。

P = iλf2(q) =
2k

α

(√
q2 − 1− cos−1(1/q)

)
= 2

(√
U0 − ε−

√
ε cos−1

√
ε/U0

)
> 0 (3.45)

とすると iη = P − iπ/4 であるが,
√
|λ2 − u2| = 2

√
U0 − ε� 1 のとき P � 1 より

j̄λ(q) ≈
1 + i

√
q2 − 1

(q2 − 1)1/4
eP−iπ/4 , ∴ T ≈ 4

√
q2 − 1

q2
e−2P =

4
√
ε(U0 − ε)
U0

e−2P (3.46)

である。ε > U0 の場合 q =
√
U0/ε は 0 < q < 1 または純虚数 (U0 < 0のとき )になり

T ≈ 4
√
1− q2(

1 +
√
1− q2

)2 1∣∣(f1(q)/q)λ∣∣2 , f1(q)

q
=

e
√

1−q2

1 +
√

1− q2

10−10

0 10 ε

1

0.5

qが純虚数でも 1− q2 > 0 のとき f1(q)/q は実数であるから

T ≈
4
√
ε(ε− U0)(√

ε+
√
ε− U0

)2 (3.47)

になる。右図に T = 1/|Fλ−1(u)|2 を実線で, (3.46), (3.47)を破
線で示す。曲線に付けた値は U0 である。U0 = − 10 では実線
と破線は区別できない。2

√
|U0 − ε| � 1 のとき (3.46), (3.47)

はよい近似になる。ε < U0 での T はトンネル効果を表す。
α→ 0 のとき V (x) は階段ポテンシャル (3.9)になる。(3.39)より E 6= V0 では |U0 − ε| α→0−−−→∞

であるから (3.46), (3.47) は正確な結果になる。ε, P →∞, U0/ε = V0/E より

T (E < V0)
α→0−−−→ 0 , T (E > V0)

α→0−−−→
4
√
E(E − V0)(√

E +
√
E − V0

)2
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であり 59ページの結果を再現する。ψ(x) = C+Jλ(ρ)
α→0−−−→ (3.12) である。

束縛状態のエネルギーは ik < 0, A/B = 0 で決まる。λ = − 2ik/α > 0 のとき Jλ−1(u) = 0 を満
たす k である。これは (2.64)に他ならない。µ > − 1 のとき Jµ(x) = 0 の解 xは実数だけであるか
ら, u = − 2i

√
U0 が実数, つまり V0 < 0 のときに束縛状態が存在する。

問題 3.6 V (x) = V0e
−α|x| , α > 0 の場合

C

A
=
Γ (1− λ)
Γ (1 + λ)

(u
2

)2λ 1

2

(
J−λ(u)

Jλ(u)
−
J ′
−λ(u)

J ′
λ(u)

)
を示せ。u, λは (3.40)である。また, 2

√
|U0 − ε| � 1 のとき

T ≈

{
1 , ε > U0

e−2P , U0 > ε
, P = 4

(√
U0 − ε−

√
ε cos−1

√
ε/U0

)
(3.48)

を示せ ( 問題 9.4参照 )。(3.45)の P とは 2倍違う。

3.6 近似的解法
V (x)

x→±∞−−−−−→ 0 の場合, 波動関数 ψ(x) を V (x) についてベキ展開し近似的に求める。階段ポテン
シャルに対しては, 直接的には適用できない。
入射波 eikx の係数 A は A = 1 にとる。シュレーディンガー方程式(

E −H0

)
ψ(x) = V (x)ψ(x) , H0 = − ℏ2

2m

d2

dx2
, E =

ℏ2k2

2m
(3.49)

に対して, グリーン関数 (
E −H0

)
G(x) = δ(x) (3.50)

を考える。ψ0(x) を
(
E −H0

)
ψ0(x) = 0 の任意の解として

ψ(x) = ψ0(x) + ψsc(x) , ψsc(x) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′)V (x′)ψ(x′) (3.51)

とすると(
E −H0

)
ψ(x) =

(
E −H0

)
ψsc(x) =

∫ ∞

−∞
dx′
(
E −H0

)
G(x− x′)︸ ︷︷ ︸

δ(x− x′)

V (x′)ψ(x′) = V (x)ψ(x)

であるから, (3.51)は (3.49)を満たす。ψ0(x) を入射波 ψ0(x) = eikx にとれば, ψsc(x) は反射波と透
過波を表すから ψsc(x)

x→±∞−−−−−→ C±e
±ikx でなければならない。G(x) をフーリエ変換すれば求まる

が, この境界条件を満たすには
G(x) =

m

iℏ2k
eik|x|

とすればよい。dθ(x)/dx = δ(x) であるから
d2G

dx2
=

m

iℏ2k
d2

dx2

(
θ(x)eikx + θ(−x)e−ikx

)
=

2m

ℏ2
δ(x)− k2G(x)

になり (3.50)を満たす。したがって

ψsc(x) =
m

iℏ2k

∫ ∞

−∞
dx′ eik|x−x

′|V (x′)ψ(x′) = eikxψ+(x) + e−ikxψ−(x)



3 1次元の散乱 69

ただし

ψ+(x) =
m

iℏ2k

∫ x

−∞
dx′ e−ikx

′
V (x′)ψ(x′) , ψ−(x) =

m

iℏ2k

∫ ∞

x

dx′ eikx
′
V (x′)ψ(x′)

である。V (x)
x→±∞−−−−−→ 0 の場合, ψ±(∓∞) = 0 より ψsc(x)

x→±∞−−−−−→ S±e
±ikx , ただし

S± = ψ±(±∞) =
m

iℏ2k

∫ ∞

−∞
dx e∓ikxV (x)ψ(x) =

m

iℏ2k
〈± k |V |ψ 〉 (3.52)

になり, 境界条件を満たす。| k 〉 は eikx を表す。
dψsc

dx
= ik

(
eikxψ+(x)− e−ikxψ−(x)

)
であるから, 確率流 J(x) は

J(x) =
ℏ
m
Im

((
ψ∗
0 + ψ∗

sc

) d
dx

(
ψ0 + ψsc

))
= J0

(∣∣1 + ψ+(x)
∣∣2 − |ψ−(x)|2

)
, J0 =

ℏk
m

になる。ψ±(∓∞) = 0 より

J(∞) = J0
∣∣1 + ψ+(∞)

∣∣2 = J0
∣∣1 + S+

∣∣2 , J(−∞) = J0

(
1−

∣∣ψ−(−∞)
∣∣2) = J0 − J0|S−|2

J(−∞) の右辺第 1項 J0 は入射波の確率流である。したがって, 透過率 T と反射率 R は

T =
|J(∞)|
J0

= |1 + S+|2 , R =
|J(−∞)− J0|

J0
= |S−|2 (3.53)

で与えられる。J(x) は x に依存しないから J(∞) = J(−∞) であり R+ T = 1 を満たす。

(H0 + V )|ψ 〉 = E |ψ 〉 , H0| p 〉 = Ep| p 〉 , E =
ℏ2k2

2m
, Ep =

ℏ2p2

2m

より H0 がエルミート演算子ならば

〈 p |V |ψ 〉 = 〈 p | (E −H0) |ψ 〉 = 〈 p | (E −H0) |ψsc 〉 = (E − Ep) 〈 p |ψsc 〉 (3.54)

である。p = ± k とすると 〈± k |V |ψ 〉 = 0 , つまり S± = 0 になり散乱は起こらない ? 〈± k |ψsc 〉
が有限ならばそうなるが, 一般に p → ± k のとき 〈 p |ψsc 〉 は 1/(k ∓ p) で発散し 〈± k |V |ψ 〉 6= 0

である ( 270ページ参照 )。なお 〈 p | (E −H0) |ψ0 〉 = 2π(E − Ep) δ(p− k) = 0 である。
(3.51)は (3.49)の書き換えであるが, 散乱の境界条件を満たす ψ(x) を V (x) でベキ展開するのに

都合がよい。ψsc の定義式 (3.51)に ψ(x′) = ψ0(x
′) + ψsc(x

′) を代入すると

ψsc(x) = ψ1(x) +

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′)V (x′)ψsc(x

′) , ψ1(x) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′)V (x′)ψ0(x

′)

この操作を繰り返せば
ψ(x) = ψ0(x) + ψ1(x) + ψ2(x) + · · · (3.55)

ただし n = 1, 2, · · · のとき

ψn(x) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′)V (x′)ψn−1(x

′) =

∫ ∞

−∞
dx1 · · · dxn

n∏
k=1

G(xk−1 − xk)V (xk)ψ0(xn)

である (x0 = x )。被積分関数は既知であり積分を行えば ψn(x) は求まる。

ψn(x) = eikxψn+(x) + e−ikxψn−(x) (3.56)
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とすると
S± = S1± + S2± + · · · , Sn± = ψn±(±∞) =

m

iℏ2k
〈± k |V |ψn−1 〉

である。ψn は V の n次になるから, V の効果が小さい場合, 例えば ψ2 以上を無視すると

R ≈
∣∣S1−

∣∣2 , S1− =
m

iℏ2k

∫ ∞

−∞
dx e2ikxV (x)

になる。V (x) をフーリエ変換すると S1− が求まる。これは 271ページのボルン近似である。

例題 1 V (x) =
ℏ2v
m

δ(x) の場合, (3.51)から解析解は

ψ(x) = eikx +
v

ik

∫ ∞

−∞
dx′eik|x−x

′|δ(x′)ψ(x′) = eikx +
v

ik
ψ(0)eik|x|

x = 0 とすると ψ(0) = 1 + vψ(0)/ik になるから

ψ(x) =

{
eikx +Be−ikx , x < 0

Ceikx , x > 0
, B =

v

ik − v
, C = 1 +B =

ik

ik − v

であり (3.6)に一致する。R = |B|2, T = |C|2 である。(3.52)より

S± =
m

iℏ2k
〈± k |V |ψ 〉 = v

ik
ψ(0) = B

になるから (3.53)は同じ結果を与える。S+ = S− はデルタ型ポテンシャルの特殊性である。

ψn(x) =
v

ik

∫ ∞

−∞
dx′eik|x−x

′|δ(x′)ψn−1(x
′) =

v

ik
ψn−1(0)e

ik|x| =
( v
ik

)n
eik|x|

であるから, |v/k| < 1 のとき (3.55)は

ψ(x) = eikx +

∞∑
n=1

( v
ik

)n
eik|x| = eikx +

v

ik − v
eik|x|

になり解析解に収束する。(3.56) より ψn±(x) = (v/ik)n = Sn± である。|v/k| � 1 ならば R ≈
|S1−|2 = (v/k)2 と近似でき, (3.55)で高次の ψn を無視する近似は有効である。一方, |v/k| ≥ 1 の
とき (3.55)は収束せず無意味な展開である。
eik|x|−ε|x| , ε→ +0 とすると, H0 は散乱状態に対してもエルミート演算子である。

〈 p |ψsc 〉 = B

∫ ∞

−∞
dx e−ipx+ik|x|−ε|x| = B

2ik

k2 − p2 + iε

になり p→ ± k で 〈 p |ψsc 〉 は発散するが (3.54)は成り立つ。

問題 3.7 箱型ポテンシャル (3.16)の場合, 解析解 ψ(x) は (3.17), (3.20)∼ (3.23)で与えられる。た
だし A = 1 とする。(3.52)より S+ = C − 1 , S− = B を示せ。

例題 2 (3.38)の場合
q = kx , β =

α

k
, v =

mV0
ℏ2k2

=
V0
2E

とすると

ψn(q) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x− x′)V (x′)ψn−1(x

′) = − iv
∫ ∞

0

dq′ei|q−q
′|−βq′ψn−1(q

′) , ψ0(q) = eiq
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より

ψ1(q) = − iv
∫ ∞

0

dq′ei|q−q
′|−βq′+iq′ = e−iqψ1−(q) + eiqψ1+(q)

ψ1+(q) = θ(q)
v

iβ

(
1− 2

2 + iβ
e−βq

)
, ψ1−(q) = θ(−q) v

2 + iβ

(3.57)

である。2次は

ψ2(x) = −
v2

β

∫ ∞

0

dq′ei|q−q
′|−βq′+iq′

(
1− 2

2 + iβ
e−βq

′
)

= e−iqψ2−(q) + eiqψ2+(q)

ψ2+(q) = −
θ(q)v2

β2(2 + iβ)

(
1 + iβ − 2e−βq +

e−2βq

1 + iβ

)
, ψ2−(q) =

θ(−q)v2

(2 + iβ)(1 + iβ)

(3.58)

になる。したがって

S1− = ψ1−(−∞) =
v

2 + iβ
, S2− = ψ2−(−∞) =

v2

(2 + iβ)(1 + iβ)

である。V0 の n次まで考慮した R を Rn とすると

R2 =
∣∣S1−

∣∣2 =
v2

4 + β2
, R3 =

∣∣S1−
∣∣2 + 2Re

(
S∗
1−S2−

)
= R2

(
1 +

2v

1 + β2

)
(3.59)

になる。(3.39)の U0, ε で表すと β = 1/
√
ε, v = U0/2ε になるから

R2 =
U2
0

4ε(1 + 4ε) , R3 = R2

(
1 +

U0

1 + ε

)
である。ベッセル関数の定義式 (17.92)より解析解 (3.43) は (λ = − 2i

√
ε u = − 2i

√
U0 )

B =
Jλ+1(u)

Jλ−1(u)
= − U0

λ(λ+ 1)

(
1− 2U0

λ(λ+ 2)
+ · · ·

)
, R = |B|2 =

U2
0

4ε(1 + 4ε)

(
1 +

U0

1 + ε + · · ·
)

になるから, R2, R3 は Rの V0 に関するべき展開と一致する。

0 10 ε

1

0.5

×10

U0 = 10R4

R3

R2

右図に R を太い曲線で, Rn を細い曲線で示す。|U0/ε| � 1

では R ≈ 1 になりほとんど反射するが, Rn は 1 より大きくな
り物理的に無意味である。デルタ型ポテンシャルと同様に, R4,

R5, · · · にしても状況は変わらない。一方, |U0/ε| � 1 では, 高
次の Rn になる程よい近似である。
α → 0 とすると V (x) は階段ポテンシャルになる。(3.59)

より R3
α→0−−−→ v2

(
1 + 2v

)
/4 である。解析解 (3.14) に k′ =

k
√
1− 2vを代入すると R = R3 +O

(
v4
) である。

問題 3.8 V (x) が (3.38)のとき, S+ + 1, S− がそれぞれ (3.42), (3.43)に一致することをを確かめ
よ。解析的波動関数 ψ(x)は (3.41)である。

3.7 波束の散乱
時間に依存するシュレーディンガー方程式

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
=

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(x, t) (3.60)
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を解き, 波束の時間発展を追う。この方法は解析的扱いが困難になるが, 古典力学との対応が分かり
やすい。x < 0 では V (x) = 0 とする。初期波動関数 ψ(x, 0) として波束 (1.47)

ψ(x, 0) = f(x)eik0x , f(x) =
1

(2πα)
1/4

exp

(
− (x− x0)2

4α

)
, α > 0 (3.61)

を考える。x0 < 0 は原点から十分離れており x > 0 のとき ψ(x, 0) ≈ 0 とする。波束の中心は速度
ℏk0/m > 0 で移動し, ポテンシャルに触れると散乱が起こる。
平面波の重ね合わせ

A
(
eikx + b(k)e−ikx

)
e−iω(k)t , ω(k) =

ℏk2

2m
(3.62)

は x < 0 での (3.60)の解である。k は負でもよい。x > 0 での解との連続性から b(k) は kの関数と
して与えられている。例えば, 階段ポテンシャル (3.9)の場合 (3.13)より

b(k) =
k −K
k +K

, K =
√
k2 − 2mV0/ℏ2 (3.63)

である。K は実数とは限らない。(3.62)は任意の A に対して (3.60)の解であるから

φi(x, t) =

∫ ∞

−∞
dk A(k)eikx−iω(k)t , φr(x, t) =

∫ ∞

−∞
dk A(k)b(k)e−ikx−iω(k)t (3.64)

とするとき φ(x, t) = φi(x, t)+φr(x, t)も x < 0では (3.60)の解になる。φi(x, t)が入射波束, φr(x, t)

が反射波束を表す。

A(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dxψ(x, 0)e−ikx =

( α

2π3

)1/4
exp
(
−α(k − k0)2 − ix0(k − k0)

)
とする。φi(x, 0) = ψ(x, 0) である。φr(x, 0) は

φr(x, 0) =

∫ ∞

−∞
dk g(k)e−ik(x+x0) , g(k) =

( α

2π3

)1/4
e−α(k−k0)

2+ix0k0b(k)

と表せる。この積分に寄与する k の領域は |k − k0| < c/
√
α, c ∼ 3 である。この領域の幅 2c/

√
α

に比べて e−ik(x+x0) の波長 2π/|x + x0| が非常に小さい, つまり |x + x0| �
√
α のとき, e−ik(x+x0)

の振動に比べて g(k) は緩やかに変化するから φr(x, 0) ≈ 0 になる。x0 < 0 が原点から十分離れて
いる場合, x < 0 では |x + x0| �

√
α より φr(x, 0) ≈ 0 になり φ(x, 0) ≈ ψ(x, 0) である。したがっ

て, 以下の数値計算例でも示すように, x < 0 では任意の時刻 tで ψ(x, t) = φ(x, t) としてよい。
φi(x, t) は (1.63)になるが, A(k) が k = k0 で鋭いピークをもつ場合, φi(x, t) と φr(x, t) を近似的

に求める。積分には k = k0 近傍のみが寄与するから, A(k) 以外の量を k = k0 のまわりでテイラー
展開し k − k0 の 2次以上を無視すると

ω(k) ≈ ω0 + (k − k0)v0 = kv0 − ω0 , ω0 = ω(k0) , v0 =
dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

=
ℏk0
m

である。kx− ω(k)t ≈ k(x− v0t) + ω0t より

φi(x, t) ≈ eiω0t

∫ ∞

−∞
dk A(k) eik(x−v0t) = eiω0tψ0(x− v0t) , ψ0(x) = ψ(x, 0) (3.65)

になる。b(k) を極形式で表して b(k) =
√
R(k) eiθ(k) とおく。k > 0 のとき R は反射率である。

θ(k) ≈ θ0 + (k − k0) ℓ , θ0 = θ(k0) , ℓ =
dθ

dk

∣∣∣∣
k=k0
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とすると

φr(x, t) ≈ ei(θ0−ℓk0+ω0t)

∫ ∞

−∞
dk
√
R(k)A(k) eik(−x−v0t+ℓ)

≈ ei(θ0−ℓk0+ω0t)
√
R0 ψ0(−x− v0t+ ℓ ) (3.66)

である。
√
R(k) の k依存性は A(k) に比べて緩やかであるとし R(k) ≈ R0 = R(k0) とした。x < 0

のとき ψ0(−x+ ℓ) ≈ 0 であるから φr(x, 0) ≈ 0 になる。
ψ0(x) は x = x0 < 0 を中心とした波束であるから, 入射波束 (3.65)の中心は x = x0 + v0t であり

古典力学と同じ運動をする。一方, 反射波束 (3.66)の中心 x = −x0 − v0t+ ℓ は, 古典力学での反射
粒子の位置 x = −x0 − v0t とは ℓ だけ異なる。階段ポテンシャルで k2 < 2mV0/ℏ2 のとき, (3.63)

より κ =
√

2mV0/ℏ2 − k2 とすると

θ = − 2 tan−1 κ

k
, ∴ ℓ =

dθ

dk

∣∣∣∣
k=k0

=
2

κ0
, κ0 =

√
2mV0/ℏ2 − k20 (3.67)

である。x > 0 での波動関数 (3.15)∝ e−κ0x は 1/κ0 程度まで x > 0 の領域に侵入するから, 量子力
学的には x ∼ 1/κ0 で反射され ℓ = 2/κ0 のズレが生じると解釈できる。ただし, κ0 ≈ 0 の場合, 上
の近似は適用できない。
x < 0 での確率密度 |ψ|2 = |φi + φr|2 には入射波束と反射波束の干渉項

2Re
(
φ∗
iφr
)
≈ 2
√
R0 f(x− v0t) f(−x− v0t+ ℓ ) cos (2k0x− θ0)

が現れる。cos (2k0x− θ0) の波長 π/k0 が (3.61)の f(x) の広がりに比べて十分小さければ, φi と
φr が重なる領域では |ψ|2 は波長 π/k0 で振動する。

τ = 0

τ = τ0

τ = 2τ0

(3.60)は次節の方法で数値的には正確に解ける。階段
ポテンシャルの場合, 数値計算で求めた |ψ(x, t)|2 を右
図に太い実線で示す。細い実線は (3.64) を数値積分し
た |φ|2 = |φi + φr|2, 破線は |φi|2 または |φr|2 を表す。
ただし b(k)は (3.63)である。x < 0のとき ψ と φは図
では区別できない。単位系 (3.70)と初期波動関数 (3.77)

を用いると, • で示した古典力学的粒子の位置は

qcl(τ) = − |q0 + 2p0τ | , q0 = − 4 , p0 = 5

時刻 τ0 = − q0/(2p0) で qcl = 0 になる。入射波束がポ
テンシャル障壁に触れる以前では, 波束の中心は古典力
学と同じ運動をする。一方, 反射波束の中心は古典力学
からずれる。× は近似的波束 (3.66)の中心

q(τ) = qcl(τ) +
2√

U0 − p20

を表す。入射波と反射波が重なるポテンシャルの壁付近では, 入射側の |ψ(x, t)|2 に 波長 ≈ π/p0 ≈
0.6 の干渉パターンが現れる。なお

φt(x, t) =

∫ ∞

−∞
dk A(k)

2k

k +K
eiKx−iω(k)t , K =

√
k2 − 2mV0/ℏ2

とすると, x > 0 では ψ = φt になる。
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問題 3.9 ψ(x, 0) = φ(x) である (3.60)の解 ψ(x, t) は(
iℏ
∂

∂t
+

ℏ2

2m

∂2

∂x2
− V (x)

)
G(x, x′, t) = 0 , G(x, x′, 0) = δ(x− x′) (3.68)

とすると
ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x, x′, t)φ(x′) (3.69)

で与えられる。V (x) = mgxの場合 G(x, x′, t)を求める。(2.39)の λ =

(
ℏ2

2m2g

)1/3

を用いて (3.70)

及び q′ = x′/λ の変換をする。(3.71)で U(q) = q になる。
1. フーリエ変換して

G(q, q′, τ) =

∫ ∞

−∞
dk dk′dω eikq−ik

′q′−iωτg(k, k′, ω)

とする。(3.68)より
∂g

∂k
= i
(
k2 − ω

)
g(k, k′, ω) ,

∫ ∞

−∞
dω g(k, k′, ω) =

1

2πλ
δ(k − k′)

を示せ ( (18.25)の第 2式参照 )。上式から

g(k, k′, ω) =
1

(2π)2λ
exp

(
−iω

(
k − k′

)
+ i

k3 − k′3

3

)
G(q, q′, τ) =

1√
4iπλ2τ

exp

(
i(q − q′)2

4τ
− iτ(q + q′)

2
− iτ3

12

)
を求めよ。g = 0 のとき G(x, x′, t) は自由粒子のグリーン関数 (1.68)になる。

2. 初期状態が

φ(x) =
1

(πb2)1/4
exp

(
ik0x−

(x− x0)2

2b2

)
,

∫ ∞

−∞
dx
∣∣φ(x)∣∣2 = 1

のとき (3.69)より

|ψ(x, t)|2 =
1√
πD(t)

exp

(
−
(
x− xcl(t)

)2
D(t)

)
, xcl(t) = x0 + v0t−

gt2

2

を示せ。ただし, D(t) は自由粒子の波束の広がり (1.64)であり, xcl(t) は初速 v0 = ℏk0/m の
古典力学的粒子の位置である。

3.8 時間に依存するシュレーディンガー方程式の数値解法
時刻 t = 0 での波動関数 ψ(x, 0) が与えられたとき, 時間に依存するシュレーディンガー方程式を

数値的に解き t = tmax までの ψ(x, t) を求める ( クーニン, 計算機物理学 ( 共立出版 ) 7.5章 )。x
の領域は xmin ≤ x ≤ xmax とし, 計算の都合上 ψ(xmin, t) = ψ(xmax, t) = 0 の境界条件を課す。あ
るいは xmin, xmax を ψ(x, t) が実質的に 0 になる領域にとる。系の大きさを表す適当な長さを λ と
したとき無次元の変数

q =
x

λ
, τ =

ℏ
2mλ2

t (3.70)
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を用いると (3.60)は

i
∂

∂τ
ψ(q, τ) = Hψ(q, τ) , H = − ∂2

∂q2
+ U(q) , U(q) =

2mλ2

ℏ2
V (x) (3.71)

になる。以下では, この方程式を扱う。 ℏ = 1 , 2m = 1 という単位系を採用するといってもよい。
時間を等間隔 ∆τ = τmax/Nτ に離散化し, 時刻 τ = τn = n∆τ , ( n = 0, 1, · · · , Nτ )での波動関

数を ψ(n)(q) = ψ(q, τn) で表す。ψ(n−1) が分かっていれば, (1.53)より τ = τn での波動関数は

ψ(n)(q) = exp(−iH∆τ )ψ(n−1)(q)

になる。∆τ が小さいとき最も簡単な近似は exp(−iH∆τ ) ≈ 1− iH∆τ である。初期波動関数を H

の固有関数 φα(q) で展開し

ψ(0)(q) =
∑
α

cα(0)φα(q) , Hφα(q) = Eα φα(q)

とする。(1− iH∆τ)n φα(q) = (1− iEα∆τ)n φα(q) であるから

ψ(n)(q) ≈ (1− iH∆τ)ψ(n−1)(q) ≈ · · · ≈ (1− iH∆τ)n ψ(0)(q) =
∑
α

cα(0) (1− iEα∆τ)n φα(q)

になる。正確な係数 cα(t) = cα(0) e
−iEατ の絶対値は時間的に一定であるが, 上式では

∣∣ cα(0) (1− iEα∆τ)n∣∣ = |cα(0)|(1 + (Eα∆τ)
2
)n/2

, 1 + (Eα∆τ)
2 > 1

になり, n とともに急激に増加する。時間的増幅を抑えるためには ∆τ を非常に小さくする必要が
あり, この近似は数値計算には向かない。時間的増幅を回避する 1つの近似法は

exp(−iH∆τ ) ≈ 1− iH∆τ/2
1 + iH∆τ/2

=
2

1 + iH∆τ/2
− 1 (3.72)

である。これは ∆τ の 2次まで exp(−iH∆τ) と一致し, 近似 1− iH∆τ よりも精度がよい。更に

ψ(n)(q) ≈
(
1− iH∆τ/2
1 + iH∆τ/2

)n
ψ(0)(q) =

∑
α

cα(0)

(
1− iEα∆τ/2
1 + iEα∆τ/2

)n
φα(q) ,

∣∣∣∣1− iEα∆τ/21 + iEα∆τ/2

∣∣∣∣ = 1

であるから係数の絶対値は時間的に一定であり, 正確な時間発展の係数と同じ性質を満たす。
(3.72)を数値計算用に書き直す。固有関数で展開することはしない。

ψ(n)(q) ≈
(

2

1 + iH∆τ/2
− 1

)
ψ(n−1)(q) = ϕ(q)− ψ(n−1)(q)

ただし
ϕ(q) =

2

1 + iH∆τ/2
ψ(n−1)(q) つまり

(
1 +

i∆τ

2
H

)
ϕ(q) = 2ψ(n−1)(q) (3.73)

である。空間も ∆q = (qmax − qmin)/Nq の等間隔に分割し

q = qk = qmin + k∆q , k = 0, 1, · · · , Nq

における関数を下付きの添字 k で表す。2階微分を (2.86)で近似すると

Hϕk = −ϕ′′k + Ukϕk ≈ −
ϕk+1 + ϕk−1 − 2ϕk

(∆q)2
+ Ukϕk
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になる。これを (3.73)に代入すると k = 1, 2, · · · , Nq − 1 のとき

ϕk+1 − (ak − ib)ϕk + ϕk−1 = 2ib ψ
(n−1)
k , ak = 2 + (∆q)2Uk , b =

2(∆q)2

∆τ
(3.74)

である。ϕ0, ϕ1 を与えれば ϕk が求まるが, 境界条件 ψ(qmin, τ) = ψ(qmax, τ) = 0 を満たすために,

ϕ0 = ϕNx
= 0 である ϕk を求めたい。そこで

ϕk+1 = Ck ϕk +Dk (3.75)

として (3.74)に代入すると

ϕk =
1

ak − ib− Ck
ϕk−1 +

Dk − 2ib ψ
(n−1)
k

ak − ib− Ck

になる。これと ϕk = Ck−1 ϕk−1 +Dk−1 から漸化式

Ck−1 =
1

ak − ib− Ck
, Dk−1 =

Dk − 2ib ψ
(n−1)
k

ak − ib− Ck
= Ck−1

(
Dk − 2ib ψ

(n−1)
k

)
(3.76)

を得る。
以上から, τ = τn−1 での ψ(n−1) から τ = τn での ψ(n) を次のようにして決定できる。
1. ϕNq

= CNq−1ϕNq−1 +DNq−1 = 0 であるから CNq−1 = DNq−1 = 0 とする。これを初期値と
して漸化式 (3.76)を k = Nq − 1 から k = 1 まで k が減少する方向に適用すると, ψ

(n−1)
k は分

かっているから Ck, Dk が求まる。
2. Ck, Dk が分かれば, 境界条件から ϕ0 = 0 として (3.75)を k = 0 から k = Nq − 1 まで, 今度
は k が増加する向きに用いて ϕk を求める。ψ(n) は ψ

(n)
k = ϕk − ψ(n−1)

k で与えられる。
C言語のプログラム例を示す。各種変数宣言などは省略。実数は double とする。

• 変数名を qmin = qmin , qmax = qmax , dq = ∆q , dt = ∆τ , nq = Nq , nt = Nτ とした。ak
など k に依存する変数は配列を用いる。

• 複素数は #include <complex.h> とすると扱える。creal(z), cimag(z), cabs(z), conj(z)

は実部, 虚部, 絶対値, 複素共役である。複素関数として cexp, csin, ccos, csqrt などが使え
る。虚数単位は I であり, 例えば, cexp(I*z) と ccos(z)+I*csin(z) は同じ結果になる。 以
下では zpsi, zphi, zc, zd は double complex の配列である。

• 最初に初期波動関数を計算する。Ck と ak は時間に依存しないから, 一度求めればよい。ak
を求めるとき U(q) の具体形を直接書かず, U(q) を求める関数 ( ここでは pot(q) )を用意す
る。ポテンシャルの変更は関数 pot の部分を書き換えればよく main を変更する必要はない。

• 時間ステップごとに繰り返して ψ
(n−1)
k から次の波動関数 ψ

(n)
k を求める。まず, Ck と同様に

Dk を求める。Dk は ψ
(n−1)
k に依存するから時間ごとに求める必要がある。次に, ϕ0 = 0 とし

て (3.75)から ϕk を決める。

int main()

{

for( k=0; k<=nq; k++ ){

qq[k] = qmin+k*dq; /* qk */

aa[k] = 2 + dq*dq*pot( qq[k] ); /* ak */

zpsi[k] = ψ(qk, 0); /* 初期波動関数 */
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printf("%f %f\n", qq[k], zpsi[k]*conj(zpsi[k]) );

}

b = 2*dq*dq/dt;

zc[nq-1] = 0; /* Ck */

for( k=nq-1; k>=1; k-- ){

zc[k-1] = 1/( aa[k]-I*b-zc[k] );

}

for( n=1; n<=nt; n++ ){

zd[nq-1] = 0; /* Dk */

for( k=nq-1; k>=1; k-- ){

zd[k-1] = zc[k-1]*( zd[k]-2*I*b*zpsi[k] );

}

zphi[0] = 0; /* ϕk */

for( k=0; k<=nq-1; k++ ){

zphi[k+1] = zc[k]*zphi[k] + zd[k];

}

for( k=0; k<=nq; k++ ){ /* ψ(n−1) → ψ(n) */

zpsi[k] = zphi[k] - zpsi[k];

/* 適当な n のとき */

printf("%f %f\n", qq[k], zpsi[k]*conj(zpsi[k]) );

}

}

return 0;

}

double pot( double q )

{

return 0; /* 自由粒子の場合 */

}

数値計算で求めた |ψ(q, τ)|2 を q の関数として図にする必要がある。最も簡単に行うには, 適当な
時間間隔で q と |ψ(q, τ)|2 の数値をファイルに出力して, 例えば, GNUPLOTに読み込む。
73ページの図は, 階段型ポテンシャル U(q) = U0θ(q) の場合, ψ(q, 0) として (3.61)

ψ(q, 0) =
1

(2πβ)1/4
exp

(
− (q − q0)2

4β
+ ip0q

)
, p0 = λk0 , β = α/λ2 (3.77)

を用いた結果である。パラメータの値は

qmin = − 10, qmax = 10, τmax = 0.8, Nτ = 1000, Nq = 1500

q0 = − 4, β = 1, p0 = 5, U0 = 29
(3.78)

とした。

問題 3.10 上のプログラムを完成させよ。
1. プログラムの正当性, 数値結果の収束性を調べるため, U(q) = 0 のとき解析解 (1.63)

ψ(q, τ) =

√√
β/2π

β + iτ
exp

(
ip0q − ip20τ −

(
q − q0 − 2p0τ

)2
4
(
β + iτ

) )
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と比較せよ。
2. 階段型ポテンシャルのとき 73ページの図と比較せよ。また, 箱 (井戸)型ポテンシャルのとき,

シッフ, 量子力学 (上)の 121∼ 124ページの図と比較せよ。
3. 89ページの問題 4.7

τ = 0

τ0

2τ0

3τ0

0 5

問題 3.11 qmin = 0 で U(q) = U0 q のとき, ψ(q, τ) を求め
古典力学と比較せよ (問題3.9参照 )。古典力学的には,粒子
は F = −U0 の力を受け自由落下し q = 0 で壁と弾性衝突
する運動である。古典力学での質点の位置を qcl(τ) とする
と, 運動方程式は d2qcl/dτ

2 = − 2U0 になる。qcl(0) = q0, 初
速 0の場合, 最初に qcl = 0 になる時刻は τ = τ0 =

√
q0/U0

である。
数値計算例を右図に示す。初期状態は (3.77) で p0 = 0,

q0 = 5, β = 1 とし U0 = 5 である。• は qcl(τ) , × は量
子力学での位置の期待値 〈 q 〉 を表す。(1.16)より F =定数
の場合 〈 q 〉 = qcl(τ) である。数値計算の結果も, 波束が壁
に触れるまではこれが成り立つ。壁に触れると壁から力が
受けるため成り立たないが, 波束が壁から離れると, 図に示
した時間内では 〈 q 〉 ≈ qcl(τ) になる。階段ポテンシャルの
場合と同様に, 波束が壁に触れると, 落下する波束と壁で反
射する波束の干渉パターンが現れる。q = 0での古典力学的
粒子の運動量は

√
q0U0 になるから, 干渉パターンの波長は

π/
√
q0U0 ≈ 0.6程度である。



4 調和振動子 79

4 調和振動子
x軸上で原点からの距離に比例する引力 − kx を受け単振動する粒子を考える。ポテンシャルエ

ネルギーは角振動数 ω =
√
k/m を用いると mω2x2/2 であるから, ハミルトニアン Ĥ は

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x2 , p̂ = − iℏ d

dx

になる。調和振動子はシュレーディンガー方程式が厳密に解ける数少ない例である。また, 原子・分
子や原子核などのミクロな系には微小振動があり, これらは調和振動子がよい近似になる ( 例えば,

(2.61) )。更に, 電磁場などの場で記述される系は無限個の調和振動子の系と見なせる。調和振動子
の量子力学的扱いは広範囲に適用でき極めて重要である。以下では, 演算子を表す ˆ は簡単のため
省略する。

H = − ℏ2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 =

ℏω
2

(
− d2

dq2
+ q2

)
, ただし q = αx , α =

√
mω

ℏ
(4.1)

と表せる。q は無次元の変数である。シュレーディンガー方程式 Hφ(x) = Eφ(x) は
d2φ

dq2
+
(
ε− q2

)
φ(q) = 0 , ただし ε =

2E

ℏω
(4.2)

になる。(2.6)より ε > 0 である。

4.1 固有値と固有関数
微分方程式 (4.2)を直接解く解析的方法と演算子を用いた方法で固有値と固有関数を求める。

解析的方法
φ(q) = qneaq

2 とすると(
d2

dq2
− q2 + ε

)
φ(q) =

(
4a2 − 1 +

2a+ 4an+ ε
q2

+
n(n− 1)

q4

)
q2φ(q)

q→±∞−−−−−−→ (4a2 − 1)q2φ(q)

a = ± 1/2 とすれば q → ±∞ で近似的に微分方程式を満たす。そこで qn をベキ級数に置き換えて

φ(q) = h(q) e−q
2/2 , h(q) =

∞∑
k=0

akq
k

とし (4.2)に代入すると
d2h

dq2
− 2q

dh

dq
+ (ε− 1)h = 0 (4.3)

である。

q
dh

dq
=

∞∑
k=0

kakq
k ,

d2h

dq2
=

∞∑
k=2

k(k − 1)akq
k−2 =

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2q
k

より (4.3)は
∞∑
k=0

(
(k + 2)(k + 1)ak+2 + (ε− 2k − 1) ak

)
qk = 0

これが任意の q で成り立つためには

(k + 2)(k + 1)ak+2 + (ε− 2k − 1) ak = 0 , ∴ ak+2 =
2k + 1− ε

(k + 2)(k + 1)
ak (4.4)
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でなければならない。a0 を与えると k = 偶数 の ak が決まり偶関数の解が求まる。また, a1 を与
えれば奇関数の解を得る。一般解は偶関数と奇関数の和であり, 2つの任意定数 a0, a1 を含む。
ε > 0 が奇数でないならば, 任意の k に対して 2k + 1 − ε 6= 0 であり h(q) は無限級数である。

k � 1 のとき ak+2/ak ≈ 2/k になる。これは

eq
2

=
∑

k=0,2,···

ck q
k , ck =

1

(k/2)!
,

ck+2

ck
=

1

k/2 + 1
≈ 2

k

の係数比と同じになるから, h(q)
|q|→∞−−−−→ eq

2 であり φ(q) = h(q)e−q
2/2 |q|→∞−−−−→ eq

2/2 は発散する (詳
しくは問題 4.1 )。したがって, 束縛状態の境界条件を満たすには ε は奇数, つまり, n = 0, 1, 2, · · ·
として ε = 2n+ 1 でなければならない。このとき

h(q) =

∞∑
k=0

akq
k , ak+2 =

2(k − n)
(k + 2)(k + 1)

ak (4.5)

になる。an+2 = an+4 = · · · = 0 であるから, n が偶数 (奇数)のとき偶関数 (奇関数)の h(q) は n次
の多項式, 奇関数 (偶関数)は無限級数になる。多項式の場合 h(q) e−q

2/2 q→±∞−−−−−→ 0 であり, 束縛状
態の境界条件を満たす。したがって, 調和振動子ポテンシャルの束縛状態のエネルギー固有値は

En =
ℏω
2
ε = ℏω

(
n+ 1/2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (4.6)

であり離散的になる。En は n が 1つ増すと ℏω だけ増加する。また, 最低エネルギーは 0 ではな
く ℏω/2 である。これを零点エネルギーという ( 85ページ参照 )。
ε = 2n+ 1 のとき (4.3)は

d2h

dq2
− 2q

dh

dq
+ 2nh = 0 (4.7)

になり, この微分方程式の解 h(q) は (4.5)で与えられる。多項式の h(q) を求める。n が偶数 (奇数)

のとき偶関数 (奇関数)になるから

k = n− 2ℓ , ℓ = 0, 1, · · · , [n/2] , ただし [n/2] = n/2を超えない最大の整数

とおける。bℓ = an−2ℓ とすると

h(q) =

[n/2]∑
ℓ=0

bℓ q
n−2ℓ , bℓ = −

1

4

(
n− 2(ℓ− 1)− 1

)(
n− 2(ℓ− 1)

)
ℓ

bℓ−1

である。bℓ−1 を bℓ−2 で表す。これを繰り返すと

bℓ =

(
− 1

4

)ℓ
(n− 2ℓ+ 1)(n− 2ℓ+ 2) · · · (n− 1)n

ℓ!
b0 =

(
− 1

4

)ℓ
n!

ℓ! (n− 2ℓ)!
b0

になる。b0 は任意であるが b0 = 2n とすると

h(q) = Hn(q) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k n!
k! (n− 2k)!

(2q)n−2k = (−1)neq
2 dn

dqn
e−q

2

(4.8)

である。最後の表現は (16.5)を用いた。Hn(q) を n次のエルミート多項式という。Hn(q) の基本的
性質については 419ページ 17.1 を参照。固有値 En = ℏω(n+ 1/2) の固有関数 φn は

φn(x) = CnHn(q) e
−q2/2 = CnHn(αx) e

−α2x2/2 , α =
√
mω/ℏ (4.9)

になる。係数 Cn は規格化条件から決まる。なお, 無限級数解 h(q)を第 2種エルミート関数という。
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問題 4.1 無限級数 h(q) が偶関数のとき s = 0, 奇関数のとき s = 1 とする。k = 2n + s とし
bn = a2n+s で漸化式 (4.4)を書き直すと

bn+1 =
1− cn
n+ 1

bn , ただし cn =
ε+ 1 + 2s

2(2n+ 1 + 2s)

になる。0 < η < 1/2 に対して n ≥ ℓ のとき cn < η になる ℓ が存在する。n > ℓ のとき

|bn| > Cℓ
(1− η)n

n!
, Cℓ = |bℓ|

ℓ!

(1− η)ℓ
> 0

を示せ。n > ℓ では bn は同符号である。

|h(q)| > |q|s
(
Cℓ e

(1−η)q2 − F (q)
)
, F (q) =

ℓ∑
n=0

(
|bn|+ Cℓ

(1− η)n

n!

)
q2n = 2ℓ次の多項式

を示せ。1/2− η > 0 であるから φ(q) = h(q)e−q
2/2 は q → ±∞ で発散する。

問題 4.2 ρ = q2 とすると (4.3)は合流型超幾何微分方程式 (17.102) になる。φ(q) q2→∞−−−−→ 0 より

ε = 2n+ 1 , h(q) ∝

 M(− k, 1/2, q2) , n = 2k のとき
qM(− k, 3/2, q2) , n = 2k + 1 のとき

を示せ ( (17.111)参照 )。(4.8)と (17.113)より h(q) ∝ Hn(q) を示せ。

演算子を用いた方法
ディラックによる演算子を用いた方法で H の固有値と固有関数を求める。演算子 a を

a =

√
mω

2ℏ

(
x+

i

mω
p

)
=

1√
2

(
q +

d

dq

)
, q = αx =

√
mω

ℏ
x (4.10)

で定義する。運動量演算子 p = − iℏ d/dx はエルミート演算子であるから

a† =

√
mω

2ℏ

(
x− i

mω
p

)
=

1√
2

(
q − d

dq

)
(4.11)

になる。x, p を a, a† で表すと

x =

√
ℏ

2mω

(
a† + a

)
=
a† + a√

2α
, p = i

√
mℏω
2

(
a† − a

)
=
iℏα√
2

(
a† − a

)
(4.12)

になるから
[x , p ] =

iℏ
2
[ a† + a , a† − a ] = iℏ [ a , a† ] , ∴ [ a , a† ] = 1 (4.13)

である。H を a, a† で表すと

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2 =

ℏω
4

(
−
(
a† − a

)2
+
(
a† + a

)2)
=

ℏω
2

(
a†a+ aa†

)
= ℏω

(
a†a+ 1/2

)
したがって, エルミート演算子 N = a†a の固有値と固有関数を求めればよい。

以下では, 交換関係 [ a , a† ] = 1 だけを用いる。a と a† の具体形には無関係であるから, 調和振
動子だけでなく, 177ページや場の量子化 ( 355ページ ), 多粒子系の量子力学 ( 352ページ )にも適用
できる。N = a† a の固有値を ν , 固有関数をディラックの表記法を用いて | ν 〉 とすると

N | ν 〉 = ν | ν 〉 , 〈 ν | ν 〉 = 1
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である。|ϕ 〉 = a | ν 〉 とすると (1.30)より

〈ϕ |ϕ 〉 = 〈 ν | a†a | ν 〉 = ν 〈 ν | ν 〉 = ν (4.14)

になる。〈ϕ |ϕ 〉 ≥ 0 であるから, N の固有値 ν は負にはならない。また, ν = 0 は |ϕ 〉 = a | ν 〉 = 0

の場合だけである。
演算子 A, B に対して [A , B ] が B と可換な場合

[A , Bk ] = [A , B ]kBk−1 , k = 0, 1, 2, · · · (4.15)

を数学的帰納法で示す。k = 0, 1 のときは自明である。k のとき成り立つとすると

[A , Bk+1 ] = B[A , Bk ] + [A , B ]Bk = B[A , B ]kBk−1 + [A , B ]Bk = [A , B ](k + 1)Bk

であるから k + 1 のときも成り立つ。一般に F (x) =
∞∑
k=0

ckx
k のとき

[A , F (B) ] = [A , B ]
dF

dB
, ただし [

[A , B ] , B
]
= 0 (4.16)

である。
(4.15)より [

a ,
(
a†
)k ]

= k
(
a†
)k−1

,
[
a† , ak

]
= − kak−1 (4.17)

になるから [
N , (a†)k

]
= a†

[
a , (a†)k

]
= k(a†)k ,

[
N , ak

]
=
[
a† , ak

]
a = − kak (4.18)

したがって

N(a†)k| ν 〉 =
(
k(a†)k + (a†)kN

)
| ν 〉 = (ν + k)(a†)k| ν 〉 , Nak| ν 〉 = (ν − k)an| ν 〉 (4.19)

k = 0, 1, 2, · · · のとき (a†)k| ν 〉 , ak| ν 〉 も N の固有関数で固有値はそれぞれ ν + k , ν − k になる。
ν が整数でない場合 ν − k 6= 0 であるから, k を十分大きくとれば ν − k < 0 になり, 負の固有値が
存在する。これは N の固有値が非負であることと矛盾する。一方, ν が整数 ν = n = 0, 1, 2, · · · の
場合, an|n 〉 6= 0 の固有値は n− n = 0 になるから (4.14)より

a
(
an|n 〉

)
= an+1|n 〉 = 0 , ∴ ak|n 〉 = 0 ただし k = n+ 1, n+ 2, · · ·

N の固有値が負になる状態は存在しない。したがって, N = a†a の固有値は非負の整数 n に限られ

a†a |n 〉 = n |n 〉 , a| 0 〉 = 0

である。これから H = ℏω(N + 1/2) の固有値は En = ℏω(n+ 1/2) になり (4.6)と一致する。
(4.19)より (a†)n| 0 〉 は固有値 n の固有状態である。次ページで示すように n は縮退しないから
|n 〉 = cn(a

†)n| 0 〉 とおける。規格化定数 cn を求める。(1.30) で Û = cn′
(
a†
)n′

とすると Û† =

c∗n′an
′ であるから

〈n′ |n 〉 = c∗n′cn〈 0 | an
′
(a†)n | 0 〉

(4.17)より n′ ≥ n のとき

an
′
(a†)n| 0 〉 = an

′−1
(
n
(
a†
)n−1

+
(
a†
)n
a
)
| 0 〉 = nan

′−1
(
a†
)n−1 | 0 〉 = · · · = n! an

′−n | 0 〉 (4.20)
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になるから 〈n |n 〉 = |cn|2n! 〈 0 | 0 〉 である。規格化した固有関数は

|n 〉 = 1√
n!

(
a†
)n | 0 〉 , 〈 0 | 0 〉 = 1 (4.21)

になる。n′ − n > 0 のとき 〈 0 | an′−n | 0 〉 = 0 より 〈n′ |n 〉 = δnn′ になり |n 〉 は規格直交系である。
(4.17)より n ≥ 1 のとき

a |n 〉 = 1√
n!
a(a†)n| 0 〉 = 1√

n!

(
(a†)na+ n(a†)n−1

)
| 0 〉 =

√
n |n− 1 〉

また
a†|n 〉 = 1√

n!
(a†)n+1| 0 〉 =

√
n+ 1 |n+ 1 〉

であるから, |n 〉 は漸化式

a†|n 〉 =
√
n+ 1 |n+ 1 〉 , a |n 〉 =

{ √
n |n− 1 〉 , n 6= 0

0 , n = 0
(4.22)

を満たす。a† は演算子 N の固有値 n を 1つ増加させるので生成演算子, a は 1つ減少させるので消
滅演算子と呼ばれる。
1次元の束縛状態に縮退はないから, 調和振動子の場合 N = a†a の固有値は縮退しない。これを

一般的に示す。99ページより [
N , M

]
= 0 である演算子M と N の同次固有関数 |n, m 〉が存在

する。nを与えたときM の固有値mが一意に決まらない場合 n は縮退する。ここで考えている系
では, 演算子は a† と a で表せるから Ckℓ を係数としてM =

∞∑
k,ℓ=0

Ckℓ(a
†)kaℓ とおける。

[
N , M

]
=

∞∑
k,ℓ=0

Ckℓ

([
N , (a†)k

]
aℓ + (a†)k

[
N , aℓ

])
=

∞∑
k,ℓ=0

Ckℓ (k − ℓ)(a†)kaℓ = 0

になるから Ckℓ = Ckδkℓ である。これと問題 4.3 より M は N の関数になる。n を与えると m は
一意に決まるから n は縮退しない。

問題 4.3 (a†)k+1ak+1 = N(N − 1) · · · (N − k) を示せ。

(4.10), (4.11)の具体形を用いて (4.21)の波動関数 φn を求める。基底状態 φ0 は

aφ0 =
1√
2

(
q +

d

dq

)
φ0 = 0 , ∴ φ0 = C e−q

2/2

規格化定数 C は∫ ∞

−∞
dx |φ0(q)|2 =

|C|2

α

∫ ∞

−∞
dq e−q

2

=
|C|2

α

√
π = 1 , ∴ C =

√
α

π1/2

とすればよいから
φ0(x) =

√
α

π1/2
e−q

2/2 =

√
α

π1/2
e−α

2x2/2 (4.23)

である。これを (4.21)に代入すると

φn(x) =

√
α

π1/2n!

(
a†
)n
e−q

2/2 = Cn

(
q − d

dq

)n
e−q

2/2 , Cn =

√
α

π1/2n! 2n
(4.24)
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になる。任意の f(q) に対して

eq
2/2 d

dq
e−q

2/2f(q) =

(
d

dq
− q
)
f(q) , ∴ d

dq
− q = eq

2/2 d

dq
e−q

2/2

であるから(
d

dq
− q
)n

= eq
2/2 d

dq
e−q

2/2 eq
2/2 d

dq
e−q

2/2 · · · eq
2/2 d

dq
e−q

2/2︸ ︷︷ ︸
n個

= eq
2/2 d

n

dqn
e−q

2/2

になる。これから (4.24)は (4.8)の Hn(q) を用いて

φn(x) =

√
α

π1/2n! 2n
e−q

2/2Hn(q) , q = αx =

√
mω

ℏ
x (4.25)

と表せる。これは微分方程式を解いた結果 (4.9)と同じであり, 規格化定数も自動的に決まる。

パリティ
V (x) = mω2x2/2 は V (x) = V (−x) であるから, 27ページで示したように, H の固有関数 φn(x) は
偶関数あるいは奇関数になる。別な言い方をすれば, φn(x) は (2.65)で定義したパリティ演算子 P

の固有関数でもある。実際, (4.8), (4.25)より φn(−x) = (−1)nφn(x) であるから, n が偶数のとき
偶関数, 奇数のとき奇関数である。あるいは, (2.66)より Pa† = − a†P であるから

Pφn(x) =
1√
n!
P
(
a†
)n
φ0(x) =

(−1)n√
n!

(
a†
)n
Pφ0(x) =

(−1)n√
n!

(
a†
)n
φ0(x) = (−1)nφn(x)

ただし, φ0(x) ∝ e−α
2x2/2 は偶関数であるから Pφ0(x) = φ0(x) である。

完全規格直交系
φn(x) が完全系であることを示す。∫ ∞

−∞
dk (2ik)ne−(k+iq)2 = eq

2

∫ ∞

−∞
dk (−1)n d

n

dqn
e−2ikq−k2

= (−1)neq
2 dn

dqn
e−q

2

∫ ∞

−∞
dk e−(k+iq)2 =

√
πHn(q)

であるから
∞∑
n=0

φn(x)φn(x
′) =

α√
π
e−(q2+q′2)/2

∞∑
n=0

1

n! 2n
Hn(q)Hn(q

′)

=
α

π3/2
e−(q2+q′2)/2

∫ ∞

−∞
dk dk′ e−(k+iq)2e−(k′+iq′)2

∞∑
n=0

(− 2kk′)n

n!

=
α

π3/2
e(q

2−q′2)/2
∫ ∞

−∞
dk e2i(q

′−q)k
∫ ∞

−∞
dk′ e−(k′+k+iq′)2

= α δ(q − q′) = δ(x− x′)

になる。これは (1.27)の具体例であり φn(x) が完全系であることを表す。

問題 4.4 メラー (Mehler)の公式 zを |z| ≤ 1, z2 6= 1 である複素数とするとき
∞∑
n=0

(z/2)n

n!
Hn(q)Hn(q

′) =
1√

1− z2
exp

(
2qq′z − (q2 + q′2)z2

1− z2

)
(4.26)

を示せ。z → 1 より φn(x) の完全性を示せ。z = t/q′として q′ →∞ とすると, Hn(q
′)→ (2q′)n で

あるから (17.8)を得る。q = q′ = 0 のとき, (17.3)より左辺は 1/
√
1− z2 のベキ展開に一致する。
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4.2 零点エネルギーと不確定性
古典力学的には最低のエネルギーは粒子が原点に静止している状態で E = 0 である。一方, 量子

力学では, 最低のエネルギー固有値は 0 ではなく ℏω/2 である。これを零点エネルギーという。量
子力学では, 不確定性関係のため位置 x と運動量 p が同時に確定した値になることはないから, 原
点に静止した状態 ( 位置と運動量が同時に 0 に確定した状態 )はない。したがって, 最低のエネル
ギーは 0 にはならない。不確定性関係を用いて最低のエネルギーを評価する。
H の固有状態 φ での期待値を 〈 · · · 〉 で表す。

∆x =
√
〈(x− 〈x 〉)2〉 =

√
〈x2 〉 − 〈x 〉2 , ∆p =

√
〈(p− 〈 p 〉)2〉 =

√
〈 p2 〉 − 〈 p 〉2

φ(x) は偶関数か奇関数であるから 〈x 〉 = 〈 p 〉 = 0 である。したがって

〈H 〉 = 1

2m
〈 p2 〉+ mω2

2
〈x2 〉 = 1

2m
(∆p)2 +

mω2

2
(∆x)2 ≥ ω∆x∆p

最後の不等式では 相加平均 ≥ 相乗平均 を使った。不確定性関係 ∆x∆p ≥ ℏ/2 より 〈H 〉 ≥ ℏω/2
である。最低エネルギーが ℏω/2 以下にならないことは, シュレーディンガー方程式を具体的に解
かなくても, 不確定性関係だけから導ける。〈H 〉 = ℏω/2 になるのは

∆x∆p =
ℏ
2
,

1

2m
(∆p)

2
=
mω2

2
(∆x)2 , つまり ∆x =

ℏ
2∆p

=

√
ℏ

2mω
=

1√
2α

のときである。
固有関数 (4.21)を用いて不確定性関係を求める。(4.12), (4.22)より

x |n 〉 = 1√
2α

(√
n+ 1 |n+ 1 〉+

√
n |n− 1 〉

)
(4.27)

規格直交性 〈n′ |n 〉 = δnn′ より 〈n |x |n 〉 = 0 , 同様にして 〈n | p |n 〉 = 0 である。前に述べたよう
に, φn(x) は偶関数あるいは奇関数であるから当然の結果である。次に, 交換関係 (4.13)より(

a† + a
)2

= (a†)2 + a2 + 2a†a+ 1

であるから

x2|n 〉 = 1

2α2

(√
(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2 〉+

√
n(n− 1) |n− 2 〉+ (2n+ 1)|n 〉

)
(4.28)

これから
〈n |x2 |n 〉 = 1

α2

(
n+

1

2

)
, 同様にして 〈n | p2 |n 〉 = (ℏα)2

(
n+

1

2

)
(4.29)

以上から, 状態 |n 〉 での分散は

(∆x)2 =
1

α2

(
n+

1

2

)
, (∆p)2 = (ℏα)2

(
n+

1

2

)
, ∴ ∆x∆p = ℏ

(
n+

1

2

)
基底状態では最小の不確定性が成り立つ。α を基底状態での ∆x で表すと α2 = 1/(2(∆x)2) である
から, 基底状態の波動関数 (4.23)は x0 = k0 = 0 とした不確定性最小の状態 (1.47)である。(4.29)

はビリアル定理 (1.55)を用いても示せる。
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4.3 古典力学との関係
254ページの強制振動参照。

定常状態
古典力学的粒子の速度 v は

v2 =
2

m

(
E − mω2

2
x2
)

=
ℏω
m

(
ε− q2

)
, ただし q = αx , ε =

2E

ℏω

であるから, (2.46)と同様にすると, x と x+ dx の間に粒子を見出す古典力学的確率 Pcl(x) dx は

Pcl =
C√
ε− q2

=
α

π
√
ε− q2

(4.30)

ただし, 規格化より∫ √
ε/α

−
√
ε/α
dxPcl =

2C

α

∫ √
ε

0

dq√
ε− q2

=
2C

α

[
sin−1 q√

ε

]√ε
0

=
C

α
π = 1

である。量子力学的エネルギー固有値に対応する E = ℏω(n+ 1/2) のときは ε = 2n+ 1 である。
n = 0, 3 の場合 (4.25)の波動関数 |φn|2 を q の関数として図示すると下図になる。φn は n が

偶数のとき偶関数, 奇数のとき奇関数になるから q ≥ 0 の範囲を示した。破線で示した古典力学の
確率 Pcl(q)/α とは明らかに異なる q 依存性を示す。また, 古典力学では粒子が存在できない領域
| q | >

√
2n+ 1 にも, 量子力学的には粒子は存在する。しかし, n が大きくなると |φn|2 の平均的振

る舞いは Pcl(q) に近づく ( 下図の n = 50 )。φn は q > 0 に n/2 個の零点を持つため, |φn|2 は
非常に激しく振動するが, その平均は Pcl とよく一致する。これは n → ∞ での Hn(q) の漸近的形
(18.39) あるいは準古典近似であるWKB近似を使うと解析的に示せる ( 233ページ )。En ∼ ℏω で
は量子力学的効果は顕著であるが, En � ℏω になると量子力学は古典力学を再現する。このような
結果は一様重力での束縛状態と同じである。

n=0

n=3

0 1 2 3 q
0.0

0.2

0.4

0.6

|φ
n
(q
)|2
/α

0 2 4 6 8 10 q
0.0

0.1

0.2
n = 50

波束の運動
時刻 t = 0 の状態 ψ(x, 0) を与えると, 任意の時刻での状態 ψ(x, t) は (1.49), (1.50)より

ψ(x, t) =

∞∑
n=0

cn e
−iEnt/ℏ φn(x) , cn =

∫ ∞

−∞
dxφn(x)ψ(x, 0) (4.31)

になる ( φ∗
n = φn )。

ψ(x, 0) =
1

(2πd2)
1/4

exp

(
− (x− x0)2

4d2
+
i p0x

ℏ

)
=

√
α
√
πµ

exp

(
− (q − q0)2

2µ
+ ik0q

)
(4.32)
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ただし
q = αx , q0 = αx0 , k0 =

p0
ℏα

= α
p0
mω

, µ = 2α2d2

とする。(4.32)は ∆x = d とした最小不確定の状態 (1.47)である。(17.9)より
∞∑
n=0

cn√
n!
sn =

∫ ∞

−∞
dxψ(x, 0)

∞∑
n=0

φn(x)√
n!

sn

=
1√
π
√
µ

∫ ∞

−∞
dq exp

(
− (q − q0)2

2µ
+ ik0q −

q2 + s2

2
+
√
2 sq

)
指数部を qについて完全平方すれば

∞∑
n=0

cn√
n!
sn =

√
2
√
µ

µ+ 1
exp

(
− q20 − µk20 + 2iq0k0 + 2

√
2 (q0 + iµk0)s+ (µ− 1)s2

2(µ+ 1)

)
(4.33)

になる。右辺を s についてベキ展開すると cn が求まるが, µ 6= 1 のとき指数部に s2 の項があり複
雑になる。ここでは µ = 1, つまり d = 1/(

√
2α) とする。基底状態の波動関数 φ0(x) を平行移動し

た ψ(x, 0) = φ0(x− x0)eip0x/ℏ の場合である (µ 6= 1 の場合, 問題 4.5参照 )。
∞∑
n=0

cn√
n!
sn = exp

(
− q20 + k20 − 2iq0k0

4
+
q0 + ik0√

2
s

)

= exp

(
− q20 + k20 − 2iq0k0

4

) ∞∑
n=0

1

n!

(
q0 + ik0√

2

)n
sn

sn の係数を比較すると

cn =
1√
n!

(
q0 + ik0√

2

)n
exp

(
− q20 + k20 − 2iq0k0

4

)
(4.34)

である。これと (4.25)を (4.31)に代入し (17.8)を使うと

ψ(x, t) =

√
α

π1/2
exp

(
− q2

2
− q20 + k20 − 2iq0k0

4
− iωt

2

) ∞∑
n=0

(λ/2)n

n!
Hn(q)

=

√
α

π1/2
exp

(
− q2

2
− q20 + k20 − 2iq0k0

4
− iωt

2
− λ2

4
+ λq

)
(4.35)

になる。ただし λ =
(
q0 + ik0

)
e−iωt である。|ez| = exp(Re z) であるから確率密度は

|ψ(x, t)|2 =
α√
π
exp

(
− q2 − q20 + k20

2
− λ2R − λ2I

2
+ 2λRq

)
, λR = Reλ , λI = Imλ

|λ|2 = λ2R + λ2I = q20 + k20 より

|ψ(x, t)|2 =
α√
π

exp
(
− (q − λR)2

)
=

α√
π

exp
(
−α2

(
x−X(t)

)2)
(4.36)

X(t) =
λR
α

= x0 cosωt+
p0
mω

sinωt

X(t) は t = 0 で位置 x0 , 運動量 p0 である古典力学的粒子の位置である。|ψ(x, t)|2 は波形を保持し
たまま中心が古典力学と同じ振動をする波束である。
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状態 ψ(x, t) での期待値を 〈 · · · 〉 で表す。x と x2 の期待値を求めると

〈x 〉 = 1

α2

∫ ∞

−∞
dq q |ψ(x, t)|2 =

1√
πα

∫ ∞

−∞
dq (q + λR) e

−q2 =
λR
α

= X(t) (4.37)

〈x2 〉 = 1√
πα2

∫ ∞

−∞
dq (q + λR)

2
e−q

2

=
1

α2

(
1

2
+ λ2R

)
=

1

2α2
+ (X(t))

2
(4.38)

であるから ∆x = 1/(
√
2α) になり ∆x は時間に依存しない。(4.35)より

∂

∂x
ψ(x, t) = α (λ− αx)ψ(x, t)

になるから運動量の期待値は

〈 p 〉 = − iℏ
(
λ− α〈x 〉

)
= − iℏα

(
λ− λR

)
= ℏαλI = p0 cosωt−mωx0 sinωt = m

dX

dt
(4.39)

これも古典力学と一致する ( 246ページのハイゼンベルグ方程式参照 )。次に

∂2

∂x2
ψ(x, t) = −α2

(
1− (λ− αx)2

)
ψ(x, t) = −α2

(
1− λ2 + 2λαx− α2x2

)
ψ(x, t)

である。これと (4.37), (4.38)より

〈 p2 〉 = ℏ2α2

(
1− λ2 + 2λλR −

1

2
− λ2R

)
= ℏ2α2

(
λ2I +

1

2

)
= 〈 p 〉2 + ℏ2α2

2

になり ∆p = ℏα/
√
2 も時間に依存しない。∆x∆p = ℏ/2 であるから, (4.35) の ψ(x, t) は常に不確

定性最小の状態である。
運動エネルギー K = p2/(2m) とポテンシャルエネルギー V (x) = mω2x2/2 の期待値は

〈K 〉 = 1

2m
〈 p2 〉 = 1

2m
〈 p 〉2 + ℏ2α2

4m
=

1

2m

(
p0 cosωt−mωx0 sinωt

)2
+

ℏω
4

〈V 〉 = mω2

2
〈x2 〉 = mω2

2
〈x 〉2 + mω2

4α2
=
mω2

2

(
x0 cosωt+

p0
mω

sinωt
)2

+
ℏω
4

〈K 〉 と 〈V 〉 は時間に依存するが, これらの和である H の期待値は

〈H 〉 = 〈K 〉+ 〈V 〉 = Ecl +
ℏω
2
, Ecl =

p20
2m

+
mω2

2
x20

で時間的に一定である。〈H 〉は古典力学的エネルギー Ecl と零点エネルギーの和である。この結果
は次のようにすれば簡単に求まる。(4.34)より

|cn|2 =
ρn

n!
e−ρ , ρ =

q20 + k20
2

=
Ecl

ℏω

これはポアソン分布である。
∞∑
n=0

|cn|2 = 1 ,

∞∑
n=0

|cn|2n = ρ , ∴ 〈H 〉 = ℏω
∞∑
n=0

|cn|2
(
n+

1

2

)
= Ecl +

ℏω
2

になる。

問題 4.5 時間に依存するシュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t) , H =

p2

2m
+
mω2

2
x2
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を満たす任意の ψ(x, t) を考える。この状態での期待値を 〈 · · · 〉 で表す。

Dx(t) = (∆x)2 = 〈x2 〉 − 〈x 〉2 , Dp(t) =
(∆p)2

m2ω2
=
〈 p2 〉 − 〈 p 〉2

m2ω2

Dxp(t) =
〈xp+ px 〉 − 2〈x 〉〈 p 〉

m

とする。
1. (1.14)より

dDx/dt = Dxp , dDp/dt = −Dxp , dDxp/dt = − 2ω2
(
Dx −Dp

)
を示せ。

2. 1. の微分方程式の一般解を求めよ。Dx(t) と Dp(t) が定数になる条件は Dx(0) = Dp(0) ,

Dxp(0) = 0 であることを示せ。
3. ψ(x, 0) が (4.32)の場合

(∆x)2 = d2 +
1− µ2

µ2
sin2 ωt , µ = 2α2d2 (4.40)

を示せ。d = 1/(
√
2α) のときだけ ∆x は一定になる。

問題 4.6 (4.31)より

ψ(x, t) =

∞∑
n=0

e−iEnt/ℏ φn(x)

∫ ∞

−∞
dx′ φn(x

′)ψ(x′, 0) =

∫ ∞

−∞
dx′G(x, x′, t)ψ(x′, 0)

ただし
G(x, x′, t) =

∞∑
n=0

e−iEnt/ℏ φn(x)φn(x
′) (4.41)

である。G(x, x′, t) は 1次元調和振動子のグリーン関数である。(4.26)より

G(x, x′, t) =

√
mω

2πiℏ sinωt
exp

(
i
mω

2ℏ
(x2 + x′2) cosωt− 2xx′

sinωt

)
(4.42)

を示せ。
G(x, x′, t)

ω→0−−−→
√

m

2πiℏt
exp

(
i
m(x− x′)2

2ℏt

)
は自由粒子のグリーン関数 (1.68)である。

問題 4.7 問題 3.10で作成したプログラムで pot(x) を調和振動子ポテンシャルに置き換え, 初期
波動関数を (4.32)とする。d = 1/(

√
2α) のとき, 数値解 |ψ(x, t)|2 と解析解 (4.36)を比較せよ。ま

た, 任意の d に対して ∆x を数値的に求め (4.40)と比較せよ。

4.4 コヒーレント状態
消滅演算子 a の固有状態 |λ 〉

a|λ 〉 = λ|λ 〉 , 〈λ |λ 〉 = 1 (4.43)
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をコヒーレント状態 ( coherent state )という。a はエルミート演算子ではないから, 固有値 λ は複
素数である。また, 基底状態 |n=0 〉 は λ = 0 のコヒーレント状態である。コヒーレント状態は調
和振動子ポテンシャルに限らず, 一般に [ a , a† ] = 1 を満たす演算子 a に対して考えることができ
る。なお, a†|λ 〉 = λ∗|λ 〉 ではない。これが成り立つならば

aa†|λ 〉 = λ∗a|λ 〉 = |λ|2|λ 〉 , a†a|λ 〉 = |λ|2|λ 〉

であるから aa† − a†a = 0 になり aa† − a†a = 1 と矛盾する。
a†|λ 〉 がどうなるか不明であるが, 期待値は簡単に求まる。|λ 〉 の定義から

〈λ | a |λ 〉 = λ , 〈λ | a2 |λ 〉 = λ2

これらの複素共役をとると, エルミート共役の定義から

〈λ | a† |λ 〉 = λ∗ , 〈λ | (a†)2 |λ 〉 = (λ∗)2

になる。a†a |λ 〉 = λa†|λ 〉 より

〈λ | a†a |λ 〉 = λ 〈λ | a† |λ 〉 = λλ∗ = |λ|2 , 〈λ | aa† |λ 〉 = 〈λ | a†a+ 1 |λ 〉 = |λ|2 + 1

したがって, (4.12)より位置と運動量の期待値は

〈λ |x |λ 〉 = λ+ λ∗√
2α

=

√
2

α
Reλ , 〈λ | p |λ 〉 = − iℏα λ− λ

∗
√
2

= mω

√
2

α
Imλ (4.44)

比例定数は別にして, λ の実部と虚部はそれぞれ位置と運動量の期待値を表す。x2 と p2 は

〈λ |x2 |λ 〉 = 1

2α2
〈λ |

(
a2 + (a†)2 + aa† + a†a

)
|λ 〉 = (λ+ λ∗)

2
+ 1

2α2

〈λ | p2 |λ 〉 = ℏ2α2

2

(
1− (λ− λ∗)2

)
したがって, 分散は

(∆x)
2
= 〈λ |x2 |λ 〉 − 〈λ |x |λ 〉2 =

1

2α2
, (∆p)

2
= 〈λ | p2 |λ 〉 − 〈λ | p |λ 〉2 =

ℏ2α2

2
(4.45)

になり λ に依存しない。基底状態と同様に, コヒーレント状態は最小の不確定性 ∆x∆p = ℏ/2 を満
たす。
コヒーレント状態はハミルトニアン H = ℏω(a†a+ 1/2) の固有状態ではない。

〈E 〉 = 〈λ |H |λ 〉 = ℏω
(
|λ|2 + 1

2

)
(4.46)

交換関係から (a†a)2 = a†a a†a = a†(a†a+ 1)a = (a†)2a2 + a†a になるから

〈λ | (a†a)2 |λ 〉 = λ2〈λ | (a†)2 |λ 〉+ |λ|2 = |λ|4 + |λ|2

これから

〈λ |H2 |λ 〉 = ℏ2ω2〈λ |
(
(a†a)2 + a†a+

1

4

)
|λ 〉 = ℏ2ω2

((
|λ|2 + 1

2

)2

+ |λ|2
)

したがって
(∆E)

2
= 〈λ |H2 |λ 〉 − 〈λ |H |λ 〉2 = ℏ2ω2|λ|2 (4.47)
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期待値に対する相対的な分散は
∆E

〈E 〉
=

|λ|
|λ|2 + 1/2

になるから, |λ| � 1, つまり 〈E 〉/ℏω � 1 である古典力学的極限では分散は無視できる。
|λ 〉 は H の固有状態 |n 〉 により

|λ 〉 =
∞∑
n=0

cn(λ) |n 〉 (4.48)

と表せる。(4.22)を用いると

a|λ 〉 =
∞∑
n=0

cna|n 〉 =
∞∑
n=1

cn
√
n |n− 1 〉 =

∞∑
n=0

cn+1

√
n+ 1 |n 〉 = λ

∞∑
n=0

cn|n 〉

である。φ∗
n′ をかけ積分すると 〈n′ |n 〉 = δnn′ であるから √n+ 1 cn+1 = λ cn になる。したがって

cn =
λ√
n
cn−1 =

λ2√
n(n− 1)

cn−2 = · · · = λn√
n!
c0

c0 は規格化条件
〈λ |λ 〉 =

∞∑
n=0

|cn|2 = |c0|2
∞∑
n=0

|λ|2n

n!
= |c0|2e|λ|

2

= 1

より c0 = e−|λ|2/2 とすればよいから

cn(λ) =
λn√
n!
e−|λ|2/2 (4.49)

になる。これと (4.22)を (4.48)に代入すると

|λ 〉 = e−|λ|2/2
∞∑
n=0

(
λa†
)n

n!
| 0 〉 = exp

(
λa† − |λ|2/2

)
| 0 〉 (4.50)

である。なお, |cn(λ)|2 = |λ|2ne−|λ|2/n! はポアソン分布であるから n, つまり a†a の期待値は |λ|2
になる。

問題 4.8 生成演算子 a† の固有状態 |λ 〉 が存在するとする。(4.48)の展開式より |λ 〉 = 0 になる
ことを示せ。したがって, a† の固有状態は存在しない。

キャンベル・ハウスドルフ ( Campbell–Hausdorff )の公式
演算子 A, B が

[A , [A , B ] ] = [B , [A , B ] ] = 0 (4.51)

を満たすとき
eAeB = eA+B+[A,B]/2 (4.52)

が成り立つ。これはキャンベル・ハウスドルフの公式の特別な場合である。
証明 (4.16)より [

B , exA
]
= [B , A ]

d

dA
exA = x [B , A ]exA

右側から e−xA をかければ
exABe−xA = B + x [A , B ] (4.53)
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である。これを別の方法で示す。f(x) = exABe−xA とすると

f ′(x) =
dexA

dx
Be−xA + exAB

de−xA

dx
= AexABe−xA − exABe−xAA = [A , f(x) ]

これから f ′′(x) = [A , f ′(x) ] = [A , [A , f(x) ] ] , 一般に

f (n)(x) = [A , [A , [ · · · , [A︸ ︷︷ ︸
n個

, f(x) ] · · · ] ]

である。f(0) = B より

exABe−xA =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

xn

n!
[A , [A , [ · · · , [A︸ ︷︷ ︸

n個
, B ] · · · ] ] (4.54)

(4.51)が成り立つ場合, n ≥ 2の項は 0になるから (4.53)を得る。次に g(x) = exAexB とすると
dg

dx
= AexAexB + exABexB =

(
A+ exABe−xA

)
exAexB =

(
A+B + x [A , B ]

)
g(x)

A + B と [A , B ] は可換であるから, あたかも普通の数のように扱ってよい。上式を積分すると
g(0) = 1 であるから

g(x) = exp
(
(A+B)x+ [A , B ]x2/2

)
x = 1 とすると (4.52)が求まる。

コヒーレント状態の波動関数
A = λ

(
a† − a

)
, B = λa とすると [A , B ] = −λ2 であるから (4.52)より

eλa
†
= eA+B = eλ

2/2eλ(a
†−a)eλa

したがって, (4.50)は
|λ 〉 = exp

(
λ2 − |λ|2

2

)
eλ(a

†−a)eλa| 0 〉

になる。a| 0 〉 = 0 であるから

eλa| 0 〉 =
(
1 + λa+

λ2

2
a2 + · · ·

)
| 0 〉 = | 0 〉

これと a† − a = −
√
2
d

dq
より |λ 〉 の波動関数 φλ は

φλ(q) = exp

(
λ2 − |λ|2

2

)
exp

(
−
√
2λ

d

dq

)
φ0(q) = exp

(
λ2 − |λ|2

2

)
φ0(q −

√
2λ)

になる。ただし, (1.37)を使った。基底状態の波動関数 (4.23)を代入すると

φλ(q) =

√
α

π1/2
exp

(
λ2 − |λ|2

2
− 1

2

(
q −
√
2λ
)2)

(4.55)

になる。(4.44)より

q0 = α 〈λ |x |λ 〉 =
√
2Reλ , k0 =

1

ℏα
〈λ | p |λ 〉 =

√
2 Imλ
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とおくと λ = (q0 + ik0)/
√
2 であるから (4.55)は

φλ(q) =

√
α

π1/2
exp

(
− (q − q0)2

2
+ ik0q − ik0q0/2

)
(4.56)

これは, 位相 e−ik0q0/2 を除けば (4.32)である。
時刻 t = 0 での状態を λ = λ0 であるコヒーレント状態とする。時刻 t の状態 |ψ(t)〉 は (4.31)の

係数 cn に (4.49)を代入すればよいから

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

λn0√
n!
e−|λ0|2/2e−iω(n+1/2)t |n 〉

= e−|λ0|2/2−iωt/2
∞∑
n=0

(
λ0e

−iωta†
)n

n!
| 0 〉 = e−iωt/2 |λ = λ0e

−iωt 〉

|ψ(t)〉 もコヒーレント状態である。|ψ(t)〉 での x と p の期待値は (4.44)で λ を λ0e
−iωt に置き換

えればよいから

〈ψ(t)|x |ψ(t)〉 =
√
2

α
Re
(
λ0e

−iωt) = 〈λ0 |x |λ0 〉 cosωt+ 〈λ0 | p |λ0 〉
mω

sinωt

〈ψ(t)| p |ψ(t)〉 = mω

√
2

α
Im
(
λ0e

−iωt) = 〈λ0 | p |λ0 〉 cosωt−mω 〈λ0 | p |λ0 〉 sinωt
になり (4.37), (4.39)を再現する。∆x, ∆p は (4.45)で与えれるから時間に依存しない。したがって,

常に不確定性が最小の状態である。これも既に波束の運動のところで示した。

問題 4.9 コヒーレント状態の定義式 (4.43)から

aφλ =
1√
2

(
q +

d

dq

)
φλ = λφλ

である。この微分方程式を解き (4.55)を求めよ。同様にして, 無限遠で有界な a† の固有状態は存在
しないことを示せ。

問題 4.10 aH(t) = eiHt/ℏa e−iHt/ℏ とする。ただし, H = ℏω
(
a†a+ 1/2

) である。aH は 246ペー
ジのハイゼンベルグ描像での演算子である。

1.
d

dt
aH = − iω aH を示せ。この微分方程式を解けば aH(t) = e−iωta である。

2. (4.54)より aH(t) = e−iωta を示せ。
3. t = 0 のとき |λ0 〉 の状態は, 時刻 t では |ψ(t)〉 = e−iHt/ℏ|λ0 〉 になる。これから

a |ψ(t)〉 = λ0e
−iωt|ψ(t)〉

を示せ。

コヒーレント状態の直交性と完全性
(4.48), (4.49)から

〈λ |λ′ 〉 =
∑
nn′

c∗n(λ)cn′(λ′)〈n |n′ 〉 =
∞∑
n=0

c∗n(λ)cn(λ
′) = exp

(
− |λ|

2 + |λ′|2

2

) ∞∑
n=0

(λ∗λ′)n

n!

= exp

(
− |λ|

2 + |λ′|2

2
+ λ∗λ′

)
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|ez| = eRe z = e(z+z
∗)/2 であるから

|〈λ |λ′ 〉| = exp

(
− |λ|

2 + |λ′|2

2
+
λ∗λ′ + λλ′∗

2

)
= exp

(
− |λ− λ

′|2

2

)
になる。したがって, コヒーレント状態は直交系ではないが, λ と λ′ が複素平面上で十分離れてい
れば近似的に直交する。
コヒーレント状態は直交系ではないが完全系である。

S(x, x′) =
1

π

∫
d2λφλ(x)φ

∗
λ(x

′)

を考える。ここで λR = Reλ , λI = Imλ とするとき d2λ = dλR dλI である。(4.48), (4.49)から

S(x, x′) =
1

π

∑
nn′

1√
n!n′!

φn(x)φn′(x′)

∫
d2λ e−|λ|2(λ∗)nλn

′

λ を極形式で表して λ = reiθ とすると∫
d2λ e−|λ|2(λ∗)nλn

′
=

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

dθ rn+n
′+1e−r

2

ei(n
′−n)θ

= 2π δnn′

∫ ∞

0

dr r2n+1e−r
2

= π δnn′

∫ ∞

0

dxxne−x

(e−x)′ = − e−x を用いて部分積分を行うと∫ ∞

0

dxxne−x =
[
−xne−x

]∞
0

+ n

∫ ∞

0

dxxn−1e−x = n

∫ ∞

0

dxxn−1e−x = · · · = n!

∫ ∞

0

dx e−x = n!

であるから
S(x, x′) =

∞∑
n=0

φn(x)φn(x
′) = δ(x− x′)

になる。したがって, コヒーレント状態は完全系である。任意の状態 ψ(x) は

ψ(x) =

∫
dx′ ψ(x′) δ(x− x′) = 1

π

∫
d2λφλ(x)

∫
dx′ φ∗

λ(x
′)ψ(x′)

つまり
|ψ 〉 = 1

π

∫
d2λ |λ 〉〈λ |ψ 〉 , ただし 〈λ |ψ 〉 =

∫ ∞

−∞
dxφ∗

λ(x)ψ(x)

と展開できる。|λ 〉 は直交系ではないので, |λ 〉 は他のコヒーレント状態の重ね合わせで書ける。

|λ 〉 = 1

π

∫
d2λ′ |λ′ 〉〈λ′ |λ 〉 = 1

π

∫
d2λ′ |λ′ 〉 exp

(
− |λ|

2 + |λ′|2

2
+ λλ′∗

)
(4.57)

また, |n 〉 は

|n 〉 = 1

π

∫
d2λ |λ 〉〈λ |n 〉 = 1

π

∫
d2λ |λ 〉 c∗n(λ) =

1

π

∫
d2λ |λ 〉 (λ

∗)n√
n!

e−|λ|2/2 (4.58)

と表せる。

問題 4.11 (4.50)は

|λ 〉 = D(λ)| 0 〉 , ただし D(λ) = exp
(
λa† − λ∗a

)
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と表せることを示せ。また, D が次の性質を満たすことを示せ。

D†(λ) = D(−λ) , D†(λ)aD(λ) = a+ λ

D(−λ) = D−1(λ) より D(λ)D†(λ) = D†(λ)D(λ) = 1 になるから D(λ) はユニタリ演算子である。
また, 2番目の式より aD(λ) = D(λ)a+ λD(λ) であるから

a |λ 〉 = aD(λ)| 0 〉 =
(
D(λ)a+ λD(λ)

)
| 0 〉 = λD(λ)| 0 〉 = λ |λ 〉

である。

問題 4.12 (4.57), (4.58)より (4.41)で定義した G(x, x′, t) はコヒーレント状態を用いて

G(x, x′, t) =
e−iωt/2

π

∫
d2λφλ(t)(x)φ

∗
λ(x

′) , ただし λ(t) = λe−iωt

と表せることを示せ。積分を実行して (4.42)を求めよ。

4.5 2次元等方調和振動子
ハミルトニアン H が

H = H1 +H2 , Hk =
p2k
2m

+
mω2

2
x2k

の場合を考える。ω は k = 1, 2 で同じとする (等方 )。問題 6.16で動径方向の微分方程式を解き H

の固有値と固有関数を求めるが, ここでは生成・消滅演算子を用いる。(4.10)と同様に

ak =

√
mω

2ℏ

(
xk +

i

mω
pk

)
とすれば [

aj , a
†
k

]
= δjk ,

[
aj , ak

]
= 0 , H = ℏω

(
N + 1

)
, N = a†1a1 + a†2a2

になる。1次元の結果から n を非負の整数として

a†kak|n 〉 = n|n 〉 , |n 〉 = 1√
n!

(
a†k
)n| 0 〉

である。a†1a1 と a†2a2 の固有状態を区別するため n をそれぞれ n1, n2 で表す。系の状態は |n1 〉 と
|n2 〉 の直積 |n1, n2 〉 = |n1 〉|n2 〉 になる。(4.25)の φn(x) で表せば

φn1n2(x1, x2) = φn1(x1)φn2(x2)

である。x1 と x2 は独立変数であるから a†1, a1 は |n1 〉 だけに作用し, a†2, a2 は |n2 〉 だけに作用す
る。したがって

a†1a1|n1, n2 〉 =
(
a†1a1|n1 〉

)
|n2 〉 = n1|n1, n2 〉

a†2a2|n1, n2 〉 = |n1 〉
(
a†2a2|n2 〉

)
= n2|n1, n2 〉

∴ N |n1, n2 〉 =
(
n1 + n2

)
|n1, n2 〉

|n1, n2 〉 は H の固有関数で固有値は En1n2
= ℏω

(
n1 +n2 +1

) になる。En1n2
は和 n = n1 +n2 だ

けで決まる。n+ 1個の互いに直交する

|n1, n2 = n− n1 〉 , n1 = 0, 1, · · · , n
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は, 同じ固有値 ℏω(n+ 1) になるから n+ 1重に縮退する。Cn を任意定数として
n∑

n1=0

Cn1
|n1, n2 = n− n1 〉 (4.59)

も H の固有関数で固有値は ℏω(n+ 1) である。Cn を適当に取れば, |n1, n2 〉 とは別の互いに直交
する H の固有関数を作れる。
軌道角運動量 ℏL3 =

(
r×p

)
3
を考える (H は z軸まわりの回転に対して不変 )。

L3 =
1

ℏ
(
x1p2 − x2p1

)
=
i

2

((
a†1 + a1

)(
a†2 − a2

)
−
(
a†2 + a2

)(
a†1 − a1

))
= i
(
a†2a1 − a

†
1a2
)

である。
a†± =

a†1 ± ia
†
2√

2
, つまり a†1 =

a†+ + a†−√
2

, a†2 =
a†+ − a

†
−√

2 i
(4.60)

とすると (µ, ν = ± ) [
aµ , a

†
ν

]
= δµν ,

[
aµ , aν

]
= 0

であり
H = ℏω

(
N + 1

)
, N = a†+a+ + a†−a− , L3 = a†+a+ − a

†
−a− (4.61)

になる。a†µaµ の固有値 nµ も非負の整数になり

a†µaµ|nµ 〉 = nµ|nµ 〉 , |nµ 〉 =
1√
nµ!

(
a†µ
)nµ | 0 〉

である。したがって, |n+, n− 〉 = |n+ 〉|n− 〉 はN と L3 の同時固有関数

N |n+, n− 〉 =
(
n+ + n−

)
|n+, n− 〉 , L3|n+, n− 〉 =

(
n+ − n−

)
|n+, n− 〉

である。N の固有値が n, つまり, H の固有値が ℏω(n+ 1) のとき, L3 の固有値 ℓ は n+ 1個の値

ℓ = n+ − n− = n− 2n− = n, n− 2, · · · , −n+ 2, −n

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

1

2

3

ℓ

n

をとる。n ≤ 3 の場合, 右図に ( ℓ, n ) を • で示す。( ℓ, n ) を
指定すると, 状態は一意に決まる。[ a†a , a† ] = a† より

[N , a†± ] = a†± , [L3 , a
†
± ] = ± a†±

になるから, a†± は両者ともに n を n+ 1 にする。一方, L3 に
対して a†± は固有値 ℓ を ℓ ± 1 にする。実線の矢印は a†+, 破
線の矢印は a†− の作用を表す。
|n+, n− 〉 は (4.59)のように |n1, n2 〉 の線形結合で表せる。例えば

|n+ = n , n− = 0 〉 = 1√
n!

(
a†+
)n| 0, 0 〉 = 1√

2nn!

(
a†1 + ia†2

)n| 0, 0 〉
=

1√
2nn!

n∑
n1=0

nCn1

(
a†1
)n1
(
ia†2
)n−n1 | 0, 0 〉

=
1√
2n

n∑
n1=0

in−n1
√
nCn1 |n1, n2 = n− n1 〉

である。基底状態 | 0, 0 〉 は縮退しないから |n1, n2 〉 でも |n+, n− 〉 でも同じである。
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99ページで示すように, 可換な演算子には同時固有関数が存在する。[
a†kak , a

†
iaj
]
= a†k

[
ak , a

†
i

]
aj + a†i

[
a†k , aj

]
ak = a†kajδki − a

†
iakδkj = a†iaj

(
δki − δkj

)
k について和をとれば [

H , a†iaj
]
= 0 になるから [

H , L3

]
= 0 である。したがって, H と L3 の

同時固有関数が存在し |n+, n− 〉 で与えられる。一方
[
H1 , H2

]
= 0 であるから H1 と H2 の同時

固有関数が存在する。これは |n1, n2 〉 である。基底状態を除くと, |n+, n− 〉 は H1 , H2 の固有関
数ではなく, |n1, n2 〉 は L3 の固有関数ではない。
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5 角運動量
角運動量の量子力学は量子力学における代数的扱いの代表例であり, これを理解することは量子

力学自体の理解を深める。また, この代数は最も単純なリー代数 ( Lie algebra )である。リー代数
は素粒子の標準模型 ( 弱電相互作用を記述するワインバーグ・サラム模型と強い相互作用を扱う量
子色力学 )で重要な役割をする。原子や原子核のような有限系の状態は角運動量の量子数で指定さ
れるので, この点でも角運動量は重要である。
角運動量の量子論では交換関係が重要になる。x, y, z成分を添字 1, 2, 3で表す。x1 = x , x2 = y ,

x3 = z , pj = − iℏ ∂/∂xj である。(1.1)より交換関係

[xi , pj ] = iℏ δij (5.1)

が成り立つ。また, 一般に演算子 A, B, C, D に対して (1.11)より

[A , BC ] = B [A , C ] + [A , B ]C , [AB , C ] = A [B , C ] + [A , C ]B (5.2)

[A+B , C +D ] = [A , C ] + [A , D ] + [B , C ] + [B , D ] (5.3)

である。演算子を含む関係式は任意の関数に作用したとき成り立つ関係式を表す。(
A×B

)
1
= A2B3 −A3B2 , ∴

(
A×A

)
1
= A2A3 −A3A2 = [A2 , A3 ] (5.4)

ベクトル A が演算子で各成分が非可換のとき A×A 6= 0 である。

5.1 角運動量の定義
古典力学では軌道角運動量 L は L = r×p である。これに対応して量子力学では L は演算子

ℏL = r×p , p = − iℏ∇

になる。このテキストでは ℏ を取り出して L を定義する。L は無次元で, 各種関係式に ℏ が現れ
る煩雑さがなくなる。軌道角運動量の交換関係を求める。非可換な部分を で結ぶと

ℏ2[L1 , L2 ] = [x2 p3−x3p2 , x3p1 − x1p3 ] = x2[ p3 , x3 ] p1 + x1[x3 , p3 ] p2

= iℏ (x1p2 − x2p1) = iℏ2L3

同様にして [L2 , L3 ] = iL1 , [L3 , L1 ] = iL2 である。まとめて

[Li , Lj ] = i
∑
k

εijkLk あるいは L×L = iL

になる。εijk は 397ページのレビ・チビタの記号である。
一般に, 各成分がエルミート演算子で交換関係

[Jx, Jy] = iJz , [Jy, Jz] = iJx , [Jz, Jx] = iJy (5.5)

つまり
[ Ji , Jj ] = i

∑
k

εijkJk あるいは J×J = iJ (5.6)

を満たすとき ℏJ を角運動量 ( angular momentum )と定義する。J は r と p で表される必要はな
く, 上の交換関係を満たせばよい。軌道角運動量は角運動量の一種である。角運動量の固有値と固
有関数の性質は, この交換関係により非常に強い制限を受ける。
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5.2 可換な演算子と同時固有関数
最初に, 2つの演算子 A と B の同時固有関数 | a, b 〉

A| a, b 〉 = a| a, b 〉 , B| a, b 〉 = b| a, b 〉

が存在し完全系をなす場合を考える。任意の状態 |ψ 〉 は |ψ 〉 =
∑
ab

Cab| a, b 〉 と展開できる。

AB|ψ 〉 = A
∑
ab

CabB| a, b 〉 = A
∑
ab

Cab b| a, b 〉 =
∑
ab

Cab bA| a, b 〉 =
∑
ab

Cab ab| a, b 〉

同様にして
BA|ψ 〉 =

∑
ab

Cab ab| a, b 〉 , ∴ [A , B ]|ψ 〉 = 0

である。|ψ 〉 は任意であるから [A , B ] = 0 になり A と B は可換である。
逆に, [A , B ] = 0 ならば A と B の同時固有関数が存在することを示す。固有値が a である A

の固有関数を | a 〉 とする, つまり A| a 〉 = a | a 〉 である。AB = BA より

AB| a 〉 = BA| a 〉 = aB| a 〉

これから B| a 〉も固有値 aである Aの固有関数である。aが縮退のない固有値ならば, B| a 〉は | a 〉
に比例するから, b を定数として B| a 〉 = b | a 〉 になる。| a 〉 は B の固有関数でもある。
固有値 a が n重に縮退しているとき, 固有値 a に属する互いに直交する固有関数を | a, i 〉

A| a, i 〉 = a | a, i 〉 , 〈 a, i | a, j 〉 = δij , i, j = 1, 2, · · · , n

とする ( 直交化については 9ページ )。B| a, i 〉 は, 固有値が a である A の固有関数であるから

B| a, i 〉 =
n∑
k=1

| a, k 〉Bki , 〈 a, i |B | a, j 〉 =
n∑
k=1

〈 a, i | a, k 〉Bkj = Bij

と展開できる。| a, i 〉は B の固有関数とは限らない。エルミート演算子 B† = B ならば, (1.18)より

B∗
ji = 〈 a, i |B† | a, j 〉 = 〈 a, i |B | a, j 〉 = Bij

になるから, n × n行列 B = (Bij) はエルミート行列である。また, B がユニタリ演算子ならば B

はユニタリ行列になる。BB† = B†B である正規行列は ( エルミート行列とユニタリ行列はこれを
満たす ), 適当なユニタリ行列 U で対角化できるから

(U †BU)ij = bi δij , ∴ (BU)ij = (UU †BU)ij =
∑
k

Uik(U
†BU)kj = bjUij

とおける。| a, i 〉′ =
∑
k

| a, k 〉Uki とすると, | a, i 〉′ は A の固有関数であり

B| a, i 〉′ =
∑
k

B| a, k 〉Uki =
∑
k,j

| a, j 〉BjkUki =
∑
j

| a, j 〉(BU)ji = bi| a, i 〉′

になるから, B の固有関数でもある。したがって, A の固有関数 | a, i 〉 が B の固有関数でない場合
でも, 適当な線形結合 | a, i 〉′ を A と B の同時固有関数にできる。
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可換な演算子 A, B の同時固有関数が一意に定まらない場合, A, B の双方と可換な 3番目の演算
子 C を加えて, 3つの演算子の同時固有関数を考える。一般に, 互いに可換な演算子の組 A, B, · · · ,
D の同時固有関数が一意に定まるとき, この組を同時観測可能量の完全な組という。
[A , B ] = 0 , [A , C ] = 0 のとき ( [B , C ] = 0 とは限らない ), A の固有値が縮退していないなら

ば A の固有関数 | a 〉 はB, C の固有関数になる。固有値をそれぞれ b, c とすると, 全ての | a 〉 が縮
退していなければ

[B , C ] |ψ 〉 =
∑
a

(
BC − CB

)
| a 〉〈 a |ψ 〉 =

∑
a

(bc− cb) | a 〉〈 a |ψ 〉 = 0

になり [B , C ] = 0 である。一方, A の固有値に縮退がある場合, 縮退した A の固有関数の線形結
合により, A, B の同時固有関数 |ψab 〉 と A, C の同時固有関数 |ψac 〉 を作れる。一般に, |ψab 〉 と
|ψac 〉 は異なる。この場合, |ψab 〉 は C の固有関数とは限らないから [B , C ] = 0 とは言えない。
以下で示すように, [J2 , Jx ] = 0, [J2 , Jz ] = 0 であり J2 の固有関数は縮退している。このとき
[ Jx , Jz ] 6= 0 である。

5.3 角運動量の固有値と固有関数
(5.2)を使うと, 例えば

[ Jx , J
2 ] = [ Jx , J

2
y + J2

z ] = Jy[ Jx , Jy ] + [ Jx , Jy ]Jy + Jz[ Jx , Jz ] + [ Jx , Jz ]Jz

= i
(
JyJz + JzJy − JzJy − JyJz

)
= 0

あるいは
[Ji ,

∑
j

JjJj ] =
∑
j

(
[Ji, Jj ] Jj + Jj [Ji , Jj ]

)
= i
∑
jk

εijk

(
JkJj + JjJk

)
2項目で j を k, k を j と書き直し εikj = − εijk に注意すると

[Ji ,
∑
j

JjJj ] = i
∑
jk

(εijk + εikj) JkJj = 0

である。したがって, J の各成分は非可換であるが J2 = J2
x + J2

y + J2
z と各成分は可換である。

2つの互いにエルミート共役な演算子

J± = Jx ± iJy , J†
+ = J−

を導入する。(5.5)から

[ Jz , J± ] = [ Jz , Jx ]± i [ Jz , Jy ] = iJy ± Jx = ± J± (5.7)

[ J+ , J− ] = [iJy , Jx ] + [Jx ,−iJy ] = −2i [Jx , Jy ] = 2Jz (5.8)

になる。Jx = (J+ + J−)/2 , Jy = (J+ − J−)/2i であるから

J2 =

(
J+ + J−

)2
4

−
(
J+ − J−

)2
4

+ J2
z =

J+J− + J−J+
2

+ J2
z

これと (5.8)より
J−J+ = J2 − J2

z − Jz , J+J− = J2 − J2
z + Jz (5.9)
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である。
演算子 A を |ψ 〉 に作用させて | a 〉 = A|ψ 〉 とすると, 〈 a | a 〉 は非負の実数であるから

〈 a | a 〉 = 〈 a | a 〉∗ = 〈 a |A|ψ 〉∗ = 〈ψ |A†| a 〉 = 〈ψ |A†A|ψ 〉 ≥ 0 (5.10)

になる。Aがエルミート演算子 A† = Aならば 〈ψ |A2|ψ 〉 ≥ 0 である。
可換な演算子には同時固有関数が存在する。J の各成分は互いに非可換であるが, J の各成分と

J2 は可換であるから, J2 と J の 1つの成分との同時固有関数を考えることができる。慣例的に 1

つの成分として Jz を採用する。J2 の固有値が λ であり, Jz の固有値が m である規格化された同
時固有関数を λ, m でラベル付けして |λm 〉 で表す：

J2|λm 〉 = λ|λm 〉 , Jz|λm 〉 = m|λm 〉 , 〈λm |λm 〉 = 1 (5.11)

である。 λ と m を指定しても, 独立な |λm 〉 が複数存在する場合がある。例えば, エルミート演算
子 F が [J , F ] = 0 ならば, J2, Jz, F の同時固有関数

J2| f, λm 〉 = λ| f, λm 〉 , Jz| f, λm 〉 = m| f, λm 〉 , F | f, λm 〉 = f | f, λm 〉

が存在する。f は複数の値をとるから λm の状態は 1つではない。複数ある場合, ある特定の |λm 〉
を考え (上の例では f を固定する ), 以下では λ と m を指定したとき |λm 〉 は 1つとする。必要な
条件は (5.11)だけである。
J2 , Jz はエルミート演算子であるから λ と m は実数であり, (5.10)より 〈λm |J2|λm 〉 = λ ≥ 0

である。また, (5.10)で A = J+ とすれば (5.9)より

〈λm |J−J+|λm 〉 = 〈λm |
(
J2 − J2

z − Jz
)
|λm 〉 = 〈λm |

(
λ−m2 −m

)
|λm 〉 ≥ 0

λ−m2 −m は数であるから積分の前に出してもよい。したがって

〈λm |J−J+|λm 〉 = λ−m2 −m ≥ 0 (5.12)

同様にして
〈λm |J+J−|λm 〉 = 〈λm |

(
J2 − J2

z + Jz
)
|λm 〉 = λ−m2 +m ≥ 0 (5.13)

上の 2つの不等式を m について解けば

− j ≤ m ≤ j , ただし j =

√
1 + 4λ− 1

2
≥ 0

になり, λを与えたとき mには最大値 mmax,最小値 mmin が存在する。j の定義式より λ = j(j+1)

である。以下では λ の代わりに j を用いて状態を指定する:

J2| jm 〉 = j(j + 1)| jm 〉 , Jz| jm 〉 = m| jm 〉 , j ≥ 0

である。(5.7)より
JzJ±| jm 〉 = (J±Jz ± J±) | jm 〉 = (m± 1)J±| jm 〉

J± と J2 は可換であるから

J2J±| jm 〉 = J±J
2| jm 〉 = j(j + 1)J±| jm 〉

J±| jm 〉も J2, Jz の同時固有関数で, 固有値はそれぞれ j(j+1), m±1である。J+| jmmax 〉 6= 0 な
らば J+| jmmax 〉 の Jz の固有値は mmax +1 になり mmax が最大の固有値であることと矛盾するか
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ら J+| jmmax 〉 = 0 である。同様にして J−| jmmin 〉 = 0 でなければならない。(5.12)でm = mmax,

(5.13)でm = mmin とすれば

j(j + 1)−m2
max −mmax = (j −mmax) (j +mmax + 1) = 0

j(j + 1)−m2
min +mmin = (j +mmin) (j −mmin + 1) = 0

になるから mmax = j, mmin = − j である。| jmmax 〉 に J− , J2
− , · · · , Jn− を作用すると, Jz の固有

値は mmax − 1 , mmax − 2 , · · · , mmax − n になるから, mmax − n = mmin を満たす n が存在する。
mmax = j, mmin = −j より 2j = n になり, 2j は負でない整数である。結局, 角運動量の固有値と固
有関数は

J2| jm 〉 = j(j + 1)| jm 〉 , j = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, · · ·

Jz| jm 〉 = m| jm 〉 , m = − j, − j + 1, · · · , j − 1, j
(5.14)

になる。j を与えたとき m は 2j + 1 個の値をとる。エルミート演算子の固有関数の規格直交性
(1.23)より

〈 jm | j′m′ 〉 = δjj′ δmm′ (5.15)

である。なお, 角運動量の大きさは ℏ
√
j(j + 1) であるが, 簡略して大きさ j という。角運動量の大

きさが j の状態とは J2 の固有値が j(j + 1) の状態を指す。
J+| j j 〉 = 0 である。一方, m < j のとき |ψ 〉 ≡ J+| jm 〉 は J2, Jz の同時固有関数で, 固有値は

それぞれ j(j + 1), m+ 1 である。| j m+1 〉 の状態は 1つだけであるから |ψ 〉 = cjm| j m+1 〉 とお
ける。

〈ψ |ψ 〉 = |cjm|2〈 j m+1 | j m+1 〉 = |cjm|2 , (5.12)より 〈ψ |ψ 〉 = (j −m)(j +m+ 1)

である。cjm の位相は決まらないが, 最も便利なように決めればよい。cjm を正の実数にとれば

J+| jm 〉 =
√
(j −m)(j +m+ 1) | j m+1 〉 (5.16)

である。J+| j j 〉 = 0 であるから, 上式は m = j のときも成り立つとしてよい。この両辺に J− を
作用させ (5.9)を用いれば√

(j −m)(j +m+ 1) J−| j m+1 〉 = J−J+| jm 〉 =
(
j −m

)(
j +m+ 1

)
| jm 〉

m+ 1 を m に置き換えると

J−| jm 〉 =
√
(j +m)(j −m+ 1) | j m−1 〉 (5.17)

J+ は Jz の固有値を 1 増加させるので上昇演算子, J− を下降演算子, あわせて昇降演算子という。
(5.16)あるいは (5.17)を繰り返し適用すれば,ある 1つの固有関数 | j m0 〉から他の固有関数 | jm 〉

を作れる。例えば

| j j−1 〉 = 1√
2j
J−| j j 〉 , | j j−2 〉 = 1√

(2j − 1)·2
J−| j j−1 〉 =

1√
2j(2j − 1)·2

(J−)
2 | j j 〉

であるから, 一般に

| j j−k 〉 = 1√
2j(2j − 1) · · · (2j − k + 1) k!

(J−)
k | j j 〉 =

√
(2j − k)!
(2j)! k!

(J−)
k | j j 〉
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m = j − k とすると

| jm 〉 =

√
(j +m)!

(2j)! (j −m)!
(J−)

j−m | j j 〉 (5.18)

である。同様にして
| jm 〉 =

√
(j −m)!

(2j)! (j +m)!
(J+)

j+m | j −j 〉 (5.19)

になる。
運動量演算子 −i ℏ∇ の 3つの成分は互いに可換であるから, これらは同時に確定した値をとれる,

つまり, 3つの成分の同時固有関数 exp(ik ·r) が存在する。一方, J の各成分は非可換であるから,

Jx, Jy, Jz は同時に確定した値をとることはできない ( ただし j = 0 の場合は例外的である )。これ
は運動量と角運動量の大きな違いである。Jx = (J+ + J−)/2 であるから (5.16), (5.17)より

Jx| jm 〉 =
1

2

(
c+ | j m+1 〉+ c− | j m−1 〉

)
, c± =

√
(j ∓m)(j ±m+ 1) (5.20)

規格直交性 〈 jm | jm′ 〉 = δmm′ から

〈 jm |Jx| jm 〉 =
1

2

(
c+〈 jm | j m+1 〉+ c−〈 jm | j m−1 〉

)
= 0 , 同様に 〈 jm |Jy| jm 〉 = 0

|ψ 〉 = Jx| jm 〉 とおくと 〈 jm |J2
x | jm 〉 = 〈ψ |ψ 〉 であるから (5.20)より

〈 jm |J2
x | jm 〉 =

1

4

(
c2+〈 j m+1 | j m+1 〉+ c2−〈 j m−1 | j m−1 〉

)
+
c+c−
4

(
〈 j m−1 | j m+1 〉+ 〈 j m+1 | j m−1 〉

)
=
c2+ + c2−

4
=
j(j + 1)−m2

2

あるいは, 対称性より 〈 jm |J2
x | jm 〉 = 〈 jm |J2

y | jm 〉 であるから

〈 jm |J2
x | jm 〉 = 〈 jm |J2

y | jm 〉 =
1

2
〈 jm |

(
J2 − J2

z

)
| jm 〉 = j(j + 1)−m2

2

したがって

∆Jx = ∆Jy =

√
j(j + 1)−m2

2
, ただし ∆Jk =

√
〈 jm |J2

k | jm 〉 − 〈 jm |Jk| jm 〉2 (5.21)

j 6= 0 の場合 ∆Jx = ∆Jy 6= 0 であり, Jz の固有状態では Jx, Jy の値は確定した値にならない。

∆Jx∆Jy =
j(j + 1)−m2

2
≥ |m|(|m|+ 1)−m2

2
=
|m|
2

=
1

2

∣∣∣〈 jm |[ Jx , Jy ]| jm 〉∣∣∣
である。これは不確定性関係 (1.39)である。
古典力学的に考えれば, 角運動量ベクトルが z 軸方向を向けば J2

z = J2 である。これを量子力学
に訳せば m2 = j(j + 1) であるが, 上の議論から分かるように, 不確定性から m2 = j(j + 1) は許さ
れない ( j = 0 の場合は例外 )。ただし, j →∞ の極限では j(j + 1) ≈ j2 になるから, |j ±j 〉 は角
運動量ベクトルが z軸方向を向いた状態と言える。

5.4 軌道角運動量と球面調和関数
軌道角運動量 L = − ir×∇ を 3次元極座標で表す。(16.39)及び er×eθ = eϕ , eϕ×er = eθ より

L = − i rer×
(
er ∂r +

eθ
r
∂θ +

eϕ
r sin θ

∂ϕ

)
= − i

(
eϕ ∂θ −

eθ
sin θ

∂ϕ

)
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である。(16.37)を代入すると

L = iex

(
sinϕ∂θ + cot θ cosϕ∂ϕ

)
− iey

(
cosϕ∂θ − cot θ sinϕ∂ϕ

)
− iez∂ϕ (5.22)

したがって
L± ≡ Lx ± iLy = e±iϕ

(
± ∂θ + i cot θ ∂ϕ

)
, Lz = − i∂ϕ (5.23)

である。また, (16.38)より

L2 = −
(
eϕ ∂θ −

eθ
sin θ

∂ϕ

)
·
(
eϕ ∂θ −

eθ
sin θ

∂ϕ

)
= − ∂2θ − cot θ ∂θ −

1

sin2 θ
∂2ϕ (5.24)

になる。軌道角運動量は角度及びその微分で表され, 動径 r を含まない。
習慣として, 軌道角運動量の大きさを j ではなく ℓ で表わす。L = − i r×∇ は角度 θ, ϕ とこれ

らの微分で表せるから, θ, ϕ の関数である同時固有関数 Yℓm(θ, ϕ)

L2Yℓm(θ, ϕ) = ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, ϕ) , LzYℓm(θ, ϕ) = mYℓm(θ, ϕ)

を求める。任意の R(r) に対して ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) は L2, Lz の同時固有関数である。R(r) は
他の条件, 例えば, ψ(r) がハミルトニアンの固有状態になるように決める。なお, ℓ = 0, 1, 2, 3, 4,

5, · · · の状態を文字 s, p, d, f , g, h, · · · で表す。例えば, s状態とは ℓ = 0の状態である。
Lz = − i ∂ϕ より

− i ∂Yℓm(θ, ϕ)

∂ϕ
= mYℓm(θ, ϕ) , ∴ Yℓm(θ, ϕ) = Fℓm(θ) eimϕ

である。波動関数は座標 r の 1価関数であるから Yℓm(θ, ϕ) = Yℓm(θ, ϕ+ 2π), つまり e2πim = 1 で
なければならない。したがって, m は整数である。これから ℓ も整数になる。角運動量の一般論か
らすると, ℓ は整数あるいは半整数になるが, 波動関数が座標 r の 1価であることを要求すると, 軌
道角運動量の ℓ は整数だけになる。Fℓm(θ) は

L2Fℓm(θ) eimϕ = ℓ(ℓ+ 1)Fℓm(θ) eimϕ

を満たすように決める必要がある。(5.24)より(
− d2

dθ2
− cot θ

d

dθ
+

m2

sin2 θ

)
Fℓm(θ) = ℓ(ℓ+ 1)Fℓm(θ) (5.25)

これはルジャンドルの倍微分方程式 (17.28)であり解析的に解けるが, ここでは

L−Yℓ−ℓ = L−Fℓ−ℓ(θ) e
−iℓϕ = − e−i(ℓ+1)ϕ

(
d

dθ
− ℓ cot θ

)
Fℓ−ℓ(θ) = 0 (5.26)

により Fℓ−ℓ(θ) を求め, L+ を Yℓ−ℓ(θ, ϕ) に作用させて Yℓm(θ, ϕ) を求める ( L+Yℓ ℓ = 0 でもよい )。

L±Yℓ±ℓ = 0

LzYℓ±ℓ = ± ℓ Yℓ±ℓ

 =⇒ L2Yℓ±ℓ =
(
L∓L± + L2

z ± Lz
)
Yℓ±ℓ = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ±ℓ (5.27)

であり, 自動的に L2Yℓ±ℓ = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ±ℓ を満たす。したがって, (5.26) だけを考えればよい。微分
方程式 (5.25)は簡単には解けないが, (5.26)は簡単である。
Fℓ−ℓ(θ) を単に F (θ) と書くことにすると (5.26)より∫

dF

F
= ℓ

∫
dθ cot θ = ℓ

∫
dθ

(sin θ)′

sin θ
= ℓ log | sin θ | , ∴ F (θ) = C sinℓ θ , C =定数
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である。d3r = drr2dθ sin θ dϕ であるから∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ |Yℓm(θ, ϕ)|2 = 1

で規格化すると

|C|2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ sin2ℓ θ = 2π|C|2 Iℓ = 1 , Iℓ ≡
∫ π

0

dθ sin2ℓ+1 θ =

∫ 1

−1

dt (1− t2)ℓ

ただし t = cos θ とした。部分積分を行うと

Iℓ =
[
t(1− t2)ℓ

]1
−1
−
∫ 1

−1

dt t
d

dt
(1− t2)ℓ = 2ℓ

∫ 1

−1

dt t2(1− t2)ℓ−1 = 2ℓ (− Iℓ + Iℓ−1)

したがって

Iℓ =
2ℓ

2ℓ+ 1
Iℓ−1 =

2ℓ · 2(ℓ− 1)

(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)
Iℓ−2 =

2ℓ · 2(ℓ− 1) · 2(ℓ− 2) · · · 2
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1)(2ℓ− 3) · · · 3

I0 = 2

(
2ℓ ℓ!

)2
(2ℓ+ 1)!

(5.28)

これから
Yℓ−ℓ(θ, ϕ) = F (θ)e−iℓϕ =

1

2ℓ ℓ!

√
(2ℓ+ 1)!

4π
sinℓ θ e−iℓϕ (5.29)

になる。C の位相は決まらないが, 通常 C が正の定数になるようにとる。
ℓ = 0, 1, 2 の具体形を求める。Y00(θ, ϕ) = 1/

√
4π になり定数である。(5.17), (5.23)より

Y1−1 =

√
3

8π
sin θ e−iϕ , Y10 =

1√
2
L+Y1−1 =

√
3

4π
cos θ , Y11 = −

√
3

8π
sin θ eiϕ (5.30)

これは
Y1µ =

√
3

4π

xµ
r
ただし x±1 =

∓x− iy√
2

, x0 = z (5.31)

とも表せる。同様にして

Y2±2 =

√
15

32π
sin2 θ e±2iϕ , Y2±1 = ∓

√
15

8π
sin θ cos θ e± iϕ , Y20 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
になる。
一般には (5.19), (5.29)より

Yℓm(θ, ϕ) =
1

2ℓ ℓ!

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
(L+)

ℓ+m
sinℓ θ e−iℓϕ (5.32)

である。L+ の作用を求めると, (5.23)から任意の f(θ) に対して

L+f(θ)e
inϕ = eiϕ

(
∂θ + i cot θ ∂ϕ

)
f(θ)einϕ = ei(n+1)ϕ

(
f ′(θ)− nf(θ) cot θ

)
である。ところで ( t = cos θ )

d

dt
f(θ) sin−n θ =

dθ

d cos θ

d

dθ
f(θ) sin−n θ = − sin−n−1 θ

(
f ′(θ)− nf(θ) cot θ

)
であるから

L+f(θ)e
inϕ = ei(n+1)ϕg(θ) , g(θ) = − sinn+1 θ

d

dt
f(θ) sin−n θ (5.33)
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になる。再び L+ を作用すると, 上式で f → g, n→ n+ 1 の置き換えをすればよいから

(L+)
2
f(θ)einϕ = L+ g(θ)e

i(n+1)ϕ = − ei(n+2)ϕ sinn+2 θ
d

dt
sin−n−1 θ g(θ)

= (−1)2ei(n+2)ϕ sinn+2 θ
d2

dt2
f(θ) sin−n θ

以上のことを繰り返し行えば

(L+)
k
f(θ)einϕ = (−1)kei(n+k)ϕ sinn+k θ d

k

dtk
f(θ) sin−n θ (5.34)

である。f(θ) = sinℓ θ, n = − ℓ, k = ℓ+m とおけば, (5.32)より

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)m
√

2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
eimϕ Pmℓ (cos θ) (5.35)

を得る。ただし

Pmℓ (x) =
1

2ℓ ℓ!

(
1− x2

)m/2 dℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ , − ℓ ≤ m ≤ ℓ , |x| ≤ 1 (5.36)

である。Yℓm(θ, ϕ) を球面調和関数, Pmℓ (x) をルジャンドル ( Legendre ) 陪関数という。特に,

P 0
ℓ (x) を単に Pℓ(x) と書く。Pℓ(x) は ℓ 次の多項式でルジャンドル多項式という。これらの関数
の性質については 421ページ 17.2及び 426ページ 17.3を見よ。(17.15)より

Yℓm(θ, ϕ) = ϵm

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ− |m|)!
(ℓ+ |m|)!

P
|m|
ℓ (cos θ) eimϕ , ϵm =

{
(−1)m , m ≥ 0

1 , m < 0

とも表せる。P |m|
ℓ (x) をジャンドル陪関数 Pmℓ (x) と定義することもある。

θ
f(θ)

確率密度 |Yℓm(θ, ϕ)|2 は ϕ に依存せず z 軸に関して軸対称になる。特に,

ℓ = 0 の場合 |Y00|2 = 1/4π は角度に依存せず等方的である。右図のように,

関数 f(θ) を原点からの距離として図示すると, ℓ = 1, 2 のとき |Yℓm(θ, ϕ)|2

は下図になる ( 座標軸の 1目盛りは 0.5 )。この図はどの方向に確率密度が
大きいかを表す。例えば, |Yℓ±ℓ|2 は xy平面付近 ( θ ≈ π/2 )に存在する確率が大きい。確率密度は
古典力学とのある程度の対応がある。古典力学では粒子の位置を r(t), 運動量を p(t) とすると, 軌
道角運動量 Lcl は Lcl = r(t)×p(t) である。Lcl が保存する場合, r(t) は常に一定方向 Lcl に直交す
るから, 運動は Lcl に直交し原点を含む平面内で起こる。m = ± ℓ の状態は, 古典力学的には Lcl が
z軸方向を向き xy平面上で運動する。これに対応して m = ± ℓ の確率密度は xy平面を中心に分布
する。(5.29)より |Yℓ±ℓ|2 ∝ sin2ℓ θ であるから ℓ→∞ では θ 6= π/2 のとき |Yℓ±ℓ|2 = 0 , つまり, 粒
子は xy 平面上だけに存在し古典力学を再現する。m が 0 になるにつれて, 古典力学的には Lcl は
z 軸から傾き, これに伴い |Yℓm|2 の分布も xy 平面から離れる。m = 0 の状態は Lcl が z 軸に直交
することに対応し, |Yℓ 0|2 は z軸を中心に分布する。

8π

3
|Y1±1|2

4π

3
|Y1 0|2

32π

15
|Y2±2|2

32π

15
|Y2±1|2

4π

5
|Y2 0|2
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問題 5.1 ψi(r) = xif(r) とする。
1. Liψj(r) = i

3∑
k=1

εijkψk(r) を示せ。したがって, ψi(r) は Li の固有関数で固有値は 0 である。

2. L2ψi = 2ψi を示せ。ψi は L2 の固有関数で ℓ = 1 である。
3. 以上の結果を ψi を Y1m で表して求めよ。

問題 5.2 ψ±(θ, ϕ) = Yℓ=1/2,m=±1/2 とおく。L∓ψ± = 0 , Lzψ± = ±ψ±/2 より ψ±(θ, ϕ) を求め
よ。これと L∓ψ± = ψ∓ は矛盾することを示せ。したがって ℓ = 1/2の状態は存在しない。

L2, Lz の同時固有関数 ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) の確率流 (1.6)

j(r) =
1

M
Re
(
ψ∗(r)pψ(r)

)
=

ℏ
M

Im
(
ψ∗(r)∇ψ(r)

)
を求める ( M は粒子の質量 )。f(θ) を実数として Yℓm(θ, ϕ) = f(θ)eimϕ であるから (16.39)より

M

ℏ
j(r) = Im

(
erR

∗ dR

dr
f2 + eθ

|R|2

r
f
df

dθ
+ eϕ

im

r sin θ
|R|2f2

)
= |Yℓm|2 Im

(
R∗ dR

dr

)
er +m

|ψ(r)|2

r sin θ
eϕ (5.37)

束縛状態の場合 R(r) は実数にできるから ( 148ページ参照 ), 第 1項は 0になり

j(r) = |ψ(r)|2v(r) , v(r) =
mℏ
Mρ

eϕ , ρ = r sin θ = z軸からの距離

である。v(r) は古典力学での速度に対応する。z 軸まわりに角速度 ω, 半径 ρの円運動する古典的
粒子の速度は vcl = ρωeϕ であり, z軸方向の角運動量 ℓzは ℓz =Mρ2ω になるから vcl = ℓzeϕ/(Mρ)

と表せる。ℓz = mℏ とすれば v(r) = vcl である。軌道角運動量の固有状態での量子力学的粒子は,

z軸まわりに円運動していると見なせる。

問題 5.3 j(r) の定義より
〈ψ |L |ψ 〉 = M

ℏ

∫
d3r r×j(r)

である。規格化した ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) の場合, (5.37)より 〈ψ |L |ψ 〉 = m ez を示せ。R は複素
数でもよい。Lx, Ly の期待値は 0 , Lz の期待値は m という当然の結果である。

パリティ
(2.67)のパリティ演算子 P を考える。Pψ(r) = ψ(− r) であるが, r → − r の変換を極座標で表す
と r → r , θ → π − θ , ϕ→ π + ϕ であるから, (5.29)より

PYℓ−ℓ(θ, ϕ) = Yℓ−ℓ(π − θ, π + ϕ) = (−1)ℓ Yℓ−ℓ(θ, ϕ) (5.38)

になる。(2.67)より PℏLP = PrP×PpP = ℏL になるから, P と軌道角運動量 L は可換である。
したがって, (5.38) に (L+)

ℓ+m を作用させると

P (L+)
ℓ+mYℓ−ℓ(θ, ϕ) = (−1)ℓ(L+)

ℓ+mYℓ−ℓ(θ, ϕ) , ∴ PYℓm(θ, ϕ) = (−1)ℓ Yℓm(θ, ϕ) (5.39)

になる。Yℓm(θ, ϕ) はパリティの固有関数で固有値 (−1)ℓ は m に依存しない。これはパリティ選択
則 (2.68)と関連して重要な性質である。(5.39)は (17.36)である。
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5.5 角度と不確定性関係
角度 ϕ と角運動量 Lz = − i

∂

∂ϕ
の交換関係は [ϕ , Lz ] = i であるから (1.39)より

∆ϕ∆Lz ≥ 1/2 (5.40)

になりそうであるが, Lz の固有状態 ψ(ϕ) = eimϕ/
√
2π に対しては

∆Lz = 0 , (∆ϕ)2 =

∫ 2π

0

dϕϕ2|ψ|2 −
(∫ 2π

0

dϕϕ |ψ|2
)2

=
π2

3
(5.41)

であるから (5.40)は成り立たない。したがって, (5.40)の不確定性関係は修正する必要がある。
シュワルツの不等式 (1.43)より

∆ϕ∆Lz ≥ |〈ψ |ϕ′L′
z |ψ 〉| , ただし ϕ′ = ϕ− 〈ϕ 〉 , L′

z = Lz − 〈Lz 〉

ここで
〈ϕ 〉 = 〈ψ |ϕ |ψ 〉 , 〈Lz 〉 = 〈ψ |Lz |ψ 〉

である。
A =

ϕ′L′
z − L′

zϕ
′

2
=

1

2
[ϕ , Lz ] =

i

2
, B =

ϕ′L′
z + L′

zϕ
′

2

とすると
∆ϕ∆Lz ≥

∣∣∣ 〈ψ |A |ψ 〉+ 〈ψ |B |ψ 〉∣∣∣ = ∣∣∣ i
2
+ 〈ψ |B |ψ 〉

∣∣∣ (5.42)

になる。ϕ′ と L′
z はエルミート演算子であるから

〈ψ |L′
zϕ

′ |ψ 〉∗ = 〈ψ |ϕ′†L′†
z |ψ 〉 = 〈ψ |ϕ′L′

z |ψ 〉 (5.43)

これが正しければ 〈ψ |B |ψ 〉は実数になり (5.40)が成り立つ。ところで, ϕの実関数 F (ϕ)に対して

〈ψ |L′
zF (ϕ) |ψ 〉 =

∫ 2π

0

dϕψ∗(ϕ)

(
− i d

dϕ
− 〈Lz〉

)
F (ϕ)ψ(ϕ)

は部分積分すると

〈ψ |L′
zF (ϕ) |ψ 〉 = − i

[
F (ϕ)|ψ(ϕ)|2

]2π
0

+

∫ 2π

0

dϕψ(ϕ)F (ϕ)

(
i
d

dϕ
− 〈Lz〉

)
ψ∗(ϕ)

= − i
(
F (2π)− F (0)

)
|ψ(0)|2 + 〈ψ |F (ϕ)L′

z |ψ 〉∗ (5.44)

ただし, 波動関数の一価性より ψ(0) = ψ(2π) である。一般に, 右辺の第 1項は 0 ではない。F (ϕ) =
ϕ− 〈ϕ〉 の場合

〈ψ |L′
zϕ

′ |ψ 〉 = − 2πi |ψ(0)|2 + 〈ψ |ϕ′L′
z |ψ 〉∗

になり (5.43)は成り立たない。これから

〈ψ |B |ψ 〉 = − iπ |ψ(0)|2 +Re
(
〈ψ |ϕ′L′

z |ψ 〉
)

(5.42)に代入すると

∆ϕ∆Lz ≥
∣∣∣ i
2

(
1− 2π|ψ(0)|2

)
+Re

(
〈ψ |ϕ′L′

z |ψ 〉
)∣∣∣ ≥ 1

2

∣∣∣ 1− 2π|ψ(0)|2
∣∣∣ (5.45)
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になる。これが角度と角運動量の不確定性を表す関係式である。ψ が Lz の固有状態の場合, |ψ| =
1/
√
2π より∆ϕ∆Lz ≥ 0 になるから (5.41)と矛盾しない。

x と p = − i d/dx の場合 (5.44)に対応する関係式は

〈ψ | pF (x) |ψ 〉 = − i F (∞)|ψ(∞)|2 + i F (−∞)|ψ(−∞)|2 + 〈ψ |F (x)p |ψ 〉∗

である。両端での境界条件 ψ(±∞) = 0 のため 〈ψ | pF (x) |ψ 〉 = 〈ψ |F (x)p |ψ 〉∗ になり ∆x∆p ≥
1/2 が成り立つ。角度の場合も同様の境界条件 ψ(0) = ψ(2π) = 0 を課せば ∆ϕ∆Lz ≥ 1/2 になる
が, このような境界条件は考えない。
周期的関数 F (ϕ) = sinϕ , cosϕ の場合, (5.44)より 〈ψ |L′

zF (ϕ) |ψ 〉 = 〈ψ |F (ϕ)L′
z |ψ 〉∗ であるか

ら, 通常の不確定性関係が成り立ち

∆F (ϕ)∆Lz ≥
1

2

∣∣〈ψ |[F (ϕ) , Lz ]|ψ 〉∣∣ = 1

2

∣∣〈ψ | dF
dϕ
|ψ 〉

∣∣ , ∆F (ϕ) =
√
〈ψ |F 2|ψ 〉 − 〈ψ |F |ψ 〉2

である。したがって

∆ sinϕ∆Lz ≥
1

2

∣∣〈ψ | cosϕ |ψ 〉∣∣ , ∆ cosϕ∆Lz ≥
1

2

∣∣〈ψ | sinϕ |ψ 〉∣∣
になるから

(∆Φ)2 = (∆ sinϕ)2 + (∆ cosϕ)2 = 1− 〈ψ | sinϕ |ψ 〉2 − 〈ψ | cosϕ |ψ 〉2 = 1−
∣∣〈ψ |eiϕ|ψ 〉∣∣2

とすれば
∆Φ∆Lz ≥

1

2

√
1− (∆Φ)2

である。波動関数が ϕ = ϕ0 に局在している場合 ϕ = ϕ0 + δϕ とおくと

〈ψ |eiϕ|ψ 〉 = eiϕ0〈ψ |
(
1 + i δϕ− (δϕ)2/2 + · · ·

)
|ψ 〉

であるから

(∆Φ)2 = 1−
(
1− 1

2
〈ψ | (δϕ)2 |ψ 〉

)2

− 〈ψ | δϕ |ψ 〉2 + · · ·

≈ 〈ψ | (δϕ)2 |ψ 〉 − 〈ψ | δϕ |ψ 〉2 = 〈ψ |ϕ2 |ψ 〉 − 〈ψ |ϕ |ψ 〉2 = (∆ϕ)2

したがって ∆ϕ ≈ 0 のとき∆ϕ∆Lz ≳
√
1− (∆ϕ)2/2 ≈ 1/2 になる。

• P. Carruthers, Reviews of Modern Physics 40 (1968) 411

http://prola.aps.org/abstract/RMP/v40/i2/p411 1

問題 5.4 角度 ϕ の分散を考えることにして

V (a) = V2(a)− V 2
1 (a) , V2(a) =

∫ π

−π
dϕϕ2 |ψ(ϕ+ a)|2 , V1(a) =

∫ π

−π
dϕϕ |ψ(ϕ+ a)|2

とする。積分領域は以下の式を簡単にするため −π ≤ ϕ ≤ π に変更した。
1. ψ(ϕ) は周期 2π の関数で規格化されている。

dV1
da

= 2π|ψ(π + a)|2 − 1 ,
dV2
da

= − 2V1(a) ,

∫ α+π

α−π
daV2(a) =

2π3

3

を示せ。ただし α は任意定数である。これから dV/da = − 4πV1(a)|ψ(π + a)|2 になり V (a)

は a に依存する。

http://prola.aps.org/abstract/RMP/v40/i2/p411_1
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2. Lz の分散

(∆Lz)
2 =

∫ π

−π
dϕψ∗(ϕ+ a)L2

zψ(ϕ+ a)−
(∫ π

−π
dϕψ∗(ϕ+ a)Lzψ(ϕ+ a)

)2

は a に依存しないことを示せ。
3. (5.45)を導いたのと同様にすると√

V (a)∆Lz ≥
1

2

∣∣∣ 1− 2π|ψ(π + a)|2
∣∣∣ = 1

2
|V ′

1(a)|

になることを示せ。
4. (∆ϕ)2 を V (a) の最小値で定義する。a = a0 で最小とし V2(a) を a = a0 のまわりでテイラー
展開し (a− a0)3 以上を無視する。a0 − π ≤ a ≤ a0 + π で積分し

∆ϕ∆Lz ≳
1

2

(
1− 3

π2
(∆ϕ)2

)
になることを示せ。

5.6 角運動量の行列表現
量子力学は行列力学とも言われる。これは量子力学の関係式が行列で表せるからである。例えば,

シュレーディンガー方程式

Hψ(r) = E ψ(r) , H = − ℏ2

2M
∇2 + V (r)

を解くことを考える。完全規格直交系 {φn(r) } が分かっているとする。ψ(r) は φn(r) で展開でき
るから

ψ(r) =
∑
n

cnφn(r) , あるいは |ψ 〉 =
∑
n

cn |n 〉

と表せる。これをシュレーディンガー方程式に代入し, 左から φ∗
k(r) をかけ積分すると∑

n

〈 k |H|n 〉cn = E
∑
n

〈 k |n 〉 cn = E ck (5.46)

になる。ただし, 直交性 〈 k |n 〉 = δkn を使った。hkn = 〈 k |H|n 〉 とする。hknは具体的に計算でき
る既知の量である。上の方程式は

h11 h12 h13 · · ·
h21 h22 h23 · · ·
...

...
...

. . .




c1

c2
...

 = E


c1

c2
...


と書ける。これは行列 (hkn) の固有値 E と固有ベクトル (c1 c2 · · · )を求める問題である。H はエ
ルミート演算子であるから, 行列 (hkn) はエルミート行列である。
2つの状態 ψα, ψβ 間の演算子 A の積分 〈ψα |A |ψβ 〉 について考えてみよう。

|ψα 〉 =
∑
n

αn |n 〉 , |ψβ 〉 =
∑
n

βn |n 〉

のとき

〈ψα |A|ψβ 〉 =
∫
d3r ψ∗

α(r)Aψβ(r) =
∑
kn

α∗
kβn

∫
d3r φ∗

k(r)Aφn(r) =
∑
kn

α∗
k〈 k |A|n 〉βn (5.47)
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akn = 〈 k |A|n 〉 とおくと

〈ψα |A|ψβ 〉 =
∑
kn

α∗
kaknβn = (α∗

1 α
∗
2 · · · )


a11 a12 a13 · · ·
a21 a22 a23 · · ·
...

...
...

. . .




β1

β2
...

 (5.48)

になり, 行列で表現できる。

α =


α1

α2

...

 , β =


β1

β2
...

 , A =


a11 a12 a13 · · ·
a21 a22 a23 · · ·
...

...
...

. . .

 , akn = 〈 k |A|n 〉 (5.49)

とすれば
〈ψα |A|ψβ 〉 = α†Aβ , 〈ψα |ψβ 〉 = α†β (5.50)

である。以上の例から分かるように

演算子→行列, 波動関数→列ベクトル, 波動関数の複素共役→行ベクトル (5.51)

の置き換えをすれば, 量子力学の関係式は行列で表すことができる。ただし, どのような完全規格直
交系 {φn} を採用するかで, 行列要素とベクトルの成分は変わってくる。なお, 単位ベクトルは完全
規格直交系の関数 φn を表す:

φn →


0
...

1
...
0

 n行目

完全規格直交系 {φn} を基底とするベクトル空間を扱っているわけである。
以下の議論には関係ないが, 次の点を注意しておく。(5.47)は

α∗
k = 〈 k |ψα 〉∗ = 〈ψα | k 〉 , βn = 〈n |ψβ 〉

であるから
〈ψα |A|ψβ 〉 =

∑
kn

〈ψα | k 〉〈 k |A|n 〉〈n |ψβ 〉

になる。これは
〈ψα |A|ψβ 〉 = 〈ψα |

(∑
k

| k 〉〈 k |
)
A
(∑

n

|n 〉〈n |
)
|ψβ 〉

と書ける。したがって, 形式的には ∑
n

|n 〉〈n | = 1 (5.52)

である。逆に, (5.52)を使えば, (5.47)を求めることは簡単である。また, (5.52)を | a 〉に作用すると

| a 〉 =
(∑

n

|n 〉〈n |
)
| a 〉 =

∑
n

|n 〉〈n | a 〉

であり直ちに (1.26)を得る。(5.52)は固有関数の組が完全系をなす (1.27)∑
n

φn(r)φ
∗
n(r

′) = δ(r − r′) (5.53)
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と同等であり, いろいろな関係式を完全規格直交系 {φn(r) } で表現するとき, 非常に役に立つ等式
である。ディラックの表記法は簡便で見通しがよい。これに比べて, 積分表示は煩雑である。∑

kn

α∗
k〈 k |A|n 〉βn

=
∑
kn

∫
d3r1 ψ

∗
α(r1)φk(r1)︸ ︷︷ ︸
α∗
k

∫
d3r2 φ

∗
k(r2)A(r2,p2)φn(r2)︸ ︷︷ ︸
〈 k |A|n 〉

∫
d3r3 φ

∗
n(r3)ψβ(r3)︸ ︷︷ ︸
βn

=

∫
d3r1 d

3r2 d
3r3 ψ

∗
α(r1)

(∑
k

φk(r1)φ
∗
k(r2)

)
A(r2,p2)

(∑
n

φn(r2)φ
∗
n(r3)

)
ψβ(r3)

ここで (5.53)を代入すると∑
kn

α∗
k〈 k |A|n 〉βn =

∫
d3r1 d

3r2 d
3r3 ψ

∗
α(r1)δ(r1 − r2)A(r2,p2) δ(r2 − r3)ψβ(r3)

=

∫
d3r2

∫
d3r1 ψ

∗
α(r1)δ(r1 − r2)A(r2,p2)

∫
d3r3 δ(r2 − r3)ψβ(r3)

=

∫
d3r2 ψ

∗
α(r2)A(r2,p2)ψβ(r2) = 〈ψα |A|ψβ 〉

である。
以上の一般論を角運動量に適用する。基底として J2, Jz の同時固有関数 | jm 〉 を考える。以下

では
|n 〉 = | j , m=j+1−n 〉 , n = 1, 2, · · · , 2j + 1

で表す。系の角運動量の大きさ j は与えられているとする。具体的問題として Jx の固有値と固有
関数を行列で求めてみよう。Jx = (J+ + J−)/2 及び (5.16), (5.17)から Jx の行列要素は

〈n | Jx |n′ 〉 =
1

2
〈m=j+1−n | J+ |m=j+1−n′ 〉+ 1

2
〈m=j+1−n | J− |m=j+1−n′ 〉

=
1

2

√
(n′ − 1)(2j + 2− n′) 〈m=j+1−n |m=j+2−n′ 〉

+
1

2

√
n′(2j + 1− n′) 〈m=j+1−n |m=j−n′ 〉

=
1

2

√
(n′ − 1)(2j + 2− n′) δnn′−1 +

1

2

√
n′(2j + 1− n′) δnn′+1

である。具体例として, j = 1 の場合

〈n | Jx |n′ 〉 =
1

2

√
(n′ − 1)(4− n′) δnn′−1 +

1

2

√
n′(3− n′) δnn′+1 , n , n′ = 1, 2, 3

であるから Jx の行列は

1√
2

 0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , 同様にして Jy :
1√
2

 0 − i 0

i 0 − i
0 i 0

 , Jz :

 1 0 0

0 0 0

0 0 − 1

 (5.54)

になる。Jz の固有関数が基底であるから, Jz の行列は対角行列である。
Jx の固有値をmx, 固有関数を |mx 〉 とすると

Jx |mx 〉 = mx |mx 〉 , |mx 〉 =
2j+1∑
n=1

cn |n 〉 (5.55)
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である。j = 1 の場合, これは −mx 1/
√
2 0

1/
√
2 −mx 1/

√
2

0 1/
√
2 −mx


 c1

c2

c3

 = 0 (5.56)

になる。c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0 以外の解が存在するためには∣∣∣∣∣∣∣
−mx 1/

√
2 0

1/
√
2 −mx 1/

√
2

0 1/
√
2 −mx

∣∣∣∣∣∣∣ = mx −m3
x = 0 , ∴ mx = 0, ± 1

固有値は Jz の固有値と同じになる。次に, 固有ベクトルは求める。mx = 0 の場合 (5.56) から
c2 = 0, c1 + c3 = 0 になるから, 規格化された固有関数は c1 を正の実数にとれば

|mx=0 〉 = |n=1 〉 − |n=3 〉√
2

=
|m=1 〉 − |m=−1〉√

2

である。mx = ± 1 の場合, c2 = ±
√
2 c1, c3 = c1 より規格化は |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 4|c1|2 = 1 であ

る。c1 を正の実数にとれば

|mx=±1 〉 =
1

2

(
|m=1 〉 ±

√
2 |m=0 〉+ |m=−1 〉

)
になる。10ページの仮定 3′ から, |mx 〉 の状態で Jz を観測すると観測値は Jz の固有値 m になる
が, 観測毎に m の値は異なり, どの m が得られるかは確率的に決まるだけである。m を得る確率
Pm は (1.28)より

Pm = |〈m |mx=0 〉|2 =

{
0 , m = 0

1/2 , |m| = 1
, Pm = |〈m |mx=±1 〉|2 =

{
1/2 , m = 0

1/4 , |m| = 1

になる。Jz , J2
z の期待値 (平均値)は

〈mx | Jz |mx 〉 =
∑
m

mPm = 0 , 〈mx | J2
z |mx 〉 =

∑
m

m2Pm =

{
1 , mx = 0

1/2 , |mx| = 1

であり, 分散は (5.21)で j = 1 , m→ mx としたものに一致する。

問題 5.5 問題 5.1の ψi(r) = xif(r) を用いて Lij = 〈ψi |Lz|ψj 〉 とする。ただし, ψi(r) は規格
化されている。3×3 行列 (Lij) の固有値 m は m = 0, ± 1 になることを示せ。また, 固有関数は
Y1m(θ, ϕ) rf(r) に比例することを示せ。

5.7 スピン
これまでは, 3次元軌道運動のみ考えたが, 軌道運動の自由度とは独立な内部自由度を持つ粒子が

存在する。内部自由度の典型例は, 角運動量の交換関係を満たす自由度である。この場合, 角運動量
は軌道角運動量と内部角運動量からなる。古典力学での剛体の角運動量は, 重心の軌道角運動量と
重心まわりの自転の角運動量からなる。これとの対比から, 内部角運動量は自転に対応するため, ス
ピンというが, スピンと軌道運動である自転は全く関係ない。スピンをもつ粒子の量子力学的状態
は, 軌道運動の状態を表すこれまでの波動関数 ψ(r, t) とスピンの状態 φ(t) からなる。ψ(r, t) は r
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の 1価関数であるため, 軌道角運動量の大きさ ℓは整数である。一方, スピンは r とは独立であるか
ら, スピンの状態 φ は r の関数ではない。このため, スピンの大きさ sは半整数でもよい。ℓ は軌道
運動に応じて任意の負でない整数をとるが, sは粒子に固有の決まった値である。電子, 陽子, 中性
子は s = 1/2, 光子は s = 1 である。
スピン演算子に対しては J ではなく S と書こう。S は交換関係 (5.5)

[Sx , Sy ] = iSz , [Sy , Sz ] = iSx , [Sz , Sx ] = iSy

を満たす。S を規定する性質はこれだけである。軌道角運動量のように r と p̂ で表現できるもの
ではない。S の大きさを s とすると

S2| sms 〉 = s(s+ 1)| sms 〉 , Sz| sms 〉 = ms| sms 〉 , ms = −s, −s+ 1, · · · , s (5.57)

を満たす S2, Sz の同時固有関数 | sms 〉 が存在する。| sms 〉 は粒子の内部自由度の状態であるか
ら, | sms 〉 は r の関数としては表せない。スピン状態に関する情報は (5.57)だけである。スピンを
持つ粒子の状態は, 一般的には, 軌道運動に関する部分とスピン部分からなる。形式的には

s∑
ms=−s

ψms
(r, t) | sms 〉 (5.58)

である。軌道運動に関する状態は ψms(r, t) に含まれる。ψms(r, t) が r に依存しない場合は, 最も
一般的なスピンだけの状態である。これまでは, 粒子には内部自由度がない ( s = 0 )として, 状態
を扱ってきたことになる。

スピン 1/2

以下では一番重要な s = 1/2 の場合を扱う ( s = 1については 137ページ )。ms は ± 1/2 の 2つの
値しかとらないから, 簡単のため

|+ 〉 = | s= 1
2 , ms=

1
2 〉 , | − 〉 = | s= 1

2 , ms=− 1
2 〉 (5.59)

と略記する。
S2| ± 〉 = 1

2

(
1 +

1

2

)
| ± 〉 = 3

4
| ± 〉 , Sz| ± 〉 = ±

1

2
| ± 〉

である。スピン部分の状態の基底は |+ 〉, | − 〉 の 2つのみであり, 言わば 2次元のベクトル空間であ
る。任意の状態は

ψ+(r, t)|+ 〉+ ψ−(r, t)| − 〉 (5.60)

と書ける。S が作用するのは | ± 〉 の部分で, ψ±(r, t) に対しては何の作用もしない。
S は角運動量の交換関係以外にも j = 1/2 に特有の関係式を満たす。これらは σ = 2S で表し

た方が簡単になる。S2| ± 〉 = 3

4
| ± 〉 であるから σ2| ± 〉 = 3 | ± 〉 になる。したがって, 任意の状態

|ψ 〉 = ψ+|+ 〉+ ψ−| − 〉 に対して

σ2|ψ 〉 = ψ+σ
2|+ 〉+ ψ−σ

2| − 〉 = 3 |ψ 〉

であるから σ2 = 3 である。同様に σ2
z | ± 〉 = | ± 〉 より σ2

z = 1 になる。(5.16), (5.17)で j = 1/2 と
すると ( σ± = σx ± i σy )

σ+|+ 〉 = 0 , σ+| − 〉 = 2 |+ 〉 , σ−|+ 〉 = 2 | − 〉 , σ−| − 〉 = 0 (5.61)
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である。σ2
+| ± 〉 = 0 , σ2

−| ± 〉 = 0 になるから

σ2
± = σ2

x − σ2
y ± i

(
σxσy + σyσx

)
= 0 , ∴ σ2

x = σ2
y , σxσy + σyσx = 0

σ2
x + σ2

y = σ2 − σ2
z = 2 より σ2

x = σ2
y = 1 である。σxσy + σyσx = 0 と角運動量の交換関係

σxσy − σyσx = 2iσz から
σxσy = −σyσx = iσz

になる。σxσy = iσz の右側から σy をかければ σzσy = − iσx である。同様にして

σyσz = −σzσy = iσx , σzσx = −σxσz = iσy

以上をまとめて表すと, 有用な関係式

σiσj = δij + i
∑
k

εijk σk (5.62)

を得る。あるいは
σiσj + σjσi = 2δij , σiσj − σjσi = 2i

∑
k

εijkσk

i 6= j のとき σi と σj は反可換である。σxσy = iσz に σz をかければ σxσyσz = i になる。
(5.62)の適用例として σ ·Aσ ·B を求める。ベクトル A , B は σ と可換ならば演算子でもよい。

σ ·Aσ ·B =
∑
ij

σiAi σjBj =
∑
ij

(
δij + i

∑
k

εijk σk

)
AiBj

=
∑
i

AiBi + i
∑
k

σk
∑
ij

εijk AiBj

= A·B + iσ ·(A×B) (5.63)

になる。n をある方向の単位ベクトルとして A = B = n とすれば (n·σ)2 = n·n = 1 である。演
算子あるいは行列 A の指数関数 eA はテイラー展開を使って (1.35) で定義される。これから

exp
(
iθn·σ

)
=

∞∑
k=0

(iθn·σ)k

k!
=

∞∑
m=0

(iθn·σ)2m

(2m)!
+

∞∑
m=0

(iθn·σ)2m+1

(2m+ 1)!

(n·σ)2 = 1 であるから

exp
(
iθn·σ

)
=

∞∑
m=0

(−1)mθ2m

(2m)!
+ in·σ

∞∑
m=0

(−1)mθ2m+1

(2m+ 1)!
= cos θ + in·σ sin θ (5.64)

になる。(1.36)より exp(iθn·σ) はユニタリ演算子である。

5.8 スピンの行列表現
スピン状態については前節の行列表現を用いると扱いが容易になる。スピンの場合について行列

表現を改めて導く。例えば, F を演算子として Fψ(r, t) = φ(r, t) の関係式を行列で表す。

ψ(r, t) = ψ+(r, t)|+ 〉+ ψ−(r, t)| − 〉 , φ(r, t) = φ+(r, t)|+ 〉+ φ−(r, t)| − 〉

と展開できる。Fψ(r, t) = φ(r, t) は

F |+ 〉ψ+ + F | − 〉ψ− = φ+|+ 〉+ φ−| − 〉
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になる。| ± 〉 との内積をとれば

〈± |F |+ 〉ψ+ + 〈± |F | − 〉ψ− = φ+〈± |+ 〉+ φ−〈± |− 〉

〈± |± 〉 = 1 , 〈± |∓ 〉 = 0 であるから

〈+ |F |+ 〉ψ+ + 〈+ |F | − 〉ψ− = φ+ , 〈− |F |+ 〉ψ+ + 〈− |F | − 〉ψ− = φ−

これは行列を用いて (
〈+ |F |+ 〉 〈+ |F | − 〉
〈− |F |+ 〉 〈− |F | − 〉

)(
ψ+

ψ−

)
=

(
φ+

φ−

)
したがって, 演算子を 2×2行列, 状態を 2成分の列ベクトルで置き換えればよい :

F =⇒

(
〈+ |F |+ 〉 〈+ |F | − 〉
〈− |F |+ 〉 〈− |F | − 〉

)
, ψ+(r, t)|+ 〉+ ψ−(r, t)| − 〉 =⇒ ψ(r, t) =

(
ψ+(r, t)

ψ−(r, t)

)

ψ(r, t) を 2成分スピノールという。単位ベクトルは

|+ 〉 =⇒

(
1

0

)
, | − 〉 =⇒

(
0

1

)
(5.65)

である。スピノール ψ(r, t) の規格化は (5.50)より∫
d3r ψ†(r, t)ψ(r, t) =

∫
d3r

(
ψ∗
+(r, t) ψ∗

−(r, t)
)( ψ+(r, t)

ψ−(r, t)

)

=

∫
d3r

(
|ψ+(r, t)|2 + |ψ−(r, t)|2

)
= 1

である。|ψ+(r, t)|2 d3r はスピン上向き ( ms = 1/2 ) の粒子が位置 r の微小体積 d3r に存在する確
率を表す。|ψ−(r, t)|2 d3r はスピン下向きの粒子の存在確率である。軌道運動の状態がスピンの状
態とは無関係に記述できる, つまり, ψ±(r, t) の r依存性が共通の場合, 状態は直積

φ(r, t)

(
c+(t)

c−(t)

)

になる。c±(t) は粒子の位置 r に依存しない。規格化は
(
|c+(t)|2 + |c−(t)|2

) ∫
d3r |φ(r, t)|2 = 1 , ∴ |c+(t)|2 + |c−(t)|2 = 1 ,

∫
d3r |φ(r, t)|2 = 1

としておけばよい。なお, F がスピンに依存しない場合 〈± |F | ± 〉 = F 〈± |± 〉 = F , 〈± |F | ∓ 〉 = 0

であるから Fψ± = φ± である。
演算子 σ に対応する行列も σ で表すと (5.61)から

σ+ =

(
〈+ |σ+|+ 〉 〈+ |σ+| − 〉
〈− |σ+|+ 〉 〈− |σ+| − 〉

)
=

(
0 2〈+ |+ 〉
0 2〈− |+ 〉

)
=

(
0 2

0 0

)

同様にして
σ+ =

(
0 2

0 0

)
, σ− =

(
0 0

2 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
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である。σx = (σ+ + σ−)/2, σy = −i(σ+ − σ−)/2 より

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 − i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(5.66)

を得る。この行列をパウリ行列という。2× 2 の単位行列を I とすると, 例えば, σ2
x = I と書くべき

だが, I は数 1 として扱ってよいから, 特に, 明示しない。単に σ2
x = 1 と表す。

パウリ行列は (5.62)を満たす 2× 2エルミート行列の 1つの具体例である。別の表現も存在する。
U を 2 × 2 のユニタリ行列 ( UU † = U †U = 1 )とする。パウリ行列 σ に対して Σ = UσU† とす
ると Σ† = Uσ†U † = UσU† = Σ であり

ΣiΣj = UσiσjU
† = U

(
δij + i

∑
k

εijk σk

)
U † = δij + i

∑
k

εijk Σk

を満たす (問題 5.7参照 )。
行列の対角要素の和 (トレース)を Tr で表す。一般に Tr(AB) = Tr(BA) である。i 6= j のとき

σiσj = −σjσi , σjσiσj = −σi より

Trσi = −Tr
(
σjσiσj

)
= −Tr

(
σiσ

2
j

)
= −Trσi = 0 , Tr(σiσj) = −Tr(σjσi) = −Tr(σiσj) = 0

また, Tr I = 1+ 1 = 2 より Trσ2
i = 2 になる。2×2行列A は A2−ATrA+detA = 0 を満たす (ケ

イリー・ハミルトンの定理 )。A = σi とすれば detσi = − 1 である。まとめると

Trσi = 0 , Tr(σiσj) = 2δij , detσi = − 1 (5.67)

これは σi の具体的表現に依存しない。任意の A は

A =
a0 + a·σ

2
, ただし a0 = TrA , a = Tr

(
σA
)

(5.68)

と表せる。

問題 5.6 パウリ行列を用いて σ ·A を 2× 2行列で表せ。2× 2行列の積 σ ·Aσ ·B を具体的に計
算し (5.63)を示せ。

スピン状態の具体例
例えば, σx の固有値を m , 固有状態を χm とすると σxχm = mχm は(

−m 1

1 −m

)(
c+

c−

)
= 0 , ただし χm =

(
c+

c−

)

になる。c+ = c− = 0 でないためには, 左辺の 2×2行列の行列式 = m2 − 1 = 0 より m = ± 1 で
ある。c− = mc+ であるから規格化条件 |c+|2 + |c−|2 = 2|c+|2 = 1 より c+ = 1/

√
2 とすればよい。

したがって σx の固有値は ± 1 であり, 固有状態は

1√
2

(
1

± 1

)
あるいは |+ 〉 ± |− 〉√

2
(5.69)

になる。
一般に, nを単位ベクトルとして n·σ の固有状態と固有値を求める。n を極座標で表して

n = ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ
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としパウリ行列を代入すると

n·σ = σx sin θ cosϕ+ σy sin θ sinϕ+ σz cos θ =

(
cos θ e−iϕ sin θ

eiϕ sin θ − cos θ

)
(5.70)

になる。n·σ の固有値を m , 固有状態を χm とすると n·σχm = mχm は(
cos θ −m e−iϕ sin θ

eiϕ sin θ − cos θ −m

)(
c+

c−

)
= 0 , ただし χm =

(
c+

c−

)
(5.71)

であるから ∣∣∣∣∣ cos θ −m e−iϕ sin θ

eiϕ sin θ − cos θ −m

∣∣∣∣∣ = m2 − 1 = 0 , ∴ m = ± 1

行列 n ·σ は (n ·σ)2 = 1 を満たすから, その固有値 m が m2 = 1 で決まることは当然の結果であ
る。次に, 固有状態を求める。(5.71)から

c− = c+e
iϕ m− cos θ

sin θ
=

 c+e
iϕ tan(θ/2) , m = 1

− c+eiϕ cot(θ/2) , m = − 1

ただし, 1− cos θ = 2 sin2(θ/2), 1 + cos θ = 2 cos2(θ/2) である。|c+|2 + |c−|2 = 1 より

m = 1 のとき c+ = eiα cos(θ/2) , m = − 1 のとき c+ = eiβ sin(θ/2)

位相 α, β は任意である。以上から α = β = 0 とすれば, n·σ の固有値 ± 1 の固有状態 χ±(n) は

χ+(n) =

(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
, χ−(n) =

(
sin(θ/2)

− eiϕ cos(θ/2)

)
(5.72)

になる。まとめて

χm =
1√

2(1−m cos θ)

(
sin θ

eiϕ(m− cos θ)

)
, m = ± 1 (5.73)

と表すこともできる。
固有値は方向に依存しないが, 固有状態は方向に依存する。

χ†
+χ− =

(
cos(θ/2) e−iϕ sin(θ/2)

)( sin(θ/2)

− eiϕ cos(θ/2)

)
= 0 , ∴ χ†

m(n)χm′(n) = δmm′

であるから, χ±(n) は規格直交系をなす。(5.72)で n → −n , ( θ → π − θ , ϕ → π + ϕ )とすると
χ+(−n) = χ−(n), つまり, χ±(n) は逆方向 −n·σ の ∓ 1 の固有状態である。なお, ここでの θ , ϕ

は粒子の位置 r の極座標ではなく, スピンの方向 n を指定する角度である。
パウリ行列 σi の固有状態は χ±(n) の特別な場合である。(θ, ϕ) = (π/2, 0), (π/2, π/2) とすれば

n = ex, ey になるから

χ±(ex) =
1√
2

(
1

± 1

)
, χ±(ey) =

1√
2

(
1

± i

)
(5.74)

は σiχ±(ei) = ±χ±(ei) を満たす。
規格化した任意のスピン状態 χ は

χ =

(
a

b

)
, |a|2 + |b|2 = 1
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である。α, ϕ, θ を実数として a = eiα cos(θ/2), b = ei(α+ϕ) sin(θ/2) とおけるから χ = eiαχ+(n) に
なる。n を適当にとれば, 任意のスピン状態は n·σ の固有状態である。
(n·σ)2 = 1 より exp

(
iθn·σ

) は n·σ について高々 1次であるから

exp
(
iθn·σ

)
= f(θ) + g(θ)n·σ

とおける。χ±(n)に作用させると e±iθ = f ± g になるから f = cos θ , g = i sin θ である。

期待値と確率
χ+(n) での σ の期待値を 〈σ 〉 で表すと, (5.48)より 〈σ 〉 = χ†

+σχ+ である。(5.72)を代入すると

〈σx 〉 =
(
cos(θ/2) e−iϕ sin(θ/2)

)( 0 1

1 0

)(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
= sin θ cosϕ

同様にして
〈σy 〉 = sin θ sinϕ , 〈σz 〉 = cos θ , ∴ 〈σ 〉 = n (5.75)

である。具体的な行列表現を用いなくても導ける。a を任意のベクトルとすると (5.63)より

χ†
+(n)

(
a·σn·σ + n·σ a·σ

)
χ+(n) = 2a·n

n·σχ+(n) = χ+(n) であるから a·〈σ 〉 = a·n になる。a は任意であるから (5.75)を得る。χ−(n)

での期待値は n を −n に置き換えればよい。
σx, σy, σz は非可換であるから, 3つの成分が同時に確定した値をとることはない。状態 χ+(n)

における n′ 方向の成分 σn′ = n′ ·σ の分散 ∆σ は

〈σ2
n′ 〉 = 1 , 〈σn′ 〉 = n′ ·〈σ 〉 = n′ ·n , ∴ ∆σ =

√
〈σ2

n′ 〉 − 〈σn′ 〉2 =
√
1− (n′ ·n)2

である。∆σ = 0 は n′ ·n = ± 1, つまり, n′ = ±n の場合だけである。状態 χ±(n) でスピンを測定
したとき, 確定した値になるスピンは ±n方向の成分だけである。
一般に, エルミート演算子 A の固有値を a, 固有状態を | a 〉 とする。固有値は複数個存在する。

規格化された任意の状態 |ψ 〉 で A を観測すると, 観測値は固有値 a のどれかになるが, 一般に観測
ごとに観測値は異なる。多数回観測したとき, 固有値 a を得る確率 Pa は Pa = |〈 a |ψ 〉|2 である (10

ページの仮定 3′ )。これをスピンだけに依存する演算子 A に適用する。固有状態は 2成分スピノー
ル χa であり (5.50)より Pa =

∣∣χ†
a ψ
∣∣2 になる。ψ も 2成分スピノールである。具体例として, 状態

χ+(n) で σy を観測する場合, 観測ごとの観測値は σy の固有値 ± 1 のどちらか一方である。σy の
観測値が ± 1 になる確率 P± は, χa を (5.74) の χ±(ey) にすればよいから

P± =
∣∣χ†

±(ey)χ+(n)
∣∣2 =

1

2

∣∣∣∣∣ ( 1 ∓ i )
(

cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)∣∣∣∣∣
2

=
1± sin θ sinϕ

2
(5.76)

になる。当然のことであるが P+ + P− = 1 である。状態 χ+(n) での σy の期待値 〈σy 〉 は

〈σy 〉 = (+1)×P+ + (−1)×P− = sin θ sinϕ

であり, 直接求めた 〈σy 〉 を再現する。
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5.9 射影演算子と密度行列演算子
2×2のエルミート行列

P±(n) = χ±(n)χ
†
±(n) =

(
(χ±)1

(χ±)2

)(
(χ±)

∗
1 (χ±)

∗
2

)
,

(
P±
)
ij
= (χ±)i(χ±)

∗
j (5.77)

を考える。
P±(n)χ±(n) = χ±(n) , P±(n)χ∓(n) = 0 (5.78)

であるから, 任意の 2成分スピノール ψ = c+χ+ + c−χ− に対して Pµψ = cµχµ になる ( µ = ± )。
Pµ は ψ を χµ に射影する射影演算子である。定義より

detPµ = 0 , P 2
µ = χµ χ

†
µχµ︸ ︷︷ ︸
1

χ†
µ = Pµ , P±P∓ = χ± χ

†
±χ∓︸ ︷︷ ︸
0

χ†
∓ = 0 , P+ + P− = 1 (5.79)

である。Γ を 2×2行列とするとき, 任意の χα, χβ に対して

χ†
αΓχβ =

∑
ij

(χα)
∗
iΓij(χβ)j =

∑
ij

Γij
(
χβχ

†
α

)
ji
= Tr

(
Γχβχ

†
α

)
, χ†

αχβ = Tr
(
χβχ

†
α

)
と表せる。これから

χ†
µΓχµ = Tr(ΓPµ) , TrPµ = 1 (5.80)

である。χµ には位相の不定性がある。χµ を eiαχµ にすると, χ†
µ は e−iαχ†

µ になるから, Pµ に位相
の不定性はない。
n·σχ±(n) = ±χ±(n) より

P±(n) =
1± n·σ

2
(5.81)

は (5.78)を満たす。あるいは, 具体形 (5.72)を P±(n) = χ±(n)χ
†
±(n) に代入すれば上式が求まる。(

n·σ
)2

= 1 より (5.79)が成り立つ。
(5.80)で Γ = σi とすると, (5.67)より

χ†
±σiχ± = Tr(σiP±) =

1

2
Tr
(
σi
(
1± n·σ

))
= ±ni , つまり χ†

±σχ± = ±n

これは (5.75)である。
∣∣χ†

±(n
′)χ+(n)

∣∣2 = χ†
+(n)χ±(n

′)χ†
±(n

′)︸ ︷︷ ︸
P±(n

′)

χ+(n) = Tr
(
P±(n

′)P+(n)
)
=

1± n·n′

2
(5.82)

である。n′ = ey のとき (5.76)になる。

問題 5.7 パウリ行列は σz の固有状態 | ± 〉 を基底にした演算子 σ の表現である。σx の固有状態
が基底の場合, 演算子 σ の行列表現を Σ とする。σx の固有値 +1 の状態 χ1 = χ+(ex) , − 1 の状
態を χ2 = χ−(ex) とすれば, パウリ行列 σ を用いて (Σ )ij = χ†

iσχj である。

Σ = U†σU , U †U = UU † = 1

を示せ。U は列ベクトル χ1, χ2 を横に並べた 2×2 行列 U = (χ1 χ2 ) , Uij = (χj)i である。また,

具体形を求め Σx = σz , Σy = −σy , Σz = σx を示せ。Σx が対角行列になる。
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密度行列演算子
状態 |ψ 〉 における物理量Aの測定を繰り返し行うと, 観測値の期待値は 〈ψ |A |ψ 〉 になる。これは
系の状態 |ψ 〉 が完全に指定できる場合である。状態 |ψ 〉 を純粋状態ともいう。一方, 系の状態が完
全には指定できないこともある。例えば, スピン 1/2粒子の散乱で, 入射粒子のスピン状態がランダ
ムな場合である。σz| ± 〉 = ± |± 〉 とすると, |+ 〉 と | − 〉 の状態が同じ確率 1/2で出現する。純粋
状態 | ± 〉 が混合しているから, 粒子の状態を混合状態という。混合状態での観測値の期待値は (純
粋状態での期待値)× (純粋状態の出現確率) の和になる。スピン状態がランダムな場合

1

2
〈+ |A |+ 〉+ 1

2
〈− |A | − 〉

である。σx の固有値 1の固有状態 |ψx 〉 =
(
|+ 〉 + | − 〉

)
/
√
2 でも | ± 〉 を見出す確率は 1/2である

が, |ψx 〉 は混合状態ではなく純粋状態である。期待値は

〈ψx |A |ψx 〉 =
1

2
〈+ |A |+ 〉+ 1

2
〈− |A | − 〉+ 1

2
〈− |A |+ 〉+ 1

2
〈+ |A | − 〉

になる。
一般に, スピン 1/2状態 χα が割合 wα で混ざった混合状態を考える。∑

α

wα = 1 , 0 ≤ wα ≤ 1

である。χα は規格化されているが, 互いの直交する必要はない。また, 純粋状態の個数に制限はな
い。純粋状態 χα での物理量 Aの期待値は

χ†
αAχα = Tr

(
APα

)
, Pα = χαχ

†
α

であるから, 混合状態での期待値は

〈A 〉ρ =
∑
α

wαTr
(
APα

)
= Tr

(
Aρ
)
, ρ =

∑
α

wαPα (5.83)

になる。射影演算子 Pα の線型結合 ρ を密度演算子あるいは密度行列演算子という。ρ を用いると
〈A 〉ρ は簡潔に表現できる。また, 対角和 (Tr )は基底に依存しないから, 計算に都合のよい基底を
採用できる。A = 1 とすれば

Tr ρ =
∑
α

wα = 1

である。ある α = β で wβ = 1 のとき, α 6= β では wα = 0 になるから, 混合状態は純粋状態になり
ρ = Pβ は χβ への射影演算子である。量子力学的状態が完全に指定できても (純粋状態 ), 指定でき
なくても (混合状態 ), 系の性質は密度演算子 ρにより統一的に記述できる。
混合状態の場合, ρ が与えられたとき, 射影演算子の線型結合 (5.83)は, 互いに直交する必要はな

いから, 一意には決まらない。例えば

ρ = wχαχ
†
α + (1− w)χβχ

†
β , ただし χ†

αχβ = 0

の場合
u =
√
wχα +

√
1− wχβ , v =

√
wχα −

√
1− wχβ

とすると
ρ =

uu† + vv†

2
, u†u = v†v = 1 , u†v = 2w − 1
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になるから, 純粋状態 u, v が等確率で混ざった混合状態とも見なせる。なお, 互いに直交する場合,

Pαχβ = δαβχβ になるから ρχα = wαχα である。χα はエルミート演算子 ρの固有状態で wα は固
有値になる。
Tr ρ2 ≤ Tr ρ = 1 , 純粋状態のときだけ Tr ρ2 = 1 になる。

Tr ρ2 =
∑
αβ

wαwβTr
(
χαχ

†
αχβχ

†
β

)
=
∑
αβ

wαwβ χ
†
βχα χ

†
αχβ =

∑
αβ

wαwβ
∣∣χ†
αχβ

∣∣2
シュワルツの不等式 (1.42)より

∣∣χ†
αχβ

∣∣2 ≤ χ†
αχα χ

†
βχβ = 1 であるから

Tr ρ2 ≤
∑
αβ

wαwβ =
(∑

α

wα

)2
= 1

になる。全ての α に対して χα = eiθαχ のとき Tr ρ2 = 1 である。この場合 ρ =
∑
α
wαχχ

† = χχ† ,

純粋状態である。逆に, 純粋状態ならば ρ2 = ρ であり Tr ρ2 = 1 になる。以上の議論は χ が 2成分
スピノールである必要はなく, スピン 1/2状態に限らず一般に成り立つ。
χα がスピノールの場合, 適当な単位ベクトル nα を用いて

ρ =
∑
α

wαχ+(nα)χ
†
+(nα) =

∑
α

wα
1 + nα ·σ

2
=

1 +w ·σ
2

, w =
∑
α

wαnα

になる。
w2 =

∑
αβ

wαwβ nα ·nβ ≤
∑
αβ

wαwβ = 1

である。(5.67)より

Tr ρ = 1 , Tr ρ2 =
1 +w2

2
≤ 1 , 〈σ 〉ρ = Tr

(
ρσ
)
= w

w2 = 1 は任意の α, β に対して nα ·nβ = 1 , つまり nα = n, したがって w = n の場合である。
ρ = χ+(n)χ

†
+(n) になるから純粋状態である。

ρ は w にだけ依存するから, χα が互いに直交しない混合状態は一意に決まらない。しかし, 直交
する混合状態は一意に決まる。ただし, ρ の固有値に縮退がある場合は除く。ρ の固有値を p, 固有
状態を χp とする。e を単位ベクトルとして w = we で表すと

1 + we·σ
2

χp = pχp

e·σ の固有値は ± 1, 固有状態は χ±(e) であるから, p = (1± w)/2, χp = χ±(e) になり

ρ =
1 + w

2
χ+(e)χ

†
+(e) +

1− w
2

χ−(e)χ
†
−(e) , 〈σ 〉ρ =

1 + w

2
e+

1− w
2

(− e) = w

である。w方向のスピン状態 χ+(e)を (1 +w)/2, 逆方向のスピン状態 χ−(e)を (1−w)/2の割合で
含む混合状態である。χ±(e)χ

†
±(e) = (1± e·σ)/2 を代入すれば ρ = (1 +w ·σ)/2 になり元に戻る。

w = 0 の場合, p = 1/2 であるが e は任意の単位ベクトルでよい。± e方向の状態 χ±(e)を同じ割
合で含む混合状態になるから, スピンが全くランダムな状態である。〈σ 〉ρ = 0 は当然である。純粋
状態では 〈σ 〉 = 0 にはならない。
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5.10 スピンの歳差運動と磁気共鳴
古典力学では, ベクトルポテンシャル A(r) 中での電子 ( 電荷 = − e )のハミルトニアン H は, 自

由粒子ハミルトニアン p2/2M において p を P = p + eA(r) で置き換えればよい。量子力学では
p = − iℏ∇ として

H =
1

2M
P 2 , P = p+ eA(r) (5.84)

になるが, スピンと磁場の相互作用を導出するため細工をする。p は微分演算子であるが, (5.63)よ
り (σ·p)2 = p2 + iσ·

(
p×p

)
= p2 である。したがって, 自由粒子ハミルトニアンを (σ·p)2/2M とし

て p→ P の置き換えをすると

H =
1

2M
(σ ·P )

2
=

1

2M
P 2 +

i

2M
σ ·(P×P ) (5.85)

(5.4)より

(P×P )1 =
[
P2 , P3

]
= e
[
p2 , A3(r)

]
− e
[
p3 , A2(r)

]
= − ieℏ

((
∂2A3

)
−
(
∂3A2

))
= − ieℏB1(r) , B(r) =

(
∇×A(r)

)
B は磁場である。他の成分も同様にすると P×P = − ieℏB(r) になるから

H =
1

2M
P 2 + µσ ·B(r) , ただし µ =

eℏ
2M

=ボーア磁子 (5.86)

である。磁場とスピンの相互作用が現れる ( 172ページ参照 )。
一様磁場 B の場合

H = Hr +Hs , Hr =
1

2M

(
− iℏ∇+ eA(r)

)2
, Hs = µσ ·B

である。Hr はスピンを含まず Hs は r に依存しないから, H = Hr +Hs は軌道部分とスピン部分
に完全に分離する。これに対応して, 状態を軌道部分 φ(r) と r に依存しない 2成分スピノール χ

に分離して ψ(r) = φ(r)χ とする。Hψ = Eψ は

Hrφ(r)χ+ φ(r)Hsχ = E φ(r)χ , つまり φ−1(r)Hrφ(r)χ = (E −Hs)χ

になる。右辺は r に依存しないから φ−1(r)Hrφ(r) は定数である。この定数を Er とすると

Hrφ(r) = Erφ(r) , Hsχ = Esχ , E = Er + Es

になり, 軌道部分とスピン部分を独立に扱える。以下では, スピン部分だけを考える (軌道部分は
176ページ参照 )。B が r に依存する場合, Hs も r に依存するから, 上記の扱いはできない。

Ei

B = 0 B 6= 0

µB

µB

b を B 方向の単位ベクトル, B = |B| とすると Hs = µB b ·σ である。
(5.72)の χ±(n) で n を b で置き換えれば Hsχ±(b) = ±µB χ±(b) にな
る。χ±(b) は Hs の固有状態で固有値は ±µB である。χ+ を磁場方向に
平行な状態, χ− を磁場方向に反平行な状態ともいう。Hrφi(r) = Eiφi(r)

とすると, H の固有値と固有状態は

E = Ei ± µB , ψ(r) = φi(r)χ±(b)

になる。右図にエネルギーレベルを模式的に示す。Ei の磁場依存性は無視する。B = 0 のとき
φiχ+ と φiχ− は縮退する。b は任意であるからスピン状態は互いに直交する任意の 2つの状態であ
り, スピンの向きは不定である。磁場が作用すると, 縮退は解けスピン状態は磁場方向に平行 (↑)か
反平行 (↓)に整列する ( 187ページのゼーマン効果参照 )。磁場によりスピンの方向を制御できる。
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問題 5.8 時間に依存するシュレーディンガー方程式 iℏ ∂ψ/∂t = (Hr +Hs)ψ(r, t) も

iℏ
∂φ

∂t
= Hrφ(r, t) , iℏ

dχ

dt
= Hsχ(t) , ただし ψ(r, t) = φ(r, t)χ(t)

に分離できることを示せ。

ラーモア歳差運動
Hs = µσ ·B のとき時間に依存するシュレーディンガー方程式

iℏ
d

dt
χ(t) = Hsχ(t) , χ(t) =

(
c+(t)

c−(t)

)
(5.87)

を 3つの方法で解く。b の方向を θb, ϕb とする。
1. 微分方程式を直接解く。(5.70)より (5.87)は

i
d

dt

(
c+(t)

c−(t)

)
= ω

(
cos θb e−iϕb sin θb

eiϕb sin θb − cos θb

)(
c+(t)

c−(t)

)
, ただし ω =

µB

ℏ

つまり

i ċ+ = ω
(
c+ cos θb + c−e

−iϕb sin θb

)
, i ċ− = ω

(
c+e

iϕb sin θb − c− cos θb

)
(5.88)

である。第 1式から
c−(t) =

eiϕb

sin θb

(
i ċ+
ω
− c+ cos θb

)
(5.89)

これを第 2式に代入すると c̈+ = −ω2 c+ になる。あるいは H2
s = (µB)2 であるから

(iℏ)2
d2

dt2
χ(t) = iℏ

d

dt
Hsχ(t) = H2

sχ(t) = (µB)2χ(t) , ∴ c̈± = −ω2 c±

c± は単振動の微分方程式を満たすが, 独立な単振動ではない ( (5.87) =⇒ c̈± = −ω2 c± であ
るが, この逆は成り立たない )。a, b を任意定数として c+(t) = a cosωt+ b sinωt とおける。こ
れを (5.89)に代入すると

c−(t) =
eiϕb

sin θb

(
(ib− a cos θb) cosωt− (ia+ b cos θb) sinωt

)
a, b を c±(0) で表すと a = c+(0), ib = c+(0) cos θb + c−(0) sin θb e

−iϕb になるから(
c+(t)

c−(t)

)
=

(
cosωt− i sinωt cos θb − i sinωt sin θb e−iϕb

− i sinωt sin θb eiϕb cosωt+ i sinωt cos θb

)(
c+(0)

c−(0)

)
(5.90)

である。右辺の 2× 2行列を U とすると

U = cosωt

(
1 0

0 1

)
− i

(
cos θb sin θb e

−iϕb

sin θb e
iϕb − cos θb

)
sinωt = cosωt− ib·σ sinωt (5.91)

になる (単位行列は明示しない)。
2. (1.49)のように定常状態で展開する。e∓iωtχ±(b) は (5.87)を満たすから, (5.87)の一般解は

χ(t) = u+e
−iωtχ+(b) + u−e

iωtχ−(b) , u± =定数 (5.92)

とおける。χ±(b) の規格直交性を用いると χ†
±(b)χ(0) = u± であるから

χ(t) = V χ(0) , V = e−iωtχ+(b)χ
†
+(b) + eiωtχ−(b)χ

†
−(b) (5.93)

(5.77)と同様に, χ±χ
†
± は 2×2行列である。V に (5.72)を代入すると V = U になる。
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3. 一般に, 時間に依存するシュレーディンガー方程式 iℏ
d

dt
| t 〉 = H| t 〉 の解は, H が時間に依存

しない場合, (1.53)から | t 〉 = e−iHt/ℏ| t = 0 〉 になる。あるいは, 演算子 (行列)の指数関数の
定義 (1.35)から, この | t 〉 が時間に依存するシュレーディンガー方程式を満たすことは直接示
せる。多くの場合, | t 〉 = e−iHt/ℏ| t = 0 〉 は形式的な解であり具体的用途には向かないが, ス
ピンの場合には有用である。H = ℏωb·σ とすると (5.64)から

| t 〉 = exp (−iωt b·σ) | t = 0 〉 =
(
cosωt− ib·σ sinωt

)
| t = 0 〉 = U | t = 0 〉

である。
簡単のため, 磁場を z 軸方向 ( θb = 0 )にとると (5.90)より c±(t) = e∓iωtc±(0) になる。この結果
は (5.88)で θb = 0 とすれば dc±/dt = ∓ iω c± になるから直ちに求まる。(5.72)で ϕ = 0 とした
c+(0) = cos(θ/2) , c−(0) = sin(θ/2) を初期状態とする。つまり, σ の期待値が磁場の方向から θだ
け傾いた状態を初期状態にする。(5.72)の χ+(θ, ϕ) を用いると

χ(t) =

(
c+(t)

c−(t)

)
=

(
e−iωt cos(θ/2)

eiωt sin(θ/2)

)
= e−iωtχ+(θ, 2ωt)

B

〈σ 〉

cos θ

2ωt

になる。χ(t) は n(t)·σ の固有値 1 の固有状態である。ただし

n(t) = ex sin θ cos 2ωt+ ey sin θ sin 2ωt+ ez cos θ

である。(5.75)より時刻 t での σ の期待値は 〈σ 〉 = n(t) になる。これ
を図示すると右図になる。σ の期待値は磁場方向 (z軸)を中心に角速度
2ω で歳差運動する。これをラーモア歳差運動 ( Larmor precession )と
いう。なお, 期待値が歳差運動するのであって, σi は互いに非可換であ
るから, 3成分が同時に確定した値になることはない。

磁気共鳴
z軸方向の一定磁場 B0ez に xy平面内で回転する磁場 exB1 cosωt+ eyB1 sinωt を加えた場合を考
える ( B0, B1 > 0 )。ハミルトニアンは

H(t) = µB ·σ = µB1

(
σx cosωt+ σy sinωt

)
+ µB0σz = µ

(
B0 B1e

−iωt

B1e
iωt −B0

)
(5.94)

である。H は時間に依存するから 2. , 3. の方法は使えない ( 問題 5.9参照 )。

H(t) = µB

(
cos θb sin θb e

−iωt

sin θb e
iωt − cos θb

)
, cos θb =

B0

B
, sin θb =

B1

B
, B =

√
B2

0 +B2
1

と表せる。これは (5.70)で θ = θb , ϕ = ωt とすればよいから, (5.72)の χ±(θ, ϕ) を用いて

H(t)χ±(θb, ωt) = E±χ±(θb, ωt) , E± = ±µB (5.95)

である。固有値は時間に依存しない。しかし, χ±(θb, ωt) は時間に依存するから e−iE±t/ℏχ±(θb, ωt)

は時間に依存するシュレーディンガー方程式を満たさない ( 262ページ参照 )。

iℏ
d

dt

(
c+(t)

c−(t)

)
= H

(
c+(t)

c−(t)

)
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を正直に解く。H の行列表現 (5.94)を代入すると ( ω0 = µB0/ℏ , ω1 = µB1/ℏ )

i ċ+ = ω0c+ + ω1e
−iωtc− , i ċ− = ω1e

iωtc+ − ω0c−

になる。ω1 6= 0 の場合, 第 2式 c+ = e−iωt
(
iċ− + ω0c−

)
/ω1 を第 1式に代入すると

c̈− − iωċ− +
(
ω2
0 + ω2

1 − ωω0

)
c− = 0

2次方程式 x2 − iωx+ ω2
0 + ω2

1 − ωω0 = 0 の 2根は

iω/2± iΩ , Ω =

√
(ω0 − ω/2)2 + ω2

1

になるから, a , b を任意定数として

c−(t) = eiωt/2
(
a cosΩt+ b sinΩt

)
c+(t) = e−iωt/2

(
(ω0 − ω/2)a+ iΩb

ω1
cosΩt+

(ω0 − ω/2)b− iΩa
ω1

sinΩt

)
a, b を c±(0) で表すと

c−(t) = eiωt/2
(
c−(0) cosΩt+

ω1c+(0)− (ω0 − ω/2)c−(0)
iΩ

sinΩt

)
c+(t) = e−iωt/2

(
c+(0) cosΩt+

ω1c−(0) + (ω0 − ω/2)c+(0)
iΩ

sinΩt

) (5.96)

である。
t = 0 で系は z軸方向のスピン上向きの状態 |+ 〉 にあったとして c+(0) = 1, c−(0) = 0 とすると

c−(t) = eiωt/2
ω1

iΩ
sinΩt , c+(t) = e−iωt/2

(
cosΩt+

ω0 − ω/2
iΩ

sinΩt

)
になる。時刻 t でスピン下向きの状態 | − 〉 になる確率 P−(t) は

P−(t) =

∣∣∣∣∣( 0 1 )

(
c+
c−

)∣∣∣∣∣
2

= |c−|2 = A sin2Ωt , A =
ω2
1

Ω2
=

(2µB1)
2

(ℏω − 2µB0)2 + (2µB1)2
(5.97)

である。B1 = 0 の場合, c−(t) = 0 でありスピンの逆転は起こらない。回転磁場 B1 が加わると, ス
ピンの向きは逆転する。特に, ℏω = 2µB0 のとき A = 1 になり完全に逆転する時刻がある。これは
B1 6= 0 であれば常に起こる。

0.02

0.2

1 2 ℏω/µB0

A

0

1
B1/B0 = 0.02, 0.2 の場合, 振幅 A を ℏω/µB0 の関数として右図

に示す。|ℏω − 2µB0| ≤ 2µB1 とき A ≥ 1/2 であるから, 微弱な回
転磁場 B1 � B0 の場合, ℏω が 2µB0 の近傍だけ A ≈ 1 になり共
鳴が起こる。B1 = 0 のとき H の固有状態は | ± 〉 であり固有エネ
ルギーは E± = ±µB0 である。これに角振動数 ω の微弱な回転磁
場を加えると, ℏω がエネルギー差 E+−E− = 2µB0 に等しいとき
だけ, |+ 〉 → |− 〉 の遷移は大きくなる。時間に周期的に依存する
外場が作用すると, この様な共鳴現象が起こる ( 251ページ参照 )。

問題 5.9 (5.94)の H(t) を

H(t) = H0 +Hxy(t) , H0 = µB0σz , Hxy(t) = µB1

(
σx cosωt+ σy sinωt

)
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に分割する。iℏ dχ/dt = H0χ(t) の解は u± を定数として u+e
−iω0t|+ 〉+ u−e

iω0t| − 〉 である。これ
を拡張して iℏ dχ/dt = Hχ(t) の解を

u+(t) e
−iω0t|+ 〉+ u−(t) e

iω0t| − 〉 , つまり χ(t) =

(
u+(t) e

−iω0t

u−(t) e
iω0t

)
= e−iH0t/ℏ

(
u+(t)

u−(t)

)

とすると
du±
dt

= − iω1e
∓i(ω−2ω0)tu∓

になることを示せ。この微分方程式を解き (5.96)を求めよ。244ページの相互作用描像 (ディラッ
ク描像 )による解法である。

問題 5.10 H が (5.94)の場合, z軸まわりに角速度 ω で回転する座標系から見れば, 磁場は時間に
依存しない。これを利用して iℏ dχ/dt = Hχ(t) を解く。D(θ) = e−iθσz/2 とする ( (5.130)参照 )。

1. (5.64)よりD†(ωt)H(t)D(ωt) = H(0) を示せ。
2. χ(t) = D(ωt)φ(t) とすると iℏ dχ/dt = Hχ(t) は

dφ

dt
= − iΩ n·σφ , ただし n =

ω1

Ω
ex +

ω0 − ω/2
Ω

ez , Ω =

√
(ω0 − ω/2)2 + ω2

1

になることを示せ。n は単位ベクトルである。Ω n·σ は時間に依存しないから積分できる。

χ(t) = e−iωtσz/2
(
cosΩt− in·σ sinΩt

)
χ(0)

を示し (5.96)を求めよ。

問題 5.11 H(t) の固有状態 χ±(θb, ωt) により χ(t) = d+(t)χ+(θb, ωt)+ d−(t)χ−(θb, ωt) と表せる。

d±(t) = e−iωt/2

(
d±(0) cosΩt+

± d±(0)
(
ω2
2 − ω0ω/2

)
− d∓(0)ω1ω/2

iω2Ω
sinΩt

)
(5.98)

を示せ。ただし ω2 = µB/ℏ =
√
ω2
0 + ω2

1 である。また, χ†(t)χ(t) = |d+(t)|2 + |d−(t)|2 が時間に依
らないことを確かめよ。

5.11 角運動量の合成
2つの部分系 1, 2 からなる合成系の角運動量を考える。部分系の角運動量演算子 J1, J2 は交換関

係 (5.5)

[ J1i , J1j ] = i
∑
k

εijkJ1k , [ J2i , J2j ] = i
∑
k

εijkJ2k

を満たす。2つの部分系は完全に独立な系, つまり [ J1i , J2j ] = 0 である。例えば, 2つの粒子の軌
道角運動量 L1 と L2 は以上の性質を満たす。また, スピン S をもつ粒子の場合, 軌道角運動量 L

と S は同一粒子の演算子であるが, 異なる自由度に伴う角運動量であるから [Li , Sj ] = 0 である。
部分系の角運動量については固有関数が分かっているとき, 合成系の角運動量の固有関数をどの

ようにして作るかが問題になる。これが角運動量の合成である。古典力学的には単なるベクトルの
和 J1 +J2 であるが, 量子力学では多少込み入った話になる。合成系の状態は, それぞれの部分系の
状態を指定して表せるから, 部分系の直積

| j1m1 , j2m2 〉 ≡ | j1m1 〉| j2m2 〉
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で書ける。ただし, | jkmk 〉 は ( k = 1, 2 )

J2
k | jkmk 〉 = jk(jk + 1)| jkmk 〉 , Jkz | jkmk 〉 = mk| jkmk 〉

である。以下では, 表記を簡単にするため

| j1m1 〉 = |m1 〉 , | j2m2 〉 = |m2 〉 , | j1m1 , j2m2 〉 = |m1 , m2 〉 = |m1 〉|m2 〉

と略記する。合成系の角運動量 J は J = J1 ⊗ I2 + I1 ⊗ J2 で定義される。Ik は部分系 k の状態に
作用する恒等演算子 (状態を全く変えない演算子)である。簡単のため Ik は省略して J = J1 + J2

で表す。J1 , J2 はそれぞれ部分系 2, 部分系 1に対しては恒等演算子として作用する。例えば

J1xJ2x|m1 , m2 〉 =
(
J1x|m1 〉

)(
J2x|m2 〉

)
(J1x + J2x) |m1 , m2 〉 =

(
J1x|m1 〉

)
|m2 〉+ |m1 〉

(
J2x|m2 〉

)
である。括弧はどこまで作用するか明確にするため付けた。
合成系の角運動量 J = J1 + J2 も (5.5)を満たす。

[ Ji , Jj ] = [ J1i + J2i , J1j + J2j ] = [ J1i , J1j ] + [ J2i , J2j ] = i
∑
k

εijk (J1k + J2k) = i
∑
k

εijkJk

したがって, 5.1節の固有値と固有関数の結果は J = J1 +J2 についてもそのまま使え, J2 と Jz の
同時固有関数 | jm 〉

J2| jm 〉 = j(j + 1) | jm 〉 , Jz| jm 〉 = m | jm 〉

が存在する。合成系の状態 | jm 〉 を直積 ( これも合成系の状態 )で表そう。
Jz は部分系の和 Jz = J1z + J2z であるから

Jz|m1 , m2 〉 =
(
J1z|m1 〉

)
|m2 〉+ |m1 〉

(
J2z|m2 〉

)
= (m1 +m2) |m1 , m2 〉

したがって, 直積は Jz の固有関数である。一方

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1 ·J2 , 2J1 ·J2 = 2J1zJ2z + J1+J2− + J1−J2+

に対しては c±(j,m) =
√
(j ∓m)(j ±m+ 1) とすると(

J2
1 + J2

2

)
|m1 , m2 〉 =

(
j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1)

)
|m1 , m2 〉

2J1 ·J2|m1 , m2 〉 = 2m1m2 |m1 , m2 〉+ c+(j1,m1)c−(j2,m2)|m1+1 , m2−1 〉

+ c−(j1,m1)c+(j2,m2)|m1−1 , m2+1 〉 (5.99)

であるから, 一般に, 直積 |m1 , m2 〉 は J2 の固有関数ではない。ただし

c+(j1,m1) = c+(j2,m2) = 0 または c−(j1,m1) = c−(j2,m2) = 0

つまり m1 = j1, m2 = j2 またはm1 = − j1, m2 = − j2 の場合は例外的であり

J2|m1 , m2 〉 =
(
j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1) + 2j1j2

)
|m1 , m2 〉 = j(j + 1)|m1 , m2 〉 , j = j1 + j2
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になる。直積は J2 の固有関数である。問題は j = j1 + j2 , m = ± j 以外の | jm 〉 を直積で表す
ことである。|m1 , m2 〉 は Jz の固有値 m1 +m2 の固有関数であるから, m1 +m2 = m を満たす
|m1 , m2 〉 の任意の線形結合∑

m1,m2

Cm1m2 |m1 , m2 〉 , ただし m1 +m2 6= m のとき Cm1m2 = 0

は Jz の固有値 m の固有関数である。J2 の固有関数になるように係数 Cm1m2
を決める。

|m1| ≤ j1, |m2| ≤ j2 であるから, Jz の固有値 m = m1 +m2 は |m| ≤ j1 + j2 である。m の最大
値が j1 + j2 ということは j の最大値も j1 + j2 である。m = j1 + j2 になる m1, m2 の組み合わせ
は m1 = j1, m2 = j2 だけであるから

| j=j12 , m=j12 〉 = |m1=j1 , m2=j2 〉 , ただし j12 = j1 + j2 (5.100)

になる。これは上で確かめたことである。(5.100)に J− = J1− + J2− を作用させると

J−| j=j12 , m=j12 〉 = (J1− + J2−) |m1=j1 , m2=j2 〉

である。左辺は (5.17)で j = m = j12 とすると

J−| j=j12 , m=j12 〉 =
√
2j12 | j=j12 , m=j12−1 〉

一方, 右辺は

(J1− + J2−) |m1=j1 , m2=j2 〉 =
(
J1−|m1=j1〉

)
|m2=j2〉+ |m1=j1 〉

(
J2−|m2=j2 〉

)
=
√
2j1 |m1=j1−1 , m2=j2 〉+

√
2j2 |m1=j1 , m2=j2−1 〉

であるから

| j=j12 , m=j12−1 〉 =

√
j1
j12
|m1=j1−1 , m2=j2 〉+

√
j2
j12
|m1=j1 , m2=j2−1 〉 (5.101)

になる。この状態に再び J− = J1− + J2− を作用させると

| j=j12 , m=j12−1 〉 → | j=j12 , m=j12−2 〉

|m1=j1−1 , m2=j2 〉 → |m1=j1−2 , m2=j2 〉 と |m1=j1−1 , m2=j2−1 〉 の線形結合

|m1=j1 , m2=j2−1 〉 → |m1=j1−1 , m2=j2−1 〉 と |m1=j1 , m2=j2−2 〉 の線形結合

になるから | j=j12 , m=j12−2 〉 を

|m1=j1−1 , m2=j2−1 〉 , |m1=j1−2 , m2=j2 〉 , |m1=j1 , m2=j2−2 〉

で表せる。m1 +m2 = j12 − 2 = j1 + j2 − 2 を満たす |m1 , m2 〉 はこの 3つである。この操作を繰
り返せば | j=j12 , m 〉 , m = j12, · · · , − j12 を直積 |m1 , m2 〉 で表すことができる。
次に j が 1つ小さい | j=j12−1 , m 〉 を求める。この場合 m の最大値は m = j12 − 1 である。Jz

の固有値が j12 − 1 になる |m1 , m2 〉 は |m1=j1 , m2=j2−1 〉 と |m1=j1−1 , m2=j2 〉 の 2つだけ
であるから

| j=j12−1 , m=j12−1 〉 = c1 |m1=j1−1 , m2=j2 〉+ c2 |m1=j1 , m2=j2−1 〉
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と表せる。この状態と | j=j12 , m=j12−1 〉 は J2 の固有値が異なるから直交する。(5.101)より直
交条件は√j1 c1 +

√
j2 c2 = 0 である。これと規格化条件 |c1|2 + |c2|2 = 1 から

| j=j12−1 , m=j12−1 〉 =

√
j1
j12
|m1=j1 , m2=j2−1 〉 −

√
j2
j12
|m1=j1−1 , m2=j2 〉 (5.102)

とすればよい。これに J− を繰り返し作用させれば | j = j12−1 , m 〉 を |m1 , m2 〉 で表せる。問題
5.12より (5.102)が J2 の固有関数になることは示せる。
同様にして j = j12 − n , n = 1, 2, · · · の状態を求めることができる。j = m = j12 − n の状態は

m1 +m2 = j12 − n を満たす n+ 1個の直積

| j=j12−n , m=j12−n 〉 =
n∑
k=0

Ck |m1=j1−k , m2=j2−n+k 〉 , Ck = Cj1−k, j2−n+k

m

j12

j12−1
j12−2

−j12
−j12+1

−j12+2

j=j12

j12−1
j12−2

で表せる。規格化と既に求まっている j12 − n < j ≤ j12 である n個の
| j , m=j12−n 〉 との直交条件から Ck は決まる。更に, j = m = j12−n
に J− を作用させると

| jm 〉 =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

| j1m1 , j2m2 〉〈 j1m1 j2m2 | jm 〉 (5.103)

が求まる。展開係数 Cm1m2 を 〈 j1m1 j2m2 | jm 〉で表しクレブシュ・ゴ
ルダン (Clebsch–Gordan)係数, 略して CG係数という。m1 +m2 6=
m のとき, CG係数は 0 である。以上の手順を図で表すと右図になる。• が | jm 〉 を表し, 矢印は
J− の作用を表す。また, 破線で結んだ 2つの状態は直交させる。出発点は j = m = j12 = j1 + j2

の状態で, これは直積 (5.100)である。
j には下限がある。j の最小値を jm とする。j が与えられたとき | jm 〉 は 2j + 1個存在する。

j = jm + k , k = 0, 1, · · · , j1 + j2 − jm の場合, 状態の総数は
j1+j2−jm∑

k=0

(
2 (jm + k) + 1

)
= (j1 + j2 + 1)2 − j2m

になる。ところで, | jm 〉 は | j1m1 , j2m2 〉 の線形結合で表せるが, 互いに直交する線形結合の状態
数は基底となる | j1m1 , j2m2 〉 の総数 (2j1 + 1)(2j2 + 1) に等しいから

(j1 + j2 + 1)2 − j2m = (2j1 + 1)(2j2 + 1) , ∴ jm = | j1 − j2 |

合成角運動量の j は
j = | j1 − j2|, | j1 − j2|+ 1, · · · , j1 + j2 (5.104)

になる。これは普通のベクトルの大きさの関係式
∣∣ |J1| − |J2|

∣∣ ≤ |J | ≤ |J1|+ |J2| に対応する。
J2, Jz の固有関数 (5.103)は j1, j2 については和を取らないから J2

1 , J
2
2 の固有関数でもあり

J2
1 | jm 〉 = j1(j1 + 1) | jm 〉 , J2

2 | jm 〉 = j2(j2 + 1) | jm 〉

を満たす。J2, Jz, J
2
1 , J

2
2 の同時固有関数の組が存在するということは, これらが互いに可換であ

ることを意味する。J2
1 と J1 の各成分は可換であるから

[J2 , J2
1 ] = [J2

1 + 2J1 ·J2 + J2
2 , J

2
1 ] = 0 , 同様に [J2 , J2

2 ] = 0
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である。一方, J2 と J1, J2 の各成分は非可換である。例えば

[J2 , J1z ] = 2 [J1 ·J2 , J1z ] = 2 [ J1x , J1z ]J2x + 2 [ J1y , J1z ]J2y = i (J1xJ2y − J1yJ2x) 6= 0

1と 2を入れ替えれば

[J2 , J2z ] = − i (J1xJ2y − J1yJ2x) 6= 0 , [J2 , Jz ] = [J2 , J1z ] + [J2 , J2z ] = 0

したがって, J2 と J1z, J2z の同時固有関数の組は存在しない。直積 |m1 , m2 〉 は J1z, J2z の固有
関数であるが J2 の固有関数ではない ( m1 = ± j1 , m2 = ± j2 は例外である )。
|m1 , m2 〉 の組も | jm 〉 の組も完全系という点では同等である。合成系の状態として, どちらの

組を採用するかは, 扱う問題に依存する。例えば, ハミルトニアンに J1 ·J2 が現れる場合, (5.99) に
示したように, J1 ·J2 が |m1 , m2 〉 に作用した結果は複雑であるが

2J1 ·J2| jm 〉 =
(
J2 − J2

1 − J2
2

)
| jm 〉 =

(
j(j + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)

)
| jm 〉 (5.105)

になるから, 合成系の状態として | jm 〉 を用いた方が簡単になる。

問題 5.12 (5.102)の右辺に J+ = J1+ + J2+ を作用させると 0 になることを確かめよ。(5.27)と
同様にして, (5.102) は J2 の固有関数である。

CG係数の基本的性質
m = m1 +m2 かつ |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 でなければ 〈 j1m1 j2m2 | jm 〉 = 0 である。CG係数はす
べて実数にできる。これと | jm 〉 及び | j1m1 , j2m2〉 の直交性から

〈 jm | j′m′ 〉 =
∑
m1,m2

m′
1,m

′
2

〈 j1m1 j2m2 | jm 〉〈 j1m′
1 j2m

′
2 | j′m′ 〉〈 j1m1 , j2m2 | j1m′

1 , j2m
′
2 〉

=
∑
m1,m2

〈 j1m1 j2m2 | jm 〉〈 j1m1 j2m2 | j′m′ 〉 = δjj′ δmm′ (5.106)

である。直積の規格直交性 〈 j1m1 j2m2 | j1m′
1 j2m

′
2 〉 = δm1m′

1
δm2m′

2
は | jm 〉 の完備性から∑

j m

〈 j1m1 j2m2 | jm 〉〈 j1m′
1 j2m

′
2 | jm 〉 = δm1m′

1
δm2m′

2
(5.107)

である。

J±|jm〉 = (J1± + J2±)
∑
〈 j1m1 j2m2 | jm 〉 | j1m1 , j2m2 〉

=
∑
〈 j1m1 j2m2 | jm 〉

[ (
J1±| j1m1 〉

)
| j2m2 〉+ | j1m1 〉

(
J2±| j2m2 〉

) ]
に (5.16), (5.17)を適用すると漸化式√

(j ∓m)(j ±m+ 1) 〈 j1m1 j2m2 | j m±1 〉

=
√
(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1) 〈 j1m1∓1 j2m2 | jm 〉

+
√
(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2) 〈 j1m1 j2m2∓1 | jm 〉 (5.108)
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を得る。この漸化式を使うと, 例えば 〈 j1j1 j2j2 | j1+j2 j1+j2 〉 = 1 から他の全ての CG係数を求め
ることができる。実際, CG係数の具体的表現が求まっており m = m1 +m2 のとき

〈 j1m1 j2m2 | jm 〉

=

√
(2j1 + 1)(j1 + j2 − j)! (j1 − j2 + j)! (−j1 + j2 + j)!

(j1 + j2 + j + 1)!

×
√
(j1 +m1)! (j1 −m1)! (j2 +m2)! (j2 −m2)! (j +m)! (j −m)!

×
∑
k

(−1)k

k! (j1 + j2 − j − k)! (j1 −m1 − k)! (j2 +m2 − k)! (j − j2 +m1 + k)! (j − j1 −m2 + k)!

である。ただし, 整数 k は分母の各整数が非負の範囲で和をとる。

スピン 1/2 の合成 j1 = j2 = 1/2

簡単のため | jk= 1
2 mk=± 1

2 〉 = | ± 〉k と略記する。(5.104)より j = 1, j = 0 になる。
| j=1 m=1 〉 = |+ 〉1|+ 〉2 である。(5.17)より

J−| j=1 m=1 〉 =
√
2 | j=1 m=0 〉 ,

(
J1− + J2−

)
|+ 〉1|+ 〉2 = | − 〉1|+ 〉2 + |+ 〉1| − 〉2

であるから
| j=1 m=0 〉 = |+ 〉1| − 〉2 + | − 〉1|+ 〉2√

2
(5.109)

になる。更に J− を作用させると | j=1 m=−1 〉 = | − 〉1| − 〉2 である。m = 0 の状態には j = 0 も
ある。これは (5.109)に直交するから | j=0 m=0 〉 =

(
|+ 〉1| − 〉2− |− 〉1|+ 〉2

)
/
√
2 とすればよい。

| j1m1 〉| j2m2 〉 は 2× 2 = 4個であるから | jm 〉 も 4個あり

| j=1 m 〉 =


| ± 〉1| ± 〉2 , m = ± 1

|+ 〉1| − 〉2 + | − 〉1|+ 〉2√
2

, m = 0

| j=0 m=0 〉 = |+ 〉1| − 〉2 − |− 〉1|+ 〉2√
2

(5.110)

になる。j = 0 の状態は 1つしかないのでスピン 1重項, j = 1 は 3つあるのでスピン 3重項という。
J1 の状態と J2 の状態を交換すると | j =0 m=0 〉 は符号が変わるが (反対称 ), | j =1 m 〉 は交

換に対して不変である (対称 )。この性質は, 例えば, 2電子系を扱うとき重要になる。J1 = σ1/2 ,

J2 = σ2/2 とする。
Pσ =

1 + σ1 ·σ2

2
(5.111)

を考える。σ2
1 = σ2

2 = 3 より J2 =
(
σ1 + σ2

)2
/4 = Pσ + 1 になるから

Pσ| j=1 m 〉 = | j=1 m 〉 , Pσ| j=0 m=0 〉 = − | j=0 m=0 〉

Pσ は J1 の状態と J2 の状態を交換する演算子である。

問題 5.13

1. Pσ| ± 〉1| ± 〉2 = | ± 〉1| ± 〉2 , Pσ| ± 〉1| ∓ 〉2 = | ∓ 〉1| ± 〉2 を確かめよ。
2. 2回交換すれば元に戻るから P 2

σ = 1 である。これから (
σ1 ·σ2

)2
= 3 − 2σ1 ·σ2 になるが, こ

れを (5.62)を用いて導け。
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3. P1 =
(
1− σ1 ·σ2

)
/4 , P3 = 1− P1 は, それぞれスピン 1重項, スピン 3重項への射影演算子で

あることを示せ。P 2
1 = P1 , P

2
3 = P3 , P1P3 = 0 である。

軌道角運動量とスピン 1/2 の合成
J = L+ S とする。J2 と Jz の同時固有関数 | jm 〉 を L2 , Lz の固有関数 | ℓmℓ 〉 とスピンの固有
関数 | ± 〉 で表す。| ℓmℓ 〉 は球面調和関数 Yℓmℓ

(θ, ϕ) である。5.11の手順により J− を作用させて
求めることもできるが, ここではスピンの状態が | ± 〉 の 2つだけであることを利用する。ℓ = 0 の
場合 j = 1/2 であり, Y00 = 1/

√
4π より | jm 〉 = | ± 〉/√4π になる。以下では ℓ 6= 0 とする。なお,

Lz の固有値 mℓ は整数であるが m は半整数である。
| j=ℓ+ 1

2 m=±j 〉 = | ℓ ± ℓ 〉|± 〉 である。|m| < ℓ+1/2 の場合, Jz = Lz + Sz の固有値が m にな
る直積は |φ± 〉 ≡ | ℓ m∓ 1

2 〉|± 〉 の 2つだけであるから

| jm 〉 = c1 |φ+ 〉+ c2 |φ− 〉

とおける。これは任意の係数 c1, c2 に対して Jz の固有関数であるから, J2 の固有関数

J2
(
c1 |φ+ 〉+ c2 |φ− 〉

)
= j(j + 1)

(
c1 |φ+ 〉+ c2 |φ− 〉

)
(5.112)

になるように c1, c2 を決める。(5.99)より

2L·S |φ± 〉 = (±m− 1/2) |φ± 〉+
√
j20 −m2 |φ∓ 〉 , j0 ≡ ℓ+ 1/2 (5.113)

になるから

J2|φ± 〉 =
(
L2 + S2 + 2L·S

)
|φ± 〉 =

(
j20 ±m

)
|φ± 〉+

√
j20 −m2 |φ∓ 〉

したがって, (5.112)は j20 +m− j(j + 1)
√
j20 −m2√

j20 −m2 j20 −m− j(j + 1)

 c1

c2

 = 0 (5.114)

になる。左辺の行列式 = 0 より j = j0 = ℓ + 1/2 , j = j0 − 1 = ℓ − 1/2 になる。これは (5.104)で
ある。(5.114)と規格化条件 c21 + c22 = 1 より c2 > 0 とすると

| j=ℓ± 1
2 m 〉 = ±

√
ℓ+ 1/2±m

2ℓ+ 1
| ℓ m− 1

2 〉|+ 〉+
√
ℓ+ 1/2∓m

2ℓ+ 1
| ℓ m+ 1

2 〉|− 〉

これは | j = ℓ+ 1
2 m = ±j 〉 も含む。球面調和関数を用いて 2 成分スピノールで表した波動関数を

Yℓjm(θ, ϕ) とすると

Yℓjm(θ, ϕ) =
1√

2ℓ+ 1

 ±√ℓ+ 1/2±mYℓm−1/2(θ, ϕ)√
ℓ+ 1/2∓mYℓm+1/2(θ, ϕ)

 , j = ℓ± 1/2 (5.115)

である。Yℓjm の具体形はともかくとして

J2Yℓjm = j(j + 1)Yℓjm , L2Yℓjm = ℓ(ℓ+ 1)Yℓjm

2L·S = J2 −L2 − S2 であるから

2L·S Yℓjm = κℓjYℓjm , κℓj = j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− 3

4
=

{
ℓ , j = ℓ+ 1/2

− ℓ− 1 , j = ℓ− 1/2
(5.116)

Yℓjm は L·S の固有関数でもある。一方, (5.113)より直積 Yℓm∓1/2| ± 〉 は m2 6= j20 のとき L·S の
固有関数ではない。(5.116)は 167, 211ページで使う。
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問題 5.14 j1 = 1, j2 = 1 のとき全角運動量の固有関数 | jm 〉 を直積 | j1m1 〉| j2m2 〉 で表せ。
| j=0 , m=0 〉 は | j=2 , m=0 〉 , | j=1 , m=0 〉 と直交する。位相の不定性はあるが

| j=0 , m=0 〉 = 1√
3

(
|m1=0 〉|m2=0 〉 − |m1=−1 〉|m2=1 〉 − |m1=1 〉|m2=−1 〉

)
(5.117)

になる。

問題 5.15 前問で合成系の任意の状態は m1, m2 = 0, ±1 である 9個の | j1m1 〉| j2m2 〉 の線形結
合で表せる。m = 0 の状態に制限すれば (m1,m2) = (1,−1), (−1, 1), (0, 0) の 3個で表せる。

| 1 〉 = |m1=1 〉|m2=−1 〉 , | 2 〉 = |m1=−1 〉|m2=1 〉 , | 3 〉 = |m1=0 〉|m2=0 〉

とおく。
1. (5.99)を用いて J2| k 〉 , k = 1, 2, 3 を求めよ。
2. m = 0 の状態は ck を定数として c1| 1 〉+ c2| 2 〉+ c3| 3 〉 とおける。これから J2 の固有値及び
固有関数を求めよ。固有関数は問題 5.14で求めた m = 0 の結果に一致することを確かめよ。
ただし, 全体の位相の違いは無視する。

例題 ハミルトニアン H が A, B を定数として

H = 4AJ1 ·J2 +B (J1z + J2z) (5.118)

のとき, H の固有値と固有関数を求める。直積 |m1 , m2 〉 で扱うよりも | jm 〉 で扱った方が簡単に
なる。(5.105)より

H | jm 〉 = Ejm | jm 〉 , ただし Ejm = 2A
(
j(j + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)

)
+Bm

であり, | jm 〉 は H の固有関数である。j1 = j2 = 1/2 の場合

Ejm = 2A

(
j(j + 1)− 3

2

)
+Bm =

{
A+Bm , j = 1 のとき
− 3A , j = 0 のとき

(5.119)

になる。B = 0 ではスピン 1重項と 3重項は分離し, 3重項の 3つの状態は縮退している。B 6= 0 と
すると 3重項の縮退も解ける。

問題 5.16 j1 = j2 = 1/2 の場合, 直積は 4個だけであるから, 合成系の角運動量の固有関数を用
いなくても H の固有関数を求めることは簡単である。| 1 〉 = |+ 〉1|+ 〉2 , | 2 〉 = | − 〉1| − 〉2 , | 3 〉 =
|+ 〉1| − 〉2 , | 4 〉 = | − 〉1|+ 〉2 とおく。hij = 〈 i |H| j 〉 を行列要素とする 4× 4行列を求め, この行列
の固有値と固有ベクトルを求めよ。

5.12 ベルの不等式
量子力学の確率的性質は, 非常に奇妙な結果を導く。具体例として, スピン 1/2の 2粒子系が全ス

ピン S = 0のスピン 1重項状態 |S = 0 〉にある場合を考える。nを単位ベクトルとして n·σ の固有
値 ± 1 の固有状態 (5.72)を |n,±〉 で表す。粒子 1, 2の状態をそれぞれ | 〉1, | 〉2 とすると, (5.110)

より 2粒子系の状態は

|S = 0 〉 = 1√
2

(
|n,+ 〉1 |n,−〉2 − |n,−〉1 |n,+ 〉2

)
(5.120)
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と表せる。(5.72)より σz の固有状態 | ± 〉 = | ez,±〉 で表すと

|n,+ 〉 = cos(θ/2)|+ 〉+ eiϕ sin(θ/2)| − 〉 , |n,−〉 = sin(θ/2)|+ 〉 − eiϕ cos(θ/2)| − 〉

になるから
|S = 0 〉 = − eiϕ√

2

(
|+ 〉1| − 〉2 − |− 〉1|+ 〉2

)
位相 − eiϕ は物理的に無意味であるから, (5.120)は任意の n に対して同じ状態である。
粒子 1の σz を観測し +1 を得たとする。10ページの仮定 3′ より, 観測後の状態は |S = 0 〉 から
| ez,+ 〉1| ez,−〉2/

√
2 になる。引き続いて, 粒子 2の σz を観測すれば, 観測値は確実に −1 である。

一方, 粒子 1の σx を観測し +1 を得たとすると, 状態は | ex,+ 〉1| ex,−〉2/
√
2 になる。(5.74)より

|〈 ez,± | ex,−〉|2 = 1/2 であるから, 粒子 2の σz を観測すれば, 観測値が ± 1 になる確率は等しく,

観測値は全くランダムである。これは 2つの粒子が空間的に離れ, かつ, 粒子 1の観測直後に粒子 2

の観測を行う場合でも成り立つ。この場合, “常識的”には, 粒子 2の観測結果は粒子 1の観測とは独
立に決まるはずであるが, 量子力学では独立ではない。量子力学では, 粒子 1の観測情報が超光速で
瞬時に粒子 2に伝わるようで不合理に思える。そこで, Einstein-Podolsky-Rosen に従い
実在性 物理系は観測とは独立に存在する。観測は物理系を全く乱さずに行われ, 物理量の観測値

は確実に決まる。
局所性 空間的に離れた 2つの観測は, 観測情報が光速でも到達できない場合, 互いに独立である。

とする。量子力学では指定不可能な隠れた変数が存在するため, この変数を指定すれば確実に決ま
る観測値を, 量子力学は確率的にしか予言できないと考える。実在的局所性と量子力学が矛盾しな
いか調べる。
単位ベクトル a と b の方向のスピンの観測を行う。実在性から, 任意の n に対して n·σ の観測

値は確定値で +1 または −1 である。a·σ, b·σ を観測したら, 例えば, 常に +1, −1 になる状態を
(+−) で表す。ただし, a·σ と b·σ が同時に観測可能である必要はない。量子力学では a 6= ± b の
とき a·σ と b·σ は非可換であるから, 両者が確定値になる状態 (同時固有状態 )は存在しない。ai,
bi を ± として, 粒子 1の観測値を (a1b1), 粒子 2の観測値を (a2b2) で表す。粒子 1と粒子 2は十分
離れていて局所性が成り立つとすると, 2粒子系は (a1b1, a2b2) で指定できる。隠れた変数に伴う確
率分布として, (a1b1, a2b2) の確率を ρ(a1b1, a2b2) とする。全スピンが 0の場合, 同じ方向のスピン
の観測値は粒子 1と粒子 2で逆符号になるから, a1 = a2 または b1 = b2 のとき ρ(a1b1, a2b2) = 0 で
ある。粒子 1の a·σ が +1 の場合, 粒子 2の n·σ が ± 1 になる確率を P±(n) で表すと

P−(a) =
∑
b1b2

ρ(+b1,−b2) = ρ(++,−−) + ρ(+−,−+) , P+(a) = 0

P±(b) =
∑
b1a2

ρ(+b1, a2±) = ρ(+∓,−±)
(5.121)

になる。量子力学で P±(n) を求めると

P±(n) =
∣∣
1〈a,+ | 2〈n,± |S = 0 〉

∣∣2 =
1

2

∣∣∣〈a,+ |n,+ 〉〈n,± |n,−〉 − 〈a,+ |n,−〉〈n,± |n,+ 〉∣∣∣2
=

1

2

∣∣〈a,+ |n,∓〉∣∣2
(5.82)より

P±(n) =
1∓ a·n

4
, ∴ P+(a) = 0 , P−(a) =

1

2
, P±(b) =

1∓ a·b
4
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ρ(+∓,−±) =
(
1∓ a·b

)
/4 とすれば (5.121)は量子力学を再現する。

次に, 3方向 a, b, cのスピンの観測を考える。実在的局所理論では, 2粒子系は (a1b1c1, a2b2c2)で
指定できる。(a1b1c1, a2b2c2) の確率を ρ(a1b1c1, a2b2c2) とする。2方向と同様に, a1 = a2, b1 = b2,

c1 = c2 の 1つでも満たすとき ρ = 0 である。粒子 1の n·σ と粒子 2の n′ ·σ が共に +1 になる確
率を P (n,n′) とすると

P (a, b) =
∑
b1c1

∑
a2c2

ρ(+b1c1, a2+c2) = ρ(+−−,−++) + ρ(+−+,−+−)

P (a, c) = ρ(+−−,−++) + ρ(++−,−−+) , P (c, b) = ρ(+−+,−+−) + ρ(−−+,++−)

ρ ≥ 0 であるから
P (a, c) + P (c, b) ≥ P (a, b)

になる。これをベルの不等式という。量子力学では

P (n,n′) =
∣∣
1〈n,+ | 2〈n′,+ |S = 0 〉

∣∣2 =
1

2

∣∣〈n′,+ |n,−〉
∣∣2 =

1− n·n′

4

になるから, ベルの不等式が成り立つためには

1− a·c+ 1− b·c ≥ 1− a·b , つまり d·
(
d− 2c

)
≥ 0 , d ≡ a+ b

である。単位ベクトル a, b, c は任意であるが, a 6= ± b のとき c = d/|d | とすると

0 < |d | < 2 , ∴ d·
(
d− 2c

)
= |d |

(
|d | − 2

)
< 0

になり, 量子力学はベルの不等式を破る場合がある。ベルの不等式は実験的に検証できる。実験結
果は量子力学と一致し, ベルの不等式は成り立たない。

5.13 回転と角運動量
回転を考えるとき

1. 座標系を固定し物理系を回転する 2. 座標系を回転し物理系を固定する
の 2つの方法があるが, 以下では, 物理系を回転する。単位ベクトル nを回転軸とした角 θの回転を
R(n, θ) とする。θ > 0 の回転とは, 回転により右ネジが n の方向に進む場合を指す。物理量 A が
回転 R(n, θ) で A′ に変換されるとき A

R(n,θ)7−−−−→ A′ で表す。

a1

a2

nn·A

nA

ベクトルの回転
A

R(n,θ)7−−−−→ A′ を求める。

a2 = n×A , a1 = a2×n = A− nn·A (5.122)

とすると, a2 6= 0 のとき a1, a2, n は右手直交系をなす。|a1 | = |a2 | であ
るから A = a1 + nn·A を n軸まわりに角 θ回すと

A′ = a1 cos θ + a2 sin θ + nn·A = A cos θ + n×A sin θ + nn·A
(
1− cos θ

)
(5.123)

になる。これは n×A = 0 の場合も含む。単位ベクトル ei
R(n,θ)7−−−−→ e′i は

e′i = ei cos θ + n×ei sin θ + nn·ei
(
1− cos θ

)
(5.124)
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である。Ai = ei ·A とすると

A′ =
∑
i

Aie
′
i =

∑
i

A′
iei , A′

i = ei ·A′ =
∑
j

UijAj , Uij ≡ ei ·e′j (5.125)

である。

e′i =
∑
j

Ujiej =
∑
j

U†
ijej , ∴ e′i ·e′j =

∑
mn

U †
imUnjem ·en =

(
U†U

)
ij
= δij

3×3行列 U は実ユニタリ行列 (直交行列)である。
3×3エルミート行列 Σ1, Σ2, Σ3 を(

Σk
)
ij
= − i εkij = − i

(
ei×ej

)
k

(5.126)

で定義する。 ∑
j

(
v ·Σ

)
ij
Aj = − iv ·

(
ei×A

)
= i
(
v×A

)
i

Aを Ai を成分とする列ベクトルで表せば

v ·ΣA = iv×A (5.127)

になる。v ·Σ は 3×3行列である。v は微分演算子でもよい。∇×A(r) = − iΣ ·∇A(r) である。
Σn = n·Σ とすると, (5.122)の a1, a2 は

ΣnA = ia2 , Σ2
nA = iΣna2 = −n×a2 = a1

になるから

A′ = A+ a2 sin θ + a1

(
cos θ − 1

)
= UA , U = 1− iΣn sin θ +Σ2

n

(
cos θ − 1

)
である。(5.124)より Uij = ei ·e′j と上式は一致する。Σ3

nA = in×a1 = ia2 = ΣnA, Aは任意であ
るから Σ3

n = Σn, ただし Σ2
n 6= 1 になる。k ≥ 1 のとき Σ2k

n = Σ2
n, k ≥ 0 のとき Σ2k+1

n = Σn より

A′ = UA , U = exp
(
− iθn·Σ

)
= 1− iΣn sin θ +Σ2

n

(
cos θ − 1

)
(5.128)

である。

ψ(r1)

r1

ψ′(r)

r

θ

状態の回転
ψ(r)

R(n,θ)7−−−−→ ψ′(r) を考える。回転すると r になる点 ( r を逆回転した点 )

を r1 とすると ψ′(r) = ψ(r1) である。(5.123)より無限小回転のとき r1 =

r − θn×r であるから

ψ′(r) = ψ(r − θn×r) = ψ(r)− θ (n×r)·∇ψ(r) =
(
1− iθn·L

)
ψ(r)

L = − ir×∇ は軌道角運動量である。θ の有限回転と dθ の微小回転を続けて行えば θ + dθ の回転
になるから

R(n, θ + dθ) = R(n, dθ)R(n, θ) = (1− i dθn·L)R(n, θ) , ∴ dR(n, θ)

dθ
= −in·LR(n, θ)

R(n, 0) = 1 より

ψ′(r) = ψ(r1) = R(n, θ)ψ(r) , R(n, θ) = exp
(
− iθn·L

)
(5.129)
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になる。一般に系の全角運動量を J とすると |ψ 〉 R(n,θ)7−−−−→ |ψ′ 〉 は

|ψ′ 〉 = R(n, θ)|ψ 〉 , R(n, θ) = exp
(
− iθn·J

)
(5.130)

である。これを全角運動量の定義と見なしてよい。これから角運動量の交換関係が導ける ( (5.134)

参照 )。J はエルミート演算子であるから R はユニタリ演算子である。並進の演算子 (1.38)におい
て, 運動量を角運動量に置き換えると R になる。
exp
(
−iθn ·J

)をスピン状態に適用してみる。J = σ/2 である。ez を y 軸まわりに θ 回転 (Ry)
し, 次に z 軸まわりに ϕ回転 (Rz)すると, ez は (θ, ϕ)方向の単位ベクトル n になる。したがって,

σz の固有状態 | ± 〉 にこの 2つの回転を行えば, n·σ の固有状態 (5.72)になるはずである。

| ± 〉 Ry7−−→ e−iθσy/2 | ± 〉 Rz7−−→ R| ± 〉 , R = e−iϕσz/2e−iθσy/2

である。(5.64)よりパウリ行列を代入すると

R =

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)(
cos(θ/2) − sin(θ/2)

sin(θ/2) cos(θ/2)

)

になるから

R

(
1

0

)
= e−iϕ/2

(
cos(θ/2)

eiϕ sin(θ/2)

)
, R

(
0

1

)
= − e−iϕ/2

(
sin(θ/2)

− eiϕ cos(θ/2)

)

である。全体の位相 ± e−iϕ/2 を除けば (5.72)に一致する。回転する順番を逆にすると

e−iθσy/2e−iϕσz/2| ± 〉 = e∓iϕ/2e−iθσy/2| ± 〉

になる。| ± 〉を z軸まわりに回転しても位相が変わるだけで, 実質的に y軸まわりの回転である。

問題 5.17 RσzR
† = n·σ を示せ。これから R | ± 〉 が n·σ の固有状態であることを示せ。

演算子と回転
状態 |ψ 〉 と演算子 Aの両者を回転すると, 回転前と回転後で期待値は変化しない。回転後の Aを
A′ とすると

〈ψ |A |ψ〉 = 〈ψ |R†A′R |ψ〉 , ∴ A = R†A′R つまり A′ = RAR† (5.131)

である。演算子も |ψ 〉と同じユニタリ演算子で変換される。
期待値の変換性で演算子を分類する。状態を回転させたとき, 期待値が不変な演算子をスカラー

演算子, ベクトルの変換 (5.125)に従う演算子をベクトル演算子と定義する。スカラー演算子 S は
〈ψ |R†SR |ψ 〉 = 〈ψ |S |ψ 〉 である。無限小回転の場合

〈ψ | (1 + iθn·J)S (1− iθn·J) |ψ 〉 = 〈ψ |
(
S + iθ [n·J , S ]

)
|ψ 〉 = 〈ψ |S |ψ 〉 , ∴ [S ,J ] = 0

スカラー演算子は角運動量 J と可換な演算子であり S′ = RSR† = S になるから回転不変である。
ハミルトニアン H と J が可換な場合, H, J2, Jz の同時固有関数が存在する。これを |njm 〉 で表
わし, そのエネルギー固有値を Enjm とする ( n は状態を指定するのに必要な j, m 以外の量子数の
組 )。[H , J± ] = 0 及び J±|njm 〉 ∝ |nj m±1 〉 より

HJ±|njm 〉 = J±H|njm 〉 = EnjmJ±|njm 〉 , ∴ H|nj m±1 〉 = Enjm|nj m±1 〉 (5.132)
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である。Enj m±1 = Enjm になるから, 回転不変な H のエネルギー固有値は m に依存せず, 少なく
とも 2j + 1重に縮退する。
ベクトル演算子 V の定義は, 期待値が (5.125)

〈ψ |R†V R |ψ 〉 =
∑
i

〈ψ |Vi |ψ 〉e′i , ∴ R†V R =
∑
i

Vie
′
i (5.133)

を満たすことである。無限小回転では e′i = ei + θn×ei より

(1 + iθn·J)V (1− iθn·J) = V + θn×V , ∴ [V , n·J ] = in×V

n = ej としデカルト成分で表わせば

[Vi , Jj ] = i (ej×V )i = i
∑
k

εijkVk , [ Ji , Vj ] = i
∑
k

εijkVk (5.134)

である。V = J とすると角運動量の交換関係を得る。
V ′
i = RViR

† とすると (5.133)より

V =
∑
i

V ′
i e

′
i , ∴ V ′

i = RViR
† = V ·e′i , つまり V ′ =

∑
i

(V ·e′i)ei (5.135)

期待値が Vi = V ·ei と回転後同じになる V ′
i は ei を e′i で置き換えた V ·e′i である。上式は

V ′
i =

∑
j

Vjej ·e′i =
∑
j

VjUji =
∑
j

U †
ijVj

と表せる。(5.125)では U であるが V ′
i では U † = U−1 になる。(5.135)の V ′ と A′ =

∑
i

(A ·ei)e′i
と比較すると ei と e′i の位置が逆である。問題 5.17の場合 e′z = n より RσzR

† = n·σ になる。

問題 5.18 (5.134)より, ベクトル演算子の内積はスカラー演算子であること, 及び, R = e−iθn·J

のとき RV ·eiR† = V ·e′i を示せ。e′i は (5.124)で与えられる。

ベクトル V と角運動量の関係を扱う場合, デカルト成分 Vi ではなく

Vµ = eµ ·V =


∓Vx − iVy√

2
Vz

, eµ =


∓ ex − iey√

2
, µ = ± 1

ez , µ = 0
(5.136)

の方が便利になることがある。V = r とすれば (5.31)である。

e∗µ·eν = δµν , e∗µ = (−1)µe−µ , V =
∑
µ

Vµe
∗
µ =

∑
µ

(−1)µVµe−µ (5.137)

e0×e∗µ = iµ e∗µ , e±1×e∗±1 = ∓ ie0 , e±1×e∗∓1 = 0 (5.138)

が成り立つ。

5.14 ベクトル場とスピン 1

r1

r
θ

A′(r)

A(r1)
θ

ベクトル場の回転 A(r)
R(n,θ)7−−−−→ A′(r) の場合, A′(r) は A(r1) を回転

させたベクトルである。(5.128), (5.129)より

A′(r) = exp
(
−iθn·Σ

)
A(r1) = exp

(
−iθn·Σ

)
exp
(
−iθn·L

)
A(r)

= exp
(
−iθn·

(
L+Σ

))
A(r)
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になる。L+Σ が全角運動量である。Σ の定義 (5.126)と (16.2)より

(ΣiΣj)mn = δijδmn − δinδjm , ∴
[
Σi , Σj

]
= i
∑
k

εijkΣk , Σ2 = 2

Σ は大きさ 1の角運動量を表す行列である。Σ は rに依存しないから Lとは独立であり, スピン 1

と見なせる。
LiA(r) =

∑
k

ekLiAk(r) , ΣiA(r) =
∑
k

Ak(r)Σiek

である。L は Ak(r) に, Σ は ek に作用する。3成分であるスピン 1粒子の波動関数は, ベクトル場
A(r) で表せる。このとき, 3個の ek がスピン状態の基底である。(5.127)より

Σiek = ei ·Σek = i ei×ek = i
∑
k

εikjej (5.139)

である。Σkek = 0 になるから, ek は Σk の固有ベクトルで固有値は 0である。スピン 1演算子 Sx,

Sy, Sz の固有値 0の固有状態 |x 〉, | y 〉, | z 〉 をスピン状態の基底とすると, スピン 1粒子の波動関数
はデカルト成分のベクトルで表せる。

問題 5.19 in·
(
L+Σ

)
r =

(
n×r

)
·∇r − n×r = 0 であるから rf(r) は全角運動量 0の状態であ

り回転不変になる。(5.30), (5.117), (5.142)より, 軌道角運動量 1とスピン 1を合成した全角運動量
0の状態が rf(r) になることを示せ。

通常, スピン状態の基底は Sz の固有状態 |µ 〉 = | s=1, µ 〉, µ = 1, 0, −1 であり, 状態 ψ(r) は

ψ(r) =
∑

µ=0,±1

Aµ(r)|µ 〉 , Aµ = 〈µ |ψ 〉 (5.140)

と表せる。〈µ |Sk | ν 〉は (5.54)で与えられる。

A±1 =
(
∓Ax + iAy

)
/
√
2 , A0 = Az (5.141)

とすると (A±1 は (5.136)とは異なる。(5.144)参照 ), ψ(r) は

ψ(r) =
∑
k

Ak(r)| k 〉 (5.142)

ただし
|x 〉 = | −1 〉 − | 1 〉√

2
, | y 〉 = i

| 1 〉+ | −1 〉√
2

, | z 〉 = | 0 〉

になる。〈 k | k′ 〉 = δkk′ であり, S±|µ 〉 =
√
(1∓ µ)(2± µ) |µ±1 〉 より

Sx| y 〉 =
i

2
√
2

(
S+ + S−

)(
| 1 〉+ | −1 〉

)
= i | z 〉

他の成分も同様にすれば, (5.139)に対応する関係式

Si| j 〉 = i
∑
k

εijk| k 〉 , 〈 i |Sk | j 〉 = iεkji =
(
Σk
)
ij

(5.143)

が成り立つ。Sk| k 〉 = 0 より | k 〉 は Sk の固有状態で固有値は 0である。| k 〉を単位列ベクトル ek

で表すと, 波動関数 (5.142)はベクトル A(r) =
∑
k

Ak(r)ek になる。| k 〉 と |µ 〉 の関係は (5.136)の
ek と eµ の関係と同じであるから |µ 〉 は eµ になる。波動関数 (5.140)は

A(r) =
∑
µ

Aµ(r)eµ , Aµ(r) = 〈µ |ψ 〉 = e∗µ ·A(r) = (5.141) (5.144)
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である。Aµ = eµ ·A ではない。なお, 〈µ | k 〉 = e∗µ · ek であるから, (5.136)は

Vk ≡ ek ·V =
∑
µ

e∗µ ·ekVµ =
∑
µ

Vµ〈µ | k 〉 , Vµ ≡ eµ ·V =
∑
k

Vk〈 k |µ 〉 (5.145)

と表せる。

問題 5.20 Sn = n·S とする。Sn の固有値は 0, ± 1 であるから (Sn− 1)(Sn+1)Sn = S3
n−Sn = 0

が成り立つ。これを (5.143)から導け。exp
(
iθSn

) は Sn について高々 2次になるから

exp
(
iθSn

)
= f(θ) + g(θ)Sn + h(θ)S2

n

とおける。これを Sn の固有状態に作用させ f , g, h を求めよ。同じ結果を exp
(
iθSn

) をマクロー
リン展開して求めよ。(5.128)参照。

exp
(
± iπSy/2

)
| 0 〉 = ∓ |x 〉 , exp

(
± iπSx/2

)
| 0 〉 = ± | y 〉

を示せ。

問題 5.21 〈 i |S | j 〉 = − i ei×ej , 〈µ |S | ν 〉 = − i e∗µ×eν を示せ。

5.15 ウィグナー・エッカルトの定理と射影定理
2λ+ 1個の演算子 Tλµ, ( µ = −λ,−λ+ 1, · · · , λ )が系の全角運動量 J と交換関係

[ J± , Tλµ ] =
√
(λ∓ µ)(λ± µ+ 1)Tλµ±1 , [ Jz , Tλµ ] = µTλµ (5.146)

を満たすとき, Tλµ を λ階球面テンソル演算子 ( spherical tensor operator of rank λ )という。

[J , Tλµ ] =
∑
ν

Tλν〈λν |J |λµ 〉 (5.147)

を満たす演算子として定義してもよい。ただし |λµ 〉 は J2, Jz の同時固有状態

J2|λµ 〉 = λ(λ+ 1)|λµ 〉 , Jz|λµ 〉 = µ |λµ 〉

である。
• (5.146)より Sλµ = (−1)µT †

λ,−µ も λ階の球面テンソル演算子である。
• スカラー演算子は J と可換であるから 0階の球面テンソル演算子である。
• ベクトル演算子の交換関係 (5.134)を (5.136) の Vµ で表す。(5.145)より

[ Ji , Vµ ] =
∑
j

[ Ji , Vj ]〈 j |µ 〉 =
∑
kj

iεijkVk〈 j |µ 〉 =
∑
ν

Vν
∑
kj

〈 ν | k 〉iεijk〈 j |µ 〉

iεijk をスピン 1演算子 S の行列要素 (5.143)で表すと

[ Ji , Vµ ] =
∑
ν

Vν
∑
kj

〈 ν | k 〉〈 k |Si | j 〉〈 j |µ 〉 =
∑
ν

Vν〈 ν |Si |µ 〉

〈 ν |Si |µ 〉 = 〈 j=1 ν | Ji | j=1 µ 〉 であるから, (5.147)で T1µ = Vµ とすると上式になる。ベ
クトル演算子は 1階の球面テンソル演算子である。
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• 球面調和関数 Yλµ(θ, ϕ) を演算子と見なす。L は角度の 1階微分であるから

[L , Yλµ ] =
(
LYλµ

)
, ∴ [L± , Yλµ ] =

√
(λ∓ µ)(λ± µ+ 1)Yλµ±1 , [Lz , Yλµ ] = µYλµ

Yλµ は λ階の球面テンソル演算子である。

ウィグナー・エッカルトの定理
J2, Jz の同時固有関数を |αjm 〉 とする。α は状態を指定するために必要な j, m 以外の量子数の
集合を表わす。

〈α′j′m′ |Tλµ|αjm 〉 = 〈 j mλµ | j′m′ 〉 〈α′j′ ‖Tλ ‖αj 〉 (5.148)

が成り立つ。これをウィグナー・エッカルトの定理という。行列要素の m, m′, µ 依存性はCG係数
だけに現れる。〈α′j′ ‖Tλ ‖αj 〉 を縮小行列要素 ( reduced matrix element )という。
証明

| (jλ)j′m′ 〉 ≡
∑
mµ

Tλµ| jm 〉〈 j mλµ | j′m′ 〉

とする。(5.146)より

J+Tλµ| jm 〉 = [ J+ , Tλµ ] | jm 〉+ Tλµ J+| jm 〉

=
√

(λ− µ)(λ+ µ+ 1)Tλµ+1| jm 〉+
√

(λ− µ)(λ+ µ+ 1)Tλµ| j m+1 〉

であるから

J+| (jλ)j′m′ 〉 =
∑
mµ

〈 j mλµ | j′m′ 〉
(√

(λ− µ)(λ+ µ+ 1)Tλµ+1| jm 〉

+
√
(j −m)(j +m+ 1)Tλµ| j m+1 〉

)
=
∑
mµ

Tλµ| jm 〉
(
〈 j mλ µ−1 | j′m′ 〉

√
(λ− µ+ 1)(λ+ µ)

+ 〈 j m−1λµ | j′m′ 〉
√
(j −m+ 1)(j +m)

)
CG係数の漸化式 (5.108)を使うと

J+| (jλ)j′m′ 〉 =
√
(j′ −m′)(j′ +m′ + 1)

∑
mµ

Tλµ| jm 〉〈 j mλµ | j′m′+1 〉

=
√
(j′ −m′)(j′ +m′ + 1) | (jλ)j′m′+1 〉

を得る。同様にして

J±| (jλ)j′m′ 〉 =
√

(j′ ∓m′)(j′ ±m′ + 1) | (jλ)j′m′±1 〉 (5.149)

Jz| (jλ)j′m′ 〉 = m′ | (jλ)j′m′ 〉 (5.150)

である。これは角運動量の固有関数が満たす関係式 (5.16), (5.17)と同じであるから

〈 j′m′ | (jλ)j′′m′′ 〉 = δj′j′′δm′m′′〈 j′m′ | (jλ)j′m′ 〉

である。CG係数の直交性 (5.107)より∑
j′m′

| (jλ)j′m′ 〉〈 j mλµ | j′m′ 〉 =
∑
j′m′

∑
m′′µ′′

Tλµ′′ | jm′′ 〉〈 j m′′ λµ′′ | j′m′ 〉〈 j mλµ | j′m′ 〉

=
∑
m′′µ′′

Tλµ′′ | jm′′ 〉 δmm′′δµµ′′ = Tλµ| jm 〉
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になるから Cm′ = 〈 j′m′ | (jλ)j′m′ 〉 とすると

〈 j′m′ |Tλµ | jm 〉 =
∑
j′′m′′

〈 j′m′ | (jλ)j′′m′′ 〉〈 j mλµ | j′′m′′ 〉 = 〈 j mλµ | j′m′ 〉Cm′ (5.151)

である。後は Cm′ が m′ によらないことを示せばよい。

〈 j′m′ | J−J+ | (jλ)j′m′ 〉 = 〈 j′m′ |
(
J2 − Jz(Jz + 1)

)
| (jλ)j′m′ 〉 =

(
j′(j′ + 1)−m′(m′ + 1)

)
Cm′

であるが, (5.16), (5.149)を使えば

〈 j′m′ | J−J+ | (jλ)j′m′ 〉 = (j′ −m′)(j′ +m′ + 1)〈 j′m′+1 | (jλ)j′m′+1 〉

= (j′ −m′)(j′ +m′ + 1)Cm′+1

になる。したがって, Cm′+1 = Cm′ であり, Cm′ は m′ に依らない。そこで Cm′ = 〈 j′ ‖Tλ ‖j 〉 とお
けば (5.151)は (5.148)になる。

ウィグナー・エッカルトの定理にはCG係数 〈 j mλµ | j′m′ 〉 が含まれている。このCG係数の性
質から, 行列要素 〈α′j′m′ |Tλµ |αjm 〉 が 0 でないためには

m+ µ = m′ , | j − λ | ≤ j′ ≤ j + λ

を同時に満たすことが必要である。例えば, スカラー演算子 T00 = S の行列要素は

〈α′j′m′ |S |αjm 〉 = 〈 j m 0 0 | j′m′ 〉 〈α′j′ ‖S ‖αj 〉 = δjj′δmm′〈α′j ‖S ‖αj 〉

である。スカラー演算子は j や m の値を変えることはできない。また, 行列要素は m に依らない。

射影定理
ベクトル演算子 V の場合

〈α′jm′ |V |αjm 〉 = 〈α
′jm |J ·V |αjm 〉

j(j + 1)
〈 jm′ |J | jm 〉 (5.152)

が成り立つ。V の a方向部分は (a·V )a/|a|2 であるから, (5.152)では, 形式的に V の J方向に射
影した成分だけが寄与をする。このため (5.152)を射影定理 ( projection theorem )という。
証明 内積 V ·J はベクトルの球面テンソル表現 (5.136)を使うと

J ·V =
∑

µ=0,±1

(−1)µJµV−µ , J+1 = − J+/
√
2 , J−1 = J−/

√
2

と表せるから

〈α′jm |J ·V |αjm 〉 = m 〈α′jm |V0 |αjm 〉+
√

(j +m)(j −m+ 1)/2 〈α′j m−1 |V−1 |αjm 〉

−
√

(j −m)(j +m+ 1)/2 〈α′j m+1 |V1 |αjm 〉

ウィグナー・エッカルトの定理より

〈α′jm′ |Vµ |αjm 〉 = 〈 j m 1µ | j m′ 〉 〈α′j ‖V ‖αj 〉 , ∴ 〈α′jm |J ·V |αjm 〉 = Cj〈α′j ‖V ‖αj 〉

ただし

Cj = m 〈 j m 1 0 | j m 〉+
√
(j +m)(j −m+ 1)/2 〈 j m 1 −1 | j m−1 〉

−
√

(j −m)(j +m+ 1)/2 〈 j m 1 1 | j m+1 〉
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である。スカラー演算子 J ·V の行列要素は m に依存しないから Cj はmに依存しない。これから

〈α′jm′ |Vµ |αjm 〉 =
〈 j m 1µ | j m′ 〉

Cj
〈α′jm |J ·V |αjm 〉

である。Vµ = Jµ とすると

〈 jm′ | Jµ | jm 〉 =
〈 j m 1µ | j′m′ 〉

Cj
〈j m|J2 |j m〉 = 〈 j m 1µ | j′m′ 〉

Cj
j(j + 1)

になるから
〈α′jm′ |Vµ |αjm 〉 =

〈α′jm |J ·V |αjm 〉
j(j + 1)

〈 jm′ | Jµ | jm 〉

であり (5.152)が成り立つ。なお, Cj =
√
j(j + 1) である。

射影定理の適用例として, 質量 M , スピン s の粒子の磁気モーメント µ

µ = µ0

(
gℓL+ gsS

)
, µ0 =

eℏ
2M

=ボーア磁子 (5.153)

の期待値を求める。電子の場合 e > 0 を − e に置き換える。gℓ , gs は g因子あるいは磁気回転比と
呼ばれ

gℓ =


1

1

0

, gs =


2.002 , 電子
5.586 , 陽子
− 3.826 , 中性子

である。全角運動量 J = L+ S の固有状態 | jm 〉 における期待値 〈 jm |µ | jm 〉 を求める。

J2| jm 〉 = j(j + 1)| jm 〉 , Jz| jm 〉 = m| jm 〉 , L2| jm 〉 = ℓ(ℓ+ 1)| jm 〉

を満たす。射影定理を適用すると µ の期待値は

〈 jm |µ | jm 〉 = 〈 jm |J ·µ | jm 〉
j(j + 1)

〈 jm |J | jm 〉

になるから

〈 jm |µz | jm 〉 = 〈 jm |J ·µ | jm 〉
m

j(j + 1)
, 〈 jm |µx | jm 〉 = 〈 jm |µy | jm 〉 = 0

である。2L·S = J2 −L2 − S2 より

J ·µ = µ0

(
L+ S

)
·
(
gℓL+ gsS

)
=
µ0

2

(
(gℓ + gs)J

2 + (gℓ − gs)
(
L2 − S2

))
したがって

〈 jm |µz | jm 〉 = µ0gm , g =
gℓ + gs

2
+
gℓ − gs

2

ℓ(ℓ+ 1)− s(s+ 1)

j(j + 1)

になる。g をランデ ( Landé )の g因子という。s = 1/2 の場合

g = gℓ ±
gs − gℓ
2ℓ+ 1

, ただし j = ℓ± 1

2
(5.154)

である。

問題 5.22 2つの球面テンソル演算子 Tλ1µ1
, Tλ2µ2

から

(Tλ1
Tλ2

)λµ =
∑
µ1µ2

〈λ1 µ1 λ2 µ2 |λµ 〉Tλ1µ1
Tλ2µ2

を定義する。(Tλ1
Tλ2

)λµ は λ階の球面テンソル演算子であることを示せ。
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6 中心力での束縛状態
6.1 古典力学
ポテンシャル V (r) が原点からの距離 r にだけ依存する中心力ポテンシャル V (r) を考える。時

刻 t での質点の位置を r(t) とすると, ニュートン方程式は

M
d2r

dt2
= −∇V (r) = − r

r

dV

dr
(6.1)

である。v = dr/dt とすると力学的エネルギー E =Mv2/2 + V (r) は
dE

dt
=Mv · dv

dt
+
dr

dt
·∇V = v ·

(
M
dv

dt
+∇V

)
= 0

になり保存する。これは中心力でなくても成り立つ。軌道角運動量 L =Mr×v は
dL

dt
=Mv×v +Mr× dv

dt
= − r×r 1

r

dV

dr
= 0

になり, これも保存する。ただし, 中心力の場合だけである。L = Mr×v = 一定 より, 運動は定ベ
クトル L に直交し原点を含む平面上に限られる。この平面を xy平面とすれば z = 0 である。x, y
を 2次元極座標で表すと x = r cos θ , y = r sin θ であるから

E =
M

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+ V (r) =

M

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+ V (r) , L =M ( 0, 0, xẏ − ẋy ) =

(
0, 0, Mr2θ̇

)
L2 = (Mr2)2θ̇2 =一定 より

E =
M

2
ṙ2 + U(r) , ただし U(r) = V (r) +

L2

2Mr2

になる。これから運動は
dr

dt
= ±

√
2

M

(
E − U(r)

)
, ∴

∫
dr√

E − U(r)
= ±

√
2

M

∫
dt

で決まる。遠心力ポテンシャル L2/(2Mr2) が加わった U(r) での 1次元問題である。
質量 M1, M2 の 2粒子系を考える。粒子 2 が粒子 1 に及ぼす力を F とすると, 粒子 1 が粒子 2 に

及ぼす力は −F であるから, 運動方程式は M1r̈1 = F , M2r̈2 = −F になる。1と 2の運動方程式
の和から R̈ = 0, 質量で割った式の差から µ r̈ = F を得る。ただし

R =
M1r1 +M2r2
M1 +M2

, r = r1 − r2 ,
1

µ
=

1

M1
+

1

M2
(6.2)

重心 R の運動は等速直線運動である。相対運動は換算質量 µ の 1粒子の運動と等価である。F が
中心力の場合, (6.1)で M を µ で置き換えた式になる。

6.2 量子力学での重心運動の分離
例えば, 水素原子は陽子と電子の 2粒子系で, 陽子・電子間にはクーロン力が作用する。中心力が

作用する 2粒子系を量子力学で扱う場合, 古典力学と同様に, 重心運動と相対運動に分離できる。
2粒子系の波動関数 Ψ(r1, r2, t) はシュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
Ψ(r1, r2, t) = HΨ(r1, r2, t) , H = − ℏ2

2M1
∇2

1 −
ℏ2

2M2
∇2

2 + V (r1 − r2)
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に従う。ただし, 2粒子間の相互作用 V は相対位置だけに依存するとする。古典力学と異なり r1,

r2 は単に空間の場所を表し, 時間 t とは独立な変数である。また ∇1 , ∇2 はそれぞれ r1 , r2 のグラ
ディアントである。(6.2)の r と R を成分で表して r = (x, y, z ) , R = (X, Y, Z ) とすると

∂

∂x1
=

∂x

∂x1

∂

∂x
+
∂X

∂x1

∂

∂X
=

∂

∂x
+

M1

M1 +M2

∂

∂X
,

∂

∂x2
= − ∂

∂x
+

M2

M1 +M2

∂

∂X

y, z についても同様にすると

∇1 = ∇+
M1

M1 +M2
∇R , ∇2 = −∇+

M2

M1 +M2
∇R (6.3)

ただし, ∇, ∇R はそれぞれ r , R のグラディアントである。したがって
1

M1
∇2

1 +
1

M2
∇2

2 =
1

µ
∇2 +

1

M1 +M2
∇2
R ,

1

µ
=

1

M1
+

1

M2

これから

H = HR +Hrel , HR = − ℏ2

2(M1 +M2)
∇2
R , Hrel = −

ℏ2

2µ
∇2 + V (r)

になり, 重心 R だけに依存する部分 HRと相対座標 r だけに依存する部分 Hrel に完全に分離する。
そこで, 波動関数を変数分離して Ψ = φ̄(R, t) ψ̄(r, t) とすると, シュレーディンガー方程式は

1

φ̄(R, t)

(
iℏ
∂φ̄

∂t
−HRφ̄(R, t)

)
= − 1

ψ̄(r, t)

(
iℏ
∂ψ̄

∂t
−Hrelψ̄(r, t)

)
になる。左辺は r に依存せず, 右辺は R に依存しないから, 任意の R , r で両者が一致するために
は, 上式は t だけの関数である。これを便宜上 df(t)/dt とおくと

iℏ
∂φ̄

∂t
− df

dt
φ̄(R, t) = HRφ̄(R, t) , iℏ

∂ψ̄

∂t
+
df

dt
ψ̄(r, t) = Hrelψ̄(r, t)

φ(R, t) = eif(t)φ̄(R, t) , ψ(r, t) = e−if(t)ψ̄(r, t) とすると Ψ = φ̄ψ̄ = φψ であり

iℏ
∂φ

∂t
= eif(t)/ℏ

(
iℏ
∂φ̄

∂t
− df

dt
φ̄(R, t)

)
= HRφ(R, t), 同様にして iℏ

∂ψ

∂t
= Hrelψ(r, t)

になる。第 1式は質量 M1+M2 の自由粒子のシュレーディンガー方程式であり, 古典力学の R̈ = 0

に対応する。相対運動に関する第 2 式は V (r) の中を運動する質量 µ の 1 粒子のシュレーディン
ガー方程式であり, 古典力学では µ r̈ = F になる。
以下では, 相対運動について中心力ポテンシャルでの定常状態を扱う。換算質量 µ を M で表わ

し Hrel を H と記す。

6.3 動径方向の波動関数
中心力ポテンシャル V (r) のシュレーディンガー方程式は

Hψ(r) = E ψ(r) , H =
p2

2M
+ V (r) , p = − iℏ∇ (6.4)

である。ポテンシャルは r にだけ依存するから, この方程式を解くにはデカルト座標 x, y, z の代わ
りに極座標 r, θ, ϕ を用いた方が便利である。(5.24)と (16.40) より (6.6)は直ちに求まるが, ここで
は別の方法で求める。恒等式

(A×B)·(C×D) = A·CB ·D −A·DB ·C =

3∑
i, j=1

(
AiBjCiDj −AiBjCjDi

)
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は, 演算子で各成分が非可換の場合でも, 左から A, B, C, D として順序を保てば成り立つ。最後の
式はこの順に並べた。A = C = r , B = D = ∇ とすれば L = − i r×∇ は ( ∂i = ∂/∂xi )

L2 = −
∑
ij

xi ∂jxi︸︷︷︸
δij + xi∂j

∂j +
∑
ij

xi∂jxj︸︷︷︸
1 + xj∂j

∂i = −
∑
ij

x2i ∂
2
j + 2

∑
i

xi∂i +
∑
ij

xj xi∂j︸︷︷︸
∂jxi − δij

∂i

= − r2∇2 + r ·∇+ (r ·∇)
2

になる。r ·∇ = r
∂

∂r
より

L2 = − r2∇2 + r
∂

∂r
+ r

∂

∂r
r
∂

∂r
= − r2∇2 + 2r

∂

∂r
+ r2

∂2

∂r2

r 6= 0 のとき
∇2 =

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− 1

r2
L2 =

1

r

∂2

∂r2
r − 1

r2
L2 (6.5)

になるから

H = − ℏ2

2M
∇2 + V (r) = Hr +

ℏ2L2

2Mr2
, Hr = −

ℏ2

2M

1

r

∂2

∂r2
r + V (r) (6.6)

である。L2 を具体的に角度で表すと (5.24)になるが, 以下では L2 の具体形は必要としない。重要
な点は, 角度に依存する部分が L2 だけになることである。一般に (6.5)は r = 0 では成り立たな
い。例えば ∇2r−1 = − 4πδ(r) である。しかし, 原点で有界な関数に対しては, (6.5)は r = 0 を含
む全空間で成り立つ。
L は r の微分を含まないから Hr とは可換である。また, [L2 , L ] = 0 であるから [H , L ] = 0

になる。L の各成分は互いに非可換である。したがって, H, L2, Lz は互いに可換になり, これらの
同時固有関数が存在する。L2, Lz の同時固有関数は球面調和関数 Yℓm(θ, ϕ) であるから, H, L2, Lz

の同時固有関数 ψ(r) は

ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) , m = − ℓ, − ℓ+ 1, · · · , ℓ− 1, ℓ

とおける。任意の R(r) に対して ψ(r) は L2, Lz の固有関数である。ψ(r) が H の固有関数になる
ように R(r) を決める。L2Yℓm(θ, ϕ) = ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, ϕ) より Hψ(r) = Eψ(r) は(

− ℏ2

2M

1

r

d2

dr2
r +

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
+ V (r)

)
Rℓ(r) = ERℓ(r) (6.7)

になる。これから E と R(r) が決まる。これらは ℓ に依存するが m には依存しない。上式に rを
かければ (

− ℏ2

2M

d2

dr2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
+ V (r)

)
χℓ(r) = E χℓ(r) , ただし χℓ(r) = rRℓ(r) (6.8)

とも表せる。これは
Uℓ(r) = V (r) +

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
(6.9)

をポテンシャルとする 1次元シュレーディンガー方程式である。古典力学と同様に Uℓ には遠心力
による斥力のポテンシャルが加わる。
r ≥ 0 より r = 0 での境界条件が必要である。ψ(r) が全空間で有限であることを要請すると

lim
r→0

rRℓ(r) = χℓ(0) = 0 (6.10)
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である。点 r近傍の微小領域 d3r に粒子を見出す確率は

|ψ(r)|2d3r = |Rℓ(r)|2r2dr |Yℓm(θ, ϕ)|2dΩ = |χℓ(r)|2dr |Yℓm(θ, ϕ)|2dΩ , dΩ = dθ sin θ dϕ

|Yℓm(θ, ϕ)|2 を角度積分すると 1 である。したがって, r と r + dr に粒子を見出す確率は |χℓ(r)|2dr
であり, ψ(r) の規格化条件は ∫ ∞

0

dr |χℓ(r)|2 = 1

になる。これも 1次元と同じである。ただし, 境界条件が χℓ(0) = 0 である半無限領域 ( r ≥ 0 )を
考える。−∞ < x <∞ での偶関数ポテンシャルにおいて, 奇関数の固有関数だけを扱うことに対応
する。

問題 6.1 状態 ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) における確率の流れ j(r) は (5.37)で与えられる。R(r) が
(6.7)を満たすとき ∇·j = 0 を示せ。

縮退度
1次元の束縛状態に縮退はないから, 束縛状態の境界条件を満たす (6.8)の独立な解 χℓ(r) は 1つだ
けであり χℓ(r) は実数にとれる。また, (6.8)の左辺は ℓ に依存するが m には依存しないから, E も
m に依存しない。したがって, 中心力の場合, 2ℓ+1 個の独立な固有関数 Rℓ(r)Yℓm(θ, ϕ) は, 同じエ
ネルギー固有値になり 2ℓ+1重に縮退する ( (5.132)参照 )。粒子がスピンをもつ場合, スピンの大き
さを s とすると, 状態は R(r)Yℓm(θ, ϕ) | sms 〉 と表される。E は ms にも依らないから, H の固有
状態は (2s+ 1)(2ℓ+ 1)重に縮退する。特に必要がない限りスピン状態は考えない。

原点近傍の漸近形
r2V (r)

r→0−−−→ 0 の場合を考える。通常, この条件を満たすポテンシャルを扱う。ℓ 6= 0 のとき, 原点
近傍では遠心力ポテンシャルが支配的になり (6.8)は(

d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
χℓ ≈ 0 , ∴ χℓ(r)

r→0−−−→ Crℓ+1 +Dr−ℓ (6.11)

になる。χℓ(0) = 0 より D = 0 でなければならないから

χℓ(r)
r→0−−−→ Crℓ+1 (6.12)

である。ℓ が大きいほど斥力の遠心力が強くなるため, 粒子は原点に近づき難くなり, 存在確率 ∝
r2(ℓ+1) は急激に小さくなる。(6.12)は ℓ = 0の場合も成り立つ (問題 6.2 )。あるいは, χℓ(0) = 0 で
あるから α > 0 として χℓ(r)

r→0−−−→ Crα とおく。これを (6.8)に代入すると

−α(α− 1) + ℓ(ℓ+ 1) =
2M

ℏ2
r2
(
E − V (r)

)
r→0−−−→ 0 , ∴ α = ℓ+ 1 > 0

である。
(6.8)は 2階の微分方程式であるから, 独立な解は 2つ存在する。上の結果から, 2つの解は原点近

傍で rℓ+1 または r−ℓ に比例し, (6.8)の一般解は 2つの解の線形結合である。しかし, 原点での物理
的境界条件 (6.10) のため r−ℓ に比例する解は棄却する。ラプラス方程式 ∇2ψ(r) = 0 の場合, (6.8)

で V (r) = 0 , E = 0 とすればよいから rℓYℓm(θ, ϕ) と r−ℓ−1Yℓm(θ, ϕ) はラプラス方程式の厳密解で
ある。
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問題 6.2 ν > 0 として V (r)
r→0−−−→ v0r

1/ν/r2 とする。r2V (r)
r→0−−−→ 0 である。ℓ = 0 の場合

χ0(r) =
√
r u(x) , x = 2ν

√
−2Mv0/ℏ2 r1/(2ν)

とすると, u(x) はベッセルの微分方程式 (17.90)を満たすことを示せ。これから χ0(r)
r→0−−−→ Cr に

なり, 漸近形は v0, ν に依存しないことを示せ。

直交性
ℓ を与えたとき, (6.8)の固有値 E は一般に複数存在する。E を Enℓ で表し, nにより複数個の固有
値を区別する。

χnℓ
d2χn′ℓ

dr2
=

2M

ℏ2
(
Uℓ(r)− En′ℓ

)
χnℓχn′ℓ , χn′ℓ

d2χnℓ
dr2

=
2M

ℏ2
(
Uℓ(r)− Enℓ

)
χnℓχn′ℓ

の差をとると, ロンスキャンは
dW

dr
=

2M

ℏ2
(
Enℓ − En′ℓ

)
χnℓ(r)χn′ℓ(r) , W (r) = χnℓ

dχn′ℓ

dr
− χn′ℓ

dχnℓ
dr

(6.13)

になる。境界条件より W (0) =W (∞) = 0 であるから, 積分すれば(
Enℓ − En′ℓ

)
Inℓ,n′ℓ = 0 , Inℓ,n′ℓ′ =

∫ ∞

0

dr χnℓ(r)χn′ℓ′(r)

縮退はないから n 6= n′ のとき Enℓ 6= En′ℓ であり Inℓ,n′ℓ = δnn′ になる。一方, ℓ′ 6= ℓ のとき
Uℓ′(r) 6= Uℓ(r) であるから, χnℓ(r) と χn′ℓ′(r) は直交するとは限らない。しかし, 球面調和関数の直
交性を使うと ∫

d3r ψ∗
nℓm(r)ψn′ℓ′m′(r) = δℓℓ′δmm′Inℓ,n′ℓ′ = δnn′δℓℓ′δmm′

である。

パリティ
(2.67)より p2 はパリティ演算子 P と可換である。また, 原点からの距離 r も空間反転に対して不
変であるから, P と中心力の H は可換になりこれらの同時固有関数が存在する。実際, (5.39)より

PRℓ(r)Yℓm(θ, ϕ) = (−1)ℓRℓ(r)Yℓm(θ, ϕ) , つまり ψ(− r) = (−1)ℓψ(r) (6.14)

であるから, Rℓ(r)Yℓm(θ, ϕ) はパリティの固有関数で固有値は (−1)ℓ である。

束縛状態の節 (ノード)の個数
χℓ(r)の節には, 1次元の束縛状態 ( 46ページ )と同様の性質がある。λを適当な長さとして q = r/λ

とすると (6.8)は(
d2

dq2
− U(q) + ε

)
χ(q) = 0 , U(q) =

ℓ(ℓ+ 1)

q2
+

2Mλ2

ℏ2
V (r) , ε =

2Mλ2

ℏ2
E (6.15)

になる。(2.71)と同様に

χ(q) = ρ(q,ε) sin θ(q,ε) , dχ

dq
= ρ(q,ε) cos θ(q,ε) , ρ(q,ε) =

√
χ(q)2 +

(
dχ/dq

)2
とすると (2.73), (2.72)

dρ

dq
=
(
1 + U(q)− ε

)
ρ sin θ cos θ ,

dθ

dq
= 1 +

(
ε− U(q)− 1

)
sin2 θ (6.16)
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が成り立つ。q → 0 のとき χ ∝ qℓ+1 , q →∞ のとき χ ∝ e−
√
−εq であるから

tan θ
q→0−−−→ q

ℓ+ 1
, tan θ

q→∞−−−−→ − 1√
−ε

が束縛状態の境界条件である。(2.75)に対応して

α0(q) =
q

ℓ+ 1
, α+ = π − cot−1

√
−ε , π/2 < α+ < π

とする。q → 0 のとき θ(q) = α0(q) を初期条件として (6.16)の第 2式を解くと θ = θ(q) が決まる。
q0 > 0 で θ(q0) = 0 になったとすると θ′(q0) ≤ 0 になるが, (6.16)より θ′(q0) = 1 であるから q > 0

では θ(q) > 0 になる。cot θ(∞) = cotα+ を満たす θ(∞) > 0 は

θ(∞) = α+ + nπ , n = 0, 1, 2, · · ·

であればよい。これから束縛状態の ε が決まる。1次元と同様に, q > 0 のとき θ(q,ε) は εの単調
増加関数になるから, 上式を満たす ε = εn は一意に決まり ε0 < ε1 < ε2 < · · · である。
χ(0) = 0 であるが, 端点 q = 0 は節に含めない。k = 1, 2, · · · として θ(qk,εn) = kπ である qk

が節になる。θ′(qk,εn) = 1 より qk は 1点である。0 < θ(q,εn) < (n+ 1)π であるから χ(q,εn) は
n個の節を持つ。(2.78)の議論はそのまま適用でき, χn+1(q) の隣り合う節の間に χn(q) の節が 1つ
存在する。

問題 6.3 q > 0 のとき θ(q,ε) が ε の単調増加関数になることを示せ。

問題 6.4 (6.11)より任意の ε に対して (6.15)の解で境界条件

Z(q,ε) q→0−−−→ q−ℓ + iqℓ+1

√
2ℓ+ 1

(6.17)

を満たす複素数解 Z(q,ε) が存在する。(6.15)の一般解は Z と Z∗ の線型結合で表せる。特に, 束
縛状態の波動関数 χ は χ ∝ Z − Z∗ になる。極形式で表して Z(q,ε) = R(q,ε)eiθ(q,ε) とする。束
縛状態の ε は ∫ ∞

0

dq

R2(q,ε) = π
(
n+ 1

)
, n = 0, 1, 2, · · ·

で決まることを示せ。Z と Z∗ のロンスキャンを考える。

クラマースの関係式
r のべき乗 rν の期待値

〈 rν 〉 =
∫
d3r rν |ψ(r)|2 =

∫ ∞

0

dr rνχℓ(r)
2

に関する漸化式を求める。

lim
r→0

r2V (r) = 0 , χℓ(r)
r→0−−−−→ rℓ+1 , χℓ(r)

r→∞−−−−→指数関数的に 0

とする。ν + 2ℓ+ 1 > 0 の場合を考える。(6.8)は

χ′′
ℓ (r)− F (r)χℓ(r) = 0 , F (r) =

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+

2M

ℏ2
(
V (r)− E

)
(6.18)

と表せる。これに rν+1χ′
ℓ をかけ積分する。χ′

ℓ χ
′′
ℓ = (χ′ 2

ℓ )′/2 より∫ ∞

0

dr rν+1χ′
ℓ χ

′′
ℓ =

1

2

∫ ∞

0

dr rν+1(χ′ 2
ℓ )′ =

1

2

[
rν+1χ′ 2

ℓ

]∞
0
− ν + 1

2

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ
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ν + 2ℓ+ 1 > 0 及び r → 0 のとき χℓ ∝ rℓ+1 より rν+1χ′ 2
ℓ ∝ rν+2ℓ+1 → 0 になるから∫ ∞

0

dr rν+1χ′
ℓ χ

′′
ℓ = − ν + 1

2

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ

同様に χ′
ℓ χℓ = (χ2

ℓ)
′/2 を使うと∫ ∞

0

dr rν+1F (r)χ′
ℓ χℓ = −

1

2

∫ ∞

0

dr χ2
ℓ

(
rν+1F

)′
より

2

∫ ∞

0

dr rν+1χ′
ℓ

(
χ′′
ℓ − Fχℓ

)
=

∫ ∞

0

dr χ2
ℓ

(
rν+1F

)′ − (ν + 1)

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ = 0 (6.19)

次に, (6.18)に rνχℓ をかけ積分する。∫ ∞

0

dr rνχℓ χ
′′
ℓ = −

∫ ∞

0

dr χ′
ℓ (r

νχℓ)
′ = − ν

∫ ∞

0

dr rν−1χ′
ℓ χℓ −

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ

=
ν(ν − 1)

2

∫ ∞

0

dr rν−2χ2
ℓ −

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ

になるから∫ ∞

0

dr rνχℓ

(
χ′′
ℓ − Fχℓ

)
=
ν(ν − 1)

2

∫ ∞

0

dr rν−2χ2
ℓ −

∫ ∞

0

dr rνχ′ 2
ℓ −

∫ ∞

0

dr rνFχ2
ℓ = 0

rνχ′ 2
ℓ の積分を rν−2χ2

ℓ と rνFχ2
ℓ の積分で表して (6.19)に代入すると

ν(ν2 − 1)

2
〈 rν−2 〉 − 2(ν + 1)〈 rνF 〉 − 〈 rν+1F ′ 〉 = 0

になる。
V (r) = V0 r

κ の場合 ( κ > − 2 ), F (r) の具体形を代入して整理すると, ν + 2ℓ+ 1 > 0 のとき
ν

2

(
ν2 − (2ℓ+ 1)2

)
〈 rν−2 〉 − 2MV0

ℏ2
(
2ν + 2 + κ

)
〈 rν+κ 〉+ 4ME

ℏ2
(ν + 1)〈 rν 〉 = 0 (6.20)

になる。これをクラマースの関係式という。r ·∇V = r dV/dr = κV よりビリアル定理 (1.55)は

1

2M
〈p2 〉 = κ

2
〈V (r) 〉 , ∴ E =

〈p2〉
2M

+ 〈V (r) 〉 = 2 + κ

2
〈V (r) 〉 (6.21)

になる。これは (6.20)で ν = 0 とすれば求まる ( 規格化条件より 〈 r0 〉 = 1 )。

6.4 3次元井戸型ポテンシャル
井戸型ポテンシャル

V (r) =

{
−V0 , r < a

0 , r > a
, ただし V0 > 0

の場合を考える。(6.7)は

r < a のとき
(
1

ρ

d2

dρ2
ρ+ 1− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

)
Rℓ(r) = 0 , ρ = kr , k =

√
2M(E + V0)

ℏ2
(6.22)

r > a のとき
(
1

z

d2

dz2
z + 1− ℓ(ℓ+ 1)

z2

)
Rℓ(r) = 0 , z = iKr , K =

√
− 2ME

ℏ2
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になる。束縛状態では −V0 < E < 0 より k, K は実数である。この微分方程式は (17.64)である
から

r < a のとき Rℓ = Ajℓ(ρ) +Bnℓ(ρ) , r > a のとき Rℓ = Ch
(1)
ℓ (z) +Dh

(2)
ℓ (z)

とおける。(17.78)より境界条件 (6.10)を満たすためには B = 0 である。また, (17.80)より r →∞
のとき Kr h

(1)
ℓ (iKr) → − i−ℓe−Kr , Kr h(2)ℓ (iKr) → iℓeKr になるから, Rℓ(r)

r→∞−−−→ 0 であるため
には D = 0である。動径方向のシュレーディンガー方程式の解は

r < a のとき Rℓ(r) = Ajℓ(kr) , r > a のとき Rℓ(r) = Ch
(1)
ℓ (iKr)

になる。r = a で Rℓ(r) が滑らかに接続するためには

Ajℓ(ka) = Ch
(1)
ℓ (iKa) , A

djℓ(kr)

dr

∣∣∣∣
r=a

= C
dh

(1)
ℓ (iKr)

dr

∣∣∣∣∣
r=a

(6.23)

である。2番目の式で (17.71)を使うと

A
(
ℓ jℓ(ka)− ka jℓ+1(ka)

)
= C

(
ℓ h

(1)
ℓ (iKa)− iKah(1)ℓ+1(iKa)

)
これと (6.23)の最初の式から

ka
jℓ+1(ka)

jℓ(ka)
= iKa

h
(1)
ℓ+1(iKa)

h
(1)
ℓ (iKa)

, k2 +K2 =
2MV0
ℏ2

(6.24)

になる。これから V0 を与えると K が求まり, エネルギー固有値 E = − ℏ2K2/(2M) が決まる。
図に (6.24)の数値結果を示す。横軸, 縦軸を無次元量

v0 =
√
2Ma2V0/ℏ2 , ε = 2Ma2E/ℏ2

0 01 2

0 π v0

−10

0

ε

で表した。曲線に付けた値は ℓ である。v0 ≤ π/2 では
束縛状態は存在しない。v0 > π/2 になると ℓ = 0 の解
が現れる。更に, ポテンシャルを深くし v0 > π になる
と ℓ = 1 でも束縛状態が出現する。遠心力ポテンシャル
ℏ2ℓ(ℓ + 1)/(2Mr2) のため, ℓ が大きい束縛状態を得るに
は v0 を大きくする必要がある。v0 > 3π/2になると 2番
目の ℓ = 0 の状態が現れる。破線は古典力学での最低エ
ネルギー E = −V0 , ε = − v20 である。具体形 (17.70)を
使うと ℓ = 0 の場合 (6.24)は Ka = − ka cot(ka) になる。これは 1次元井戸型ポテンシャルで奇関
数の固有値を与える (2.12)と同じである。

問題 6.5 角運動量 ℓ の新たな束縛状態が現れる条件は E → 0 の解が存在する条件である。(6.24)

よりこの条件が, ℓ = 0 のとき cos v0 = 0 , ℓ > 0 のとき jℓ−1(v0) = 0 になることを示せ。(17.71),

(17.77), (17.78) の性質を使う。

問題 6.6 V0 → +∞ を考える。この場合, 粒子は半径 a の球に閉じ込められる。K → ∞ ( E →
−∞ )になるが, ポテンシャルの底 −V0 を基準にしたエネルギー E + V0 = ℏ2k2/2M は有限であ
る。(6.24)より k は jℓ(ka) = 0 で決まることを示せ。また, V0 → +∞ での動径方向のシュレー
ディンガー方程式を直接解き, この条件を求めよ。
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6.5 クーロンポテンシャル
水素型原子のエネルギー準位を求める。原子核を電荷 Zeの点電荷として扱う ( 210ページ参照 )。

電荷 − e の電子が受けるポテンシャル V (r) は

V (r) = − 1

4πε0

Ze2

r
= − Zαℏc

r
, α =

e2

4πε0ℏc
=

1

137.036
(6.25)

ただし, 無次元の α を微細構造定数という。動径方向のシュレーディンガー方程式 (6.8)は(
− ℏ2

2M

d2

dr2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
− Zαℏc

r
− E

)
χℓ(r) = 0

である。束縛状態は E < lim
r→∞

V (r) = 0 のとき存在する。E ≥ 0 は散乱状態であり, ここでは考え
ない ( 303ページ )。r →∞ では d2χℓ/dr

2 + (2ME/ℏ2)χℓ = 0 になるから

ρ = kr , ただし k = 2
√
− 2ME/ℏ2 (6.26)

とすると (
d2

dρ2
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+
λ

ρ
− 1

4

)
χℓ = 0 , ただし λ =

2McZα

ℏk
= Zα

√
Mc2

−2E
(6.27)

になる。ρ → ∞ では d2χℓ/dr
2 − χℓ/4 = 0 より χℓ → e±ρ/2 であるが, 無限遠でも波動関数は有限

であるから χℓ → e−ρ/2 である。一方, 原点近傍では χℓ → ρℓ+1 である。2つの漸近形をくくり出し
て χℓ(ρ) = A(ρ) vℓ(ρ) , A(ρ) = ρℓ+1e−ρ/2 とおくと (6.27)は

d2vℓ
dρ2

+
2

A

dA

dρ

dvℓ
dρ

+

(
1

A

d2A

dρ2
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+
λ

ρ
− 1

4

)
vℓ = 0

になる。
dA

dρ
= A

(
ℓ+ 1

ρ
− 1

2

)
,

d2A

dρ2
=
dA

dρ

(
ℓ+ 1

ρ
− 1

2

)
−Aℓ+ 1

ρ2
= A

(
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
− ℓ+ 1

ρ
+

1

4

)
より

ρ
d2vℓ
dρ2

+
(
2ℓ+ 2− ρ

)dvℓ
dρ
−
(
ℓ+ 1− λ

)
vℓ = 0 (6.28)

である。(17.102)で a = ℓ+1−λ, b = 2ℓ+2とすると (6.28)になるから,原点で有限な解は, (17.106)

の合流型超幾何関数M(a, b, x)を用いて

vℓ(ρ) = CM(ℓ+ 1− λ, 2ℓ+ 2, ρ) (6.29)

である。(17.111) より χℓ(ρ) = ρℓ+1e−ρ/2 vℓ(ρ)
ρ→∞−−−−→ 0 になる条件は ℓ + 1 − λ = −nr , ただし

nr = 0, 1, 2, · · · である。λ = nr + ℓ+ 1 は正の整数になるから n とおく。(6.27)より Z > 0, つま
り, 引力の場合に束縛状態が存在し

En = − (Zα)2Mc2

2n2
, n = nr + ℓ+ 1 = 1, 2, · · · (6.30)

になる。n を主量子数という。
n を与えたとき nr + ℓ = n− 1が同じ (nr, ℓ) は縮退する。許される ℓは nr = n− ℓ− 1 ≥ 0 より

ℓ = 0, 1, · · · , n− 1 (6.31)
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1s

2s

3s

ℓ = 0

2p

3p

ℓ = 1

3d

ℓ = 2

4f

ℓ = 3

−13.6

−3.4

−1.5

0

−10

である。角運動量 ℓ の状態は 2ℓ+ 1個あるから, 縮退度は
n−1∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) = n(n− 1) + n = n2 (6.32)

になる。有効ポテンシャル (6.9)は ℓに依存するから, 一般に, ℓ

が異なればEも異なる。異なる ℓ の縮退はクーロンと 3次元等
方調和振動子に特有の現象である (159ページ参照)。
(6.44)より En(Z = 1 ) = − 13.6/n2 eV になる。これを右図

に示す ( n ≤ 5 , ℓ ≤ 3 )。図では 1つの線分であるが, ℓの状態
は 2ℓ+1重に縮退している。基底状態は (n, ℓ) = (1, 0) , 最初の
励起状態は (n, ℓ) = (2, 0), (2, 1) であり 4重に縮退する。分光学での記法では, ℓ = 0, 1, 2, 3, · · · に
対して 1つのアルファベット s, p, d, f , g, · · · を対応させ, 状態を n とこのアルファベットで表す。
基底状態は 1s, 最初の励起状態は 2s, 2p 等である。
動径方向の波動関数は

χnℓ(r) = Cρℓ+1e−ρ/2M(−nr, 2ℓ+ 2, ρ) , nr = n− ℓ− 1 ≥ 0 (6.33)

である。一般に M(−n, b, x) は x > 0 に n個の零点が存在するから, nr は χnℓ(r) の節 (ノード)の
個数を表す (端点 r = 0 は節に含めない )。(6.26), (6.30)より

ρ = 2

√
− 2MEn

ℏ2
r =

2

n

ZαMc

ℏ
r =

2

n

r

az
, az =

aB
Z
, aB =

ℏ
αMc

=ボーア半径 (6.34)

である。χnℓ を規格化すると∫ ∞

0

dr χ2
nℓ = C2naz

2

∫ ∞

0

dρ ρ2ℓ+2 e−ρ
(
M(−nr, 2ℓ+ 2, ρ)

)2
(17.116)で b = 2ℓ+ 2 , ν = 1 とすると∫ ∞

0

dr χ2
nℓ = C2naz

2

nr!Γ (2ℓ+ 3)

(2ℓ+ 2)nr

(
1 +

nr
ℓ+ 1

)
= C2n2az

[(2ℓ+ 1)!]2(n− ℓ− 1)!

(n+ ℓ)!
= 1 (6.35)

したがって, 規格した波動関数は

χnℓ(ρ) =
1

n(2ℓ+ 1)!

√
1

az

(n+ ℓ)!

(n− ℓ− 1)!
ρℓ+1 e−ρ/2M(ℓ+ 1− n, 2ℓ+ 2, ρ) (6.36)

になる。基底状態と第 1励起状態の波動関数 χnℓ を具体的に求める。ρ は nに依存するから q =

r/az で表す。n = 1 のとき ℓ = 0, ρ = 2q, n = 2の場合 ℓ = 0, 1, ρ = q である。(17.110)より

(1, 0)

(2, 1)

(2, 0)

0 5 10 r/az
−0.5

0

0.5

√
az χ10 = 2qe−q (6.37)

√
az χ20 =

q√
2

(
1− q

2

)
e−q/2 (6.38)

√
az χ21 =

q2

2
√
6
e−q/2 (6.39)

になる。右図に無次元の √az χnℓ(r) を示す。曲線に
は (n, ℓ) を付けた。e−ρ/2 = e−q/n であるから, n が
大きい波動関数は外側に大きく広がる。
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クラマースの関係式 (6.20)をクーロンポテンシャルに適用する。

2M

ℏ2
V0 = − 2M

ℏ2
Zαℏc = − 2

az
,

4MEn
ℏ2

= − 4M

ℏ2
(Zα)2Mc2

2n2
= − 2

n2a2z

より (6.20)で κ = − 1 とすると, ν + 2ℓ+ 1 > 0 のとき
ν

4

(
ν2 − 1− 4ℓ(ℓ+ 1)

)
a2z〈 rν−2 〉+ (2ν + 1) az〈 rν−1 〉 − ν + 1

n2
〈 rν 〉 = 0 (6.40)

になる。ただし
〈 rν 〉 =

∫ ∞

0

dr rνχ2
nℓ

規格化より 〈 r0 〉 = 1 であるから ν = 0, 1, 2, · · · とすると

〈 r−1 〉 = 1

n2az
, 〈 r 〉 = 3n2 − ℓ(ℓ+ 1)

2
az , 〈 r2 〉 = n2

5n2 + 1− 3ℓ(ℓ+ 1)

2
a2z , · · · (6.41)

r−1, r, r2, · · · の期待値は χnℓ の具体形を知らなくても求まるが, 〈 r−2 〉 は求まらない。

問題 6.7 (17.116)を用いて 〈 r−1 〉 を求め (6.41)と一致すること, 及び

〈 r−2 〉 = 2

(2ℓ+ 1)n3a2z
(6.42)

になることを示せ。また, ビリアル定理 (1.55) を用いて 〈 r−1 〉 を求めよ。

V (r) = −Zαℏc/r の場合 r·∇V (r) = rdV/dr = −V (r) である。K = p2/(2M) とするとビリアル
定理から 〈K 〉 = −〈V 〉/2である。ここで 〈 · · · 〉は状態 ψnℓm での期待値を表す。〈K 〉+〈V 〉 = En

より 〈K 〉 = −En になる。粒子の平均的速さ v は v2 = 2〈K 〉/M で評価できるから

v

c
=

√
− 2En
Mc2

=
Zα

n
≈ Z

137n

Z が大きい原子中では相対論的効果は無視できない。

実験との定量的比較
次の物理量の次元と概数は覚えておくべきである ( MeV = 106eV , fm = 10−15m )。

α =
e2

4πε0ℏc
=

1

137.035999
≈ 1

137
, α2 ≈ 0.53×10−4

ℏc = 197.326972MeV fm ≈ 200MeV fm , Mc2 = 0.51099893MeV ≈ 0.5MeV

(6.43)

M は電子の質量である。ℏ, e2, M を上の組み合わせにすると, 物理量の次元及び数値を簡単に評価
できる。例えば, 電子のボーア半径は

aB =
ℏc

αMc2
≈ 200× 137

0.5
fm = 0.55× 10−10 m

である。正確な値は aB = 0.529177× 10−10 m になる。
水素原子 ( Z = 1 )の場合, 基底状態エネルギーの実験値は Eexp = − 13.598433 eV である。一方,

シュレーディンガー方程式の結果に上の値を代入すると

E(M) = −α2Mc2/2 = − 13.605693 eV =
(
1 + 5.339×10−4

)
Eexp (6.44)
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になり, 実験値をよく再現するが僅かに異なる。E(M)に 2つの補正をする。1つは, 水素原子は電
子と陽子の 2粒子系であるから, 相対運動の質量として電子の質量 M ではなく換算質量

µ =
MMp

M +Mp
=

M

1 +M/Mp
, Mp =陽子の質量 = 938.27205MeV/c2 = 1836.1527M

を用いる。もう 1つは相対論的補正である ( (8.83)で j = 1/2, n = 1 )。理論値 Eth は

Eth =

(
1 +

α2

4

)
µ

M
E(M) =

(
1 + 1.33×10−5

) (
1− 5.443×10−4

)(
1 + 5.339×10−4

)︸ ︷︷ ︸
1− 1.07×10−5

Eexp

=
(
1 + 2.6×10−6

)
Eexp

になり, 実験値をほぼ完全に再現する。

問題 6.8 古典力学の場合, 軌道角運動量の大きさを L , 力学的エネルギーを E とすると
M

2
ṙ2 = E − L2

2Mr2
+
Zαℏc
r
≥ 0

を満たす r が運動可能領域である。L2 = ℏ2ℓ(ℓ + 1) 及び E が (6.30)のとき, (2.46), (4.30)と同様
して, 古典力学的確率密度 Pcl(r) が

(n, ℓ) = (21, 8)

0 200 400 600 800 r/az
0

5

a
z
χ
2 n
ℓ
×

10
3Pcl(r) =

1

πazn2
r√

(r+ − r)(r − r−)

r± = az

(
n2 ± n

√
n2 − ℓ(ℓ+ 1)

)
になることを示せ。nr が大きいと χ2

nℓ は激しく振動
し, 平均的には細い曲線の Pcl に近づく。

6.6 放物線座標
V (r) = −Zαℏc/r のシュレーディンガー方程式 (6.4)を (16.49)で定義した放物線座標 u, v, ϕ

u = r + z ≥ 0 , v = r − z ≥ 0 , ϕ = tan−1 y

x
(6.45)

を用いて解く。

ρ1 =

√
− 2ME

ℏ2
u , ρ2 =

√
− 2ME

ℏ2
v , λ = Zα

√
Mc2

−2E
= (6.27)

とすると, (16.50)及び r = (u+ v)/2 より (6.4)は(
∂1ρ1∂1 + ∂2ρ2∂2 +

ρ1 + ρ2
4ρ1ρ2

∂2ϕ + λ− ρ1 + ρ2
4

)
ψ = 0 , ∂k =

∂

∂ρk

になる。H と Lz = − i∂ϕ は可換であるから, ψ(r) として Lz の固有関数を採用し

ψ(r) = f1(ρ1)f2(ρ2) e
imϕ , m =整数

とすれば
1

f1

(
∂1ρ1∂1 −

m2

4ρ1
+ λ− ρ1

4

)
f1 = − 1

f2

(
∂2ρ2∂2 −

m2

4ρ2
− ρ2

4

)
f2
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左辺は ρ1 だけの関数, 右辺は ρ2 だけの関数であるから, 上式は定数である。この定数を後での便
宜上 (1 + |m|)/2 + n2 とすると ( n2 は整数とは限らない )(

d

dρ
ρ
d

dρ
− m2

4ρ
− ρ

4
+

1 + |m|
2

+ nk

)
fk(ρ) = 0 , ただし n1 = λ− n2 − |m| − 1 (6.46)

である。

ρ→ 0 のとき
(
d

dρ
ρ
d

dρ
− m2

4ρ

)
fk(ρ) = 0 , ∴ fk(ρ)→ ρ±m/2

ρ→∞ のとき
(
d

dρ
ρ
d

dρ
− ρ

4

)
fk(ρ) ≈

(
ρ
d2

dρ2
− ρ

4

)
fk(ρ) = 0 , ∴ fk(ρ)→ e±ρ/2

したがって fk(ρ) = A(q)gk(ρ) , A(ρ) = ρ|m|/2e−ρ/2 とすると (6.46)は

ρg′′k +

(
1 +

2ρA′

A

)
g′k +

(
(ρA′)′

A
− m2

4ρ
− ρ

4
+

1 + |m|
2

+ nk

)
gk = 0

になる。
ρA′ =

|m| − ρ
2

A , (ρA′)′ =

(
m2

4ρ
+
ρ

4
− 1 + |m|

2

)
A

であるから (
ρ
d2

dρ2
+
(
|m|+ 1− ρ

) d
dρ

+ nk

)
gk(ρ) = 0

これは (17.102)で a = −nk, b = |m|+ 1 としたものであるから, 原点で有限な解は

gk(ρ) = CkM(−nk, |m|+ 1, ρ) , ∴ fk(ρ) = Ckρ
|m|/2e−ρ/2M(−nk, |m|+ 1, ρ) (6.47)

(17.111)より fk(ρ)
ρ→∞−−−−→ 0 になるためには nk = 0, 1, 2, · · · である。λ は整数になるから n と置

き換えると (6.30)

En = − (Zα)2Mc2

2n2
, n = 1 + |m|+ n1 + n2 (6.48)

を得る。ただし,主量子数 nは 3つの非負の整数の和になる。nとmを与えると, (n1, n2)は (0, n−
|m| − 1) から (n− |m| − 1, 0) までの n− |m|個の値をとる。したがって, En の縮退度は∑

|m|≤n−1

(
n− |m|

)
= n(2n− 1)− (n− 1)n = n2 (6.49)

になり, 極座標の結果 (6.32)に一致する。
波動関数
波動関数は N を規格化定数として

ψn1n2m(r) = NFn1m(au)Fn2m(av)
eimϕ√
2π

, a =

√
−2MEn

ℏ2
=
ZαMc

ℏ
1

n
=

1

azn

ただし

Fnm(ρ) = Nn,mρ
|m|/2e−ρ/2M(−n, |m|+ 1, ρ) , Nn,m =

1

|m|!

√
(n+ |m|)!

n!
(6.50)

である。az は (6.34)で定義した量である。(17.116)で b = |m|+ 1, ν = 0, 1 とすると∫ ∞

0

dxF 2
nm(x) = 1 ,

∫ ∞

0

dxxF 2
nm(x) = 2n+ |m|+ 1
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を得る。
∂(x, y, z)

∂(u, v, ϕ)
=
u+ v

4
, ∴

∫
d3r · · · =

∫ ∞

0

du dv
u+ v

4

∫ 2π

0

dϕ · · ·

であるから ∫
d3r |ψn1n2m(r)|2 =

|N |2

a3

∫ ∞

0

dx dy
x+ y

4
F 2
n1m(x)F 2

n2m(y)

=
|N |2

4a3

(
2n1 + 2n2 + 2|m|+ 2

)
=
|N |2

2a3
n = 1

したがって, 規格化した波動関数は

ψn1n2m(r) = NFn1m(au)Fn2m(av)
eimϕ√
2π

, N =

√
2a3

n
, a =

1

azn
(6.51)

になる。
(6.46)より

Fn′m(x)

(
d

dx
x
d

dx
− m2

4x
− x

4
+

1 + |m|
2

+ n

)
Fnm(x) = 0

である。これと n, n′ を入れ替えた式との差をとると∫ ∞

0

dx

(
Fn′m

d

dx

(
x
dFnm
dx

)
− Fnm

d

dx

(
x
dFn′m

dx

))
+ (n− n′)

∫ ∞

0

dxFnmFn′m = 0

左辺第 1項は∫ ∞

0

dx
d

dx

(
Fn′m x

dFnm
dx

− Fnm x
dFn′m

dx

)
=

[
Fn′m x

dFnm
dx

− Fnm x
dFn′m

dx

]∞
0

= 0

になるから ∫ ∞

0

dxFnm(x)Fn′m(x) = δnn′ (6.52)

である。一般にエルミート演算子の異なる固有値の固有関数は直交するから

〈n1n2m |n′1n′2m′ 〉 = δmm′δn1+n2,n′
1+n

′
2
〈n1n2m |n′1n′2m 〉

(6.52)より

〈n1n2m |n′1n′2m 〉 =
2

n

∫ ∞

0

dx dy
x+ y

4
Fn1m(x)Fn′

1m
(x)Fn2m(y)Fn′

2m
(y)

=
δn2n′

2

2n

∫ ∞

0

dxxFn1m(x)Fn′
1m

(x) +
δn1n′

1

2n

∫ ∞

0

dxxFn2m(x)Fn′
2m

(x)

n1 + n2 = n′1 + n′2 = n− |m| − 1 のとき

〈n1n2m |n′1n′2m 〉 =
δn1n′

1
δn2n′

2

2n

(∫ ∞

0

dxxF 2
n1m(x) +

∫ ∞

0

dxxF 2
n2m(x)

)
= δn1n′

1
δn2n′

2

したがって 〈n1n2m |n′1n′2m′ 〉 = δmm′δn1n′
1
δn2n′

2
になり ψn1n2m(r) は規格直交系である。

極座標と放物線座標の波動関数の関係
n, m を与えると n− |m|個の状態 ψn1n2m(r) が存在するが, これらの線形結合

φnm(r) =
∑
n1,n2

Cn1n2ψn1n2m(r) , ただし n1 + n2 = n− 1− |m|
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もエネルギー En で Lz の固有値は m である。係数 Cn1n2
を適当にとれば φnm(r) を L2 の固有関

数にでき, 極座標での固有関数 ψnℓm(r) を ψn1n2m(r) で表せる。n−|m|個の状態 ψn1n2m の線形結
合で作れる独立な状態は n − |m|個である。したがって, n, m を与えたとき ψnℓm は n − |m|個存
在する。実際, n, m を与えると, 可能な ℓ は nr = n− ℓ− 1 ≥ 0 , ℓ ≥ |m| より n− |m|通りである。
逆に, ψn1n2m を ψnℓm で表すこともできる。
ψn1n2m と ψnℓm を区別するため, ψnℓm を φnℓm で表す。Fnm の定義式 (6.50)と (17.110)から

F00(x) = e−x/2 , F10(x) = e−x/2(1− x) , F0,±1(x) = e−x/2
√
x

である。基底状態 n = 1 は n1 = n2 = m = 0 だけで縮退はない ( a = 1/az )。

ψ000(r) =

√
a3

π
F00(au)F00(av) =

2a
−3/2
z√
4π

e−r/az =
1√
4π

χ10(r)

r
= φ100

ただし, (6.37)及び Y00 = 1/
√
4π を用いた。n = 2 の場合 ( a = 1/(2az) ), (n1, n2,m) の組み合わせ

は (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0,±1) であり 4重に縮退する。(6.39), (6.38)より

ψ100 =

√
a3

2π
F10(au)F00(av) =

φ200 − φ210√
2

, ψ010 =
φ200 + φ210√

2
, ψ00,±1 = ∓φ21,±1 (6.53)

である。

6.7 ルンゲ・レンツ ベクトル
中心力ポテンシャルの場合, エネルギー固有値は Lz の固有値 m に依存しないため, 軌道角運動

量の大きさが ℓ の状態は 2ℓ+1重に縮退する。クーロンポテンシャルの場合は, 更に, 異なる ℓ の状
態も縮退する。これはクーロンポテンシャル及び 3次元等方調和振動子 ( 166ページ参照 )に特有
の現象である。この縮退は L 以外に H と可換な演算子 G が存在することを示唆する。H, L2, Lz

の同時固有関数を |α, ℓ,m 〉とする。α は状態を指定するのに必要な量子数の組を表す。HG = GH

であるから
HG|α, ℓ,m 〉 = GH|α, ℓ,m 〉 = EαℓG|α, ℓ,m 〉

になり G|α, ℓ, m 〉 も H の固有関数で固有値は Eαℓ である。更に, λ を整数として

[L3 , G ] = λG , [L+ , G ] = 0 (6.54)

を満たすとする。(1.11), (5.9)より

[L2 , G ] = [L−L+ + L2
3 + L3 , G ] = [L− , G ]L+ + L3[L3 , G ] + [L3 , G ]L3 + [L3 , G ]

= [L− , G ]L+ + 2λGL3 + λ(λ+ 1)G

である。L+|α, ℓ, ℓ 〉 = 0 であるから

L2G|α, ℓ, ℓ 〉 = (ℓ+ λ) (ℓ+ λ+ 1)G|α, ℓ, ℓ 〉 , L3G|α, ℓ, ℓ 〉 = (ℓ+ λ)G|α, ℓ, ℓ 〉 (6.55)

になる。G|α, ℓ, ℓ 〉 は H, L2, L3 の同時固有関数で角運動量の大きさは ℓ + λ である。一般に k =

1, 2, · · · として Gk|α, ℓ, ℓ 〉 6= 0 ならば, Gk|α, ℓ, ℓ 〉 も H, L2, Lz の同時固有関数になるから, 角運
動量の大きさが ℓ, ℓ+ λ, ℓ+ 2λ, · · · の状態は縮退する。
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古典力学
古典力学では r と p は時刻 t での粒子の位置と運動量を表す t の関数である。V0 を定数として
V (r) = V0/r の場合, 力学的エネルギー, 軌道角運動量 L = r×p だけでなく

R =
1

M
p×L+

V0
r
r (6.56)

も保存する。R をルンゲ・ベクトルという。L̇ = 0 , 運動方程式 ṗ = −V ′(r)r/r より

Ṙ =
1

M
ṗ×L+ V0

(
ṙ

r
− ṙ

r2
r

)
=

V0
Mr3

r×(r×p) + V0

(
1

Mr
p− ṙ

r2
r

)
=

V0
Mr3

(
Mrṙ r − p r2

)
+ V0

(
1

Mr
p− ṙ

r2
r

)
= 0

である。なお, 定ベクトル R と r のなす角を θ = θ(t) とすると

r ·R = rR cos θ =
1

M
r ·
(
p×L

)
+ V0r =

L2

M
+ V0r , ∴ r = − L2

MV0

1

1 + ε cos θ
, ε = − R

V0

になる。(p×L)2 = p2L2 , r ·
(
p×L

)
= L2 より

R2 =
1

M2
(p×L)2 +

2V0
Mr

r ·
(
p×L

)
+ V 2

0 =
2L2

M
E + V 2

0 , E =
p2

2M
+
V0
r

(6.57)

である。E は力学的エネルギーで保存する。引力 ( V0 < 0 )で束縛運動 ( E < 0 )の場合 0 ≤ ε < 1

になり, 軌道は ε を離心率とする楕円軌道である。r が R の方向 ( θ = 0 )のとき r は最小になる
から, R は原点 (楕円の焦点)から近日点に向かうベクトルである。
量子力学
(6.56)に対応する量子力学の演算子は p = − iℏ∇ で置き換えればよいが, p と L は非可換であるか
ら R はエルミート演算子ではない。そこで

R =
1

2M

(
p×L+

(
p×L

)†)
+
V0
ℏr

r , L =
1

ℏ
r×p = − ir×∇

とする。以前の L の定義に合わせて ℏ で割った。演算子 R をルンゲ・レンツ ベクトルという。一
般に, A がエルミート演算子のとき ( 以下では, 2度現れる添字については 1から 3まで和をとる )(

A×L
)†
i
= εijk(AjLk)

† = εijkLkAj = − εikjLkAj = −
(
L×A

)
i

また, ベクトル演算子と角運動量の交換関係 (5.134) 及び (16.2)より(
A×L+L×A

)
i
= εijk

(
AjLk − LkAj

)
= iεijkεjkmAm = i

(
δimδjj − δijδjm

)
Am = 2iAi (6.58)

であるから
R =

1

2M

(
p×L−L×p

)
+
V0
ℏr

r =
1

M

(
p×L− ip

)
+
V0
ℏr

r (6.59)

とも表せる。
演算子の場合でも L·p = L·r = 0 である。(6.58)で A = p とし L との内積をとれば

L·(p×L) = −L·(L×p) = − (L×L)·p = − iL·p = 0

ただし, (5.6)より L×L = iL である。したがって, 量子力学でも L·R = R·L = 0 が成り立つ。L

と H は可換であるから

[ (p×L)i , H ] = εijk[ pj , H ]Lk = εijk iℏV0
xi
r3
Lk =

iℏV0
r3
(
r×L

)
i
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これとエルミート共役より

[R , H ] =
iℏV0
2Mr3

(
r×L−L×r

)
+
V0
ℏ
[ r
r
, H

]
(6.60)

r/r は角度だけに依存するから (6.6)の H で非可換な項は L2 の部分だけであり
[ xi
r
, H

]
=

ℏ2

2Mr3
[xi , L

2 ] =
ℏ2

2Mr3
[xi , LjLj ] =

ℏ2

2Mr3

(
Lj [xi , Lj ] + [xi , Lj ]Lj

)
(5.134), あるいは, 直接, 確かめられるが [xi , Lj ] = iεijkxk より

[ xi
r
, H

]
=

iℏ2

2Mr3
εijk

(
Ljxk + xkLj

)
=

iℏ2

2Mr3

(
L×r − r×L

)
i

これを (6.60)に代入すれば [R , H ] = 0 になり R と H は可換である。
[Li , Rj ] = iεijkRk より

[L3 , R+ ] = R+ , [L+ , R+ ] = 0 , ただし R+ = R1 + i R2

になる。(6.54)で λ = 1, G = R+ とすれば上式になるから, R+|n, ℓ, ℓ 〉 は L2, L3 の同時固有関数
で, 固有値はそれぞれ (ℓ+1)(ℓ+2), ℓ+1 になる。H と R+ は可換であるから, R+|n, ℓ, ℓ 〉 は H の
固有関数で固有値は |n, ℓ, ℓ 〉 と同じになり, ℓ と ℓ+ 1 の状態は縮退する。R+ を繰り返し作用すれ
ば, ℓ = 0 から ℓ = 1, 2, · · · の状態を作ることができ, これらは全て縮退する。ただし, 任意の ℓ の
状態が存在するわけではない。
R の成分間の交換関係を求める。簡単のため N = p×L とする。

[Ni , Nj ] = εikℓεjmn

(
pkpm[Lℓ , Ln ] + pk[Lℓ , pm ]Ln + pm[ pk , Ln ]Lℓ

)
= iεikℓ

(
εjmnεqℓn pkpmLq + εjnmεℓqm pkpqLn + εjmnεqkn pmpqLℓ

)
= − ip2εijkLk

[Ni , pj ] = iδij p
2 − ipipj ,

[
Ni ,

xj
r

]
= iFij −

iℏ
r
εijkLk

ただし
Fij = δij p·

r

r
− pj

xi
r

+ ℏ
xj
r3

(r×L)i = δij p·
r

r
− pj

xi
r
− xj

r
pi +

xixj
r2

r

r
·p

である。Fij − Fji =
[
pi , xj/r

]
−
[
pj , xi/r

]
= 0 より Fij は i, j について対称になるから

[
Ni ,

xj
r

]
−
[
Nj ,

xi
r

]
= − 2iℏ

r
εijkLk

である。[Ni , pj ] も対称であるから R =
(
N − ip

)
/M + V0r/ℏr の交換関係は

[Ri , Rj ] =
1

M2
[Ni , Nj ] +

V0
ℏM

([
Ni ,

xj
r

]
−
[
Nj ,

xi
r

])
= − 2i

M
HεijkLk (6.61)

になる。

N2 = p2L2 , p·N = 0 , N ·p = 2ip2 , ∴
(
N − ip

)2
= p2

(
L2 + 1

)
r

r
·N =

ℏ
r
L2 , N · r

r
=

ℏ
r
L2 + 2ip· r

r
, ∴ r

r
·
(
N − ip

)
+
(
N − ip

)
· r
r
=

2ℏ
r

(
L2 + 1

)
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であるから, 古典力学の (6.57)に対応する関係式は

R2 =

(
p2

M2
+

2V0
Mr

)(
L2 + 1

)
+
V 2
0

ℏ2
=

2

M
H
(
L2 + 1

)
+
V 2
0

ℏ2
(6.62)

になる。
|ψ 〉 = R+|n, ℓ, ℓ 〉 とすると, (6.61), (6.62)より

〈ψ |ψ 〉 = 〈n, ℓ, ℓ |R−R+ |n, ℓ, ℓ 〉 = 〈n, ℓ, ℓ |
(
R2 −R2

3 + i[R1 , R2 ]
)
|n, ℓ, ℓ 〉

= 〈n, ℓ, ℓ |
(

2

M
H
(
L2 + 1 + L3

)
+
V 2
0

ℏ2
−R2

3

)
|n, ℓ, ℓ 〉

=
2

M
En(ℓ+ 1)2 +

V 2
0

ℏ2
− 〈n, ℓ, ℓ |R2

3 |n, ℓ, ℓ 〉

(6.30)の En を V0 = −Zαℏc で表わせば En = −MV 2
0 /(2ℏ2n2) になるから

〈ψ |ψ 〉+ 〈n, ℓ, ℓ |R2
3 |n, ℓ, ℓ 〉 =

V 2
0

ℏ2

(
1− (ℓ+ 1)2

n2

)
左辺の 2項は非負であるから ℓ = n − 1 のとき |ψ 〉 = R+|n, ℓ, ℓ 〉 = 0 になり, ℓ ≥ n の状態は存在
しない。与えられた n に対して縮退する状態は ℓ = 0, 1, · · · , n− 1 であり (6.31)を再現する。

問題 6.9 R·L = 0 である。〈n, ℓ, ℓ |R2
3 |n, ℓ, ℓ 〉 = 〈ψ |ψ 〉/(2ℓ+ 2) を示せ。

H の固有値が負である束縛状態の場合

I =
1

2

(
L+

√
− M

2H
R

)
, K =

1

2

(
L−

√
− M

2H
R

)
はエルミート演算子である。[Ri , Lj ] = iεijkRk と (6.61)より交換関係

[ Ii , Ij ] = iεijkIk , [Ki , Kj ] = iεijkKk , [ Ii , Kj ] = 0

を満たすから, I と K は独立な角運動量と見なせる。H, I2, I3, K
2, K3 は互いに可換であり, これ

らの同時固有状態が存在する。ところで L·R = R·L = 0 であるから

4I2 = 4K2 = L2 − M

2H
R2 = − 1− MV 2

0

2ℏ2
1

H
, H = −MV 2

0

2ℏ2
1

4I2 + 1
(6.63)

になり I2 と K2 の固有値は等しい。したがって, 同時固有状態 |κ,mi,mk 〉 は

I2|κ,mi,mk 〉 = κ(κ+ 1)κ,mi,mk , K2|κ,mi,mk 〉 = κ(κ+ 1)|κ,mi,mk 〉

I3|κ,mi,mk 〉 = mi|κ,mi,mk 〉 , K3|κ,mi,mk 〉 = mk|κ,mi,mk 〉

を満たす。ただし, κ は整数あるいは半整数 κ = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · であり, mi と mk は独立でそれ
ぞれ κ, κ− 1, · · · , −κ の 2κ+ 1個の異なる値をとる。(6.63)より

H|κ,mi,mk 〉 = Eκ|κ,mi,mk 〉 , Eκ = −MV 2
0

2ℏ2
1

n2
, n ≡ 2κ+ 1 = 1, 2, 3, · · ·

これは (6.30)である。Eκ は mi, mk に依存しないから (2κ + 1)2 = n2 重に縮退し (6.32)を再現す
る。L = I +K であるから, (5.104)で j1 = j2 = κ とすれば ℓ = 0, 1, · · · , 2κ = n− 1 になる。
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6.8 3次元等方調和振動子
ポテンシャルが V (r) =Mω2r2/2 の場合, (6.8)は(

d2

dq2
− ℓ(ℓ+ 1)

q2
− q2 + 2E

ℏω

)
χℓ(q) = 0 , ただし q = ar , a =

√
Mω/ℏ

になる。1次元 (79ページ)と同様に χℓ
q→∞−−−−→ e−q

2/2 より, χℓ(q) = f(q)vℓ(q) , f(q) = qℓ+1e−q
2/2

とおくと
d2vℓ
dq2

+
2

f

df

dq

dvℓ
dq

+

(
1

f

d2f

dq2
− ℓ(ℓ+ 1)

q2
− q2 + 2E

ℏω

)
vℓ = 0

である。
df

dq
=

(
ℓ+ 1

q
− q
)
f ,

d2f

dq2
=

(
ℓ+ 1

q
− q
)
df

dq
−
(
ℓ+ 1

q2
+ 1

)
f =

(
ℓ(ℓ+ 1)

q2
+ q2 − 2ℓ− 3

)
f

より
d2vℓ
dq2

+ 2

(
ℓ+ 1

q
− q
)
dvℓ
dq
−
(
2ℓ+ 3− 2E

ℏω

)
vℓ = 0 (6.64)

ここで ρ = q2 とすると
d

dq
=
dρ

dq

d

dρ
= 2
√
ρ
d

dρ
,

d2

dq2
= 4
√
ρ
d

dρ

√
ρ
d

dρ
= 4

(
ρ
d2

dρ2
+

1

2

d

dρ

)
であるから

ρ
d2vℓ
dρ2

+

(
ℓ+

3

2
− ρ
)
dvℓ
dρ
− αvℓ = 0 , α ≡ 1

2

(
ℓ+

3

2
− E

ℏω

)
(6.65)

これは (17.102)で a = α, b = ℓ+ 3/2 とすればよい。(17.107)より χℓ(0) = 0 を満たす解は

χℓ(q) = C qℓ+1e−q
2/2M

(
α, ℓ+ 3/2, q2

)
(6.66)

(0, 0)

(0, 1)

(0, 2)(1, 0)

(0, 3)(1, 1)

(0, 4)(1, 2)(2, 0)

ℓ = 0 ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3 ℓ = 4

3/2

5/2

7/2

9/2

11/2

になる。(17.111)より α = −n , ( n = 0, 1, 2, · · · ) の
とき χℓ(q)

q→∞−−−−→ 0 になるから, エネルギー固有値は

Enℓ = ℏω
(
N +

3

2

)
, N = 2n+ ℓ (6.67)

である。N = 2n+ ℓ が同じ (n, ℓ ) のエネルギー固有値
は同じになり, クーロンポテンシャルと同様に, 異なる ℓ

の状態が縮退する。右図に Enℓ/ℏω を示す。
縮退度を求める。N を与えたとき, 許される ℓ は

ℓ = N − 2n , n = 0, 1, · · · , [N/2] (6.68)

である。n, ℓ を固定したとき固有関数 (6.70)は 2ℓ+ 1 個あるから, ℏω(N + 3/2) の縮退度 DN は

DN =

[N/2]∑
n=0

(
2
(
N − 2n

)
+ 1
)
=

(N + 1)(N + 2)

2
(6.69)

である。縮退する状態のパリティ (−1)ℓ = (−1)N は同じである。一方, クーロンポテンシャルの場
合, パリティの異なる状態が縮退する。
波動関数は

ψnℓm(r) =
χnℓ(r)

r
Yℓm(θ, ϕ) , χnℓ(r) = Anℓ q

ℓ+1e−q
2/2M

(
−n , ℓ+ 3/2 , q2

)
(6.70)

になる。ただし q = ar =
√
Mω/ℏ r である。規格化条件は ρ = q2 とすると
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χ00 χ02

χ10

0 1 2 3 4 ar
−1

0

1

χ
n
ℓ
(r
)/
√
a

A2
nℓ

2a

∫ ∞

0

dρ ρℓ+1/2e−ρ
(
M(−n, ℓ+ 3/2, ρ)

)2
= 1

(17.116)で b = ℓ+ 3/2 , ν = 0 とすれば

Anℓ =

√
2a
Γ (ℓ+ n+ 3/2)

n!Γ 2(ℓ+ 3/2)
(6.71)

になる。nは χnℓ(r)の節 (ノード)の個数である。クー
ロンポテンシャルでは nr で表した量であり, 主量子数
n ではない。N = 0, 2 の場合 χnℓ(r) を右図に示す。
具体形は

χ00 =

√
4a

π1/2
q e−q

2/2 , χ10 =

√
6a

π1/2
q

(
1− 2

3
q2
)
e−q

2/2 , χ02 =

√
16a

15π1/2
q3e−q

2/2

である。e−q2/2 = e−a
2r2/2 は状態に依存しないから, クーロンポテンシャルと比べて, 励起状態の波

動関数は外側に広がらない。

問題 6.10 (6.64)において vℓ(q) =
∞∑
k=0

akq
k とする。ak の漸化式を求め, k が奇数のとき ak = 0

を示せ。χℓ(q) q→∞−−−→ 0であるためには vℓ(q)は多項式でなければならない。(6.67)を求めよ。

問題 6.11 ℓ = 0 のとき, 動径方向のシュレーディンガー方程式の解は, 1次元で境界条件 χ(0) = 0

を満たす解である。調和振動子の場合, 1 次元の固有関数 φn(r) が奇関数になる解である。実際,

ℓ = 0 のとき, 固有値 (6.67)は 1次元の固有値 ℏω(n + 1/2) で n を 2n + 1 に置き換えたものであ
る。(6.70)の χn0 が χn0(r) = (−1)n

√
2φ2n+1(r) になることを示せ ( 問題 4.2参照 )。χnℓ(r) は

0 ≤ r ≤ ∞ で, φn(r) は −∞ ≤ r ≤ ∞ で規格化したため
√
2 の違いがある。

問題 6.12 ψnℓm における r2 の期待値 〈 r2 〉 は

〈 r2 〉 =
∫ ∞

0

dr r2χ2
nℓ =

A2
nℓ

a3

∫ ∞

0

dq q2ℓ+4e−q
2
(
M(−n, ℓ+ 3/2, q2)

)2
である。(17.116)を用いて 〈 r2 〉 を求め 〈V (r) 〉 = Enℓ/2 を示せ。1次元調和振動子の場合と同様
に, これはビリアル定理 (1.55)である。(6.21)で κ = 2 とすれば上式は直ちに求まる。

問題 6.13 問題 6.8と同様して, 古典力学的確率密度 Pcl(r) が

Pcl(r) =
2

π

r√
(r2+ − r2)(r2 − r2−)

, (ar±)
2 = N +

3

2
±
√
(N + 3/2)

2 − ℓ(ℓ+ 1) (6.72)

になることを示せ。

デカルト座標での解
3次元等方調和振動子のハミルトニアンは, 3つの独立な 1次元調和振動子 ( x1 = x, x2 = y, x3 = z )

H = H1 +H2 +H3 , Hk =
p2k
2M

+
1

2
Mω2x2k (6.73)

に分解できるから, 固有関数 φ を変数分離して φ(r) = X(x)Y (y)Z(z) とおくと, Hφ = Eφ , つま
り, φ−1Hφ = E は

1

X
H1X +

1

Y
H2Y +

1

Z
H3Z = E
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左辺第 1項, 第 2項, 第 3項はそれぞれ x, y, zだけの関数であるから, これらの和が常に定数である
ためには, 各々が定数でなければならない。したがって, それぞれの定数を E1, E2, E3 とすると

H1X = E1X , H2Y = E2Y , H3Z = E3Z , E = E1 + E2 + E3

である。これらは 1次元調和振動子の固有値問題であるから, H の固有値と固有関数は

H φn1n2n3
(r) = ℏω

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
φn1n2n3

(r) , φn1n2n3
(r) = φn1

(x)φn2
(y)φn3

(z) (6.74)

ここで n1, n2, n3 は負でない整数, φn(x) は 1次元調和振動子の固有関数 (4.25) である。H の固有
値は和 N = n1 + n2 + n3 だけで決まる。N = 0, 1, 2, · · · を与えたとき, n1 + n2 + n3 = N を満たす
固有関数 φn1n2n3

は N 6= 0 ならば複数個あり縮退する。縮退度 DN は N 個の ◦ と 2個の • を

◦ ◦ · · · ◦ ◦︸ ︷︷ ︸
n1

• ◦ ◦ · · · ◦ ◦︸ ︷︷ ︸
n2

• ◦ ◦ · · · ◦ ◦︸ ︷︷ ︸
n3

のように 1列に並べる方法の数に等しいから

DN = N+2C 2 =
(N + 1)(N + 2)

2
= (6.69) (6.75)

である。φn(x) は n が偶数 (奇数)のとき偶関数 (奇関数)であるから φn(−x) = (−1)nφn(x) であ
る。したがって φn1n2n3

(−r) = (−1)n1+n2+n3φn1n2n3
(r) になるから, 縮退する固有関数のパリティ

は同じ (−1)N である。

デカルト座標と極座標での固有関数の関係

φn1n2n3(r) = Cn1Cn2Cn3e
−a2r2/2Hn1(ax)Hn2(ay)Hn3(az) , Cn =

√
a

π1/2n! 2n
(6.76)

と (6.70)の ψnℓm(r) は H の固有関数である点では同等である。違いは ψnℓm(r) が L2 , Lz の固有
関数, φn1n2n3(r) は H1 , H2 , H3 の固有関数になることである。一般には, ψnℓm は H1 , H2 , H3 の
固有関数ではなく, φn1n2n3

(r) は L2 , Lz の固有関数ではない。エネルギー固有値が ℏω(N + 3/2)

である状態は ψnℓm(r) でも φn1n2n3
(r) でもDN 個存在する。これらの線形結合∑

n1 n2 n3
n1+n2+n3=N

Cn1n2n3
φn1n2n3

(r) , あるいは
∑
n ℓm

2n+ℓ=N

Dnℓm ψnℓm(r)

も H の固有関数で固有値は ℏω(N +3/2) である。したがって, 例えば, ψnℓm(r) を φn1n2n3
(r) の線

形結合で表せる。これを N = 0, 1 の場合に具体的に行う。
N = 0 の場合, n1 = n2 = n3 = 0 , n = ℓ = m = 0 だけで縮退はないから ψ000(r) = φ000(r) にな

るはずである。実際, M( 0, b, x ) = 1 , Y00(θ, ϕ) = 1/
√
4π , H0(x) = 1 より

ψ000(r) = Ae−a
2r2/2 , φ000(r) = C3

0 e
−α2r2/2 , A =

aA00√
4π

=

√
a3

π3/2
= C3

0

である。N = 1 の場合は 3重に縮退する。

(n1, n2, n3 ) = ( 1, 0, 0 ) , ( 0, 1, 0 ) , ( 0, 0, 1 ) または n = 0, ℓ = 1, m = 0, ±1

である。(5.30)より
√
4π/3 rY10 = z ,

√
4π/3 rY1±1 =

(
∓x− iy

)
/
√
2 になるから (6.70)は

ψ01m = Ae−a
2r2/2 rY1m = Ae−a

2r2/2 ×


z , m = 0

∓x− iy√
2

, m = ± 1
, ただし A =

√
2a5

π
√
π
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である。一方, デカルト座標では, H0(x) = 1 , H1(x) = 2x より

φ100 = C xe−a
2r2/2 , φ010 = C y e−a

2r2/2 , φ001 = C z e−a
2r2/2 , C = 2aC2

0C1 = A

したがって ψ010 = φ001 , ψ01±1 = (∓φ100 − iφ010)/
√
2 になる。

異なる ℓ の状態の縮退
クーロンポテンシャルの場合, 軌道角運動量 L 以外に H と可換な演算子であるルンゲ・ベクトル
(6.59)が存在するため, 異なる ℓ の状態が縮退する。3次元等方調和振動子でも同じ現象が起こる。
(6.73)の H と可換な演算子を生成・消滅演算子を用いて求める。(4.10)より

ai =

√
Mω

2ℏ

(
xi +

i

Mω
pi

)
, i = 1, 2, 3

とすると
[ ai , a

†
j ] = δij , [ ai , aj ] = [ a†i , a

†
j ] = 0 , H = ℏω

∑
k

a†kak +
3

2
ℏω

である。(1.11)より

[ a†kak , a
†
iaj ] = a†i [ a

†
k , aj ]ak + a†k[ ak , a

†
i ]aj =

(
δki − δkj

)
a†iaj , ∴ [H , a†iaj ] = 0

になり, 9個の演算子 a†iaj は H と可換である。a† と a はベクトル演算子であるから, 9個の演算子
をスカラー (1個) a† · a, ベクトル (3個) a†× a, 2階テンソル演算子 (5個)に組み直せる。スカラー
はハミルトニアンである。

r =

√
ℏ

2Mω

(
a† + a

)
, p = i

√
Mℏω
2

(
a† − a

)
, ∴ L =

1

ℏ
r×p = − ia†×a

であり, ベクトル積は軌道角運動量になる。以下の議論では a†i よりも b†µ , ( µ = 0, ± 1 )

b†±1 =
1√
2

(
a†1 ± ia

†
2

)
, b†0 = a†3 , [ bµ , b

†
ν ] = δµν , [ bµ , bν ] = [ b†µ , b

†
ν ] = 0 (6.77)

を用いた方が便利である。

H = ℏω
(∑

µ

b†µbµ +
3

2

)
, L3 =

∑
µ

µ b†µbµ , L± = ±
√
2
(
b†0b∓1 − b

†
±1b0

)
(6.78)

になる。[L3 , b
†
µbν ] = (µ − ν)b†µbν であるから, b†µbν は µ = 1, ν = −1 のとき L3 の固有値を最大

+2 変化させる。そこで, テンソル演算子の定義 (5.146)で Tk=2,q=2 = Q2 = b†1b−1 として

[L− , Qµ ] =
√
(2 + µ)(3− µ)Qµ−1 , µ = 0, ± 1, ± 2 (6.79)

により µ = 2 以外の Qµ を決める。H と可換な演算子として L と 2階テンソル演算子 Qµ が存在
することになる。
H, L2, L3 の同時固有関数 (6.70) を |N, ℓ,m 〉 で表す。ただし N = 2n+ ℓ である。

[L3 , Q2 ] = 2Q2 , [L+ , Q2 ] = 0

であるが, これは (6.54)で λ = 2, G = Q2 としたものである。(6.55)より Q2|N, ℓ, ℓ 〉 もH, L2, L3

の同時固有関数で角運動量の大きさは ℓ+2 になる。これを繰り返せば, パリティが同じ (−1)ℓ であ
る ℓ, ℓ+2, ℓ+4, · · · の状態が縮退する。クーロンポテンシャルの場合, H と可換な演算子は (6.59)

のルンゲ・ベクトル R であり, この演算子はパリティを変える。一方, Qµ はベクトル演算子 a† と
a の積でありパリティを変えない。
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問題 6.14 (6.79)より

Q±2 = b†±1b∓1 , Q±1 = ∓
b†0b∓1 + b†±1b0√

2
, Q0 =

2b†0b0 − b
†
1b1 − b

†
−1b−1√

6

を示せ。Tλ=2,µ = Qµ は (5.146)を満たす。

b†µbµ の固有関数 |nµ 〉の直積を |n1, n0, n−1 〉 = |n1 〉|n0 〉|n−1 〉とする。(6.78)より |n1, n0, n−1 〉
は H と L3 の固有関数

H|n1, n0, n−1 〉 = ℏω
(
N + 3/2

)
|n1, n0, n−1 〉 , N = n1 + n0 + n−1

L3|n1, n0, n−1 〉 = m|n1, n0, n−1 〉 , m = n1 − n−1

ではあるが, 一般には L2 の固有関数ではない。n1 + n0 + n−1 = N , n1 − n−1 = m を満たす
|n1, n0, n−1 〉 の線型結合により

|N, ℓ,m 〉 =
∑
n1

Cn1 |n1, n0=N+m−2n1, n−1=n1−m 〉 , max(0,m) ≤ n1 ≤
N +m

2

と表せる。|m| ≤ N より ℓ ≤ N である。|n1, n0, n−1 〉 のパリティは (−1)n1+n0+n−1 であるから,

上の |N, ℓ,m 〉 のパリティは (−1)N になる。一方, 軌道角運動量の固有関数のパリティは (−1)ℓ で
あるから (−1)N = (−1)ℓ になり, 許される ℓ は (6.68)で与えられる。

m |n1, n0, n−1 〉
N |N, 0, 0 〉

N−1 |N−1, 1, 0 〉
N−2 |N−1, 0, 1 〉, |N−2, 2, 0 〉

...

−N | 0, 0, N 〉

|n1, n0, n−1 〉 を m で分類すると右表になる。m = N は
|N, 0, 0 〉 だけである。b−1|N, 0, 0 〉 = b0|N, 0, 0 〉 = 0 と
(6.78)より L+|N, 0, 0 〉 = 0 になるから, |N, 0, 0 〉 は L2 の
固有関数でもあり |N, ℓ = N,m = N 〉 = |N, 0, 0 〉 である
(位相の差は除く )。m = N −1も |N−1, 1, 0 〉だけである。

L−|N, 0, 0 〉 = −
√
2 b†0b1|N, 0, 0 〉 = −

√
2N |N−1, 1, 0 〉

になるから |N, ℓ=N,m=N−1 〉 = − |N−1, 1, 0 〉 である。m = N − 1 の状態としては ℓ = N − 1

も可能であるが, m = N − 1 になる |n1, n0, n−1 〉 は 1つしかないから ℓ = N − 1 は存在しない。

問題 6.15 m = N − 2 の場合, 具体的に |N, ℓ,m 〉 を |n1, n0, n−1 〉 の線型結合で表せ。

6.9 スピン・軌道相互作用
原子や原子核を扱う場合, ハミルトニアンとして

H = H0 + VLS(r)L·S , H0 =
p2

2M
+ V (r) (6.80)

を考えることがある。S は s = 1/2 のスピン演算子である。VLS(r)L·S をスピン・軌道 ( LS )相
互作用あるいはスピン・軌道 ( LS )力という。
スピン状態も明記すると H0 の固有関数 ψ(0)(r) は

ψ(0)(r) =
χ
(0)
nℓ (r)

r
Yℓmℓ

(θ, ϕ) |mσ 〉 , mℓ = ℓ, ℓ− 1, · · · , −ℓ , mσ = ± 1 (6.81)

と表せる。ここで |mσ 〉 は (5.59)である。H0 の固有値は mℓ 及び mσ に依存しないから 2(2ℓ+ 1)

重に縮退する。
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スピン・軌道相互作用がある場合, (5.113)から H の固有関数は (6.81) のようには表せない。こ
れを交換関係から見直すと, L の各成分は互いに非可換であるが, 各成分と L2 は可換である。S も
同様であるから, H は L2, S2 = 3/4 と可換であるが, [L·S , L ] 6= 0 , [L·S , S ] 6= 0 であり H と L

及び S とは非可換である。このため H の固有関数 ψ(r) は Lz , Sz の固有関数である ψ(0)(r) のよ
うには表せない。全角運動量 J = L+S で L·S を表すと 2L·S = J2 −L2 − 3/4 になるから H と
J は可換である。したがって, H, L2, S2, J2, Jz の同時固有関数が存在する。L2, S2, J2, Jz の同
時固有関数は (5.115)の Yℓjm(θ, ϕ) であるから ψ(r) は

ψ(r) =
χ(r)

r
Yℓjm(θ, ϕ) , j = ℓ± 1/2 , m = − j, − j + 1, · · · , j (6.82)

とおける。このとき (5.116)より Hψ(r) = Eψ(r) は(
− ℏ2

2M

d2

dr2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
+ Vℓj(r)

)
χ(r) = E χ(r) (6.83)

ただし
Vℓj(r) = V (r) +

κℓj
2
VLS(r) , κℓj =

{
ℓ , j = ℓ+ 1/2

− ℓ− 1 , j = ℓ− 1/2

になる。V (r) が Vℓj(r) に置き換わるだけで H0 の場合と全く同じ扱いができるが, Vℓj(r) は ℓ, j に
依存する。このため, E は m には依存しないが, ℓ だけでなく j にも依存する。m は 2j + 1個の値
をとるから, 縮退度は 2j + 1 = 2(ℓ± 1/2) + 1 であり, 両者の和 2(2ℓ+ 1) は H0 の縮退度に等しい。
2(2ℓ+1)重に縮退した H0 の固有状態は, ℓ 6= 0 の場合, スピン・軌道相互作用により j = ℓ+1/2 と
j = ℓ− 1/2 の 2つに分離する。
VLS(r) =一定 = VLS の場合, (6.83)は(

− ℏ2

2M

d2

dr2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
+ V (r)

)
χ(r) =

(
E − κℓj

2
VLS

)
χ(r)

これは H0 の動径方向の方程式であるから, H0 の固有値を E
(0)
nℓ とすると

χ(r) = χ
(0)
nℓ (r) , E = E

(0)
nℓ +

κℓj
2
VLS =


E

(0)
nℓ +

ℓ

2
VLS , j = ℓ+ 1/2

E
(0)
nℓ −

ℓ+ 1

2
VLS , j = ℓ− 1/2

(6.84)

になる。χ(r) は j に依存しないが, ℓ 6= 0 のとき固有値は j に依存し 2つに分離する。
相対論的なディラック方程式を非相対論的近似すると

VLS(r) = f0

(
ℏ
Mc

)2
1

r

dV

dr
, f0 =

1

2
(6.85)

になる。VLS(r) とその他の相対論的補正を考慮すると, 原子のエネルギー準位の微細構造を説明で
きる ( 211ページ )。また, 原子核では f0 < 0 にとると, 原子核の魔法数を再現できる。

6.10 2次元の中心力
ハミルトニアン H が

H = − ℏ2

2M

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (r) , r =

√
x2 + y2
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である場合を扱う。(16.46)で z =一定 にすれば 2次元極座標になるから
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
=

1√
r

∂2

∂r2
√
r +

1

4r2
+

1

r2
∂2

∂θ2

したがって
H = − ℏ2

2M

(
1√
r

∂2

∂r2
√
r +

1

4r2
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
+ V (r) (6.86)

である。H は
Lz = − i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= − i ∂

∂θ

と可換であるから, H と Lz の同時固有関数が存在する。Lz の固有関数は m を整数として eimθ で
あるから, H と Lz の同時固有関数 ψ(r) は

ψ(r) =
χ(r)√
r

eimθ√
2π

, m = 0, ± 1, ± 2, · · ·

とおける。(6.86)よりHψ(r) = Eψ(r) は(
− ℏ2

2M

d2

dr2
+

ℏ2

2M

m2 − 1/4

r2
+ V (r)

)
χ(r) = E χ(r) (6.87)

になる。規格化条件は ∫ ∞

0

dr r

∫ 2π

0

dθ |ψ(r)|2 =

∫ ∞

0

dr |χ(r)|2 = 1

である。r → 0 のとき r2V (r)→ 0 ならば (6.87)は
d2χ

dr2
− m2 − 1/4

r2
χ = 0 , ∴ χ(r) = Ar|m|+1/2

ただし χ(0) = 0 である。2次元中心力ポテンシャルでも, 結局, 1次元のシュレーディンガー方程式
(6.87)を解く問題になる。ℓ(ℓ+ 1) = (ℓ+ 1/2)2 − 1/4 であるから ℓ = |m| − 1/2 とすると, (6.87)は
(6.8)に一致する。また, r → 0 の漸近形も r|m|+1/2 = rℓ+1 であるから, 3次元中心力と同じである。
したがって, 3次元中心力ポテンシャルで ℓ = |m| − 1/2 と置き換えれば, 2次元中心力ポテンシャル
の解が求まる。ただし, ℓ は半整数である。
2次元で V (r) = −Ze2/(4πε0r) の場合, 原点で有限な解は (6.29)で ℓ = |m| − 1/2 とおくと

v = CM( |m|+ 1/2− λ , 2|m|+ 1, ρ) , ∴ |m|+ 1/2− λ = −nr , nr = 0, 1, 2, · · ·

でなければならないから

E = − (Zα)2Mc2

2λ2
= − (Zα)2Mc2

2(n− 1/2)2
, n = |m|+ nr + 1 = 1, 2, 3, · · ·

であり, 3次元とは異なる結果になる。波動関数は (6.33)より

χ(r) = C1ρ
|m|+1/2e−ρ/2M(−nr, 2|m|+ 1, ρ)

である。なお, (16.30)より 2次元ポアッソン方程式 (∂2x + ∂2y)V = δ(r) の解は V = log r/(2π) であ
り V ∝ 1/r ではない。

問題 6.16 2次元等方調和振動子 V (r) =Mω2r2/2 の固有値と固有関数が

E = ℏω
(
2n+ |m|+ 1

)
, ψ(r) = C r|m|e−a

2r2/2M(−n, |m|+ 1, a2r2) eimθ

になることを示せ。E = ℏω
(
N + 1

) の縮退度を求めよ (95ページ参照)。
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6.11 中心力ポテンシャルでの数値解法
系の広がりを表す適当な長さを λ として

q =
r

λ
, ε =

2Mλ2E

ℏ2
, Uℓ(q) =

2Mλ2

ℏ2
V (r) +

ℓ(ℓ+ 1)

q2
(6.88)

とすると (6.8)は
d2χℓ
dq2

+
(
ε− Uℓ(q)

)
χℓ = 0 (6.89)

になる。これは (2.2)と同じ型であるから, 2.11章の数値計算法が使える。1次元での束縛状態と異
なる点は, 領域が q ≥ 0 になること及びポテンシャルに ℓ(ℓ+ 1)/q2 が加わることである。
qmin ≤ q ≤ qmax で微分方程式を解くとして, qmax の設定と q = qmax での波動関数の初期値は 1

次元と同様にすればよい。一方, qmin = 0 であるが ℓ 6= 0 のとき U(0) は発散するから, qmin は適当
な微小値, 例えば qmin = 10−6 にする。r → 0 のとき r2V (r) → 0 ならば (6.12)より χℓ → rℓ+1 に
比例するから, 波動関数の初期値として

χℓ(qmin) = qℓ+1
min , χℓ(qmin +∆q) = (qmin +∆q)ℓ+1 (6.90)

とする。ポテンシャル Uℓ(q) と波動関数の初期値は ℓ に依存するから, 53ページのプログラムを出
来るだけ修正せずに済ますには, ℓ を main の前で定義し外部変数とすればよい。53ページのプログ
ラムで potential と wronski を修正し, main部分を下記のようにすれば ℓ = 0, 1, 2 の数値解が求
まる。接続点 qc は qc ≈ 1程度にとる。

.....

int nc, nq, l; // l(エル)を追加
int main()

{

.....

qmax=qmin+nq*dq; qc=qmin+nc*dq;

for( l=0; l<=2; l++ ){ // 追加
for(i=0; i<=nq; i++ )

pot[i]= potential(qmin+dq*i);

.....

}

w1=w2;

}

}

.....

問題 6.17 3次元等方調和振動子の場合 λ =
√
ℏ/(Mω) とすれば (6.67)より

Uℓ(q) = q2 +
ℓ(ℓ+ 1)

q2
, εnℓ =

2E

ℏω
= 4n+ 2ℓ+ 3

になる。数値計算の結果が εnℓ を再現することを確かめよ。
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7 磁場中の荷電粒子
7.1 古典力学
電荷 q の荷電粒子のラグランジアン L を

L =
M

2
ṙ2 + qṙ ·A(r, t)− qA0(r, t) (7.1)

とする。A0(r, t) はスカラーポテンシャルである。

pi =
∂L

∂ẋi
=Mẋi + qAi ,

∂L

∂xi
= qṙ ·∂iA− q∂iA0 (7.2)

より, オイラー・ラグランジュ方程式 dpi/dt = ∂L/∂xi は

Mẍi = − q∂iA0 + qṙ ·∂iA− q
dAi
dt

になる。
dAi
dt

=
d

dt
Ai
(
r(t), t

)
=
∑
j

dxj
dt

∂

∂xj
Ai(r, t) + ∂tAi(r, t) = ṙ ·∇Ai + ∂tAi

であるから

Mẍi = q
(
− ∂iA0 − ∂tAi

)
+ qṙ ·

(
∂iA−∇Ai

)
= q
(
− ∂iA0 − ∂tAi

)
+ q

(
ṙ×
(
∇×A

))
i

つまり
M r̈ = qE + qṙ×B , ただし E = −∇A0 − ∂tA , B = ∇×A (7.3)

になり, (7.1)は正しい運動方程式を与える。ハミルトニアン H は

H = ṙ ·p− L =
M

2
ṙ2 + qA0 =

1

2M

(
p− qA

)2
+ qA0 (7.4)

である。(7.2)で定義した正準運動量 p =M ṙ + qA は力学的運動量 M ṙ とは異なる。
z軸方向の一様磁場 B = Bez の場合, (7.3)で E = 0 , B = Bez とすると

ẍ = ωcẏ , ÿ = −ωcẋ , z̈ = 0 , ただし ωc = qB/M

である。x と y の方程式を v = ẋ+ iẏ で表すと

v̇ = − iωcv , ∴ v(t) = v0e
−iωct

速さ
√
ẋ2 + ẏ2 = |v| = |v0| は一定である。更に, 積分すると

x(t) + iy(t) =
iv0
ωc
e−iωct + xc + iyc =

iv(t)

ωc
+ xc + iyc (7.5)

(x− xc)2 + (y − yc)2 = |v0/ωc|2 =一定 になるから, (xc, yc) を中心とした角速度 |ωc| の等速円運動
である。(7.5)の実部と虚部を比較すると

x(t) +
M

qB
ẏ(t) = xc , y(t)− M

qB
ẋ(t) = yc (7.6)

x と y は時間に依存するが, 上の組み合わせは一定になり円運動の中心座標を表す。
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7.2 量子力学
(7.4)で正準運動量 p を − iℏ∇ で置き換えると (正準量子化 ) , シュレーディンガー方程式は

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = Hψ(r, t) , H =

1

2M

(
p− qA(r, t)

)2
+ qA0(r, t) , p = − iℏ∇ (7.7)

になる。自由粒子のシュレーディンガー方程式 iℏ ∂ψ/∂t = H0ψ , H0 = p2/(2M) で

iℏ
∂

∂t
→ iℏ

∂

∂t
− qA0 , p→ p− qA (7.8)

の置き換えをすれば (7.7)になる。(7.8)を電磁相互作用のミニマル結合という。ミニマル結合のた
め, 荷電粒子系はゲージ不変になる。
123ページの繰り返しになるが, スピン 1/2と磁場の相互作用を導出する。∇×∇ = 0 であるから

(5.63)より (σ ·p)2 = p2 である。したがって H0 = (σ ·p)2/2M として (7.8)の置き換えを行うと

H =
1

2M
(σ ·P )

2
+ qA0 =

1

2M
P 2 +

i

2M
σ ·(P×P ) + qA0 , P = − iℏ∇− qA(r, t)

である。P×P = iℏq
(
∇×A

)
= iℏqB より

H =
1

2M
P 2 + qA0(r, t)− µσ ·B(r, t) , µ =

ℏq
2M

(7.9)

になり, 磁場B(r, t)とスピンに依存した −µσ·B が現れる。µσ = 2µS はスピンSによる磁気モー
メントである。以上は, 相対論的量子力学のディラック方程式に対して非相対論的近似を行った結
果である。スピン 1/2粒子を扱うが, スピン 0の場合, スピノール ψ を 1成分に置き換え µσ ·B を
無視する。
一様磁場の場合, ∇×A(r) = B を満たす A は一意に決まらないが, A(r) = B×r/2 とすれば

∇×A = B である。∇·A = 0 より P 2 = p2 + q2A2 − 2qA·p である。

2A·p = (B×r)·p = B ·(r×p) = ℏB ·L , L = − ir×∇

になるから

H =
1

2M

(
p2 + q2A2

)
+ qA0(r, t)− µB ·

(
gsS + gℓL

)
, gs = 2 , gℓ = 1 (7.10)

である。軌道角運動量 L の gℓ = 1 は古典力学と同じである。一方, スピン S の磁気モーメントは,

古典力学から類推される gs = 1 ではなく gs = 2 になる。gℓ, gs を g因子という ( (5.153)参照 )。
電子の場合, 実験値は gs − 2 = 2.3193 · · · ×10−3 であり, gs = 2 は実験値をほぼ再現する。量子電

磁力学によれば gs − 2 = α/π + O(α2) ≈ 2.323×10−3 になる。ただし, α ≈ 1/137 は微細構造定数
(6.25)である。α2 以上の補正も考慮した量子電磁力学の理論値は実験値と驚くほどよく一致する。
(5.4)より P×P = iℏqB(r, t) は

[Px , Py ] = iℏqBz , [Py , Pz ] = iℏqBx , [Pz , Px ] = iℏqBy (7.11)

あるいは
[Pi , Pj ] = iℏq

∑
k

εijkBk (7.12)

と表せる。(7.2)より速度 ṙ に対応する量子力学の演算子は P /M である。B 6= 0 のとき Px, Py,

Pz の少なくとも一対は非可換になるから, 磁場中では速度が確定した状態は存在しない。
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⇓⇑

R

x

y

aa

qB>0不確定性関係
z 軸方向の一定磁場の場合, [Px , Py ] = iℏqB = 定数 であるから,

(1.39)より

∆Px∆Py ≥
1

2

∣∣〈ψ | [Px , Py ] |ψ 〉∣∣ = ℏ|qB|
2

この不確定性は図のような装置で定性的理解はできる。古典力学
では, 円運動の半径を R とすると, 入射粒子の運動量は Px = 0 , Py = qBR である。一方, 量子力学
では ∆x ∼ a より ∆Px ∼ ℏ/a である。R にも a程度の不確定性があるから Py = qBR を使うと
∆Py ∼ qB∆R ∼ qBa になり ∆Px∆Py ∼ ℏ qB である。
古典力学との対応関係
(1.14)より

iℏ
d

dt
〈ψ |xi |ψ 〉 = 〈ψ |

[
xi , H

]
|ψ 〉

である。(7.9)の H で xi と非可換な部分は Pi だけで
[
xi , Pi

]
= iℏ であるから

d

dt
〈ψ |xi |ψ 〉 =

1

2M

1

iℏ
〈ψ |

( [
xi , Pi

]
Pi + Pi

[
xi , Pi

])
|ψ 〉 = 1

M
〈ψ |Pi |ψ 〉

になる。これは古典力学での正準運動量 pの定義式 ( (7.2)の第 1式 )に対応する。P = p−qA(r, t)

は一般に時間に依存するから (1.13)より
d

dt
〈ψ |P |ψ 〉 = 1

iℏ
〈ψ |

[
P , H

]
|ψ 〉+ 〈ψ | ∂P

∂t
|ψ 〉 , ∂P

∂t
= − q ∂A

∂t

になる。(7.12)より[
Pi , P

2
]
=
∑
j

(
Pj
[
Pi , Pj

]
+
[
Pi , Pj

]
Pj

)
= iℏq

∑
jk

εijk

(
PjBk +BkPj

)
= iℏq

(
P×B −B×P

)
i

になるから
1

iℏ
[
P , H

]
+
∂P

∂t
=

q

2M

(
P×B −B×P

)
+ qE + µ∇

(
σ ·B

)
, E = −∇A0 −

∂A

∂t(
P×B

)†
= −B×P より P×B −B×P はエルミート演算子である。以上から

M
d2

dt2
〈ψ | r |ψ 〉 = d

dt
〈ψ |P |ψ 〉 = 〈ψ |

( q

2M

(
P×B −B×P

)
+ qE + µ∇

(
σ ·B

))
|ψ 〉

になる。演算子 P /M は粒子の速度を表すから, 上式は運動方程式 (7.3)に対応する。P と B が可
換ならば, 右辺第 1項は qP×B/M になり, ローレンツ力と同じ表現である。
スピンに依存する第 3項 Fσ = µ∇

(
σ·B

)は古典力学には存在しない。磁場が z軸方向のとき, σz

の固有状態を | ± 〉 とすると Fσ| ± 〉 = ±µ∇Bz| ± 〉 である。スピン状態が |+ 〉 と | − 〉 では逆向き
の力が作用するから, スピン 1/2粒子が不均一な磁場を通過すると, 粒子は 2つのビームに分離する
(シュテルン・ゲルラッハの実験 )。ただし, 実験的には入射速度には分散があるから, 荷電粒子の場
合, ローレンツ力によりビームは拡散し, 2つの分離を覆い隠す可能性がある。基底状態の角運動量
が 1/2の中性原子 (例えば銀原子)を用いれば, ローレンツ力の影響を受けない。
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7.3 ゲージ不変性
λ(r, t) を任意の関数として

A′
0(r, t) = A0(r, t)− ∂tλ(r, t) , A′(r, t) = A(r, t) +∇λ(r, t) (7.13)

をゲージ変換という。∇×∇ = 0 であるから

E′ = −∇A′
0 − ∂tA′ = −∇A0 − ∂tA = E , B′ = ∇×A′ = ∇×A = B

であり, 古典力学の運動方程式 (7.3)はゲージ変換に依らない。また, Maxwell方程式も E, B で記
述できるから, ゲージ変換に対して不変である。古典的には, E と B が基本量であり, ポテンシャ
ル Aµ = (A0,A) は一意に決まらない補助的な量と見なせる。一方, シュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(r, t) = Hψ(r, t) , ただし H =

1

2M
P 2 − µσ ·B + qA0 , P = − iℏ∇− qA (7.14)

は A0 と Aを含むから,量子力学では E, B よりも Aµ の方が基本的な量になる。H で Aµ を (7.13)

の A′
µ で置き換えたものを H ′ とすると, シュレーディンガー方程式は

iℏ
∂

∂t
ψ′(r, t) = H ′ψ′(r, t) (7.15)

になる。H ′ 6= H であるが, 以下に示すように, ψ(r, t) と ψ′(r, t) は同じ状態を表す。これをシュ
レーディンガー方程式のゲージ不変性という。

U = eiqλ(r,t)/ℏ , U † = e− iqλ(r,t)/ℏ

とする。任意の関数 F (r, t) に対して

P
(
U †F

)
= U†PF − iℏF ∇U† = U†P ′F , ただし P ′ = P − q∇λ = − iℏ∇− qA′

である。F は任意であるから演算子の関係式として

UPU† = P ′ , 一般に UPiPj · · ·PkU † = UPiU
† UPjU

† · · ·UPkU† = P ′
iP

′
j · · ·P ′

k (7.16)

が成り立つ。これから ( B = B′, A0 = A′
0 + ∂tλ )

UHU † =
1

2M
P ′2 − µσ ·B + qA0 = H ′ + q ∂tλ (7.17)

である。(7.14)に U をかけると

iℏU
∂

∂t
ψ = UHU †Uψ = H ′Uψ + q

∂λ

∂t
Uψ = H ′Uψ − iℏ∂U

∂t
ψ , ∴ iℏ

∂

∂t

(
Uψ
)
= H ′Uψ

になる。したがって, ψ が (7.14)の解ならば

ψ′(r, t) = Uψ(r, t) = eiqλ(r,t)/ℏψ(r, t) (7.18)

は (7.15)の解になり, この逆も成り立つ。ψ と ψ′ の違いは, 状態に無関係な U だけであるから, ψ

と ψ′ は同じ状態である。(7.13)と (7.18)が量子力学でのゲージ変換を表す。
ある演算子 Q(Aµ) に対して, Aµ を (7.13) の A′

µ で置き換え Q′ = Q(A′
µ) とする。物理量はエル

ミート演算子であるが, 電磁相互作用を考慮すると, 期待値がゲージ変換に対して不変

〈ψ′ |Q′ |ψ′ 〉 = 〈ψ |Q |ψ 〉
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でなければならない。|ψ 〉 = U†|ψ′ 〉 であるから

UQ(Aµ)U
† = Q(A′

µ) (7.19)

が物理量の条件である。演算子 Q の固有状態を |ψ 〉, 固有値を q とする。Q|ψ 〉 = q|ψ 〉 の両辺に
U をかければ

UQU †U |ψ 〉 = qU |ψ 〉 , ∴ Q′|ψ′ 〉 = q|ψ′ 〉

Q と Q′ は異なるが, 両者の固有値は一致し, 固有値はゲージに依存しない。また, 固有関数はゲー
ジに依存するが位相 U = eiqλ(r,t)/ℏ が異なるだけである。
(7.2)より力学的運動量 M ṙ は量子力学では P になる。これは (7.16)より物理量である。一方,

正準運動量 p = − iℏ∇ は Aµ に依存しないから p′ = p になるが, UpU † = p− q∇λ 6= p′ であるか
ら物理量ではない。(7.17)より一般に UHU † 6= H ′ であるから, H は時間発展を記述する演算子で
はあるが, それ自体は系のエネルギーという物理量ではない。しかし, E, B が時間に依存しないと
き, A0, A も時間に依存しない範囲に制限すれば, ∂λ/∂t = 0 であるから UHU † = H ′ になり系の
エネルギーという物理的意味をもつ。このとき, H の固有値はゲージに依存しない。
正準量子化
ゲージ λ の不定性は位相 eiqλ/ℏ に取り込めたが, 同様のことは正準運動量 p を p = − iℏ∇ とする
ときにも起こる。[xi , pj ] = iℏ δij を満たす p は F (r) を任意関数として p = − iℏ∇ + F (r) でも
よい。[ pi , pj ] = 0 より ∇×F = 0 になるから F (r) = ℏ∇θ(r) とおける。p はエルミート演算子
であるから θ は実数である。eiθ(r)(− iℏ∇+F (r)

)
e−iθ(r) = − iℏ∇ であるから, ユニタリ変換 eiθ(r)

で F = 0 の表示になる。したがって F = 0 でも一般性は失わない ( (14.20)参照 )。

7.4 連続の方程式
(7.14)より

ψ† ∂ψ

∂t
=

iℏ
2M

ψ†D2ψ +
1

iℏ

(
qA0ψ

†ψ − µψ†σ ·Bψ
)
, ただし D = − P

iℏ
= ∇+

q

iℏ
A

である。
∇·
(
ψ†Dψ

)
=
(
∇ψ†)·Dψ + ψ†

(
D − q

iℏ
A
)
·Dψ = ψ†D2ψ +

(
Dψ

)† ·Dψ

になるから

ψ† ∂ψ

∂t
= − 1

2M
∇·
(
ψ†Pψ

)
+
F

iℏ
, F =

ℏ2

2M

(
Dψ

)† ·Dψ + qA0ψ
†ψ − µψ†σ ·Bψ

F は実数であるから, 確率密度 ρ = ψ†ψ の時間微分は
∂ρ

∂t
= ψ† ∂ψ

∂t
+

(
ψ† ∂ψ

∂t

)∗

= 2Re

(
ψ† ∂ψ

∂t

)
= − 1

M
∇·Re

(
ψ†Pψ

)
になる。したがって

∂ρ

∂t
+∇·j = 0 , ただし j(r, t) =

1

M
Re
(
ψ†Pψ

)
=

1

2M

(
ψ†Pψ +

(
ψ†Pψ

)∗)
(7.20)

であり連続の方程式が成り立つ。(7.20)は A = 0 での流れの密度 (1.6)に (7.8)の置き換えをすれば
得られる。ゲージ変換に対しては

ψ′†P ′ψ′ = ψ† U †UPU †Uψ = ψ†Pψ
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になるから j はゲージ不変である。
∇·
(
∇×f

)
= 0 であるから, j に任意の ∇×f を加えても連続の方程式を満たす。したがって, 連

続の方程式だけでは j を一意に決定できない。粒子がスピンをもつ場合, (7.20)にスピン依存項を
加える必要がある。(7.9)のスピン依存項によるエネルギー期待値 Eσ は

Eσ = −
∫
d3rµ(r, t)·B(r, t) , µ =

ℏq
2M

ψ†(r, t)σψ(r, t)

である。∇·
(
A×µ

)
= µ·(∇×A)−A·(∇×µ) より

Eσ = −
∫
d3rA·

(
∇×µ

)
−
∫
d3r∇·

(
A×µ

)
= −

∫
d3rA·

(
∇×µ

)
∇·
(
A×µ

) の積分は, ガウスの定理より無限遠での表面積分になるから 0 とした。電磁気学によれ
ば, 電流密度 J と電磁場の相互作用エネルギーは −A·J の積分で与えられるから, ∇×µ はスピン
による電流密度と見なせる。これを電荷 q で割れば確率の流れの密度になるから

j(r, t) =
1

M
Re
(
ψ†Pψ

)
+

ℏ
2M

∇×
(
ψ†σψ

)
(7.21)

である。スピン依存項は連続の方程式に寄与せず, また, ψ′†σψ′ = ψ†σψ よりゲージ不変である。

問題 7.1 Re
(
ψ†σσ ·pψ

)
= Re

(
ψ†pψ

) であるから, (7.9)の µσ ·B を導出したのと同様の方法を
適用し j = Re

(
ψ†σσ ·P ψ

)
/M とすると (7.21)に一致することを示せ。

7.5 一様磁場
一様磁場 B = Bez での荷電粒子の運動を考える ( 123ページ参照 )。(7.14)のハミルトニアンは

A0 = 0 として

H = Hxy +Hz +Hσ , Hxy =
P 2
x + P 2

y

2M
, Hz =

P 2
z

2M
Hσ = −µBσz

である。(7.11)より B = Bez のとき

[Px , Py ] = − [Py , Px ] = iℏ qB , その他の [Pi , Pj ] = 0 (7.22)

になるから, Hxy, Pz, σz は互いに可換で, これらの同時固有関数 Φ(r) が存在する。σz の固有スピ
ノールを σzχσ = σχσ , σ = ± 1 とすれば, Φ(r) = Ψ(r)χσ とおけ HΦ = EΦ は

HxyΨ(r) = ExyΨ(r) , PzΨ(r) = ℏkzΨ(r) , E = Exy +
ℏ2k2z
2M

− µBσ (7.23)

になる。Π = Px , X = −Py/(qB) とすると

Hxy =
1

2M
Π2 +

Mω2

2
X2 , [X , Π ] = iℏ , ただし ω =

|qB|
M

(7.24)

になるから, X を座標, Π を運動量とする 1次元調和振動子である。したがって, H の固有値は

E = ℏω
(
n+

1

2

)
+

ℏ2k2z
2M

− µBσ = ℏω
(
n+

1

2
− qB

|qB|
σ

2

)
+

ℏ2k2z
2M

, n = 0, 1, 2, · · ·

になる。磁場に垂直な xy 平面内の運動は, 古典力学的には角速度 ω = |qB|/M の単振動を重ね合
わせた等速円運動であるが, これに対応して, 量子力学でのエネルギーは離散的な値 ℏω(n+1/2) に
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なる。このエネルギー固有値の状態をランダウ準位という。磁場方向の状態は速度 Pz/M の固有状
態であるが, これは古典力学的粒子が等速運動することに対応する。qB ≷ 0 のとき n , σ = 1 と
n∓ 1 , σ = −1 は縮退する。自由度 2の xy平面の運動を表す Hxy は, 自由度 1の 1次元調和振動子
と等価になるが, 系の状態を指定するには Hxy には現れない自由度の状態も必要になる。以下で示
すように, これを考慮するとランダウ準位は無限に縮退する。
∇×A(r) = B = ( 0, 0, B ) を満たす A は無数にあり, 例えば, g を任意の実数として

A = (−By, 0, 0 ) + gB∇(xy) = ( (g − 1)By, gBx, 0 ) (7.25)

よく使われるものは g = 0, 1, 1/2 とした

A1 = (−By, 0, 0 ) , A2 = ( 0, Bx, 0 ) , A3 =
1

2
(−By, Bx, 0 ) = 1

2
B×r (7.26)

である。以下では ∇×A = Bez 及び

Ax = Ax(x, y) , Ay = Ay(x, y) , Az = 0

とする。Pz = − iℏ ∂z になるから, Hxy と Pz の同時固有関数 Ψ(r) は Ψ(r) = eikzzψ(x, y) とおけ
る。Ax と Ay は z に依存しないから HxyΨ = ExyΨ は x, y についての方程式

Hψ(x, y) = Eψ(x, y) , H =
1

2M

(
P 2
x + P 2

y

)
=

1

2M

(
(px − qAx)2 + (py − qAy)2

)
(7.27)

になる。簡単のため Hxy, Exy を H, E で表す。また, qB > 0 とする。ω = qB/M である。
z軸方向の一様磁場の場合, 古典力学での円運動の中心座標 xc, yc は (7.6)である。これに対応す

る量子力学の演算子を Xc, Yc とすると, 力学的運動量 M ṙ は P であるから

Xc = x+
1

qB
Py , Yc = y − 1

qB
Px (7.28)

になる。(7.22)及び [xi , Pj ] = [xi , pj ] = iℏ δij より

[Xc , Yc ] = −
iℏ
qB

, [Xc , Pi ] = [Yc , Pi ] = 0 , [Xc , H ] = [Yc , H ] = 0 (7.29)

Xc と Yc は非可換であるから, Xc と Yc が同時に確定した値になることはない。Xc, Yc のどちらか
1つと H の同時固有関数は存在する。
系の力学変数は x, px, y, py であるが, この代わりに Px, Py, Xc, Yc を用いる。(7.22), (7.29)は

[X , Π ] = iℏ , ただし (X,Π ) = (−Py/qB, Px) または (X,Π ) = (Xc,− qBYc)

になるから, X を座標, Π を正準運動量と見なせる。生成演算子の定義 (4.11)と同様にして

a† =

√
Mω

2ℏ

(
−Py
qB
− i Px

Mω

)
= − 1√

2ℏqB

(
iPx + Py

)
(7.30)

b† =

√
Mω

2ℏ

(
Xc − i

−qBYc
Mω

)
=

√
qB

2ℏ

(
Xc + iYc

)
(7.31)

とする。(7.22), (7.29)より

[ a , a† ] = [ b , b† ] = 1 , [ a , b† ] = [ a , b ] = 0
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になるから, a† と b† は独立な調和振動子の生成演算子である。(4.21)より系の状態は

|n , k 〉 = 1√
n! k!

(
a†
)n (

b†
)k | 0 〉 , ただし a| 0 〉 = b| 0 〉 = 0 , n, k = 0, 1, 2, · · · (7.32)

になる。中心座標の距離演算子 Rc を R2
c = X2

c + Y 2
c とする。a†, b† の定義より R2

c と (7.27)のハ
ミルトニアン H は

H = ℏω
(
a†a+ 1/2

)
, R2

c =
2ℏ
qB

(
b†b+ 1/2

)
になるから, |n, k 〉 は H と Rc の同時固有関数である。H の固有値 ℏω(n + 1/2) は k に依存しな
いから, ランダウ準位は無限に縮退する。|n , k 〉 は Xc ∝ b† + b, Yc ∝ b† − b の固有関数ではないが,

|n , k 〉 を k について適当に重ね合わせれば, H と Xc または Yc の同時固有関数にできる。
ゲージを固定し H の固有関数 ψ(x, y) の具体形を求める。無限に縮退するから, ψ(x, y) を決める

には H と可換な演算子との同時固有関数を求める必要がある。
A = A1 の場合
H を H1 で表すと

H1 =
1

2M

(
P 2
x + P 2

y

)
, Px = px + qBy , Py = py

である。H1 と px は可換であるから, この 2つの同時固有関数 ψ(x, y) が存在する。px の固有関数
は eikxx であるから ψ(x, y) = eikxx Y (y) とおけ(

− ℏ2

2M

d2

dy2
+
Mω2

2

(
y − y0

)2)
Y (y) = EY (y) , y0 = − ℏkx

qB
, ω =

qB

M
(7.33)

になる。これは y = y0 を中心とした調和振動子であるから, 固有値と固有関数は

E = ℏω
(
n+ 1/2

)
, ψ(x, y) = eikxxφn

(
y − y0

)
, n = 0, 1, 2, · · · (7.34)

ただし, φn(x) は (4.25)である。状態 ψ は kx, n を指定すると定まるが, E は kx に依らないから,

各エネルギー準位は無限に縮退する。
古典力学での中心座標に対応する (7.28)は A = A1 の場合

Xc = x+ py/qB , Yc = − px/qB

になる。B = 0 の場合と異なり, eikxx は力学的運動量 Px = px + qBy の固有関数ではなく Yc の固
有関数であり, Yc の固有値 − ℏkx/(qB)はポテンシャルの中心座標 y0 である。エネルギー固有値 E

はポテンシャルの中心位置に依存しない。(1.39), (7.29)より不確定性関係は ∆Xc∆Yc ≥ ℏ/(2qB)

になる。(7.34)の場合 ∆Yc = 0 になるから, ∆Xc =∞ であり Xc は全く不定になる。
固有関数 ψ(x, y) の x依存性は平面波 eikxx ではあるが, 確率密度の流れは x軸方向の一定速度

ℏkx/M の流れにはならない。(7.21)よりスピン依存性を無視すると

jx =
1

M
Re
(
ψ∗Pxψ

)
= (y − y0)ωφ2

n(y − y0) , jy =
1

M
Re
(
ψ∗Pyψ

)
= 0

である。確率の流れは x軸方向を向き, 速度 (y − y0)ω の流れになる。これは y = y0 を中心とした
角速度 ω の円運動の速度である。Xc は不定であるから, 状態 (7.34)は直線 y = y0 上に中心が一様
に分布した円運動の集まりと見なせる。
縮退度
E = ℏω(n+1/2) の縮退度は, 粒子を有限の領域に閉じ込めれば有限になる。この縮退度を A = A1
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の場合に求める。H の固有値はゲージに依らないから, その縮退度もゲージ不変である。粒子を一
辺 L の正方形に閉じ込める。まず, 自由粒子の場合を考える。259ページと同様に, 周期的境界条件
を設定すると, 平面波 eik·r の波数 k = (kx, ky) は

kx = 2πnx/L , ky = 2πny/L , nx, ny = 0, ± 1, ± 2 , · · ·

になる。エネルギー E = ℏ2k2/2M が E と E + dE の間の状態数を ρfree(E) dE とする。(kx, ky)

平面上で面積 (2π/L)2 に状態は 1つあるから dkxdky の状態数は

dkxdky
(2π/L)2

=
L2

4π2
dk k dθ =

L2M

4π2ℏ2
dEdθ , ∴ ρfree(E) =

L2M

4π2ℏ2

∫ 2π

0

dθ =
L2M

2πℏ2

になる。磁場が作用する場合でも kx = 2πnx/L である。(7.33)を周期的境界条件で解く必要がある
が, L が十分大きければ境界条件を無視してもよい近似である。(7.34)は近似的に成り立ち, ポテン
シャルの中心 y0 が 0 < y0 < L になる状態だけが許され

ℏω

ℏω

B = 0 B 6= 0

0 < y0 = − ℏkx
qB

< L , ∴ 0 < − nx
qB

<
L2

2πℏ
である。En = ℏω(n+ 1/2) の縮退度 Dn は許される nx の個数より

Dn =
qBL2

2πℏ
= ρfree

ℏqB
M

= ρfree ℏω

になる。Dn はエネルギー間隔 ℏω にある自由粒子の状態数に等しい。
したがって, |E − En| < ℏω/2 にあった自由粒子の状態が, 磁場により 1つのランダウ準位 E = En

に縮退すると見なせる (右図)。粒子を閉じ込めた領域の全磁束 Φ は Φ = BL2 であるから

Dn = |Φ/Φ0| , ただし Φ0 = 2πℏ/q = h/q (7.35)

と表せる。素電荷 q = e のとき Φ0/2 = h/2e を磁束量子という。
A = A3 の場合
(7.27)の H を H3 で表す。この場合

Px = px +
qBy

2
, Py = py −

qBx

2
, Xc =

x

2
+
py
qB

, Yc =
y

2
− px
qB

(7.36)

であり
H3 =

1

2M

(
P 2
x + P 2

y

)
=

1

2M

(
p2x + p2y

)
+

(qB)2

8M

(
x2 + y2

)
− ℏqB

2M
Lz (7.37)

になる ( ℏLz = xpy − ypx )。A3 = A1 +∇λ , λ = Bxy/2 であるから, H1 と Yc = − px/qB の同時
固有関数 (7.34)をゲージ変換 (7.18)した

ψ(x, y) = exp

(
i
qB

2ℏ
xy + ikxx

)
φn(y − y0) = exp

(
iqB

ℏ

(y
2
− y0

)
x

)
φn(y − y0) (7.38)

は H3 と (7.36)の Yc の同時固有関数である。

問題 7.2 (7.38)が H3, Yc の同時固有関数になることを実際に確かめよ。

H3 と Lz は可換であるから, H3 と Lz の同次固有関数が存在する。ただし, Yc と Lz は非可換で
ある。(7.36)より

x = Xc −
Py
qB

, y = Yc +
Px
qB

, px =
Px − qBYc

2
, py =

Py + qBXc

2
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である。これを Lz に代入すると, (7.29)より [Xc , Py ] = [Yc , Px ] = 0 であるから

Lz =
qB

2ℏ
(
X2
c + Y 2

c

)
−
P 2
x + P 2

y

2ℏqB
= b†b− a†a (7.39)

になる。(7.32)の状態 |n , k 〉 は Lz|n , k 〉 = (k−n)|n , k 〉 を満たす。A = A3 の場合, |n , k 〉 は H3

と Lz の同時固有状態である。
Lz を除いた H3 は角振動数 ω′ = qB/(2M) = ω/2 の 2次元調和振動子である。(4.60)の a†±

a†± =
a†1 ± ia

†
2√

2
, a†i =

√
Mω′

2ℏ

(
xi −

i

Mω′ pi

)
を用いると, (4.61)より

Lz = a†+a+ − a
†
−a− , H3 =

ℏω
2

(
a†+a+ + a†−a− + 1

)
− ℏqB

2M
Lz = ℏω

(
a†−a− + 1/2

)
になる。H3 は a†−a− だけに依存し, 固有値は ℏω

(
n + 1/2

) である。(7.30), (7.31)に (7.36)を代入
すれば a† = a†− , b† = a†+ である。

問題 7.3 H = H3 +Mϕ20
(
x2 + y2

)
/8 とする。大きさが z軸からの距離に比例する電場を加えた

場合である。H の固有値は m,n = 0, 1, 2, · · · として

0, 0

0, 1

0, 2

0, 3

1, 0

1, 1

1, 2

2, 0

2, 1
3, 0

0 10

0.5

1.0

1.5

2.0

ϕ0/ω

Emn =
ℏΩ
2

(
m+ n+ 1

)
+

ℏω
2

(
n−m

)
, Ω =

√
ω2 + ϕ20

になることを示せ。右図に Emn/ℏΩ を ϕ0/ω の関数として示
す。曲線にはm,nを付けた。

Emn
ℏΩ

=


n+

1

2
− n−m

4

ϕ20
ω2

+ · · · , ϕ0 � ω

m+ n+ 1

2
+
n−m

2

ω

ϕ0
+ · · · , ϕ0 � ω

である。ϕ0 = 0 のとき無限に縮退する。一方, ϕ0 � ω では角
振動数 ϕ0/2 の 2次元調和振動子になる。

(7.32)で与えられる |n , k 〉 の波動関数 ψnk(x, y) を求める。a†± を 2次元の極座標 (r, θ) で表すと

a†± =

√
Mω

8ℏ
e±iθ

(
r − 2ℏ

Mω

(
∂r ±

i

r
∂θ

))
= e±iθ

√
ρ

(
1

2
− ∂ρ ∓

i

2ρ
∂θ

)
, ρ =

Mω

2ℏ
r2

であるから Fm(ρ) ≡ ρm/2eρ/2 とすると

a†±e
imθφ(ρ) = ei(m±1)θ√ρ

(
1

2
− ∂ρ ±

m

2ρ

)
φ(ρ) = − ei(m±1)θF1±m(ρ)

d

dρ

φ(ρ)

F±m(ρ)

一般に (
a†±
)k
eimθφ(ρ) = (−1)kei(m±k)θFk±m(ρ)

dk

dρk
φ(ρ)

F±m(ρ)

である。したがって

(a†−)
n(a†+)

kφ(ρ) = (−1)k+nei(k−n)θρ(n−k)/2eρ/2 d
n

dρn
ρk

dk

dρk
e−ρ/2φ(ρ) (7.40)

= (−1)k+nei(k−n)θρ(k−n)/2eρ/2 d
k

dρk
ρn

dn

dρn
e−ρ/2φ(ρ) (7.41)
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になる。2行目では a†− を最初に作用させた (問題 7.4参照 )。規格化した ψ00 は

a±ψ00 = e∓iθ
√
ρ

(
1

2
+ ∂ρ ∓

i

2ρ
∂θ

)
ψ00 = 0 , ∴ ψ00 =

C0√
2π
e−ρ/2 , C0 =

√
Mω/ℏ

であるから, (7.40), (7.41) で φ(ρ) = e−ρ/2 とすれば

ψnk(x, y) =
1√
n! k!

(
a†−
)n(

a†+
)k
ψ00 = (−1)nC0

√
n!

k!

eimθ√
2π
e−ρ/2ρm/2Lmn (ρ) (7.42)

= (−1)kC0

√
k!

n!

eimθ√
2π
e−ρ/2ρ−m/2L−m

k (ρ) (7.43)

ただし, m = k−nは Lz の固有値, Lmn は (17.124)のラゲール多項式である。m ≥ 0のとき nρ = n ,

m ≤ 0 のとき nρ = k とし, それぞれ (7.42), (7.43)を用いれば

ψnρm = (−1)nρ

√
Mω

ℏ
nρ!

(nρ + |m|)!
eimθ√
2π

e−ρ/2ρ|m|/2L|m|
nρ

(ρ) , ρ =
qB

2ℏ
r2 (7.44)

E = ℏω
(
n+

1

2

)
= ℏω

(
nρ +

|m| −m+ 1

2

)
, ω =

qB

M
(7.45)

になる。(17.135)より ψnρm(x, y) は規格化されている。
微分方程式を解き (7.44), (7.45) を求める。円柱座標 (16.43), (16.44)を用いると A3(r) = Breθ/2

である。一般に A = A(r) eθ の場合, (16.45)より ( z は考えない )

H = − ℏ2

2M

(
∇− iq

ℏ
A

)2

= − ℏ2

2M

(
∂2r +

1

r
∂r −

(
Lz
r
− qA(r)

ℏ

)2
)
, Lz = − i∂θ (7.46)

になり H と Lz の同時固有関数 ψ = eimθR(r) が存在する。A(r) = Br/2 とするとH3ψ = Eψ は

− ℏ2

2M

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2

)
R+

Mω2

8
r2R =

(
E +

ℏω
2
m

)
R , ω =

qB

M

ρ = (Mω/2ℏ) r2 で表せば (
ρ
d2

dρ2
+

d

dρ
− m2

4ρ
− ρ

4
+

E

ℏω
+
m

2

)
R = 0

である。ρ→ 0 , ρ→∞ での漸近形を取り出して R = ρ|m|/2e−ρ/2u(ρ) とすると(
ρ
d

dρ2
+
(
|m|+ 1− ρ

) d
dρ
− a
)
u = 0 , a =

|m| −m+ 1

2
− E

ℏω

これは (17.102)であるから, 原点で有限な解は u(ρ) = CM(a, |m| + 1, ρ) になる。R ρ→∞−−−→ 0 であ
るためには (17.111)より nρ = 0, 1, 2, · · · として a = −nρ であるから E は (7.45)になる。また,

M(−nρ, |m|+ 1, ρ) ∝ L|m|
nρ より, 規格化すれば ψ は (7.44)になる。

問題 7.4 ρn
dn

dρn
ρk

dk

dρk
f(ρ) = ρk

dk

dρk
ρn

dn

dρn
f(ρ) を示せ。これから (7.40)と (7.41)は一致する。

7.6 アハラノフ・ボーム効果
空間的に限られた領域に磁場 B が存在するとき, 磁場が存在しない領域を運動する荷電粒子が,

磁場の影響を受けることがある。これをアハラノフ・ボーム効果 (略して AB効果)という。これは
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古典力学ではありえない純粋な量子力学的効果である。B を定数として

B(r) =

{
Bez , r ≤ a
0 , r > a

, r =
√
x2 + y2

の場合を考える。円柱座標を用いて A = A(r) eθ とする。(16.48)より ∇×A は z 軸方向のベクト
ルである。xy平面上で原点中心で半径 r の円 C に沿って A(r) の線積分を行う。xy平面上におけ
る C の内部を S とすると, ストークスの定理から

2πrA(r) =

∮
C

dr ·A(r) =

∫
S

dxdy (∇×A)z =

∫
S

dxdy Bz =

{
πr2B , r ≤ a
πa2B = Φa , r > a

したがって

r ≤ a のとき A(r) =
Br

2
eθ = (7.26)の A3 , r > a のとき A(r) =

Φa
2πr

eθ = ∇λ0(θ)

ただし, (16.45)より λ0(θ) = Φaθ/(2π) である。

問題 7.5 全空間で A = Φaeθ/(2πr) の場合∇×A = Φaδ(x)δ(y)ez を示せ。

B 6=0D1 B 6=0D2

ゲージ変換すると A′ = A +∇λ になるから, r > a で
は λ = −λ0 とすれば A′ = 0 にできそうである。原点周
りに一周できる r > a の領域 D1 ( 例えば右図の D1 )で
は, λ0(θ) 6= λ0(θ + 2π) であるから, λ0 は r の一価関数で
はない。一方, λ(r) は r の一価関数であるから λ = −λ0
とはおけない。あるいは, B 6= 0 の領域を内部に含む閉曲
線に沿った A′ の線積分は, ストークスの定理より全磁束になるから A′ 6= 0 である。原点周りに一
周できない領域 D2 の場合 ( 例えば図の D2 ), θ は 0 ≤ θ1 ≤ θ ≤ θ2 < 2π に制限されるため θ + 2π

は範囲外になる。したがって, λ0(θ) 6= λ0(θ + 2π) であっても λ0 は一価関数であり λ = −λ0 とし
てよい。D2内の任意の閉曲線 C は原点を一周できないから, C の内部は常に B = 0 である。この
ため, C に沿った A の線積分は 0 であり, ゲージ変換で A′ = 0 にできる。D2 は単連結領域 ( 穴が
ない領域 ), D1 は多重連結領域である。
B = 0 の領域 D に粒子を閉じ込めた場合, シュレーディンガー方程式は

− ℏ2

2M

(
∇− iq

ℏ
A

)2

ψ(r, θ) = E ψ(r, θ) , ただし A =
Φa
2πr

eθ

になる。z軸方向の運動は自由粒子と同じになるから考えない。(7.46)で A(r) =
Φa
2πr

とすると

− ℏ2

2M

(
∂2r +

1

r
∂r +

1

r2
(
∂θ − iα

)2)
ψ = Eψ , α =

Φa
Φ0

, Φ0 =
2πℏ
q

= (7.35)

である。eiαθ∂2θe−iαθ = (∂θ − iα)2 より

− ℏ2

2M

(
∂2r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2θ

)
φ(r, θ) = Eφ(r, θ) , ψ(r, θ) = eiαθφ(r, θ) (7.47)

になる。外部磁場は微分方程式には現れない。
D として上図の D2 の場合, 境界条件は境界上で ψ = 0 , つまり φ = 0 であるから

φ(r1, θ) = φ(r2, θ) = 0 , θ1 ≤ θ ≤ θ2 , φ(r, θ1) = φ(r, θ2) = 0 , r1 ≤ r ≤ r2
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である。境界条件も外部磁場に依存しないから, 固有値 E は磁場の影響を受けない。領域 D2 では
A = 0 にできる。このときの波動関数が φ(r, θ) である。A = ∇λ0 での波動関数 ψ(r, θ) はゲージ
変換 (7.18)を行えば ψ = exp(iqλ0/ℏ)φ = eiαθφ になる。
D が D1 = { (r, θ) | r1 ≤ r ≤ r2 } の場合, ψ(r1, θ) = ψ(r2, θ) = 0 であるが, ψ の一価性 ψ(r, θ) =

ψ(r, θ + 2π) を満たす必要がある ( D2 の場合 θ に制限があるから, この条件は不要 )。φ で表せば

φ(r1, θ) = φ(r2, θ) = 0 , φ(r, θ) = e2πiαφ(r, θ + 2π) (7.48)

になる。α = Φa/Φ0 は一般に整数ではないから, 外部磁場の影響が現れる。条件 (7.48) を満たす
(7.47)の解を求める。φ(r, θ) = eiµθR(r) とすると, (7.48)の 2番目の条件から

e2πi(µ+α) = 1 , ∴ µ = m− α , m = 0, ± 1, ± 2, · · ·

でなければならない。このとき ψ(r, θ) = eiαθφ(r, θ) = eimθR(r) は Lz の固有関数で固有値は m で
ある。z = kr , k =

√
2ME/ℏ2 とすれば, (7.47)はベッセルの微分方程式 (17.90)(

d2

dz2
+

1

z

d

dz
+ 1− ν2

z2

)
R = 0 , ν(Φa,m) = |µ| = |m− Φa/Φ0|

になる。R(r) は Jν(kr) と Nν(kr) の線形結合になるが R(r1) = 0 より

n=1

n=2

0 1 2

0.5

1.0

k
n
r 1

Φa/Φ0

R(r) = A
(
Jν(kr1)Nν(kr)−Nν(kr1)Jν(kr)

)
と表せる。もう一つの境界条件 R(r2) = 0 , A 6= 0 より

Dν(k) = Jν(kr1)Nν(kr2)−Nν(kr1)Jν(kr2) = 0 (7.49)

になる。ν = |m − Φa/Φ0| を与えると k = kn , (n = 1, 2, · · · )
が決まる。磁場が存在しない領域でも En = ℏ2k2n/(2M) は磁場
に依存する。これがアハラノフ・ボーム効果 (AB効果)である。
AB効果は, B 6= 0 の領域を取り囲む単連結でない領域の場合に
生じる。ν(Φa + Φ0,m) = ν(Φa,m − 1) になるから, エネルギー
固有値は Φ0 を周期した Φa の関数である。r2 − r1 = 2πr1 のと
き kn(Φa) を右図に示す ( |m| ≤ 2 )。太い曲線は m = 0 である。m 6= 0 の kn は, これを横軸方向に
m だけ平行移動する。m = 0 の破線は近似式 (7.51)である。ν = 1/2 のとき (17.94),(17.70)より

sin k(r2 − r1) = 0 , R(r) =
2A

πk
√
r1r

sin k(r − r1)

であるから kn = nπ/(r2 − r1) になる。図の場合 knr1 = n/2 である。
k の Φa 依存性を近似的に求める。kr1, kr2 � 1 の場合, Jν(x), Nν(x) の漸近形 (17.96)より

Dν(k) ≈
2

πk
√
r1r2

(
sin k(r2 − r1)− η

r2 − r1
kr1r2

cos k(r2 − r1)
)
, η =

1

2

(
ν2 − 1

4

)
(7.50)

になるから k は

k(r2 − r1) tan k(r2 − r1) ≈ δ , δ =
(r2 − r1)2

r1r2
η =

(r2 − r1)2

2r1r2

(
ν2 − 1

4

)
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で決まる。δ が小さい場合 k(r2 − r1) = nπ +∆k とすると nπ∆k + · · · ≈ δ より

kn ≈
nπ

r2 − r1

(
1 +

δ

(nπ)2

)
=

nπ

r2 − r1
+

1

2nπ

r2 − r1
r1r2

(
ν2 − 1

4

)
(7.51)

En =
ℏ2k2n
2M

≈ ℏ2

2M

(
nπ

r2 − r1

)2(
1 +

2δ

(nπ)2

)
=

ℏ2

2M

[(
nπ

r2 − r1

)2

+
1

r1r2

(
ν2 − 1

4

)]
である。波動関数 R(r) は (7.50)で r2 を r に置き換えればよいから

R(r) ≈ C√
r

(
sin kn(r − r1)− η

r − r1
knr1r

cos kn(r − r1)
)

n が大きく r2 − r1 が小さいほど, よい近似である。ν = 1/2 のときは正確な結果に一致する。
r1 = r2 = R として粒子を半径 R のリングに閉じ込めた場合 En は発散するが, θ の自由度だけ

考えるから, ν2 に比例する項以外は無視すべきであり

E =
ℏ2ν2

2MR2
= ER

(
m− Φa

Φ0

)2

, ER =
ℏ2

2MR2
(7.52)

になる。最初から解き直してみると, θ 以外は定数であるから (16.45)より ∇ = eθ∂θ/R になる。

4

1

0

1

4

0 1 2 Φ/Φ0

E
/E

R

A(θ) =
Φ

2πR
eθ , Φ =

{
πR2B , R ≤ a
πa2B , R ≥ a

(7.53)

である。eθ ·(∂θeθ) = 0 より

H = − ℏ2

2M

(
∇− iq

ℏ
A

)2

= ER

(
− i∂θ −

Φ

Φ0

)2

になる。Lz の固有関数 ψ(θ) = eimθ/
√
2π はH の固有関数でもあ

る。エネルギー固有値 E は E = ER
(
m− Φ/Φ0

)2 になり (7.52)と
一致する。図に E/ER を Φ/Φ0 の関数として示す。E は Φ0 を周
期として Φ に依存し, R > a でリングが磁場の外部にあってもE は磁場の影響を受ける。太い曲線
は最低エネルギー, つまり, 基底状態のエネルギーである。
以下では, 同時固有関数を使わずに求める。(7.47)と同様にして (α = Φ/Φ0 )

H = −ER eiαθ∂2θe−iαθ , ∴ −ER
d2

dθ2
(
e−iαθψ(θ)

)
= E e−iαθψ(θ) ,

である。E = 0 の場合 ψ(θ) = eiαθ(C +Dθ) であるが, ψ(θ) = ψ(θ + 2π) より e2πiα = 1, D = 0 で
ある。α = m のとき E = 0 , ψ(θ) = eimθ/

√
2π という解が存在する。E 6= 0 の場合

ψ(θ) = eiαθ
(
Ceikθ +De−ikθ

)
, k =

√
E/ER (7.54)

である。ψ(θ) = ψ(θ + 2π) より

e2ikθ
(
1− e2πi(α+k)

)
C +

(
1− e2πi(α−k)

)
D = 0

が任意の θ で成り立つ必要がある。k 6= 0 より e2ikθ は定数ではないから, C = 0 かつ D = 0 以外
の解が存在するには e2πi(α+k) = 1 または e2πi(α−k) = 1 である。k > 0 より k = |m− α| になり

ψ(θ) = Ceimθ +Dei(2α−m)θ , E = ERk
2 = ER

(
m− α

)2
2α 6= 整数 のとき ψ(θ) = ψ(θ + 2π) より D = 0 である。2α が整数の場合, m′ = 2α−m とすれば
m′ 6= m, (m − α)2 = (m′ − α)2 であり eimθ と eim

′θ は縮退する。H の固有関数 ψ(θ) として 2つ
の線形結合ではなく eimθ, eim

′θ を採用すれば, 任意の α に対して ψ(θ) = eimθ/
√
2π である。
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問題 7.6 θ = 0 でリングを切断する。この場合 ψ(0) = ψ(2π) = 0 を境界条件とする。

E =
ℏ2

2MR2

(m
2

)2
, ψ(θ) =

eiαθ√
πR

sin
mθ

2
, m = 1, 2, 3, · · ·

を示せ。E は磁場に依存しない。無限に深い井戸型ポテンシャルの固有値 (2.19)と比較せよ。

一般論
固有値と固有関数が Φ の周期関数になることは領域 D の形に依らず一般的に成り立つ。一般に,

B 6= 0 である領域を取り囲む B = 0 の領域を D とする。D 内では B = ∇×A = 0 であるから
A = ∇λ と表せる。D 内で P を始点としたB 6= 0 の領域を囲む閉曲線 C で線積分を行う。∮

C

dr ·A =

∮
C

dr ·∇λ =

∫
dλ = λ(P′)− λ(P)

ここで λ(P′) は 1周して再び P に戻ったときの λ の値である。ストークスの定理から∮
C

dr ·A =

∫
S

dS ·(∇×A) =

∫
S

dS ·B = Φ , ∴ λ(P′)− λ(P) = Φ

Φ 6= 0 であるから λ(r) は r の 1価関数ではない。U(r) = eiqλ(r)/ℏ とすると

U†(∇− iqA/ℏ)U = U†(∇U) + U †U∇− iqA/ℏ = ∇ , ∴ U†(∇− iqA/ℏ)2 U = ∇2

であるから, シュレーディンガー方程式

− ℏ2

2M

(
∇− iq

ℏ
A
)2
ψ(r) + V (r)ψ(r) = E ψ(r)

は ψ(r) = Uφ(r) = eiqλ(r)/ℏφ(r) とすると

− ℏ2

2M
∇2φ(r) + V (r)φ(r) = E φ(r) (7.55)

になる。具体例と同様に, シュレーディンガー方程式から A を消去できる。ところで, ψ(r) は r の
1価関数 ψ(P′) = ψ(P) であるから

eiqλ(P
′)/ℏφ(P′) = eiqλ(P)/ℏφ(P) , ∴ φ(P′) = exp

(
− 2πiΦ/Φ0

)
φ(P) , Φ0 = 2πℏ/q (7.56)

(7.55)は (7.56)を満たすように解かなければならない。したがって, E は Φ の関数になる。これが
一般的な AB効果である。(7.56)の条件は Φ について周期的でその周期は Φ0 になるから, E も周
期 Φ0 で Φ に依存する。

7.7 モノポール
現在までのところ, 磁荷あるいはモノポールの存在は確認されていない。しかし, 存在するなら

ば, Maxwell方程式は電場と磁場について対称的な形式になる。例えば, 電荷密度と磁荷密度をそれ
ぞれ ρe(r, t), ρm(r, t) とすれば, ∇·D = ρe(r, t) , ∇·B = ρm(r, t) である。
原点に磁荷 qm が静止しているとき ∇·B(r) = qmδ(r) である。この場合 qm の次元は磁束と同じ

である。この方程式の解は, 原点に点電荷が存在する電場と同様に

B(r) =
qm
4π

r

r3
, r =

√
x2 + y2 + z2
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である。この系を量子力学で扱うためには, B(r) を表すベクトル・ポテンシャル A

∇×A(r) = B(r) =
qm
4π

r

r3
(7.57)

を求める必要がある。A が任意の点で微分可能ならば恒等式∇·(∇×A) = 0 が成り立つが, 上式を
満たす A は ∇·(∇×A) = ∇·B = qmδ(r) になるから特異性をもつ。
3次元極座標を用いて A = A(θ)eϕ/r とすると (16.42)より ( Ar = Aθ = 0 , Aϕ = A/r )

∇×A =
er

r2 sin θ

d

dθ

(
A sin θ

)
=
qm
4π

er
r2
, ∴ d

dθ

(
A sin θ

)
=
qm
4π

sin θ

これから C を任意定数として

A(θ) =
qm
4π

C − cos θ

sin θ
, つまり A =

qm
4π

C − cos θ

r sin θ
eϕ =

qm
4π

Cr − z
r

G , G =
eϕ

r sin θ

A は z軸 ( sin θ = 0 )上で発散する。

∇×A = − qm
4π

(
∇z

r

)
×G+

qm
4π

Cr − z
r

∇×G = B +
qm
4π

Cr − z
r

∇×G

である。

G = − sinϕ

r sin θ
ex +

cosϕ

r sin θ
ey = − y

x2 + y2
ex +

x

x2 + y2
ey =

1

2
ez×∇ log

(
x2 + y2

)
と (16.30)より

∇×G =
1

2

(
ez∇2 − ez ·∇∇

)
log
(
x2 + y2

)
=

1

2
ez∇2 log

(
x2 + y2

)
= 2π ezδ(x)δ(y)

になるから (問題 7.5参照 )

∇×A = B +BD , BD =
qm
2

(
C − z

|z|

)
δ(x)δ(y) ez

である。全領域では (7.57)を満たさない。C 6= ± 1 の場合, z 軸上の任意の点で BD は発散するが,

C = ± 1 では z軸上で z ≷ 0 のとき BD = 0 になる。そこで, C = ± 1 とした A を A± で表すと

A±(r) =
qm
4π

± 1− cos θ

r sin θ
eϕ , ∇×A± = B +B

(±)
D , B

(±)
D = ± qm θ(∓z)δ(x)δ(y) ez (7.58)

z

D+

D−

O

である。B
(±)
D 6= 0 の領域 D± はD± = { (0, 0, z) | z ≶ 0 } になる。

A(r) =

{
A+(r) , r /∈ D+

A−(r) , r /∈ D−

とすれば, 全領域で (7.57)が成り立つ。A = A± であるシュレーディンガー方程
式の解を ψ±(r) とする。z 軸を除いた共通領域では A+ と A− は同一の磁場 B

を与えるから, ψ+ と ψ− はゲージ変換 (7.18)で結ばれる。

A+ −A− =
qm
2π

eϕ
r sin θ

= ∇λ(ϕ) , λ(ϕ) =
qm
2π

ϕ

より
ψ+(r) = U(ϕ)ψ−(r) , U(ϕ) = exp

( iq
ℏ
λ
)
= exp

(
i
qqm
2πℏ

ϕ
)

である。ψ± は一価関数であるから, U(ϕ) も一価関数 U(ϕ) = U(ϕ+ 2π) である。したがって
qqm
2πℏ

= n , あるいは qm = nΦ0 , ただし n =任意整数

でなければならない。これを磁荷に関するディラックの量子化条件という。モノポールが存在する
ならば, 電荷と磁荷は任意の値をとることはできない。
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7.8 ゼーマン効果
水素型原子に一様磁場 B が作用する場合, (7.10)より電子 ( 電荷 = − e )のハミルトニアンは

H =
p2

2M
+ V (r) + µB ·

(
gℓL+ gsS

)
+

e2

2M
A2

ただし, V (r) はクーロン・ポテンシャルであり

µ =
eℏ
2M

=ボーア磁子 , A2 =
(B×r)2

4
=

1

4

(
B2r2 − (B ·r)2

)
である。磁場は弱いとして A2 の項を無視すると

H = H0 +HB , H0 =
p2

2M
+ V (r) + VLS L·S , HB = µB ·

(
gℓL+ gsS

)
(7.59)

になる。ただし, (6.80)のスピン・軌道相互作用 VLS L·S を加えた。簡単のため VLS は定数とする。
磁場方向を z軸にとると

HB = µB
(
gℓLz + gsSz

)
= µB

(
gℓJz + (gs − gℓ)Sz

)
, J = L+ S (7.60)

である。H0 の固有関数 ψnℓjm(r) と固有値 Enℓj は (6.84)より

ψnℓjm(r) =
χnℓ(r)

r
Yℓjm(θ, ϕ) , Enℓj = E(0)

n +


ℓ

2
VLS , j = ℓ+ 1/2

− ℓ+ 1

2
VLS , j = ℓ− 1/2

ここで, E
(0)
n と χnℓ はクーロン・ポテンシャルのエネルギー固有値 (6.30)と動径方向波動関数 (6.36)

であり, Yℓjm(θ, ϕ) は L2, S2, J2, Jz の同時固有関数 (5.115)である。
HB は L2, S2, Jz とは可換であるが, J2 とは非可換である。したがって, H の固有関数 Ψ は J2

の固有関数ではないが, L2, S2, Jz との同時固有関数にでき

Ψ = a+ψ+ + a−ψ− , ただし ψ± = ψnℓ,j=ℓ±1/2,m , E± = Enℓ,j=ℓ±1/2

とおける ( VLS が r に依存する場合, Ψ =
∑
n,j

anjψnℓjm とする必要がある )。m = ± (ℓ+ 1/2) のと
き j = ℓ− 1/2 の状態は存在しないから a− = 0 である。

H0ψ± = E±ψ± , HBψ± = b
(
m+ Sz

)
ψ± , ただし b = µB

より ( gℓ = 1 , gs = 2 ), HΨ = EΨ は

a+

(
E+ + bm+ bSz − E

)
ψ+ + a−

(
E− + bm+ bSz − E

)
ψ− = 0

になる。ψ†
± をかけ積分すると(

E+ + b〈ψ+|Sz |ψ+〉+ bm− E b〈ψ+|Sz |ψ−〉
b〈ψ−|Sz |ψ+〉 E− + b〈ψ−|Sz |ψ−〉+ bm− E

)(
a+

a−

)
= 0 (7.61)

である。(5.115)より

〈ψ±|Sz |ψ±〉 =
∫
dΩ Y†

ℓ,j=ℓ±1/2,m

(
1/2 0

0 −1/2

)
Yℓ,j=ℓ±1/2,m = ± m

2ℓ+ 1
(7.62)

〈ψ+|Sz |ψ−〉 = 〈ψ−|Sz |ψ+〉 = −
√
(ℓ+ 1/2)2 −m2

2ℓ+ 1
(7.63)
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である。
|m| = ℓ+ 1/2 のとき a− = 0 であるから E を E

(+)
m で表すと

E(+)
m = E+ + b〈ψ+ |Sz |ψ+ 〉+ bm = E(0)

n +
ℓ

2
VLS + b

(
m± 1/2

)
(7.64)

Yℓ,j=ℓ+1/2,m=±(ℓ+1/2) は球面調和関数 Yℓ,mℓ=±ℓ と σz の固有状態の直積であるから

HB|ψ+ 〉 = µB
(
± ℓ± 1

)
|ψ+ 〉 = ±µB

(
ℓ+ 1

)
|ψ+ 〉

になる。この場合の |ψ+ 〉 だけは HB の固有関数である。
|m| 6= ℓ+ 1/2 の場合, (7.61)の 2×2行列の行列式 = 0 より(

E+ +
bm

2ℓ+ 1
+ bm− E

)(
E− −

bm

2ℓ+ 1
+ bm− E

)
− b2

(
1

4
− m2

(2ℓ+ 1)2

)
=
(
E − bm

)2 − (E+ + E−
)(
E − bm

)
+ E+E− −

bm

2ℓ+ 1

(
E+ − E−

)
− b2

4
= 0

したがって

E(±)
m = E(0)

n −
VLS
4

+ bm± 1

2

√
(ℓ+ 1/2)

2
V 2
LS + 2VLS bm+ b2 , b = µB (7.65)

ℓ = 2 の場合, E
(±)
m の B 依存性を図示する下図になる。左側は

(
E

(±)
m − E(0)

n

)
/VLS を b/VLS の関

数として, 右側は
(
E

(±)
m − E(0)

n

)
/b を VLS/b の関数として示した。太い実線は E

(+)
m , 破線は E

(−)
m

であり, 曲線につけた値は 2m である。n と ℓ を与えると, E
(0)
n は 2(2ℓ+1)重に縮退しているが ( 2

はスピン状態による縮退度 ), スピン・軌道相互作用により j = ℓ+ 1/2 と j = ℓ− 1/2 に分離し, そ
れぞれ 2j +1重に縮退する。これに磁場が作用すると, 縮退は完全になくなり 2(2ℓ+1)個のエネル
ギー準位に分離する。

−5 −3

−1

135

−3 −1

1

3

0 2 4

−4

−2

0

2

b/VLS

(E
(±

)
m
−
E

(0
)

n
)/
V
L
S

−5

−3

−1

1
35

−3 −1

1

3

0 1 2

−2

0

2

VLS/b

(E
(±

)
m
−
E

(0
)

n
)/
b

磁場が弱く |VLS| � | b | のとき (7.65)は

E(±)
m = E(0)

n −
VLS
4

+ bm± 2ℓ+ 1

4
VLS

(
1 +

(
2

2ℓ+ 1

)2
bm

VLS
+ · · ·

)

= E(0)
n +

± (2ℓ+ 1)− 1

4
VLS +

(
1± 1

2ℓ+ 1

)
bm+ · · · (7.66)
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(7.65)は |m| 6= ℓ + 1/2 の場合であるが, 上式の E
(+)
m は |m| = ℓ + 1/2 のとき正確な (7.64)に一致

する。また, b = 0 のとき E
(±)
m = Enℓ,j=ℓ±1/2 になる。上図の細い直線は近似式 (7.66)である。隣

り合う準位の間隔は
E

(±)
m+1 − E(±)

m ≈
(
1± 1

2ℓ+ 1

)
µB

であり m に依存せず等間隔になる。この間隔の状態依存性は ℓ だけで H0 の他の情報には無関係
である。エネルギー準位が B に比例して分離することをゼーマン効果という。
|VLS| � | b | の場合, |m| 6= ℓ+ 1/2 のとき

E(±)
m = E(0)

n +

(
m± 1

2

)
µB ±

(
m∓ 1

2

)
VLS
2

+ · · · (7.67)

≈ E(0)
n +

(
m± 1

2

)
µB

m = ± (ℓ+ 1/2) のとき (7.64)より

E(+)
m ≈ E(0)

n +

(
m± 1

2

)
µB

になる。m = ℓ− 3/2, · · · , − ℓ+ 1/2 のとき E
(+)
m ≈ E

(−)
m+1 であるから 2重に縮退し, エネルギー準

位は 2ℓ+3個になる ( 前の右図で VLS/b = 0 )。これをパッシェン・バック効果という。エネルギー
準位の間隔は µB である。
(7.62)より (7.60)の期待値は

〈ψnℓjm|HB |ψnℓjm 〉 =
(
gℓ ±

gs − gℓ
2ℓ+ 1

)
µBm , j = ℓ± 1/2

で与えられる。括弧内はランデの g因子 (5.154)である。|VLS| � |µB| での近似式 (7.66)は

E(±)
m ≈ Enℓj + 〈ψnℓjm|HB |ψnℓjm 〉 (7.68)

と表せる。212ページで示すように, HB を 1次の摂動とするとこれが求まる。一方, (7.67)はスピ
ン・軌道相互作用 VLSL·S を 1次の摂動とした結果である。
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8 定常状態の近似法
8.1 摂動展開
ハミルトニアン H の固有関数と固有値が解析的に求められない場合, 数値的に求めることになる

が ( 50ページ, 170ページ参照 ), 数値的に正確な解が求まったとしても, 系の物理的性質が理解で
きたとは一概には言えない。数値計算が容易に行える現在でも, 近似的方法は重要である。
ハミルトニアン H は 2つの部分 H = H0 +H ′ からなり, H0 の固有値 En と固有関数 |n 〉 は求

まっているとする :

H0 |n 〉 = En |n 〉 , 〈m |n 〉 = δmn (8.1)

En は連続的な値をとることもある。連続的固有値に対しては n の和を積分で置き換えればよいが,

表記を簡単にするため En は離散的とする。H ′ が H0 に比べて小さい場合, H0 を無摂動ハミルト
ニアン, H ′ を摂動ハミルトニアンという。H の固有関数を |ψ 〉 , 固有値を W とすると

H|ψ 〉 =W |ψ 〉 (8.2)

である。110ページの繰り返しになるが

|ψ 〉 =
∑
n

cn|n 〉 (8.3)

と展開できる。これを (8.2)に代入し |m 〉 との内積をとれば∑
n

((
Em −W

)
δmn + hmn

)
cn = 0 , ただし hmn = 〈m |H ′|n 〉

行列で表せば 
E1 −W + h11 h12 h13 · · ·

h21 E2 −W + h22 h23 · · ·
...

...
...

. . .




c1

c2
...

 = 0 (8.4)

自明な解 ( すべての cn = 0 )以外の解が存在するには, 左辺のエルミート行列の行列式が

det
(
(Em −W )δmn + hmn

)
= 0 (8.5)

でなければならない。これから H の固有値W が求まり, (8.4)から固有状態が得られる。(8.5)を永
年方程式という。以下では,W と展開係数 cnをH ′のベキ級数として求める。これをレイリー・シュ
レーディンガーの摂動論という。他の形式にブリルアン・ウィグナーの摂動論がある ( 199ページ )。
H ′ のベキ展開を見やすくするため, パラメータ λ を導入して

Hλ|ψ 〉 =W |ψ 〉 , Hλ = H0 + λH ′ (8.6)

を考える。|ψ 〉 と W を λ について展開し

|ψ 〉 =
∞∑
k=0

λk|ψk 〉 , W =

∞∑
k=0

λkWk (8.7)

とする。λ = 1 の場合が求めたい結果である。(8.6)に代入すると

W |ψ 〉 =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

λi+jWi|ψj 〉 =
∞∑
k=0

k∑
j=0

λkWk−j |ψj 〉
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より
∞∑
k=0

λkH0|ψk 〉+
∞∑
k=1

λkH ′|ψk−1 〉 −
∞∑
k=0

λk
k∑
j=0

Wk−j |ψj 〉 = 0

λk の係数は 0 になるから

(H0 −W0) |ψ0 〉 = 0 (8.8)

(H0 −W0) |ψ1 〉 = (W1 −H ′) |ψ0 〉 (8.9)

(H0 −W0) |ψ2 〉 = (W1 −H ′) |ψ1 〉+W2|ψ0 〉 (8.10)

(H0 −W0) |ψk 〉 = (W1 −H ′) |ψk−1 〉+
k−2∑
j=0

Wk−j |ψj 〉 , k ≥ 2 (8.11)

を得る。H0 の固有関数である |ψ0 〉 は規格化条件 〈ψ0 |ψ0 〉 = 1 を満たすとする。
(8.9)∼ (8.11)から求めた |ψk 〉 に対して, αk を任意定数として |ψ′

k 〉 = |ψk 〉+ αk|ψ0 〉 とすると

(H0 −W0) |ψ′
k 〉 = (H0 −W0) |ψk 〉+ αk (H0 −W0) |ψ0 〉 = (H0 −W0) |ψk 〉

(8.9)∼ (8.11)の左辺は変わらないから, |ψk 〉 には αk|ψ0 〉 だけの不定性がある。この不定性は摂動
の各次数ごとに規格化を要請すれば除去できるが (198ページ参照), ここでは別の方法を採用する。
αk を 〈ψ0 |ψ′

k 〉 = 〈ψ0 |ψk 〉+ αk = 0 で決める。|ψ′
k 〉 を改めて |ψk 〉 と書くことにすると

〈ψ0 |ψk 〉 = 0 , k ≥ 1 (8.12)

である。〈ψ0 | (H0 −W0) |ψk 〉 = 〈ψk | (H0 −W0) |ψ0 〉∗ = 0 及び (8.12)より, (8.9), (8.11) と |ψ0 〉
の内積をとれば

0 = −〈ψ0 |H ′|ψk−1 〉+Wk〈ψ0 |ψ0 〉 , ∴ Wk = 〈ψ0 |H ′|ψk−1 〉 , k ≥ 1 (8.13)

である。あるいは, (8.6)と |ψ0 〉 の内積をとれば 〈ψ0 |ψ 〉 = 〈ψ0 |ψ0 〉 = 1 より

W = 〈ψ0 |
(
H0 + λH ′) |ψ 〉 =W0 + λ〈ψ0 |H ′ |ψ 〉 =W0 +

∞∑
k=1

λk〈ψ0 |H ′ |ψk−1 〉

であるから (8.13)を得る。|ψ 〉 = |ψ0 〉 + |ϕ 〉 とすると 〈ψ |ψ 〉 = 1 + 〈ϕ |ϕ 〉 > 1 になるから |ψ 〉
は規格化されていない。規格化した状態 |ψ 〉N は

|ψ 〉N =
√
Z |ψ 〉 , Z−1 = 〈ψ |ψ 〉 (8.14)

である。Z =
∣∣〈ψ0 |ψ 〉N

∣∣2 は摂動を考慮した状態 |ψ 〉N での |ψ0 〉 の割合を表す。

8.2 縮退していない場合 (1次の摂動)

(8.8)から |ψ0 〉 は H0 の固有関数のどれかである。そこで |ψ0 〉 = | i 〉 , W0 = Ei とする。エネル
ギー固有値 Ei が縮退している場合, |ψ0 〉 は縮退した固有関数の線形結合になり |ψ0 〉 = | i 〉 とは限
らない。ここでは Ei は縮退していないとする。(8.13)で k = 1 とすると

W1 = 〈ψ0 |H ′|ψ0 〉 = 〈 i |H ′| i 〉 (8.15)
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エネルギー固有値に対する 1次の補正は, 摂動項 H ′ の期待値で与えられる。
次に, |ψ1 〉 を求める。|ψ1 〉 を H0 の固有関数で展開して

|ψ1 〉 =
∑
n

cn |n 〉

とする。展開式を (8.9)に代入し |m 〉 との内積をとると, 〈m |H0 |n 〉 = En〈m |n 〉 = Emδmn より

cm (Em − Ei) =W1 δmi − 〈m |H ′| i 〉 (8.16)

になる。m = i のとき (8.15)が求まるが ci は決まらない。条件 (8.12)より 〈 i |ψ1 〉 = ci = 0 であ
る。| i 〉 は縮退していないから m 6= i のとき Em 6= Ei になり

cm =
〈m |H ′| i 〉
Ei − Em

, m 6= i (8.17)

したがって

|ψ1 〉 =
∑
n ̸=i

|n 〉 〈n |H
′| i 〉

Ei − En
, |ψ 〉 = | i 〉+ |ψ1 〉 = | i 〉+

∑
n ̸=i

|n 〉 〈n |H
′| i 〉

Ei − En
(8.18)

である。〈 i |ψ1 〉 = 〈ψ1 | i 〉∗ = 0 より 〈ψ |ψ 〉 = 1+ 〈ψ1 |ψ1 〉 になる。〈ψ1 |ψ1 〉 は H ′ について 2次
であり 1次近似では無視すべきであるから, (8.18)は 1次近似では規格化されている。
1次近似がよい近似である条件は | i 〉 に比べて |ψ1 〉 が小さいことである。上の式から

j 6= i のとき
∣∣∣∣ 〈 j |H ′| i 〉
Ei − Ej

∣∣∣∣� 1 (8.19)

がその条件になる。したがって, 摂動 H ′ が小さくても, Ei に非常に近い Ej が存在するならば, こ
こで扱った方法は適用できない。このような場合, 次ページのようにすればよい。
(8.18)をコンパクトな表現で表そう。H0|n 〉 = En|n 〉 であるから n 6= i のとき

1

Ei − En
|n 〉 = 1

Ei −H0
|n 〉

である ( 演算子の関数については 12ページ )。1/(Ei − En) は数値であるから, これと |n 〉 の順番
は気にする必要はない。しかし, 1/(Ei −H0) は演算子であるから, 1/(Ei −H0) は作用する |n 〉 の
左側になければならない。(8.18)は

|ψ1 〉 =
∑
n ̸=i

1

Ei −H0
|n 〉 〈n |H ′| i 〉 = 1

Ei −H0

∑
n ̸=i

|n 〉 〈n |H ′| i 〉 (8.20)

になる。1/(Ei−En) は n に依存するが, 1/(Ei−H0) は n に依存しないから和の前に出せる。更に

Qi |n 〉 = (1− δni) |n 〉 =

{
0 , n = i のとき
|n 〉 , n 6= i のとき (8.21)

で定義される射影演算子 Qi を導入する (Qi = 1− | i 〉〈 i | で定義してもよい )。Qi は

Q2
i = Qi , Q†

i = Qi , [H0 , Qi ] = 0 (8.22)

を満たす。例えば, 任意の |n 〉 に対して Q2
i |n 〉 = Qi|n 〉 より Q2

i = Qi である。(8.20)は

|ψ1 〉 =
1

Ei −H0
Qi
∑
n

|n 〉 〈n |H ′| i 〉 = Qi
Ei −H0

H ′| i 〉 , Qi
Ei −H0

≡ Qi
1

Ei −H0
Qi (8.23)
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と表せる。Qi | i 〉 = 0 であるから n 6= i という制限は不要である。|n 〉 の完備性 (5.52)を用いた。
なお, 実際問題において, (8.18)の展開が無限級数になる場合, |ψ1 〉を H0 の固有関数で展開せず

に, (8.9)を微分方程式として解き |ψ1 〉を求める方法がある ( 197, 213, 217ページ参照。Schiff §33 )。

近似的に縮退する場合
| i 〉 に縮退がない場合でも, Ei に接近した状態 | j 〉 が存在すると, 摂動が弱くても条件 (8.19)は成
り立たず摂動展開ができない。以下では 2つの状態が接近する場合を考えるが, 3個以上の状態に拡
張することは形式的には容易である。全ての状態を取り込めば (8.4)に戻る。
(8.21)で定義した演算子 Qi, Qj を用いて

Pij = 1−Qi + 1−Qj , つまり Pij |n 〉 =

{
|n 〉 , n = i, j のとき
0 , n 6= i, j のとき

とする。H = H0 +H ′ を再分割して

H = H0 + H′ , H0 = H0 + PijH
′Pij , H′ = H ′ − PijH ′Pij

とし H′ を摂動と見なす。PijH ′Pij もエルミート演算子である。m = i, j かつ n = i, j のとき
〈m |PijH ′Pij |n 〉 6= 0 であるから, H ′ を近似的に縮退する状態だけに作用する部分 PijH

′Pij とそ
れ以外に分割したことになる。n 6= i, j のとき H0|n 〉 = H0|n 〉 = En|n 〉 より |n 〉 は H0 の固有
関数で固有値は En である。一方

H0| i 〉 = Ei| i 〉+ PijH
′| i 〉 , H0| j 〉 = Ej | j 〉+ PijH

′| j 〉

であるから, | i 〉 と | j 〉 は H0 の固有関数ではない。| i 〉, | j 〉 に代わる H0 の固有関数 |ψ 〉 を求め
る。a, b を任意定数として |ψ 〉 = a | i 〉+ b | j 〉 とおけるから

H0|ψ 〉 = aEi| i 〉+ aPijH
′| i 〉+ bEj | j 〉+ bPijH

′| j 〉 = E|ψ 〉

| i 〉 及び | j 〉 との内積をとれば(
Ei + hii − E hij

hji Ej + hjj − E

)(
a

b

)
= 0 , hmn = 〈m |H ′ |n 〉 (8.24)

したがって, H0 の固有値は 左辺の 2×2行列の行列式 = 0 より

E = E± =
1

2

(
Ei + hii + Ej + hjj ±D

)
, D =

√
(Ei + hii − Ej − hjj)2 + 4|hij |2

になる。E = E± に対応して (8.24)と規格化条件 |a|2 + |b|2 = 1 より a, b が決まる。これを a±, b±

とすると H0 の固有関数
| ± 〉 = a±| i 〉+ b±| j 〉 (8.25)

が求まる。H0 の固有関数は | ± 〉 と n 6= i, j の |n 〉 であり, 固有値はそれぞれ E± , En になる。
| ± 〉 に対して H′ を 1次の摂動として取り込む。W (±)

1 は (8.15)で | i 〉 を | ± 〉 で置き換えれば

W
(±)
1 = 〈± |H′| ± 〉 = 〈± |H ′| ± 〉 − 〈± |PijH ′Pij | ± 〉 = 0

(8.18)の n 6= i の和は, 自分以外の全ての状態についての和であるから

|ψ(±)
1 〉 =

∑
n ̸=i,j

|n 〉 〈n |H
′| ± 〉

E± − En
+ | ∓ 〉 〈∓ |H

′| ± 〉
E± − E∓

=
∑
n ̸=i,j

|n 〉 〈n |H
′| ± 〉

E± − En
(8.26)
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になる。n 6= i, j のとき
∣∣〈n |H ′| ± 〉/(E±−En)

∣∣� 1 であれば, Ei ≈ Ej であっても (8.26)は (8.19)

を満たす。(8.24)は着目する状態だけ ( ここでは | i 〉, | j 〉 )に制限し (8.4)を解くことである。した
がって, 着目する状態間に作用する H ′ の効果は完全に取り込める。上の場合, | i 〉, | j 〉 に作用する
H ′ の効果は E± , | ± 〉 に含まれ W

(±)
1 , |ψ(±)

1 〉 には現れない。
Ei ≈ Ej の場合

E± ≈ Ei +W± , W± =
1

2

(
hii + hjj ±

√
(hii − hjj)2 + 4|hij |2

)
(8.27)

n 6= i, j のとき |Ei − En| が摂動項に比べて十分大きいならば, H ′ の 2次以上を無視すると

|ψ(±)
1 〉 ≈

∑
n ̸=i,j

|n 〉 〈n |H
′| ± 〉

Ei − En
, |ψ(±)

2 〉 ≈ |∓ 〉
∑
n ̸=i,j

〈∓ |H ′|n 〉〈n |H ′| ± 〉
(W± −W∓)(Ei − En)

(8.28)

|ψ(±)
2 〉 は 2次の摂動 (8.32)の一部であるが, 分子は H ′ の 2次, 分母の W± は 1次であるから, 全体
では 1次である。(8.27), (8.28)は, 二重縮退する場合の (8.56), (8.62)である。

問題 8.1 d = (Ei + hii − Ej − hjj) /D とする。(8.25)の係数は

a± =

√
1± d
2

, b± = ± |hij |
hij

√
1∓ d
2

になることを示せ。また, (8.19)が成り立つ場合, (8.26)が (8.18)になることを示せ。

8.3 縮退していない場合 (2次の摂動)

(8.13)で k = 2 とすると (8.18) あるいは (8.23)より

W2 = 〈 i |H ′|ψ1〉 = 〈 i |H ′ Qi
Ei −H0

H ′| i 〉 =
∑
n ̸=i

〈 i |H ′|n 〉 〈n |H ′| i 〉
Ei − En

=
∑
n ̸=i

|〈n |H ′| i 〉|2

Ei − En
(8.29)

になる。波動関数は
|ψ2 〉 =

∑
n

dn |n 〉 , di = 0

とおける。(8.10)より

(Em − Ei) dm =W1cm − 〈m |H ′|ψ1〉+W2 〈m | i 〉 (8.30)

m = i のとき ci = 0 より (8.29)を得る。m 6= i の場合, 1次の結果を代入すると

dm =
1

Ei − Em

(∑
n ̸=i

〈m |H ′|n 〉〈n |H ′| i 〉
Ei − En

− 〈m |H
′| i 〉〈 i |H ′| i 〉
Ei − Em

)
(8.31)

になるから

|ψ2 〉 =
∑
n ̸=i

dn|n 〉 =
( Qi
Ei −H0

H ′
)2
| i 〉 − Qi

(Ei −H0)2
H ′| i 〉〈 i |H ′| i 〉 (8.32)

である。



8 定常状態の近似法 195

(8.14)の規格化した |ψ 〉N を求める。|ψ 〉 = | i 〉 + |ψ1 〉 + |ψ2 〉 の場合, 〈 i |ψ1 〉 = 〈 i |ψ2 〉 = 0

より
Z−1 = 〈ψ |ψ 〉 = 〈 i | i 〉+ 〈ψ1 |ψ1 〉︸ ︷︷ ︸

2次

+ 〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉︸ ︷︷ ︸
3次

+ 〈ψ2 |ψ2 〉︸ ︷︷ ︸
4次

2次の摂動であるから 3次以上を無視すると

Z−1 = 1 + Z2 , Z2 = 〈ψ1 |ψ1 〉 =
∑
n ̸=i

|〈n |H ′| i 〉|2

(Ei − En)2
= 〈 i |H ′ Qi

(Ei −H0)2
H ′| i 〉 (8.33)

したがって
|ψ 〉N =

√
Z |ψ 〉 =

(
1− Z2/2

)
| i 〉+ |ψ1 〉+ |ψ2 〉 (8.34)

である。|ψ1 〉, |ψ2 〉 に対しては 2次の Z2 を 0 で置き換えた。Z ≈ 1 − Z2 は |ψ 〉N での | i 〉 の割
合を表すから, Z2 は | i 〉以外の状態の割合である。
(8.32)を (8.13)に代入すると, 3次の摂動は

W3 = 〈 i |H ′
( Qi
Ei −H0

H ′
)2
| i 〉 − 〈 i |H ′| i 〉〈 i |H ′ Qi

(Ei −H0)2
H ′| i 〉 (8.35)

で与えられる。

問題 8.2 摂動の 2次までで N〈ψ |H |ψ 〉N = Ei +W1 +W2 を示せ。また, 〈ψ |H |ψ 〉 を求めよ。

問題 8.3 　
1. Ei に最も近い Em との差を ∆Ei = |Em−Ei| とし, | i 〉 における H ′ の分散を ∆H ′

i とすると
|W2| ≤ (∆H ′

i)
2/∆Ei になることを示せ。

2. | i 〉 が H0 の基底状態のとき, 常に W2 < 0 であることを示せ。したがって, 〈 i |H ′| i 〉 = 0 な
らば, 2次の摂動まで考慮した基底状態のエネルギーは Ei よりも小さくなる。

3. Z = ∂W/∂Ei を示せ。この関係式は任意の次数の摂動展開で成り立つ。

例題 1

H0 = − ℏ2

2M

d2

dx2
+
Mω2

2
x2 = ℏω

(
a†a+

1

2

)
, H ′ =

λℏω
2

(
(a†)2 + a2

)
ただし λ は無次元の定数であり, a, a† は (4.10), (4.11)である。H0 の固有値 En は n = 0, 1, 2, · · ·
として En = ℏω (n+ 1/2) であり, 固有関数 |n 〉 は漸化式 (4.22)を満たす。(4.22)より

H ′|n 〉 = λℏω
2

(√
(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2 〉+

√
n(n− 1) |n− 2 〉

)
になるから W1 = 〈n |H ′|n 〉 = 0, 2次の補正は

W2 =
∑
n′ ̸=n

|〈n′|H ′|n 〉|2

En − En′
=
|〈n+ 2 |H ′|n 〉|2

En − En+2
+
|〈n− 2 |H ′|n 〉|2

En − En−2
= − λ2

2
En

である。波動関数については 1次まで考えると

|ψ1 〉 =
∑
n′ ̸=n

|n′ 〉 〈n
′ |H ′|n 〉

En − En′
= |n+ 2 〉 〈n+ 2 |H ′|n 〉

En − En+2
+ |n− 2 〉 〈n− 2 |H ′|n 〉

En − En−2

=
λ

4

(
−
√
(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2 〉+

√
n(n− 1) |n− 2 〉

)
=
λ

4

(
− (a†)2 + a2

)
|n 〉 = λ

4

(
1 + 2q

d

dq

)
|n 〉 (8.36)
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になる。
H = H0 +H ′ の固有値は正確に求まる。(4.10), (4.11)より

ℏω
(
(a†)2 + a2

)
=Mω2x2 − p2/M

になるから
H =

p2

2M
+
MΩ2

2
x2 , ただし 1

M
=

1− λ
M

, Ω = ω
√
1− λ2

である。したがって H の固有値は

ℏΩ
(
n+

1

2

)
= En

√
1− λ2 = En

(
1− λ2

2
− λ4

8
− · · ·

)
になる。H0 の規格化した固有関数 un は (4.25)

un(q) =

(
Mω

πℏ

)1/4

fn(q) , fn(q) =
1√
n!2n

e−q
2/2Hn(q) , q =

√
Mω

ℏ
x

で与えられる。H の規格化された固有関数は

φn(q) =
√
αun(αq) , α =

√
MΩ

Mω
=

(
1 + λ

1− λ

)1/4

= 1 + λ/2 + · · · (8.37)

になるから

φn(q) =

(
1 +

λ

4
+ · · ·

)(
un(q) +

λ

2
q
dun
dq

+ · · ·
)

= un(q) +
λ

4

(
1 + 2q

d

dq

)
un(q) + · · ·

λ の 1次の項は (8.36)に一致する。
交換関係 [

a , a†
]
= 1 だけを用いて求める。u, v を実数として b = ua + va† とする。[ b , b† ] =

u2 − v2 = 1 を要請する。a = ub− vb† より
H

ℏω
=
(
u2 + v2 − 2λuv

)(
b†b+

1

2

)
+

1

2

(
λ
(
u2 + v2

)
− 2uv

)(
b2 + (b†)2

)
になる。b2 + (b†)2 の項が消えるように λ

(
u2 + v2

)
= 2uv とする。

λ2
(
u2 + v2

)2
= 4u2v2 =

(
u2 + v2

)2 − (u2 − v2)2 =
(
u2 + v2

)2 − 1 , ∴ u2 + v2 =
1√

1− λ2

したがって
H = ℏω

(
1− λ2

)(
u2 + v2

)(
b†b+

1

2

)
= ℏω

√
1− λ2

(
b†b+

1

2

)
になり固有値は √1− λ2En である。この方法は, 一般に H が a, a† の 2次形式の場合に適用でき
る。a → b = ua + va† の変換をボゴリューボフ変換という。(8.37) の φ0(q) は bφ0(x) = 0 を満
たす。

問題 8.4 λ を無次元の定数としてH ′ = λℏω
√
Mω/ℏx の場合を考える。

W1 = 0 , W2 = − λ2ℏω
2

, ψ1(q) = λ
d

dq
un(q) , ψ2(q) =

λ2

2

d2

dq2
un(q) , Z = 1− λ2

(
n+

1

2

)
を示せ。以上の結果と正確なエネルギー固有値及び固有関数を比較せよ。
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例題 2

H = H0 + V (x) , H0 = − ℏ2

2m

d2

dx2
, V (x) =

ℏ2v
m

δ(x) , 境界条件 ψ(± a) = 0

において V (x) を摂動として扱う (問題 2.6 )。H0 の固有関数と固有値は (2.19) で与えられる。
(2.19) の ψn(x) を φn(x) で表す。n が偶数のとき φn(0) = 0 になるから V (x) の影響を受けな
い。以下では n は正の奇数とする。

φn(x) =
ϵn√
a
cos

nπx

2a
, ϵn = (−1)(n−1)/2

である。
ψ0(x) = φn(x) の場合W1 = 〈φn |V |φn 〉 = ℏ2v/(ma) であり簡単に求まる。波動関数の 1次の

補正 ψ1(x) は k を正の奇数として

ψ1(x) =
∑
k ̸=n

φk(x)
〈φk |V |φn 〉
En − Ek

=
8av

π2

∑
k ̸=n

φk(x)

n2 − k2
(8.38)

である。無限級数和は求められるが (問題 8.6 ), ここでは φk(x) で展開せずに (8.9)

x 6= 0 のとき
(
d2

dx2
+
(nπ
2a

)2)
ψ1(x) = −

2v

a
φn(x) , ψ′

1(+0)− ψ′
1(−0) = 2vφn(0)

を解く。この微分方程式の特解を ψ1(x) = f(x)φ′
n(x) とすると, φ′′

n = − (nπ/2a)2φn であるから

ψ′′
1 +

(nπ
2a

)2
ψ1 = f ′′φ′

n −
(nπ)2

2a2
f ′φn = − 2v

a
φn , ∴ f(x) =

4av

(nπ)2
x

であればよい。一般解 = 特解 +同次方程式の一般解 である。同次方程式の一般解は φn と φ′
n の

線型結合で表せる。ψ1(x) は偶関数であるから

ψ1(x) =
4av

(nπ)2
(
x± C

)
φ′
n(x) +Dφn(x) ,

{
+ , x > 0

− , x < 0

とおける。ψ1(± a) = 0 より C = − a である。φ′
n(0) = 0 であるから, ψ1(x) は x = 0で連続であり

ψ′
1(+0)− ψ′

1(−0) = 2vφn(0) を満たす。ψ1(x) と ψ0(x) = φn(x) は直交するから

〈φn |ψ1 〉 = D + 2
4av

(nπ)2

∫ a

0

dx
(
x− a

)
φ′
n(x)φn(x) = D +

2av

(nπ)2
= 0

したがって
ψ1(x) =

4av

(nπ)2
(
x∓ a

)
φ′
n(x)−

2av

(nπ)2
φn(x) (8.39)

である。2次の摂動エネルギーは

W2 = 〈φn |V |ψ1 〉 =
ℏ2v
m

φn(0)ψ1(0) = −
ℏ2

2m

(
2v

nπ

)2

になり, En +W1 +W2 , φn(x) + ψ1(x) は近似式 (2.31), (2.32)に一致する。

問題 8.5 (8.39)の ψ1(x) は k を正の奇数として

ψ1(x) =
∑
k

φk(x) 〈φk |ψ1 〉

と展開できる。積分 〈φk |ψ1 〉を求め, (8.38)に一致することを確かめよ。

問題 8.6 x ≷ 0 のとき q = (x∓ a)/a とすると, (8.38)は複素積分を用いて
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−n n
C :ψ1(x) = ±

√
a v

π2

∫
C

dz
eiπzq/2

z2 − n2
1

cos
(
πz/2

)
と表せることを示せ。経路 C は nと −n以外の任意の奇数 ( • )を内部に含む。C は 2位の極 nと
−nだけを含む経路 Cn に変更できることを示し (8.39)を求めよ。q = x/a として

ψ1(x) =

√
a v

iπ2

∫
C

dz
eiπzq/2

z2 − n2
tan
(
πz/2

)
とも表せるが, x 6= 0 のとき Cn に変更できない。

波動関数の不定性
(8.12)により波動関数の不定性を排除したが, この条件を設定しないで摂動を扱う。(8.13)は成り立
たない。1次の摂動は (8.16)で m = i とすると W1 = 〈 i |H ′| i 〉 , m 6= i のとき (8.17)が求まり

|ψ1 〉 = ci| i 〉+ |ψ1 〉 , |ψ1 〉 =
∑
n ̸=i

|n 〉 〈n |H
′| i 〉

Ei − En
= (8.18)の |ψ1 〉 (8.40)

(8.12)を使えば ci = 0 になるが, ここでは任意定数である。2次の摂動 (8.30)は

(Em − Ei) dm =W1cm − 〈m |H ′|ψ1 〉 − 〈m |H ′| i 〉 ci +W2 〈m | i 〉

m = i とすると W2 は (8.29)で与えられるが, di は不定である。m 6= i の場合

dm = (8.31)の dm + ci
〈m |H ′| i 〉
Ei − Em

, ∴ |ψ2 〉 = |ψ2 〉+ ci|ψ1 〉+ di| i 〉

ただし, |ψ2 〉 は (8.32)の |ψ2 〉 である。波動関数を規格化する。〈 i |ψk 〉 = 0 より

〈ψ |ψ 〉 =
(
〈 i |+ 〈ψ1 |+ 〈ψ2 |+ · · ·

)(
| i 〉+ |ψ1 〉+ |ψ2 〉+ · · ·

)
= 1 + 〈 i |ψ1 〉+ 〈ψ1 | i 〉+ 〈 i |ψ2 〉+ 〈ψ2 | i 〉+ 〈ψ1 |ψ1 〉+ · · ·

= 1 + ci + c∗i︸ ︷︷ ︸
1次

+ di + d∗i + |ci|2 + 〈ψ1 |ψ1 〉︸ ︷︷ ︸
2次

+ · · · = 1

摂動論では摂動の各次数で規格化を要請するから

ci + c∗i = 0 =⇒ ci = iθ1 , di + d∗i + |ci|2 + 〈ψ1 |ψ1 〉 = 0 =⇒ di = iθ2 −
θ21 + Z2

2

θ1, θ2 は任意実数であり (8.33)より 〈ψ1 |ψ1 〉 = Z2 である。規格化した波動関数は

|ψ 〉 = | i 〉+ |ψ1 〉+ |ψ2 〉 =
(
1 + iθ1 −

θ21
2

+ iθ2 −
Z2

2

)
| i 〉+

(
1 + iθ1

)
|ψ1 〉+ |ψ2 〉

= ei(θ1+θ2)
((

1− Z2/2
)
| i 〉+ |ψ1 〉+ |ψ2 〉

)
になる。θ1, θ2 はそれぞれ 1次, 2次の摂動の係数であり, 摂動の 3次以上は無視する。|ψ 〉 と (8.34)

の |ψ 〉N は, 位相因子 ei(θ1+θ2) が異なるだけであるから, 両者は物理的に同じものである。

ヘルマン・ファインマンの定理
H がパラメーター λ に依存するとき, H(λ) の規格化された固有状態 | i(λ) 〉

H(λ)| i(λ) 〉 = Ei(λ)| i(λ) 〉 , 〈 i(λ) | j(λ) 〉 = δij
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を考える。上式を λ で微分すると

H(1)| i(λ) 〉+H| i′(λ) 〉 = E′
i| i(λ) 〉+ Ei| i′(λ) 〉 (8.41)

ただし H(k) = dkH/dλk, E′
i = dEi/dλ, | i′(λ) 〉 = d| i(λ) 〉/dλ である。| i(λ) 〉 との内積をとれば

dEi
dλ

= 〈 i(λ) | dH
dλ
| i(λ) 〉 (8.42)

を得る。これをヘルマン・ファインマンの定理という。(8.41)で |n(λ) 〉 6= | i(λ) 〉との内積をとれば

〈n(λ) | i′(λ) 〉 = 〈n(λ) |H
(1)| i(λ) 〉

Ei(λ)− En(λ)

になるから

| i′(λ) 〉 =
∑
n

|n(λ) 〉〈n(λ) | i′(λ) 〉 = | i(λ) 〉〈 i(λ) | i′(λ) 〉+
∑
n ̸=i

|n(λ) 〉 〈n(λ) |H
(1)| i(λ) 〉

Ei(λ)− En(λ)

と表せる。(8.41)を λ で微分し | i(λ) 〉 との内積をとると, 上式と (8.42)より

E′′
i (λ) = 〈 i(λ) |H(2)| i(λ) 〉+ 2〈 i(λ) |H(1)| i′(λ) 〉 − 2E′

i〈 i(λ) | i′(λ) 〉

= 〈 i(λ) |H(2)| i(λ) 〉+ 2
∑
n ̸=i

∣∣〈n(λ) |H(1)| i(λ) 〉
∣∣2

Ei(λ)− En(λ)
(8.43)

になる。Ei(λ) = 〈 i(λ) |H(λ) | i(λ) 〉 を λ で微分して (8.42), (8.43)を求めてもよい。
(8.6)の場合H(1) = dHλ/dλ = H ′ , H(2) = 0 であるから |n 〉 = |n(0) 〉, En = En(0) とすると

| i(λ) 〉 = | i 〉+ λ| i′(λ = 0) 〉+ · · ·

= | i 〉+ λ ci| i 〉+ λ
∑
n ̸=i

|n 〉 〈n |H
′| i 〉

Ei − En
+ · · · = | i 〉+ λ |ψ1 〉+ · · · , ci = 〈 i(0) | i′(0) 〉

Ei(λ) = Ei + λE′
i(λ = 0) +

λ2

2
E′′
i (λ = 0) + · · ·

= Ei + λ 〈 i |H ′| i 〉+ λ2
∑
n ̸=i

∣∣〈n |H ′| i 〉
∣∣2

Ei − En
+ · · · = Ei + λW1 + λ2W2 + · · ·

したがって, 摂動論の結果 (8.40), (8.15), (8.29)が求まる。

問題 8.7 | n̄(λ) 〉 = eiθ(λ)|n(λ) 〉 が 〈 n̄(λ) | n̄′(λ) 〉 = 0 を満たすように実関数 θ(λ) を決めよ。した
がって, ci = 〈 i(0) | i′(0) 〉 = 0 としても一般性は失わない。

問題 8.8 ビリアル定理 (1.55)から導ける関係式を (8.42) を用いて導く。K を運動エネルギー, V

をポテンシャルとする。1次元調和振動子ポテンシャル V (x) = Mω2x2/2 の場合, λ = M として
〈n |K |n 〉 = 〈n |V |n 〉 を示せ。クーロンポテンシャル V (r) = −Zαℏc/r の場合, λ = Z, M とし
て 〈nℓm |V |nℓm 〉/2 = −〈nℓm |K |nℓm 〉 を示せ。(6.21)参照。

ブリルアン・ウィグナーの摂動論(
H0 +H ′)|ψ 〉 = W |ψ 〉 , 〈 i |ψ 〉 = 1 において, W と |ψ 〉 を H ′ のベキとして展開した。ここでは,

別の展開を行う。

En〈n |ψ 〉+ 〈n |H ′ |ψ 〉 =W 〈n |ψ 〉 , ∴ 〈n |ψ 〉 = 〈n |H
′ |ψ 〉

W − En
= 〈n | 1

W −H0
H ′ |ψ 〉 (8.44)
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であるから

|ψ 〉 = | i 〉〈 i |ψ 〉+
∑
n ̸=i

|n 〉〈n |ψ 〉 = | i 〉+Gi(W )H ′|ψ 〉 , Gi(W ) =
Qi

W −H0
(8.45)

と表せる。ただし, Qi は (8.21)の射影演算子である。この関係式を繰り返し用いると

|ψ 〉 = | i 〉+GiH
′
(
| i 〉+GiH

′|ψ 〉
)
= | i 〉+GiH

′| i 〉+ (GiH
′)
2 | i 〉+ · · ·

(8.45)は (1−GiH ′)|ψ 〉 = | i 〉 または (
W −H0 −QiH ′ )|ψ 〉 = (W −H0

)
| i 〉 と書けるから

|ψ 〉 = 1

1−GiH ′ | i 〉 =
∞∑
k=0

(GiH
′)
k | i 〉 , |ψ 〉 = W − Ei

W −H0 −QiH ′ | i 〉

とも表せる。未知の固有値 W を含むから |ψ 〉 が決定したわけではない。
(8.44)で n = i とすれば

W − Ei = 〈 i |H ′ |ψ 〉 = 〈 i |H ′ | i 〉+ 〈 i |H ′ Qi
W −H0

H ′ | i 〉+ · · · (8.46)

になる。1次の摂動は (8.15)の W1 = 〈 i |H ′ | i 〉 に一致する。2次の分母 W − H0 は (8.29)の W2

の分母 Ei − H0 とは異なる。H ′ の 3次以上を無視しているから, W を 0次の Ei で置き換えれば
W2 を再現する。一方, 摂動の次数を考慮せず, (8.46)を W について解くと, 2次の摂動よりもよい
近似になることがある。W = Ei +W1 +W2 + x とし 1/(W −H0) を 1/(Ei −H0) で展開すると

x = 〈 i |H ′ Qi
Ei −H0

(
1− W1 +W2 + x

Ei −H0
+ · · ·

)
H ′ | i 〉 −W2

= −
(
W1 +W2 + x

)
〈 i |H ′ Qi

(Ei −H0)2
H ′ | i 〉+ · · · ≈ −W1〈 i |H ′ Qi

(Ei −H0)2
H ′ | i 〉

これは 3次の摂動 (8.35)の右辺第 2項である。
2準位系

H0| ± 〉 = ±E0| ± 〉 , 〈± |H ′ | ± 〉 = 0 , 〈± |H ′ | ∓ 〉 = v

を考える。|ψ 〉 = c+|+ 〉+ c−| − 〉 とおけるから,
(
H0 +H ′ −W

)
|ψ 〉 = 0 は(

E0 −W v

v −E0 −W

)(
c+

c−

)
= 0

になる。左辺の 2×2行列の行列式 =
(
W − E0

)(
W + E0

)
− v2 = 0 より, 正確な固有値は

W = ±
√
E2

0 + v2 = ±
(
E0 +

v2

2E0
− v4

(2E0)3
+ · · ·

)
である。

〈± |H ′ Q±

W −H0
H ′ | ± 〉 = 〈± |H

′ | ∓ 〉〈∓ |H ′ | ± 〉
W ± E0

=
v2

W ± E0

W = ±E0 とすれば, 2 次の補正 ± v2/2E0 である。一方, (8.46) は W ∓ E0 = v2/(W ± E0) で
あり, 正確な固有値が求まる。〈 i |H ′ | i 〉 = 0 である 2 準位系では (

GiH
′)2| i 〉 = 0 になるから,

|ψ 〉 = | i 〉+GiH
′| i 〉 であり (8.46)は正確な固有値を与える。

なお, k ≥ 3 のとき Wk = 0 になるわけではない。(8.32)より |ψ2 〉 = 0 である。(8.11)で k = 3

とすると (H0 − Ei
)
|ψ3 〉 =W2|ψ1 〉+W3| i 〉 になるから

|ψ3 〉 = −W2Gi(Ei)|ψ1 〉 = −W2G
2
i (Ei)H

′| i 〉

したがって W3 = 〈 i |H ′ |ψ2 〉 = 0 , W4 = 〈 i |H ′ |ψ3 〉 = ∓ v4/(2E0)
3 である。
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8.4 摂動展開の収束性とパデ近似
摂動級数は収束するとは限らない。発散する場合でも, 摂動級数は漸近級数として物理的意味を

もつ場合がある。具体例として

H = H0 +H ′ , H0 = − ℏ2

2M

d2

dx2
+
Mω2

2
x2 , H ′ = v0x

4

を考える ( 225ページの変分法参照 )。v0 は正の定数である。q =
√
Mω/ℏx で表せば

H0 =
ℏω
2

(
− d2

dq2
+ q2

)
, H ′ =

ℏω
2
uq4 , ただし u =

2v0
ℏω

(
ℏ
Mω

)2

(8.47)

になる。したがって, Hψ(x) =Wψ(x) はW = (ℏω/2)ε とすると
(
h0 + h′

)
ψ(q) = εψ(q) , h0 = − d2

dq2
+ q2 = 2a†a+ 1 , h′ = uq4 =

u

4

(
a† + a

)4
(8.48)

である。(4.22)より(
a† + a

)2|n 〉 =√(n+ 1)(n+ 2) |n+ 2 〉+ (2n+ 1)|n 〉+
√
n(n− 1) |n− 2 〉

これとこれの複素共役から

〈n′ |
(
a† + a

)4|n 〉 =√(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4) δn′,n+4 +
√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) δn′,n−4

+ 2(2n+ 3)
√
(n+ 1)(n+ 2) δn′,n+2 + 2(2n− 1)

√
n(n− 1) δn′,n−2

+ 3
(
2n2 + 2n+ 1

)
δn′,n (8.49)

である。1次及び 2次の摂動は

ε1 = 〈n |h′ |n 〉 = 3

4

(
2n2 + 2n+ 1

)
u (8.50)

ε2 =
∑
n′ ̸=n

|〈n′ |h′ |n 〉|2

(2n+ 1)− (2n′ + 1)
= −

(2n+ 1)
(
17n2 + 17n+ 21

)
16

u2 (8.51)

2次の摂動では n′ = n± 2 , n± 4 である ( (8.49)より n′ < 0 は自動的に寄与しない )。
以下では, 基底状態 n = 0 を考える。k次の摂動まで取り入れた ε を ε(k) とすると

ε(k)(u) = 1 +

k∑
m=1

Bmu
m , B1 =

3

4
, B2 = − 21

16
, B3 =

333

64
, B4 = − 30885

1024
(8.52)

B1 , B2 は (8.50), (8.51) で n = 0 とすればよい。3次以上の係数も (8.11), (8.13)から求められるが,

75次までの係数一覧が Physical Review 184 (1969) 1231 にある。

Bm
m≫1−−−→ 2

√
6π−3/2(− 3/2)mΓ (m+ 1/2 ) (8.53)

になり, Bm は符号を変えながら急激に増加する。摂動級数の収束半径は∣∣∣∣ BkBk+1

∣∣∣∣ = 2

3

Γ (k + 1/2)

Γ (k + 1/2 + 1)
=

2

3(k + 1/2)

k→∞−−−−→ 0

であるから, ε(k)(u) は u 6= 0 がどんなに小さくても k → ∞ では発散するが, k が有限な部分和
ε(k)(u) は ε(u) の近似になる漸近級数である ((18.14)参照)。

http://prola.aps.org/abstract/PR/v184/i5/p1231_1
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ε(k) の u依存性を下の左図に示す。太い曲線は 53ページのプログラムを用いて微分方程式 (8.48)

を解いて得た ε である。これは数値的には正確である。図から u ≲ 0.1 ならば, 4次までの範囲で
は高次の摂動の方がよい近似になるが, u ≳ 0.18 では ε(4) は ε(2) よりも近似が悪くなる。右図に∣∣ 1− ε(k)(u)/ε(u)

∣∣ =一定 = 10n

を満たす (u, k) の曲線を示す。曲線に付けた値は n を表す。u 6= 0 を与えたとき, ε(k) は k がある
値 k0(細い線 )までは正確な ε に近づくが, k0 を超えると ε(k) の精度は悪くなる。u が小さいほど
k0 は大きくなり近似の精度は上がるが, k → ∞ では発散する。例えば u = 0.15 のとき 3次の摂動
が最もよい近似になるが, 0.001 の精度は得られない。

1.0

1.1

0 0.1 0.2 u

ε
ε(2)ε(3)

ε(4)

ε(1)

−5
−3

−2 −1

0

2

4

0.1 0.2 0.3
0

5

10

u

k

パデ ( Padé )近似
漸近級数の近似精度を改善する方法としてパデ近似がある。漸近級数 F (x) に対して

F (x) ≡
∞∑
n=0

fnx
n =

PM (x)

QN (x)
+O(xN+M+1) , PM (x) =

M∑
n=0

pnx
n , QN (x) =

N∑
n=0

qnx
n

を満たすように多項式 PM (x), QN (x) を求め F (x) ≈ PM (x)/QN (x) で近似する。これを [N,M ]パ
デ近似という。F (x)QN (x) = PM (x) の両辺の係数を比較すると ( p0 = f0, q0 = 1 )

[ 1, 1 ] : q1 = − f2/f1 [ 1, 2 ] : q1 = − f3/f2 , p2 = f2 + f1q1

[ 2, 2 ] : q1 =
f1f4 − f2f3
f22 − f1f3

, q2 =
f23 − f2f4
f22 − f1f3

, p2 = f2 + f1q1 + f0q2

1.0

1.1

1.2

0 0.2 0.4 u

ε

ε(2)ε(4)

ε(3)

ε[1,1]

ε[
2,
2]

ε
[1
,2
]

いずれの場合も p1 = f1 + f0q1 になる。fn に (8.52)の Bn を代
入すると

ε[1,1](u) =
4 + 10u

4 + 7u
, ε[1,2](u) =

56 + 264u+ 93u2

56 + 222u

ε[2,2](u) =
3968 + 31724u+ 39134u2

3968 + 28748u+ 22781u2

を得る。ε[1,1], ε[1,2], ε[2,2] は, それぞれ ε(2), ε(3), ε(4) に対す
るパデ近似である。図に示したように ε(n) にパデ近似を適用す
ると, より広範囲の u に対してよい近似になる。
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8.5 縮退している場合 (1次の摂動)

|ψ0 〉 = | i 〉 は縮退していないと仮定したが, ここでは H0 の固有値が同一である g 個の状態があ
るとする。この状態を | i, α 〉 , ( α = 1, 2 · · · , g ) で表す。

H0| i, α 〉 = Ei | i, α 〉 , 〈 i, α | i, α′ 〉 = δαα′

である。|ψ0 〉 = | i, α 〉 とすると, (8.16)で |m 〉 = | i, β 6= α 〉 のとき, 一般に 〈 i, β |H ′| i, α 〉 6= 0 であ
るから ci,β は発散し摂動展開ができない。ところで, 縮退する固有関数の任意の線形結合も H0 の
固有関数で固有エネルギーは Ei であるから (8.8)を満たす。そこで

|ψ0 〉 =
g∑

α=1

aα| i, α 〉 , 〈ψ0 |ψ0 〉 =
g∑

α=1

|aα|2 = 1 (8.54)

とし, これを (8.9)に代入すると ( W0 = Ei )

(H0 − Ei) |ψ1 〉 =W1

g∑
β=1

aβ | i, β 〉 −
g∑

β=1

aβH
′| i, β 〉

| i, α 〉 との内積をとると H0| i, α 〉 = Ei | i, α 〉 であるから左辺は 0 になる。したがって
g∑

β=1

(
W1δαβ − hαβ

)
aβ = 0 , hαβ ≡ 〈 i, α |H ′| i, β 〉 (8.55)

になり, 永年方程式
det
(
W1δαβ − hαβ

)
= 0 (8.56)

を満たす必要がある。縮退も含め g 個の W1 が求まり, 各々の W1 に対して (8.55)から aα が決ま
る。H ′ はエルミート演算子であるから, g 個の |ψ0 〉 は互いに直交する。二重縮退の場合, W1 は
(8.27)の W± , |ψ0 〉 は (8.25)の | ± 〉 である。
g 個の | i, α 〉 を基底とする関数空間 Vi を考える。Vi の任意関数 (8.54)は H0 の固有関数である

が, (8.55)は Vi 内で H ′|ψ0 〉 = W1|ψ0 〉 になることを要請する。これは, 正確な (8.4)を Vi の関数
に制限して解く近似である。縮退した状態間に作用する H ′ の効果は W1 と |ψ0 〉 に完全に取り込
まれ, 縮退した状態とそれ以外の状態間の H ′ を摂動として扱う。|ψ1 〉 が発散することはない。摂
動とは無関係な |ψ0 〉 を決めるのに 1次の摂動 (8.9)を用いた。これは H0+λH

′ の固有関数 |ψ 〉 を
λ の連続関数にするためである。|ψ 〉 が縮退しないならば, |ψ 〉 λ→0−−−→特定の |ψ0 〉 になる。この特
定の |ψ0 〉 を決めるのが (8.55)である。
g個の W1, |ψ0 〉 を区別して W1β 及び

|ψ0β 〉 =
g∑

α=1

aαβ | i, α 〉 , aαβ = 〈 i, α |ψ0β 〉 (8.57)

とすると, (8.55)は

aαβW1β −
∑
α′

hαα′aα′β = 0 , つまり AW1 −H ′A = 0 (8.58)

になる。ただし A, H ′, W1 は g×g行列

(A)αβ = aαβ , (H ′)αβ = hαβ , (W1)αβ = δαβW1α
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である。〈ψ0α |ψ0β 〉 = δαβ よりA†A = 1 である。(8.58)に A† をかけると

A†H ′A = W1 ,
∑
α′β′

a∗α′α〈 i, α′ |H ′| i, β′ 〉aβ′β = 〈ψ0α |H ′ |ψ0β 〉 =W1α δαβ (8.59)

ユニタリ変換で行列 H ′ は対角行列 W1 になる。(8.57)の逆変換は∑
β

a∗αβ |ψ0β 〉 =
∑
β,β′

a∗αβaβ′β | i, β′ 〉 =
∑
β′

(AA†)β′α| i, β′ 〉 = | i, α 〉

である。
波動関数の 1次の補正 |ψ1 〉 を求める。

|ψ1 〉 =
g∑

α=1

bα | i, α 〉+ |ϕ 〉 =
g∑

α=1

cα |ψ0α 〉+ |ϕ 〉 , |ϕ 〉 =
∑
n/∈i

cn |n 〉

と展開できる。n /∈ i は g個の | i, α 〉 を除くことを表す。(8.9)と |n /∈ i 〉 との内積から
(
En − Ei

)
cn = −〈n |H ′ |ψ0 〉 , ∴ |ϕ 〉 =

∑
n/∈i

|n 〉 〈n |H
′ |ψ0 〉

Ei − En
(8.60)

である。(8.9)と |ψ0α 〉 との内積は (8.55)になり cα は決まらない。2次の (8.10)と |ψ0α 〉 の内積
は 〈ψ0α | (H0 − Ei)|ψ2 〉 = 0, 〈ψ0α |ψ1 〉 = cα であるから

W1cα − 〈ψ0α |H ′ |ψ1 〉+W2〈ψ0α |ψ0 〉 = 0

(8.59)より

〈ψ0α |H ′ |ψ1 〉 =
∑
β

cβ〈ψ0α |H ′ |ψ0β 〉+ 〈ψ0α |H ′ |ϕ 〉 =W1αcα + 〈ψ0α |H ′ |ϕ 〉

したがって (
W1 −W1α

)
cα − 〈ψ0α |H ′ |ϕ 〉+W2〈ψ0α |ψ0 〉 = 0 (8.61)

になる。W1β に縮退がないとき |ψ0β〉 は確定している。上式で |ψ0 〉 = |ψ0β〉 , W1 = W1β とする。
α 6= β のとき W1α 6=W1β , 〈ψ0α |ψ0β 〉 = 0 であるから

cα =
〈ψ0α |H ′ |ϕβ 〉
W1β −W1α

(8.12)より 〈ψ0β |ψ1 〉 = cβ = 0 である。|ψ0β 〉 に対する 1次補正 |ψ1β 〉 は

|ψ1β 〉 =
∑
α ̸=β

|ψ0α〉
〈ψ0α |H ′ |ϕβ 〉
W1β −W1α

+ |ϕβ 〉 , |ϕβ 〉 =
∑
n/∈i

|n 〉 〈n |H
′ |ψ0β 〉

Ei − En
(8.62)

になる。H ′|ϕβ 〉 は H ′ の 2次, W1 は 1次であるから, 右辺第 1項も H ′ の 1次である。二重縮退す
る場合, (8.62)は (8.28)になる。(8.61)で α = β とすると, 2次の摂動エネルギーは

W2β = 〈ψ0β |H ′|ϕβ 〉 =
∑
n/∈i

|〈n |H ′|ψ0β 〉|2

Ei − En
(8.63)

である。(8.13)を使ってもよい。(8.29)で | i 〉 を |ψ0β 〉 で置き換えると上式になる。
W1 が縮退する場合, |ψ0 〉 はW1 が縮退する |ψ0α 〉 の任意の線型結合でよいが, (8.61)を満たす

必要がある。これから |ψ0 〉 が決まる。218ページ参照。
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射影演算子
縮退している場合の摂動を射影演算子を用いて再考する。

Pα = |ψ0α 〉〈ψ0α | , P =

g∑
α=1

Pα , Q =
∑
n/∈i

|n 〉〈n | (8.64)

とする。定義及び |ψ0α 〉 , |n 〉 の規格直交性より

PαPβ = δαβPα , PαQ = 0 , P 2 = P , Q2 = Q , P +Q = 1

PαH0 = H0Pα = EiPα , QH0 = H0Q

である。(8.57)より

P =
∑
αββ′

| i, β 〉aβα〈 i, β′ |a∗β′α =
∑
ββ′

(
AA†)

ββ′ | i, β 〉〈 i, β′ | =
∑
α

| i, α 〉〈 i, α |

P は g個の | i, α 〉 または |ψ0α〉 を基底とする関数空間 Vi への射影演算子である。
|ψ0 〉 = |ψ0β〉 のとき, (8.9)に P をかけると

P
(
H0 − Ei

)
=
(
Ei − Ei

)
P = 0 , P |ψ0β〉 = |ψ0β〉

であるから
0 =W1β |ψ0β〉 − PH ′|ψ0β〉 , つまり PH ′P |ψ0β〉 =W1β |ψ0β〉

|ψ0β〉 は PH ′P の固有関数で固有値は W1β である。言い換えれば, Vi 内で H ′|ψ0β〉 = W1β |ψ0β〉
である。上式は 〈 i, α |H ′ |ψ0β 〉 = W1β〈 i, α |ψ0β 〉 とも表せる。(8.57)を代入すると (8.58)になる。
(8.9)に Pα 及び Q をかけると

0 =W1βPα|ψ0β〉 − PαH ′|ψ0β〉 , ∴ 〈ψ0α |H ′ |ψ0β 〉 =W1β δαβ

(H0 − Ei)Q|ψ1β 〉 = −QH ′|ψ0β 〉 , ∴ |ϕβ 〉 ≡ Q|ψ1β 〉 =
Q

Ei −H0
H ′|ψ0β 〉 (8.65)

になるから (8.59), (8.60)を得る。

PαH
′Pβ = |ψ0α 〉〈ψ0α |H ′ |ψ0β 〉〈ψ0β | = δαβW1αPα

より
PαH

′ = PαH
′(P +Q

)
=W1αPα + PαH

′Q (8.66)

であるから, (8.10) に Pα を作用させると

0 =
(
W1β −W1α

)
Pα|ψ1β 〉 − PαH ′Q|ψ1β 〉+W2βδαβ |ψ0β 〉 (8.67)

W1β に縮退がないとき, α 6= β ならば W1α 6=W1β になるから

Pα|ψ1β 〉 =
1

W1β −W1α
PαH

′Q|ψ1β 〉 =
1

W1β −W1α
PαH

′′|ψ0β 〉 , H ′′ ≡ H ′ Q

Ei −H0
H ′

(8.12)より Pβ |ψ1β 〉 = 0 とするから

|ψ1β 〉 =
(
P +Q

)
|ψ1β 〉 =

∑
α ̸=β

1

W1β −W1α
PαH

′′|ψ0β 〉+
Q

Ei −H0
H ′|ψ0β 〉
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は (8.62)になる。H0 に縮退がない場合 P |ψ1 〉 = 0 であるから |ψ1 〉 = Q|ψ1 〉 になるが, H0 に縮
退がある場合 |ψ1 〉 6= Q|ψ1 〉 である。
(8.67)で α = β とすると

W2β |ψ0β 〉 = PβH
′Q|ψ1β 〉 , ∴ W2β = 〈ψ0β |H ′Q |ψ1β 〉 = 〈ψ0β |H ′′ |ψ0β 〉 = (8.63)

一般に, k ≥ 2 のとき, 〈ψ0β |ψk−1 〉 = 0, (8.66) より Wk = 〈ψ0β |H ′ |ψk−1 〉 は

Wk = 〈ψ0β |PβH ′ |ψk−1 〉 =W1β〈ψ0β |ψk−1 〉+ 〈ψ0β |H ′Q |ψk−1 〉 = 〈ψ0β |H ′Q |ψk−1 〉 (8.68)

になる。H0 に縮退があっても P |ψk−1 〉 は Wk には寄与しない。(8.10)に Q を作用させると

Q|ψ2 〉 =
Q

Ei −H0

(
H ′ −W1β

)(
Q|ψ1β 〉+ P |ψ1β 〉

)
であるから, W1β に縮退がないとき

W3β = 〈ψ0β |
[
H ′
( Q

Ei −H0
H ′
)2
−W1βH

′ Q

(Ei −H0)2
H ′ +

∑
α ̸=β

H ′′PαH
′′

W1β −W1α

]
|ψ0β 〉

になる。第 1項と第 2項は (8.35)に対応する。第 3項は H0 が縮退する場合に現れる。

例題 1

2次元等方調和振動子 H0 に摂動 H ′

H0 = H1 +H2 , Hk = − ℏ2

2M

∂2

∂x2k
+
Mω2

2
x2k , H ′ = κMω2x1x2

が作用する場合を考える。κ は無次元の定数である。H0 の固有関数と固有値は ( 164ページ参照 )

H0|n1, n2 〉 = En1n2
|n1, n2 〉 , En1n2

= ℏω
(
n1 + n2 + 1

)
, nk = 0, 1, 2, · · ·

である。N2 = n1+n2 が同じ固有関数 |n1, n2 〉は N2+1個あり N2 6= 0のとき縮退する。|n1, n2 〉
は 1次元調和振動子の固有関数 (4.25)の直積 φn1

(x1)φn2
(x2) であるから

〈n1, n2 |H ′|n′1, n′
2 〉 = κMω2〈n1 |x1 |n′1 〉〈n2 |x2 |n′2 〉

になる。縮退する固有関数を番号付けて

|n 〉 = |n1 = n, n2 = N2−n 〉 , n = 0, 1, · · · , N2

とすると, (4.27)より

hmn = 〈m |H ′|n 〉 = κℏω
2

(√
(m+ 1)(N2 −m) δm,n−1 +

√
(n+ 1)(N2 − n) δm−1,n

)
(8.69)

である。
N2 = 2 の場合, h01 = h10 = h12 = h21 = κℏω/

√
2 , その他は 0 になるから, (8.55)は

W1 −κℏω/
√
2 0

−κℏω/
√
2 W1 −κℏω/

√
2

0 −κℏω/
√
2 W1




a0

a1

a2

 = 0 (8.70)
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になる。左辺の行列式 =W1

(
W 2

1 − (κℏω)2
)
= 0 よりW1 = 0, ±κℏω であり, 3重縮退は完全に解け

る。規格化した |ψ0 〉 は

W1 = 0 : |ψ0 〉 =
1√
2

(
|n1 = 2, n2 = 0 〉 − |n1 = 0, n2 = 2 〉

)
(8.71)

W1 = ±κℏω : |ψ0 〉 =
1

2

(
|n1 = 0, n2 = 2 〉 ±

√
2 |n1 = 1, n2 = 1 〉+ |n1 = 2, n2 = 0 〉

)
(8.72)

になる。これらは互いに直交する。
H = H1 +H2 +H ′ の固有関数と固有値を解析的に求める。x± = (x1 ± x2)/

√
2 とすれば

∂

∂x1
=
∂x+
∂x1

∂

∂x+
+
∂x−
∂x1

∂

∂x−
=

1√
2

(
∂

∂x+
+

∂

∂x−

)
,

∂

∂x2
=

1√
2

(
∂

∂x+
− ∂

∂x−

)
より

H = − ℏ2

2M

(
∂2

∂x2+
+

∂2

∂x2−

)
+
Mω2

+

2
x2+ +

Mω2
−

2
x2− , ω2

± = ω2
(
1± κ

)
|κ| < 1 の場合, 角振動数 ω± の独立な 2つの調和振動子になるから, H の固有値 W は

W = ℏω+

(
n+ + 1/2

)
+ ℏω−

(
n− + 1/2

)
である。ω± = ω

√
1± κ をテイラー展開すれば

W = En+n− +W1 +W2 + · · · , W1 =
κℏω
2

(
n+ − n−

)
, W2 = − κ2ℏω

8

(
n+ + n− + 1

)
になる。(n+, n−) = (2, 0), (0, 2), (1, 1) とすれば, W1 は摂動論の結果に一致する。
波動関数 φn+n−(x+, x−) = φn+(x+)φn−(x−) は (4.25)より

φn+n−(x+, x−) = C(+)
n+

C(−)
n−

Hn+(q+)Hn−(q−) e
−(q2++q2−)/2

ただし
C(±)
n =

1√
n! 2n

(
Mω±

πℏ

)1/4

, q± =

√
Mω±

ℏ
x± =

√
ω±

ω

q1 ± q2√
2

である。κ = 0 の場合 H0 = H1 +H2 の固有関数として

φn+n−(x+, x−) = Cn+
Cn−Hn+

(
(q1 + q2)/

√
2
)
Hn−

(
(q1 − q2)/

√
2
)
e−(q21+q

2
2)/2

を得る。Hn の具体形 (17.2)を用いると

φ11(x+, x−) = 2C2
1

(
q21 − q22

)
e−(q21+q

2
2)/2 =

1√
2

(
φ2(x1)φ0(x2)− φ0(x1)φ2(x2)

)

(0, 0)

(0, 1)
(1, 0)

(0, 2)
(1, 1)
(2, 0)

(0, 3)
(1, 2)
(2, 1)
(3, 0)

0 0.5 1

1

2

3

4

κ

これは摂動論の (8.71) である。φ20, φ02 も (8.72) に一致する。
(8.55)で決めた H0 の固有関数 |ψ0 〉 は H = H0 +H ′ の固有関
数に連続的に変化する。
n+ + n− ≤ 3 の場合, W/(ℏω) の κ依存性を右図に示す。曲

線には (n+, n−) を付けた。1 次の摂動は κ = 0 での接線であ
る。ω+/ω− が有理数になる κ で縮退が起こる。破線は ω+/ω−

が 3/2, 2, 3 になる κ を示す。κ→ ± 1 では ω∓ → 0 になり W

は n± だけに依存する。|κ| ≥ 1 の場合, ω2
± のどちらかは正では

なくなり, 束縛状態は存在しない。
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問題 8.9 J を角運動量演算子 (5.5)とするとき

H = H0 +H ′ , H0 = ε0J2
z , H ′ = B ·J

を考える。ε0 は定数, B は定数ベクトルであり |ε0| � |B| とする。J2, Jz の同時固有関数 | jm 〉
は H0 の固有関数で固有値 Em は Em = ε0m2 になるから, | jm 〉 と | j,−m 〉 は縮退する。

W = Em +W1 =


ε0m2 ±Bzm, |m| 6= 1/2

ε0
4
± 1

2

√
(j + 1/2)

2
(B2

x +B2
y) +B2

z , |m| = 1/2
(8.73)

を示せ ( (8.24)参照 )。H を

H = H0 +H ′ , H0 = ε0J2
z +BzJz , H ′ =

Bx − iBy
2

J+ +
Bx + iBy

2
J−

と分割する。| jm 〉 は H0 の固有関数で Em = ε0m2 +Bzm になるから Bz 6= 0 のとき縮退しない。
縮退がない場合の 1次の摂動では W1 = 〈 jm |H ′| jm 〉 = 0 である。|m| 6= 1/2 の場合 (8.73)を再現
するが, |m| = 1/2 の場合は異なる結果になる。その理由を考えよ。

対称性
縮退がある場合, 次のような系の対称性を考慮した扱いは重要である。H0 と H ′ の両者と可換なエ
ルミート演算子 F が存在する場合, H0 と F の同時固有関数を作ることができ, | i, α 〉 が F の固有
関数にもなるように選べる。F の固有値を fiα とすると

F | i, α 〉 = fiα | i, α 〉 , α = 1, 2 · · · , g

である。H ′F − FH ′ = 0 より

0 = 〈 i, α | (H ′F − FH ′) | i, α′ 〉 = (fiα′ − fiα)hαα′ , hαα′ = 〈 i, α |H ′| i, α′ 〉

である。g個の固有値 fiα が全て異なっていれば hαα′ = δαα′hαα である。したがって, (8.55)は(
W1 − hαα

)
aα = 0 , ∴ W1 = 〈 i, α |H ′| i, α 〉 , |ψ0 〉 = | i, α 〉 (8.74)

になり, 縮退がない場合と同じである。
fiα が全て異なっていない場合でも, (8.55)の行列の次元を小さくできる。例えば, 異なる固有値

が f1 と f2 の 2つだけで, それぞれ g1 個と g2 = g − g1 個に縮退している場合

1 ≤ α ≤ g1 のとき F | i, α 〉 = f1 | i, α 〉 , g1 + 1 ≤ α ≤ g のとき F | i, α 〉 = f2 | i, α 〉

とする。α ≤ g1 , α′ > g1 あるいは α > g1 , α
′ ≤ g1 の場合, hαα′ = 0 になる。(8.55)は

α ≤ g1 :

g1∑
α′=1

(
W1δαα′ − hαα′

)
aα′ = 0 , α ≥ g1 + 1 :

g∑
α′=g1+1

(
W1δαα′ − hαα′

)
aα′ = 0

の 2つの部分に分解でき, g1×g1 及び g2×g2 の行列の問題になる。H0 と F の同時固有関数は
g1∑
α=1

aα| i, α 〉 , あるいは
g∑

α=g1+1

aα| i, α 〉 (8.75)

と書ける。H = H0 + H ′ の固有関数も F との同時固有関数にとることができるから, 線形結合
(8.75)を |ψ0 〉 として最初から使えばよい。一般に, F の固有値が同じ状態 | i, α 〉 だけを考えれば
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十分で, 異なる状態は独立に扱ってよい。特に, 固有値が fiα である | i, α 〉 が 1つだけならば, 縮退
していない場合と同じ扱いができる。
対称性を考慮した扱いは, 元々の方程式 (8.3)∼ (8.5)の場合にも適用される。H0 と F が可換な

とき, |n 〉 として H0 と F の同時固有関数を採用する。H = H0 +H ′ も F と可換ならば, H の固
有状態 |ψ 〉 は F の固有状態にもできるから, (8.3)の和は全ての状態 |n 〉 について行う必要はなく,

F の固有値が同じ |n 〉 についてだけ行えばよい。これにより (8.4)に現れた行列の次元を大幅に縮
小できる可能性がある。数値計算で行列を対角化する場合, これは特に重要になる。
例題 2

206ページの例題 1を 3次元等方調和振動子に拡張して

H = H0 +H ′ , H0 = H1 +H2 +H3 , H ′ = κMω2x1x2

の場合を考える。H0 の固有値, 固有関数は (6.74)

H0|n1, n2, n3 〉 = En1n2n3 |n1, n2, n3 〉 , En1n2n3 = ℏω
(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
であり, 固有値 ℏω(N + 3/2) は (N + 1)(N + 2)/2重に縮退する。N = 2 の場合

(n1, n2, n3 ) = ( 0, 0, 2 ), ( 0, 1, 1 ), ( 0, 2, 0 ), ( 1, 0, 1 ), ( 1, 1, 0 ), ( 2, 0, 0 ) (8.76)

が縮退する。これらの状態間の行列要素 〈n1, n2, n3 |H ′|n′1, n′
2, n

′
3 〉 を求め, 6 × 6行列式の永年方

程式 (8.56)を解いてもよいが煩雑である。ところで, H ′ は x3 を含まないから H3 と H ′ は可換で
ある。また, H3 と H0 も可換であるから, H3 の固有値 ℏω(n3 + 1/2) が同じ縮退した状態だけを考
えればよい。(8.76)を n3 で分類すると

(n1, n2, n3 ) = ( 0, 2, 0 ), ( 1, 1, 0 ), ( 2, 0, 0 )︸ ︷︷ ︸
n3 = 0

, ( 0, 1, 1 ), ( 1, 0, 1 )︸ ︷︷ ︸
n3 = 1

, ( 0, 0, 2 )︸ ︷︷ ︸
n3 = 2

(8.77)

になる。〈n1, n2, n3 |H ′|n′1, n′
2, n

′
3 〉 = 〈n1, n2 |H ′|n′1, n′

2 〉 δn3n′
3
である。v = κℏω とすると

• n3 = 0 の場合, N = n1 + n2 = 2 であるから (8.70)よりW1 = 0, ± v

• n3 = 1 の場合, | 1 〉 = |n1=0, n2=1, n3=1 〉 , | 2 〉 = |n1=1, n2=0, n3=1 〉 とすれば, (8.69)

より h12 = h21 = v/2 , h11 = h22 = 0 である。(8.55)から W1 = ± v/2 である。
• n3 = 2 の状態は 1つだけであるから W1 = 〈 0, 0, 2 |H ′| 0, 0, 2 〉 = 0

摂動の 1次で, N = 2 の 6重縮退は W1 = 0 の 2重縮退以外は解ける。
縮退した状態を (8.77)の順番で番号付け | i 〉 , i = 1, 2, · · · , 6 とすると, (8.55)は

W1 − v/
√
2 0 0 0 0

− v/
√
2 W1 − v/

√
2 0 0 0

0 − v/
√
2 W1 0 0 0

0 0 0 W1 − v/2 0

0 0 0 − v/2 W1 0

0 0 0 0 0 W1





a1

a2

a3

a4

a5

a6


= 0

になる。6 × 6行列は 3 × 3, 2 × 2, 1 × 1 の部分行列に分割され, 各部分行列の固有値と固有関数を
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求めればよい。これが上で行ったことである。一方, (8.76)の順番で番号付けると

W1 0 0 0 0 0

0 W1 0 − v/2 0 0

0 0 W1 0 −v/
√
2 0

0 − v/2 0 W1 0 0

0 0 −v/
√
2 0 W1 −v/

√
2

0 0 0 0 −v/
√
2 W1





a1

a2

a3

a4

a5

a6


= 0

になり, 見通しが非常に悪い。いずれの場合も, 行列式は W 2
1

(
W 2

1 − v2/4
) (
W 2

1 − v2
) である。

水素型原子と原子核の大きさ
原子核の大きさは 10−14 m 程度であり, 原子の大きさ 10−10 m に比べれば非常に小さい。このため,

原子のエネルギー準位を求めるとき, 原子核を電荷 Ze の点電荷として扱う。そこで, 原子核の大き
さは無視できることを摂動論で確かめよう。原子核は電荷 Ze が一様に分布する半径 R の球と見な
せる。このとき, 電子が受けるポテンシャル V (r) は

V (r) =


− Zαℏc

2R

(
3− r2

R2

)
, r < R

− Zαℏc
r

, r > R

, α =
e2

4πε0ℏc
=微細構造定数 ≈ 1

137
(8.78)

になる。ハミルトニアンを

H = H0 +H ′(r) , H0 = − ℏ2

2M
∇2 − Zαℏc

r
, H ′(r) =


− Zαℏc

2R

(
3− r2

R2
− 2R

r

)
, r < R

0 , r > R

に分割する。H ′ は角度に依存しないから, 球面調和関数の直交性 (17.40)より ℓ = ℓ′ かつ m = m′

のときだけ 〈n, ℓ, m |H ′|n, ℓ′, m′ 〉 6= 0 である。したがって, (8.56)の hαα′ は既に対角化されてお
り永年方程式を解く必要はない。1次の摂動では

W1 = 〈n, ℓ, m |H ′|n, ℓ, m 〉 =
∫ R

0

drH ′(r)χ2
nℓ(r)

になる。対称性の観点から見ると [H ′ , L ] = 0 であるから, H0 の縮退している n2 個の状態で L2

及び Lz の固有値が同じ状態だけを扱えばよい。状態は |n, ℓ, m 〉 の 1つだけで, 縮退がない場合と
同じ扱いになる。W1 は ℓ にも依存するから ℓ が異なる状態の縮退は解ける。(6.36)より

W1 = |En|
Cnℓ
ρmax

∫ ρmax

0

dρ

(
ρ2

ρ2max

+
2ρmax

ρ
− 3

)
ρ2ℓ+2Fnℓ(ρ) (8.79)

ただし

En = − (Zα)2Mc2

2n2
, ρmax =

2R

naz
=

2ZR

naB
, aB =

ℏ
Mcα

Cnℓ =
(n+ ℓ)!

[(2ℓ+ 1)!]2(n− ℓ− 1)!
, Fnℓ(ρ) = e−ρ

(
M(ℓ+ 1− n, 2ℓ+ 2, ρ)

)2
0 ≤ ρ ≤ ρmax � 1 の場合 Fnℓ(ρ) ≈ 1 であるから

W1 ≈ |En|
3Cnℓ

(ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)(2ℓ+ 5)
ρ2ℓ+2
max , W1(ℓ = 0) ≈ 4

5n

(
ZR

aB

)2

|En| (8.80)
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摂動は ℓ = 0 のとき最も効果がある。電子のボーア半径 aB は aB = 0.53× 10−10 m である。原子核
の大きさは R ∼ 10−14 m であるから R/aB ∼ 10−4 になり W1/|En| ≈ 0 である。結局, 原子核を点
電荷として扱ってよい。

問題 8.10 ポテンシャルが (8.78)で与えられるとき, 170ページのプログラムを用いて固有値と固
有関数を求めよ。系の大きさを表す λ として λ = az = aB/Z とすると (6.88)は

(1, 0)

(2, 0)

(2, 1)

0 1

n2ε

−1.0

−0.9

−0.8

Rz

ε =
2E

Mc2(Zα)2
, U(q) =


− 1

Rz

(
3− q2

R2
z

)
, q < Rz

− 2

q
, q > Rz

ただしRz = ZR/aB である。qmax の取り方は 154ページの図を
参考にせよ。
右図に ε の数値結果を実線で示す。破線は (8.79)を数値積分

した結果である。(8.80)から予想されるように, ℓ = 0 の状態は
Rz 依存性が強く, 1次の摂動は Rz � 1 のときよい近似になる。
ℓ > 0 の場合, Rz が大きくても 1次の摂動はよく成り立つ。
ミューオンは質量が電子の 207 倍でそれ以外は電子とほとんど同じ性質を示す粒子である。ミ

ューオンを軌道粒子とする µ粒子原子を生成できる。ミューオンのボーア半径は, 電子のボーア半
径の 1/207 であり aB = 2.6 × 10−13 m になる。Z が大きい場合 aB/Z は R と同程度になるから,

原子核の大きさは無視できない。µ粒子原子のエネルギー準位の実験値と理論的結果を比較するこ
とで, 原子核の大きさを求めることができる。ただし, Z が大きい場合, 非相対論的扱いでは不十分
で, 相対論的なディラック方程式を解く必要がある。

スピン・軌道相互作用
(6.80)においてスピン・軌道相互作用 H ′ = VLS(r)L·S を 1次の摂動として扱う。H0 の固有関数
は (6.81) |nℓmℓmσ 〉 で与えられる。H0 の固有値は mℓ , mσ に依存しないから 2(2ℓ + 1)重に縮退
する。L ·S =

(
L+S− + L−S+

)
/2 + LzSz より m′

ℓ = mℓ ± 1 のとき 〈nℓm′
ℓm

′
σ |H ′|nℓmℓmσ 〉 6= 0

であり (8.56)の hαα′ は対角行列ではない。このため, 2(2ℓ+ 1)次元の hαα′ を対角化する必要があ
る。ところで H0 と H ′ は J = L+ S と可換であるから, H0 の固有関数として J2, Jz の同時固有
関数を用いてもよい。これは (6.82)

ψnℓjm(r) =
χnℓ(r)

r
Yℓjm(θ, ϕ) (8.81)

で与えられる。ここで Yℓjm は (5.115), m は Jz = Lz + Sz の固有値で半整数である。(5.116)より

〈nℓjm |H ′|nℓj′m′ 〉 =W1δjj′δmm′ , W1 = 〈VLS(r) 〉nℓ
κℓj
2

ただし
〈VLS(r) 〉nℓ =

∫ ∞

0

dr VLS(r)(χnℓ)
2 , κℓj =

{
ℓ , j = ℓ+ 1/2

− ℓ− 1 , j = ℓ− 1/2

であり hαα′ は対角行列になる。したがって, 1次の摂動は W1 で与えられ, エネルギー準位は 2つ
に分離する。ℓ = 0 の場合は j = 1/2 だけで W1 = 0 である。
水素型原子を考える。VLS(r) として (6.85)

VLS(r) =
1

2

(
ℏ
Mc

)2
1

r

dV

dr
=

1

2

(
ℏ
Mc

)2
Zαℏc
r3

, V (r) = − Zαℏc
r
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とすると
〈VLS(r) 〉nℓ =

Zα4Mc2a3B
2

〈 r−3 〉nℓ , aB =
ℏ

Mcα
=ボーア半径

ℓ > 0 の場合, クラマースの関係式 (6.40)で ν = − 1 とし (6.42)を使うと 〈 r−3 〉nℓ が求まり

W1 = −En
(Zα)2

(2ℓ+ 1)ℓ(ℓ+ 1)n
κℓj = −En

(Zα)2

(2ℓ+ 1)n
×

{
1/(ℓ+ 1) , j = ℓ+ 1/2

− 1/ℓ , j = ℓ− 1/2
(8.82)

になる。スピン・軌道相互作用は相対論的補正であるが, 相対論的補正として

H ′′ = − 1

2Mc2

(
p2

2M

)2

= − 1

2Mc2

(
H0 − V (r)

)2
, HD =

πZα4Mc2a3B
2

δ(r)

が存在する。H ′′ は相対論的運動エネルギー
√

(Mc2)2 + c2p2 −Mc2 の補正である。H ′′ の非対角
行列要素は 0 であり, 対角行列要素は (6.41), (6.42)より

W ′
1 = 〈nℓjm |H ′′|nℓjm 〉 = − 1

2Mc2
〈nℓjm |

(
En − V (r)

)2
|nℓjm 〉

= − 1

2Mc2

(
E2
n + 2ZαℏcEn〈 r−1 〉nℓ + (Zαℏc)2〈 r−2 〉nℓ

)
= En

(Zα)2

n

(
2

2ℓ+ 1
− 3

4n

)
になる。(6.36)より ℓ = 0 のときだけ ψnℓjm(0) 6= 0 になるから

〈nℓjm |HD|nℓjm 〉 =
πZα4Mc2a3B

2
ψ†
nℓjm(0)ψnℓjm(0) = −En

(Zα)2

n
δℓ,0

(8.82)の W1 を ℓ = 0 にも適用すれば HD の効果は取り込める。1次の摂動までで H の固有値は

Wnℓj = En +W1 +W ′
1 = En

(
1 +

(Zα)2

n2

(
n

j + 1/2
− 3

4

))
(8.83)

になる。ℓ 6= 0 のとき, j = ℓ± 1/2 の状態は En に比べて (Zα)2 ≈ (Z/137)2 � 1程度の差で 2つに
分かれる。これをエネルギー準位の微細構造という。
n = 2 のとき ℓ = 0, 1 であるから ( ℓ , j ) = ( 0 , 1/2 ) , ( 1 , 1/2 ) , ( 1 , 3/2 ) になる。クーロンポテ

ンシャルだけなら, これらは縮退する。水素原子の場合 (数値は 10−5 eV単位 )

∆E1 =W (ℓ = 0, j = 1/2)−W (ℓ = 1, j = 1/2) = 0 , ( 0.438 )

∆E2 =W (ℓ = 1, j = 3/2)−W (ℓ = 0, j = 1/2) = − α2

4
En=2 = 4.528 , ( 4.099 )

になる。括弧内は実験値である。(8.83)は 10−6 eV 程度のズレはあるが実験値をよく再現する。

ゼーマン効果
(7.59), (7.60)のハミルトニアン ( gℓ = 1, gs = 2 )

H =
p2

2M
+ V (r) + VLS L·S + µB

(
Jz + Sz

)
において, 第 3項または第 4項を 1次の摂動として扱う。VLS と磁場 B は定数とする。

H = H0 +H ′ , H0 =
p2

2M
+ V (r) + VLS L·S , H ′ = µB

(
Jz + Sz

)
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とする場合, H0 の固有関数は (8.81)である。H0 の固有値 (6.84)は Jz の固有値 m に依存しないか
ら, 2j + 1重に縮退するが, H0 と H ′ は Jz と可換であるから, 1次の摂動は縮退がない場合と同じ
になり W1 = 〈nℓjm |H ′ |nℓjm 〉 である。これは (7.68)である。一方

H = H0 +H ′ , H0 =
p2

2M
+ V (r) + µB

(
Lz + σz

)
, H ′ = VLS L·S

に分けると, H0 の固有関数は (6.81)で与えられ, 固有値 E は E = En + µB
(
mℓ +mσ

) になる。n
と ℓ を与えたとき, mℓ, mσ = 1 と mℓ+1, mσ = −1 は縮退する。この場合でも, H0 と H ′ は Jz と
可換である。(6.81)は Jz の固有状態であり, 固有値 m は m = mℓ +mσ/2 である。縮退する 2つ
の状態の m は異なるから, 1次の摂動は縮退がない場合と同じでよい。したがって

W1 = 〈nℓmℓmσ |H ′ |nℓmℓmσ 〉 = VLS〈nℓmℓmσ |LzSz |nℓmℓmσ 〉 = VLSmℓ
mσ

2

になるから, 1次の摂動までで H の固有値 W は

W = E +W1 = En + µB
(
m+

mσ

2

)
+
VLS
2

(
m− mσ

2

)
mσ , mσ = ± 1

これは (7.67)である。

8.6 シュタルク効果
水素型原子に z軸方向の一様電場 ε を作用させると, 電子 (電荷 −e )のハミルトニアン H は

H = H0 +H ′ , H0 = − ℏ2

2M
∇2 − Zαℏc

r
, H ′ = eεz = eε r cos θ (8.84)

になる。H0 のエネルギー固有値 En は (6.30), 固有関数 ψnℓm の動径方向は (6.33)で与えられる。
スピン状態は考えない。(2.67)のパリティ演算子 P に対して (6.14)及び PzP = − z より

〈n′, ℓ, m |H ′ |n, ℓ, m 〉 = −〈n′, ℓ, m |H ′ |n, ℓ, m 〉 = 0 (8.85)

一般に, パリティ選択則 (2.68) とウィグナー・エッカルトの定理 (5.148) より, ℓ 6= ℓ′ ± 1 または
m 6= m′ のとき 〈n′, ℓ′, m′ |H ′ |n, ℓ, m 〉 = 0 になる。
基底状態
縮退のない基底状態 n = 1 , ℓ = m = 0 の場合, (8.85)よりW1 = 〈 1, 0, 0 |H ′ | 1, 0, 0 〉 = 0 である。
|ψ1 〉 を求める。クーロンポテンシャルの場合, H0 の固有関数は束縛状態だけでも無限個あり, H0

の固有関数で展開した (8.18)の和を求めることは容易ではない。(8.9)を H0 の固有関数で展開せず
に, 微分方程式として解く。(8.9)は(

H0 − E1

)
ψ1(r) = − eεr cos θ ψ0(r) , ψ0(r) =

1√
πa3z

e−r/az (8.86)

になる。E1 は H0 の基底状態エネルギー (6.30), az は (6.34)で定義される。ψ0(r) は角度に依らな
いから

ψ1(r) = eεψ0(r)φ(r) , φ(r) = g(r) cos θ

とおける。(H0 − E1)ψ0 = 0 より(
H0 − E1

)
ψ0φ = − ℏ2

2M

(
2
dψ0

dr

∂φ

∂r
+ ψ0∇2φ

)
= − ℏ2

2M
ψ0

(
∇2φ− 2

az

dg

dr
cos θ

)



8 定常状態の近似法 214

になる。cos θ ∝ Y10 より L2φ = 2φ であるから

∇2φ =

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− 1

r2
L2

)
φ = cos θ

d

dr

(
dg

dr
+

2

r
g

)
ρ = r/az とすると (8.86)は

d

dρ

(
dg

dρ
+
dP

dρ
g

)
=
dQ

dρ
,

dP

dρ
=

2

ρ
− 2 ,

dQ

dρ
=

2Ma3z
ℏ2

ρ

になるから

g(ρ) = e−P (ρ)

∫
dρQ(ρ)eP (ρ) = −Ma3z

ℏ2

(
ρ+

ρ2

2

)
+ C1

2ρ2 + 2ρ+ 1

4ρ2
+ C2

e2ρ

ρ2

ψ1 ∝ e−ρg(ρ) cos θ が原点と無限遠で発散しない条件より C1 = C2 = 0 になり

ψ1(r) = −λ
(
r

az
+

r2

2a2z

)
ψ0(r) cos θ , λ = eεMa3z

ℏ2
=

eε
Ze2/(4πε0a2z)

である。λ は外場 ε による力と r = az でのクーロン力の比である。〈ψ0 |ψ1 〉 = 0 であり

W2 = 〈ψ0 |H ′ |ψ1 〉 = −
ℏ2λ2

Ma3z

∫
d3r r

(
r

az
+

r2

2a2z

)
ψ2
0(r) cos

2 θ = − 9M(eεa2z)2
4ℏ2

(8.87)

になる。
F (r) = r2|ψ0 + ψ1|2 を下図に示す (λ = 0.1 )。左側は F (x, 0, z) =一定 の点 (x, z) からなる曲線

(等高線)を表す。右図で実線は F (0, 0, z), 破線は λ = 0 の場合である。ε > 0 のとき電子には z 軸
負方向に力が働く。電子は z軸負の方向に押され ψ(r) は球対称から歪む。

−4 −2 0 2 x/az
−4

−2

0

2

z/az

0 0.1 0.2πazF
−4

−2

0

2

z/az

歪みの度合いは双極子モーメント µ = − e r の期待値で表される。ε の 1次までの近似では

〈ψ |µ |ψ 〉 = 〈ψ0 |µ |ψ0 〉+ 〈ψ0 |µ |ψ1 〉+ 〈ψ1 |µ |ψ0 〉 = 2〈ψ0 |µ |ψ1 〉

ψ0 , ψ1 は角度 ϕ に依存しないから 〈ψ |µx |ψ 〉 = 〈ψ |µy |ψ 〉 = 0 である。z = H ′/(eε) より

〈ψ |µz |ψ 〉 = −
2

ε 〈ψ0 |H ′ |ψ1 〉 = −
2

εW2 = 4πε0
9

2

a3z
Z
ε (8.88)

になる。これは 〈ψ | z |ψ 〉 = − 9λaz/2 とも表せる。左図の • は 〈ψ | z |ψ 〉 である。E(ε) , |ψ(ε) 〉
を H の正確な固有値, 固有状態とすると, ヘルマン・ファインマンの定理 (8.42)より

〈ψ(ε) |µz |ψ(ε) 〉 = −〈ψ(ε) |
dH

dε |ψ(ε) 〉 = −
dE(ε)
dε = − d

dε
(
Ei +W2 +O(ε3)

)
これから (8.88)が求まる。
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− az√
λ

Vex

z
− az
2n2λ

En

電子に作用するポテンシャル V (r) は

V (r) = − Zαℏc
r

+ eεz = Zαℏc
az

(
− az

r
+ λ

z

az

)
である。V (0, 0, z)は z = − az/

√
λで極大値 Vex = 4E1

√
λになる (右

図 )。E1 = −Zαℏc/2az は基底状態エネルギーである。En > Vex の
とき, 電子は原子核に束縛されず原子外に散逸する。En < Vex の場
合, 古典力学的には電子は原子核に束縛されたままであるが, 量子力学的にはトンネル効果のため電
子は無限遠に逃げ出す。要するに, V (r)

z→−∞−−−−−→ −∞ になるから, 任意の E に対して無限遠では
E > V (r) であり, 束縛状態は存在しない。しかし, |En| � |Vex| の場合, 電子が逃げ出す確率は非常
に小さく, E = En の状態を離散的エネルギーの束縛状態であるかのように扱ってよい。
励起状態
H0 の固有値 En は n2 重に縮退しているが, 摂動のため縮退は部分的に解ける。これを最初の励起
状態 ( n = 2 )について扱う。n = 2 の固有関数は

(n, ℓ, m) = (2, 0, 0), (2, 1, 0) , (2, 1, 1) , (2, 1, −1)

の 4つある。H0 と H ′ は軌道角運動量の z成分 Lz とは可換であるから, Lz の固有値 m が同じ状
態だけを考えればよい。
m = 0 の場合 |ψ0 〉 = a1| 2, 0, 0 〉+ a2| 2, 1, 0 〉 であり (8.55)は W1 − 〈 2, 0, 0 |H ′| 2, 0, 0 〉 − 〈 2, 0, 0 |H ′| 2, 1, 0 〉

− 〈 2, 0, 0 |H ′| 2, 1, 0 〉 W1 − 〈 2, 1, 0 |H ′| 2, 1, 0 〉

( a1

a2

)
= 0 (8.89)

になる。(8.85)から 〈 2, 0, 0 |H ′| 2, 0, 0 〉 = 〈 2, 1, 0 |H ′| 2, 1, 0 〉 = 0 である。|nℓm 〉 の波動関数を
φnℓm(r) とすると, (5.30), (6.39), (6.38)より

φ200(r) =
1√
8πa3z

(
1− r

2az

)
e−r/2az , φ210(r) =

1√
8πa3z

r

2az
e−r/2az cos θ

であるから ( ρ = r/az )

〈 2, 0, 0 |H ′| 2, 1, 0 〉 = eεaz
16

∫ ∞

0

dρ ρ4
(
2− ρ

)
e−ρ

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ = − 3eεaz

になる。(8.89)より W1 と規格化された H0 の固有関数は

W1± = ± 3eεaz , ψ0±(r) =
1√
2

(
φ200(r)∓ φ210(r)

)
=

e−r/2az√
16πa3z

(
1− r

2az
∓ r cos θ

2az

)
(8.90)

になり縮退は解ける。シュタルク効果が 1次の摂動で現れるのは ℓ の異なる状態が縮退するためで
あり, 水素型原子に特有の現象である。|ψ0± 〉 は ℓ = 0, 1 の重ね合わせであり 〈ψ0± |H ′ |ψ0± 〉 6= 0

になる。水素型原子でも, 縮退がない基底状態では W1 = 0 でありシュタルク効果は 2 次から始
まる。
|ψ0± 〉 は H0 の固有関数であり電場 ε とは全く無関係である。ところで, ε 6= 0 での固有関数
|ψ 〉は εの連続関数であるから, ε→ 0のとき H0 の縮退する固有関数の特定の組み合わせになる。
これが |ψ0± 〉 である。基底状態と異なり, ε = 0 でも双極子モーメント 〈µz 〉 = ∓ 3eaz を持つ。

F±(r) = r2|ψ0±(r)|2 =
r2e−r/az

16πa3z

(
r

2az
− 1± r cos θ

2az

)2



8 定常状態の近似法 216

とする。F+(r) = F−(− r) である。r/2az > 1 では cos θ ≷ 0 のとき F− ≶ r2|φ200(r)|2/2 になる。
214ページの F (r) の図と同様に F− を下図に示す。破線は r2|φ200(r)|2/2 を示す。電子には電場
とは逆向きの力が働くから, ε > 0 のとき z < 0 の領域に分布した方がエネルギーは下がる。下図
より状態 ψ0− での確率分布は z < 0 に多く分布し, エネルギー変化は W1− = − 3eεaz < 0 である。

−10 0 10x/az

−10

0

z/az

0 0.1 πazF−

−10

0

z/az

m = ± 1 の状態はそれぞれ 1つだけであるから, これらは正しい H0 の状態である。(8.85)より
W1 = 〈 2, 1, ± 1 |H ′| 2, 1, ± 1 〉 = 0 になり, m = 1 と m = − 1 は縮退したままである。m 6= 0 と
−m の状態が縮退することは系の対称性から示せる。(8.84)の H は L2 とは非可換であるが Lz と
は可換であるから, H と Lz の同時固有関数 ψm = φm(r, θ) eimϕ が存在し, H の固有値 E は一般に
Lz の固有値 m に依存する。Hψm = Eψm の複素共役をとれば, ψ∗

m も H の固有関数で, 固有値 E

は変わらない。しかし, Lz の固有値は −m になるから, ±m の状態は縮退する。

問題 8.11 n = 2 の 4つの状態を同時に扱い, (8.55)を 4×4行列の問題として解け。

放物線座標によるシュタルク効果
一般に ℓ = 0, 1, · · · , n− 1 であるから, 例えば, m = 0 の状態は n個存在し (8.89)は n×n行列にな
る。これから W1 を求めるのは煩雑である。そこで, H0 の固有関数として放物線座標 (6.45)での固
有関数 (6.51)を用いる。(6.52)より

〈n1n2m |H ′|n′1n′2m′ 〉

= eε2a
3

n

∫ ∞

0

dudv

∫ 2π

0

dϕ

2π

u+ v

4

u− v
2

Fn1m(au)Fn2m(av)Fn′
1m

′(au)Fn′
2m

′(av) ei(m
′−m)ϕ

= δmm′
eεaz
4

(
δn2n′

2

∫ ∞

0

dxx2Fn1m(x)Fn′
1m

(x)− δn1n′
1

∫ ∞

0

dxx2Fn2m(x)Fn′
2m

(x)

)
(6.48)より n = 1+ |m|+ n1 + n2 = 1+ |m′|+ n′1 + n′2 である。この場合 H ′ は対角行列になるから

|ψ0 〉 = |n1n2m 〉 , W1 = 〈n1n2m |H ′|n1n2m 〉 =
eεaz
4

∫ ∞

0

dxx2
(
F 2
n1m(x)− F 2

n2m(x)
)

である。H0 の固有状態は縮退するが, 放物線座標を用いると, mを指定すれば ψ0 は一意に決まり,

縮退がない場合と同じ扱いができる。(17.116)で b = |m|+ 1, ν = 2 とすると∫ ∞

0

dxx2F 2
n1m(x) =

(n1 + |m|)!
(|m|!)2 n1!

∫ ∞

0

dx e−xx|m|+2M2(−n1, |m|+ 1, x)

= (|m|+ 1)(|m|+ 2) + 6n1
(
|m|+ n1 + 1

)
1 + |m|+ n1 + n2 = n のとき

W1(n, k) =
3

2
eεaznk , k = n1 − n2 = 0, ± 1, · · · , ± (n− 1) (8.91)
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になる。放物線座標を用いると, 任意の n に対して W1 が簡単に求まる。n2重に縮退した状態は, 1

次の摂動で 2n − 1個のエネルギー準位に分裂し, 縮退は部分的に解ける。n, k, m を与えると状態
は一意に決まる。0 ≤ n1 = n2 + k ≤ n− 1 , 0 ≤ n2 ≤ n− 1 , n1 + n2 ≤ n− 1 より

|m| = mmax − 2n2 =

{
0, 2, · · · , mmax , mmax が偶数のとき
1, 3, · · · , mmax , mmax が奇数のとき

mmax = n− 1− |k| (8.92)

であるmの状態が縮退する。m 6= 0 のときm の正負を考慮して 2重に数えると, W1(n, k) の縮退
度は n− |k| になる。状態の総数は (6.49)と同様に n2 である。問題 8.12より 2次の摂動 W2 は

W2 = −
(
eεa2z

)2
M

16ℏ2
n4
(
17n2 − 3k2 − 9m2 + 19

)
(8.93)

になる。W2 は m2 に依存するから, (8.92)の異なる |m| の状態の縮退は 2次摂動で解ける。ただし
±m 6= 0 の 2つの状態は縮退したままである (前ページの図の下の議論参照 )。
(8.91)で n = 2 とすると, k = 0 のとき二重縮退で W1 = 0, k = ± 1 のとき W1 = ± 3eεaz にな

り, 極座標の結果と一致する。また, (8.93)は n = 1, k = m = 0 のとき (8.87)になる。

問題 8.12 213ページの基底状態の ψ1 と同様に, (8.9)を微分方程式として解き 2次のシュタルク
効果 (8.93)を求める。放物線座標では, mを指定すれば縮退がない場合と同じ扱いができる。

f(x) = x(b−1)/2e−x/2 , M(k, x) =M(−k, b, x) , b = |m|+ 1

とする。(6.50), (6.51)より 0次の波動関数 ψ0 は

ψ0(u, v) = NFn1(x)Fn2(y) , Fni(x) = Nnif(x)M(ni, x)

ただし x = u/(azn), y = v/(azn), n = n1 + n2 + b である。角度依存部分 eimϕ/
√
2π は省略する。

1. ψ0 = NNn1
Nn2

f(x)f(y)M(n1, x)M(n2, y) に対応して, 1次の補正 ψ1 を

ψ1(u, v) = NNn1Nn2f(x)f(y)
(
X(x)M(n2, y)−M(n1, x)Y (y)

)
+ Cψ0(u, v)

とおく。(8.9)より ( W0 = (6.48), W1 = (8.91) )

(D + n1)X(x) = λ
(
A− 3kx+ x2

)
M(n1, x) , (D + n2)Y (x) = λ

(
A+ 3kx+ x2

)
M(n2, x)

D = x
d2

dx2
+ (b− x) d

dx
, λ =

Meεa3z
4ℏ2

n3 , A =任意定数

を示せ。定数C は 〈ψ0 |ψ1 〉 = 0を満たすように決める。n1 = (n−b+k)/2, n2 = (n−b−k)/2
であるから Y は X で k を − k に置き換えればよい。

2. (17.117)より X の方程式の右辺はM(n1 + i, x), i = 0, ±1, ±2 で表せる。右辺が M(n1, x)

を含まないように A をとる。(D + n1)M(n1 + i, x) = − iM(n1 + i, x) より

ψ1(u, v) = λN
∑

i=±1,±2

(
ciFn1+i(x)Fn2

(y)− diFn1
(x)Fn2+i(y)

)
+ λc0ψ0(u, v)

になる。係数 ci を求めよ。di は ci で k を −k で置き換える。
3. W2 = 〈ψ0 |H ′ |ψ1 〉が (8.93)になることを示せ。x2Fn(x)Fn′(x)の積分は x2Fn(x)を Fn+i(x),

i = 0, ±1, ±2 で表し (6.52)を用いれば求まる。
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8.7 縮退している場合 (2次の摂動)

(8.55)で g1重に縮退する W1 が存在する場合, (8.57)の |ψ0α 〉 を, 縮退する |ψ0µ 〉, 1 ≤ µ ≤ g1 と
W1α 6=W1 である g1 + 1 ≤ α ≤ g に分ける。直交する別の組

|ψ0µ 〉 =
g1∑
ν=1

bνµ|ψ0ν 〉 , 〈ψ0µ |ψ0ν 〉 =
∑
µ′

b∗µ′µbµ′ν = δµν (8.94)

も (8.55)を満たすから, |ψ0µ 〉 は一意には決まらない。|ψ0µ 〉 を適当に固定し bνµ を求める。(8.61)

で |ψ0 〉 = |ψ0µ 〉 のとき α = ν とすると ( W1ν =W1 )

〈ψ0ν |H ′ |ϕ 〉 −W2µ〈ψ0ν |ψ0µ 〉 =
∑
n/∈i

〈ψ0ν |H ′ |n 〉〈n |H ′ |ψ0µ 〉
Ei − En

−W2µ〈ψ0ν |ψ0µ 〉 = 0

である。(8.94)を代入すると
g1∑
ν′=1

(
h
(2)
νν′ −W2µδνν′

)
bν′µ = 0 , ∴ det

(
h(2)µν −W2µδµν

)
= 0 (8.95)

ただし
h(2)µν =

∑
n/∈i

〈ψ0µ |H ′ |n 〉〈n |H ′ |ψ0ν 〉
Ei − En

(8.96)

W2µ は g1×g1 行列 h
(2)
µν の固有値である。W2µ に縮退がなければ |ψ0µ 〉 も決まる。

射影演算子
|ψ0 〉 = |ψ0µ 〉 のとき, (8.65), (8.67)と同様にして

Q|ψ1 〉 =
Q

Ei −H0
H ′|ψ0µ 〉 ,

(
W1µ −W1α

)
Pα|ψ1 〉 − PαH ′Q|ψ1 〉+W2µPα|ψ0µ 〉 = 0 (8.97)

である。第 2式で α = ν , 1 ≤ ν ≤ g1 とすると, W1ν =W1µ より

PνH
′Q|ψ1 〉 =W2µPν |ψ0µ 〉 , つまり PνH

′′|ψ0µ 〉 =W2µPν |ψ0µ 〉 , H ′′ = H ′ Q

Ei −H0
H ′

これから 〈ψ0ν |H ′′ |ψ0µ 〉 =W2µ〈ψ0ν |ψ0µ 〉 であり, (8.94)を代入すると (8.95)になる。

P =

g1∑
ν=1

Pν =

g1∑
ν=1

P ν , P ν = |ψ0ν 〉〈ψ0ν |

とすると

PH ′′P |ψ0µ 〉 =W2µ|ψ0µ 〉 , あるいは 〈ψ0ν |H ′′ |ψ0µ 〉 =W2µ〈ψ0ν |ψ0µ 〉 =W2µδµν

になる。PH ′P の固有値 W1µ の固有関数 |ψ0µ 〉 は, 同時に, PH ′′P の固有値 W2µ の固有関数でも
ある。(8.68)と同様に 〈ψ0µ |H ′ |ψ1 〉 = 〈ψ0µ |H ′Q |ψ1 〉 = W2µ である。以下で求める P |ψ1 〉 は
〈ψ0µ |H ′ |ψ1 〉 に寄与しない。
(8.97)で g1 + 1 ≤ α ≤ g の場合, W1α 6=W1µ , Pα|ψ0µ 〉 = 0 より

Pα|ψ1 〉 =
1

W1µ −W1α
PαH

′Q|ψ1 〉 =
1

W1µ −W1α
PαH

′′|ψ0µ 〉

である。
|ψ1 〉 =

(
P +Q

)
|ψ1 〉 = P |ψ1 〉+ |ϕ1 〉 , |ϕ1 〉 =

(
P − P +Q

)
|ψ1 〉



8 定常状態の近似法 219

に分解すると
|ϕ1 〉 =

g∑
α=g1+1

1

W1µ −W1α
PαH

′′|ψ0µ 〉+
Q

Ei −H0
H ′|ψ0µ 〉

(8.12) より Pµ|ψ1 〉 = 0 である。W1µ に縮退がない場合 P = Pµ であり |ψ1 〉 は (8.62) になる。
W1µ が縮退する場合, 以上の議論では P |ψ1 〉 は不定であるが, W2µ が縮退しない場合

P |ψ1 〉 =
∑
ν ̸=µ

P ν |ψ1 〉 =
∑
ν ̸=µ

1

W2µ −W2ν
P νH

′ Q

Ei −H0

(
H ′ −W1µ

)
|ϕ1 〉

になる。W2µ −W2ν は H ′ の 2次であるが, 全体は 1次である。

問題 8.13 3次の (8.11)より P ν |ψ1 〉 を求めよ。

具体例
H = H0 +H ′ , H0 = εJ2

z , H ′ = −ω Jx

を考える。ε と ω は実数の定数, J は角運動量演算子 (5.5)である。H0 の固有関数は J2 , Jz の同
時固有関数 (5.14)であり

H0| jm 〉 = εm2| jm 〉

になるから, m 6= 0 のとき Jz の固有値が m と −m の 2つの状態は縮退する。
j = 1 の場合, 状態は

| 1 〉 = | j=1, m=1 〉 , | 2 〉 = | j=1, m=−1 〉 | 3 〉 = | j=1, m=0 〉

の 3個だけであり
H0 | 1 〉 = ε | 1 〉 , H0 | 2 〉 = ε | 2 〉 , H0 | 3 〉 = 0 (8.98)

つまり, E1 = E2 = ε , E3 = 0 である。Jx = (J+ + J−)/2 及び (5.16), (5.17)から

H ′| 1 〉 = − ω√
2
| 3 〉 , H ′| 2 〉 = − ω√

2
| 3 〉 , H ′| 3 〉 = − ω√

2

(
| 1 〉+ | 2 〉

)
(8.99)

になる。縮退していない | 3 〉 の場合, 1次の摂動及び 2次の摂動 (8.29)は

W1 = 〈 3 |H ′| 3 〉 = 0 , W2 =
∑
n=1, 2

|〈n |H ′| 3 〉|2

E3 − En
= − ω2

ε

になるから, H の固有値 W は 2次の摂動まで取り入れると

W = E3 +W1 +W2 = − ω2

ε

である。次に, 縮退する | 1 〉 , | 2 〉 に対しては, (8.55)の hαα′ は

h11 = 〈 1 |H ′| 1 〉 = 0 , h12 = 〈 1 |H ′| 2 〉 = 0 , h22 = 〈 2 |H ′| 2 〉 = 0

であり W1 = 0 になるから, 1 次の摂動では縮退は解けない。また a1, a2 は全く不定であるから
|ψ0µ 〉 = | 1 〉, | 2 〉 でよい。(8.96)において, 中間状態 |n 〉 は | 3 〉 だけであるから

h
(2)
11 =

〈 1 |H ′| 3 〉〈 3 |H ′| 1 〉
E1 − E3

=
ω2

2ε
, 同様にして h

(2)
12 = h

(2)
21 = h

(2)
22 =

ω2

2ε
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したがって, (8.95)は(
W2 − ω2/2ε −ω2/2ε

−ω2/2ε W2 − ω2/2ε

)(
b1

b2

)
= 0 , ∴ W2 = 0 ,

ω2

ε

になる。H の固有値 W は W = ε , ε+ ω2/ε になり縮退は解ける。W2 = 0 の場合, b1 + b2 = 0 よ
り規格化した |ψ0 〉 は |ψ0 〉 = (| 1 〉 − | 2 〉) /

√
2 とすればよい。ところで, (8.98), (8.99)より

H0|ψ0 〉 = ε |ψ0 〉 , H ′|ψ0 〉 = 0 , ∴ H|ψ0 〉 = ε |ψ0 〉

になり, |ψ0 〉 は固有値 ε である H の正確な固有状態である。この状態に対して, 摂動 H ′ は全く効
かず W1 = W2 = · · · = 0 になる。なお, H ′ = −ωJx であるから, |ψ0 〉 は J2

z と Jx の固有状態で,

Jx の固有値は 0 である。ただし Jz の固有状態ではない。
j = 1 の場合, 正確な固有状態と固有値を求めることは簡単である。H の固有状態 |ψ 〉 は

|ψ 〉 = c1| 1 〉+ c2| 2 〉+ c3| 3 〉

と展開できる。(8.98), (8.99)より

H|ψ 〉 =
(
εc1 −

ω√
2
c3

)
| 1 〉+

(
εc2 −

ω√
2
c3

)
| 2 〉 − ω√

2

(
c1 + c2

)
| 3 〉

になるから H|ψ 〉 =W |ψ 〉 は
ε−W 0 −ω/

√
2

0 ε−W −ω/
√
2

−ω/
√
2 −ω/

√
2 −W




c1

c2

c3

 = 0

と表せる。これは (8.4)の具体例である。左辺の 3×3行列の行列式 = 0 より

(W − ε)
(
W (ε−W ) + ω2

)
= 0 , ∴ W = ε , W =

ε±
√
ε2 + 4ω2

2
(8.100)

ε2 � 4ω2 の場合

W =
ε±
√
ε2 + 4ω2

2
≈ 1

2

(
ε± ε

(
1 +

2ω2

ε2

))
=

 ε+ ω2/ε , + のとき
−ω2/ε , − のとき

になり, 摂動論の結果を再現する。

問題 8.14 m = ± 1/2 の縮退は 1次の摂動で解けることを示せ。j = 1/2 の場合, 1次の摂動は正
確な結果を与える。

問題 8.15 ω � ε の場合 H0 = −ωJx , H ′ = εJ2
z として εJ2

z を摂動とする。H0 の固有関数は J2

と Jx の同時固有関数 | j mx 〉 であり, H0 の固有値は −ωmx になるから縮退はない。2次の摂動ま
で考慮すると

W = −ωmx +
ε
2

(
j(j + 1)−m2

x

)
− ε2

4ω
mx

(
j(j + 1)−m2

x −
1

2

)
+ · · ·

になることを示せ。j = 1 のとき, これと (8.100)を比較せよ。なお, J± = Jy ± iJz とすると, (5.7),

(5.8)と同様の交換関係 [ Jx , J± ] = ± J± , [ J+ , J− ] = 2Jx を満たす。
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8.8 変分法
摂動論はハミルトニアン H が正確に解ける部分 H0 とこれに比べて効果が小さい摂動 H ′ に分離

できるとき有効である。摂動論が適用できない場合, 変分法が強力な近似法になることがある。物
理の基本法則を表す微分方程式を積分型汎関数の停留値問題に書き直せる場合がある (汎関数につ
いては 417ページ参照 )。ハミルトニアン H の固有値問題 H|ψ 〉 = E|ψ 〉 も変分形式に表せる。H
について考えるが, 以下の議論はエルミート演算子であればよい。
〈ψ |ψ 〉 = 1 であっても, 変分した状態 |ψ′ 〉 = |ψ 〉+ | δψ 〉 は 〈ψ′ |ψ′ 〉 = 1 とは限らないから, 規

格化条件は要請しない (問題 8.16参照 )。この場合, 任意の |ψ 〉 における H の期待値 Eψ は

Eψ =
〈ψ |H |ψ 〉
〈ψ |ψ 〉

(8.101)

である。ψ が微小変化 δψ したとき

δEψ = Eψ+δψ − Eψ =
〈ψ′ |H |ψ′ 〉
〈ψ′ |ψ′ 〉

− Eψ =
〈ψ′ |K |ψ′ 〉
〈ψ′ |ψ′ 〉

, K = H − Eψ

を考える。〈ψ |K |ψ 〉 = 0 より

〈ψ′ |K |ψ′ 〉 = 〈 δψ |K |ψ 〉+ 〈ψ |K | δψ 〉+ 〈 δψ |K | δψ 〉

1

〈ψ′ |ψ′ 〉
=

1

〈ψ |ψ 〉

(
1− 〈 δψ |ψ 〉+ 〈ψ | δψ 〉

〈ψ |ψ 〉
+O

(
δψ2

))
になるから

〈ψ |ψ 〉 δEψ = ε1 + ε2 +O
(
δψ3

)
ただし

ε1 = 〈 δψ |K |ψ 〉+ 〈ψ |K | δψ 〉 , ε2 = 〈 δψ |K | δψ 〉 − ε1
〈 δψ |ψ 〉+ 〈ψ | δψ 〉

〈ψ |ψ 〉
(8.102)

ε1, ε2 はそれぞれ δψ の 1次, 2次である。Eψ が停留値になる条件は δψ の 1次 ε1 = 0

〈 δψ |K |ψ 〉+ 〈ψ |K | δψ 〉 = 0 (8.103)

積分で表せば ∫
d3r δψ∗(r)Kψ(r) +

∫
d3r ψ∗(r)Kδψ(r) = 0

である。u(r) , v(r) を実関数として ψ(r) = u(r) + iv(r) とおけ, u(r) と v(r) は独立に変分でき
る。u(r)だけを微小変化 ε(r) させると δψ = δψ∗ = ε であり, v(r) だけを微小変化 ε(r) させると
δψ = − δψ∗ = iε になるから

〈 ε |K |ψ 〉+ 〈ψ |K | ε 〉 = 0 , − i〈 ε |K |ψ 〉+ i〈ψ |K | ε 〉 = 0

つまり 〈 ε |K |ψ 〉 = 0 及び 〈ψ |K | ε 〉 = 0 の両方を満たす必要がある。実関数 ε(r) は微小ではあ
るが任意であるから, 任意の変分 δψ = δu+ i δv に対して

〈 δψ |K |ψ 〉 = 0 かつ 〈ψ |K | δψ 〉 = 0 (8.104)

になる。(8.103)=⇒ (8.104) を示したが, この逆は自明である。ψ と ψ∗ は独立でないが, ψ の実部
と虚部の代わりに, ψ と ψ∗ を独立と見なしてよい。(8.101) を ψ∗ (ψ ) についてだけ変分すれば,
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(8.104)の第 1式 (第 2式 )が求まる。H はエルミート演算子, Eψ は実数であるから 〈ψ |K | δψ 〉∗ =

〈 δψ |K |ψ 〉 になり, Eψ が停留値になる条件は, どちらか一方だけでよい。

任意の変分 δψ に対して 〈 δψ |
(
H − Eψ

)
|ψ 〉 = 0 (8.105)

が停留値の条件になる。δψ は任意であるから r = r0 近傍の微小領域 ∆V で δψ(r) = ε 6= 0, その
他の領域で δψ = 0 とすれば

〈 δψ |
(
H − Eψ

)
|ψ 〉 =

∫
d3r δψ∗(r)

(
H − Eψ

)
ψ(r) = ∆V ε∗

(
H − Eψ

)
ψ(r)

∣∣∣
r=r0

= 0

r0 は任意であるから
(
H − Eψ

)
|ψ 〉 = 0 になる。任意の変分について (8.101)の Eψ が停留値にな

る |ψ 〉 は, すべて H の固有関数であり Eψ は固有値になる。次ページで示すように, 基底状態を除
くと, 停留値 Eψ は極大値でも極小値でもない。
完全規格直交系 { |n 〉 } を用いれば, 任意の |ψ 〉 は

|ψ 〉 =
∑
n

cn|n 〉 , 〈ψ |ψ 〉 =
∑
n

|cn|2 , 〈ψ |H |ψ 〉 =
∑
mn

c∗m〈m |H |n 〉cn

と表せる。|n 〉 は与えられたもので固定である。一方, cn は任意係数である。Eψ は c0, c1, c2, · · ·
の多変数関数である。ψ の変分と同様に cn と c∗n を独立と見なす。

∂

∂c∗k
〈ψ |ψ 〉 = ck ,

∂

∂c∗k
〈ψ |H |ψ 〉 =

∑
n

〈 k |H |n 〉cn

であるから, ある 1つの c∗k だけ微小変化させると, 1次のオーダーでは

δEψ = δc∗k
∂

∂c∗k

〈ψ |H |ψ 〉
〈ψ |ψ 〉

=
δc∗k
〈ψ |ψ 〉

(∑
n

〈 k |H |n 〉cn − Eψck
)

任意の変分について δEψ = 0であるためには, すべての k について∑
n
〈 k |H |n 〉cn = Eψck である。

これは H|ψ 〉 = Eψ|ψ 〉 の行列表現 (5.46)である。|n 〉 が H の固有関数の場合 〈 k |H |n 〉 = Ekδkn

になるから (
Ek−Eψ

)
ck = 0である。Eψ は H の固有値のどれかである。Eψ = En とすると k 6= n

のとき ck = 0 であり |ψ 〉 ∝ |n 〉 になる。
H の固有値を En , E0 < E1 < E2 < · · · とする。任意の |ψ 〉 は

|ψ 〉 =
∑
n

cn|n 〉

と展開できる。〈n |H | k 〉 = δnkEn であるから

〈ψ |H |ψ 〉 =
∑
n

En|cn|2 ≥ E0

∑
n

|cn|2 = E0〈ψ |ψ 〉 , ∴ Eψ =
〈ψ |H |ψ 〉
〈ψ |ψ 〉

≥ E0 (8.106)

Eψ は基底状態のエネルギー E0 の上限を与える。Eψ = E0 は n 6= 0 のとき cn = 0 , つまり
H|ψ 〉 = E0|ψ 〉 の場合だけ成り立つ。
|ψ 〉 が H の固有関数 | k 〉 のとき (8.102)の ε1 = 0 であり ε2 = 〈 δψ |

(
H − Ek

)
| δψ 〉 になる。

| δψ 〉 を H の固有関数で展開すると

ε2 =
∑
n ̸=k

|dn|2
(
En − Ek

)
, ただし | δψ 〉 =

∑
n ̸=k

dn|n 〉
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である。| k 〉は |ψ 〉に含め | δψ 〉から除く。基底状態の場合 (n 6= k = 0 ), En−E0 > 0より ε2 > 0

になり E0 は極小であるが, それ以外の場合∑
n<k

|dn|2
(
En − Ek

)
≤ 0 ,

∑
n>k

|dn|2
(
En − Ek

)
≥ 0

であるから, dn のとり方に依存して ε2 は正にも負にもなる。Ek ̸=0 は停留値ではあるが, 極小値で
も極大値でもない。
変分法による基底状態の近似解
|ψ 〉 が任意ならば, 変分法 δEψ = 0 は H|ψ 〉 = Eψ|ψ 〉 を正確に解くことと同等である。|ψ 〉 を制
限すれば, δEψ = 0 は一般に (

H −Eψ
)
|ψ 〉 = 0 を意味しないが, H の固有関数と固有値の近似解が

求まる。制限された |ψ 〉 として, 幾つかの連続なパラメータ a1, a2, · · · に依存する関数 |ψ0 〉 を考
える。これを試行関数という。Eψ0

≥ E0 であるから, Eψ0
が最小になるようにパラメータを決め

れば, 試行関数 |ψ0 〉 の範囲内では, この最小値が最もよい E0 の近似値になる。
|ψ0 〉 は基底状態 | 0 〉 と | 0 〉 に直交する成分 |ϕ0 〉 に別けて

|ψ0 〉 = | 0 〉+ ϵ0|ϕ0 〉 , 〈 0 | 0 〉 = 〈ϕ0 |ϕ0 〉 = 1 , 〈ϕ0 | 0 〉 = 0 (8.107)

とおける。複素定数 ϵ0 = 0 ならば |ψ0 〉 は正確な基底状態になる。〈ψ0 |ψ0 〉 = 1 + |ϵ0|2 である。
〈ϕ0 |H | 0 〉 = E0〈ϕ0 | 0 〉 = 0 より

〈ψ0 |H |ψ0 〉 = 〈 0 |H | 0 〉+ |ϵ0|2〈ϕ0 |H |ϕ0 〉 = E0 + |ϵ0|2〈ϕ0 |H |ϕ0 〉

になるから

Eψ0
=
〈ψ0 |H |ψ0 〉
〈ψ0 |ψ0 〉

= E0 +
|ϵ0|2

1 + |ϵ0|2
∆E0 , ∆E0 = 〈ϕ0 |H |ϕ0 〉 − E0 ≥ E1 − E0 (8.108)

である。|ψ0 〉 と | 0 〉 の違いが O( |ϵ0| ) のとき Eψ0
− E0 は O( |ϵ0|2 ) になるから, 試行関数による

変分法は, 固有関数よりもエネルギー固有値を求めるのに適した近似方法である。
この近似法の場合, 摂動論のような近似の精度を評価する一般論はない。精度は試行関数の選択

に依存する。厳密解 ψ が解析的に求まらないとしても, 節 (ノード)の個数 ( 46ページ参照 ), 原点あ
るいは無限遠での漸近形, H の対称性などの一般的性質から試行関数を制限できる。
励起状態
|n 〉 が H の固有関数の場合, 基底状態と直交する任意の状態は |ψ 〉 = ∑

n ̸=0

cn|n 〉 と表せるから

〈ψ |H |ψ 〉 =
∑
n ̸=0

En|cn|2 ≥ E1

∑
n ̸=0

|cn|2 = E1〈ψ |ψ 〉 , ∴ Eψ ≥ E1

である。〈 0 |ψ 〉 = 0 のとき, Eψ は第 1励起状態のエネルギー E1 の上限を与える。したがって, 正
確な基底状態 | 0 〉 が分かっている場合, 第 1励起状態の試行関数 |ψ1 〉 を | 0 〉 に直交させ, Eψ1

の
最小値を求めればよい。| 0 〉が分からなくても, 偶奇性などの対称性から 〈ψ1 | 0 〉 = 0とすることは
可能であるが, 以下では 〈ψ1 |ψ0 〉 = 0 とする。この場合, Eψ1

の最小値が最適とは限らない。|ψ1 〉
を | 0 〉 とこれに直交する成分 |ϕ1 〉 に別けて

|ψ1 〉 = |ϕ1 〉+ ϵ1| 0 〉 , 〈 0 | 0 〉 = 〈ϕ1 |ϕ1 〉 = 1 , 〈ϕ1 | 0 〉 = 0
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とする。〈ϕ1 |H |ϕ1 〉 ≥ E1 であるが

Eψ1
− E1 =

〈ψ1 |H |ψ1 〉
〈ψ1 |ψ1 〉

− E1 =
〈ϕ1 |H |ϕ1 〉 − E1

1 + |ϵ1|2
− |ϵ1|2

1 + |ϵ1|2
(
E1 − E0

)
であるから ϵ1 6= 0 のとき Eψ1

≥ E1 とはいえない。

〈ψ1 |ψ0 〉 = ϵ∗1 + ϵ0〈ϕ1 |ϕ0 〉 = 0 , ∴ |ϵ1|2 = |ϵ0|2 |〈ϕ1 |ϕ0 〉|2 ≤ |ϵ0|2

になるから (8.108)より

Eψ ≥ E1 −
|ϵ0|2

1 + |ϵ0|2
(
E1 − E0

)
≥ E1 −

|ϵ0|2

1 + |ϵ0|2
∆E0 = E1 −

(
Eψ0

− E0

)
である。したがって, Eψ0

≈ E0 ならば Eψ1
の最小値は E1 のよい近似になり得る。

問題 8.16 〈ψ |ψ 〉 = 1 の条件下で 〈ψ |H |ψ 〉 を停留値にせよ。未定乗数法 (415ページ)を使う。

例題 1

321ページでヘリウム原子の基底状態を変分法で扱う。ここでは, 例題 2と関連してハミルトニアン

H = − d2

dq2
+
v

3
q4 , v =正の定数 (8.109)

を考える。調和振動子の基底状態との類推から, 基底状態の試行関数を ψ0(q) = e−λq
2/2 とする。

λ > 0 が変分パラメータである。

ε0(λ) =
〈ψ0 |H |ψ0 〉
〈ψ0 |ψ0 〉

=

√
λ

π

∫ ∞

−∞
dq
(
λ− λ2q2 + v

3
q4
)
e−λq

2

=
λ

2
+

v

4λ2

になるから, 最小値は ε0(λ = v1/3 ) = 3v1/3/4 である。Hψn(q) = εnψn(q) を y = v1/6q で表すと(
− d2

dy2
+
y4

3

)
ψn(y) = enψn(y) , en = v−1/3εn

n en cn Pn,2 Pn,4

0 0.735 0.750 0.0180 0.0002

1 2.635 2.668 0.0000 0.0000

2 5.169 5.157 0.9751 0.0508

3 8.074 8.025 0.0000 0.0000

4 11.28 11.19 0.0037 0.9244

5 14.73 14.60 0.0000 0.0000

6 18.39 18.23 0.0031 0.0181

である。en は v に依存しないから, 正確な固有値 εn も
v1/3 に比例する (一般に v|q|k の場合 ε ∝ v2/(k+2) )。
v1/3 は v = 0 でテイラー展開できないから, 摂動論で
近似解は求まらない。53ページのプログラムを用いて数
値的に解くと, en の値は右表になる。基底状態の e0 ≈
0.735に対応する ε0 での値は 3/4 = 0.75であるから, 試
行関数 e−λq

2/2 による変分法は, よい近似である。
励起状態を考える。エルミート多項式 Hn を用いて

ψn(q) = Hn(z)e
−z2/2, z =

√
λ q

とする。
H = − λ

2

(
a− a†

)2
+

v

12λ2
(
a† + a

)4
, a =

1√
2

(
z +

d

dz

)
になるから (8.49)より

εn =
〈ψn |H |ψn 〉
〈ψn |ψn 〉

=
λ

2

(
2n+ 1

)
+

v

4λ2
(
2n2 + 2n+ 1

)
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0 1 2 4

−0.4

0.0

0.4

0.8

0 1 2 v1/6q

である。最小値は λ3 = v
(
2n2 + 2n+ 1

)
/
(
2n+ 1

) のとき
εn = cnv

1/3 , cn =
3

4

((
2n+ 1

)2(
2n2 + 2n+ 1

))1/3
になる。表より cn ≈ en であり, 変分法は励起状態に対して
も有効である。規格化した波動関数を図に示す (縦軸の単位
は v1/12 )。実線が ψn , 破線が数値解 ψn を表す。n ≥ 2 で
は m < n のとき Pm,n = |〈ψm |ψn 〉|2 = 0 とは限らないか
ら, 不等式 εn =

∑
m
εmPm,n ≥ εn は破れる。例えば, 表より

ψ2 =
√
0.018ψ0 +

√
0.975ψ2 + · · · である。また, λ は nに依存するから |ψn 〉 の直交性は成り立た

ないが, εn の最小値は εn のよい近似になる。

問題 8.17 (8.109)の固有関数は e−λq
2/2 よりも早く 0 に収束する。そこで, 基底状態の試行関数

を ψ0(q) = exp
(
−λ|q|κ/2

) とする。λ > 0, κ > 0 が変分パラメータである。(17.46)より

ε0(λ, κ) =
κ2Γ (2− 1/κ)

4Γ (1/κ)

(
λ2/κ + v

f(κ)

λ4/κ

)
, f(κ) =

4Γ (5/κ)

3κ2Γ (2− 1/κ)

e0

2 3κ

0.74

0.75

c0(κ)
を示せ。λ =

(
2vf(κ)

)κ/6 のとき ∂ε0/∂λ = 0 になり

c0(κ) =
ε0(λ, κ)

v1/3
=

1

4Γ (1/κ)

(
9κ4Γ 2(2− 1/κ)Γ (5/κ)

)1/3
である。右図に c0(κ) を示す。c0(2) = 3/4 は例題 1 である。
ψ0(q) = e−λ|q|/2 の場合, c0(1) = 3/2 になり全く近似しない。
c0(κ) は κ ≈ 2.37 のとき 最小値 ≈ 0.737 になり, e0 ≈ 0.735 を非
常によく近似する。

例題 2

(8.47)の基底状態を考える。ℏω/2 をエネルギーの単位として

H = H0 +H ′ , H0 = − d2

dq2
+ q2 , H ′ =

v

3
q4 , v = 3u ≥ 0

とする。v = 0 のとき調和振動子になるから, 試行関数として ψ0(q) = e−λq
2/2 , λ > 0 を用いると

ε0(λ, v) =
〈ψ0 |H |ψ0 〉
〈ψ0 |ψ0 〉

=
λ2 + 1

2λ
+

v

4λ2
,

∂ε0

∂λ
=
λ3 − λ− v

2λ3
(8.110)

λ3 − λ− v = 0 の解 λ > 0 で ε0 は最小になる。カルダノの公式より v0 =
√
4/27 とすると

v ≥ v0 のとき λ = α1/3 +
1

3α1/3

v→∞−−−−→ v1/3 +
1

3v1/3
+ · · · , α =

v +
√
v2 − v20
2

v ≤ v0 のとき λ =
2√
3
sin

(
sin−1(v/v0) + π

3

)
v→0−−−→ 1 +

v

2
− 3v2

8
+
v3

2
+ · · ·



8 定常状態の近似法 226

v0
1.0

1.1

1.2

1.3

0 1 2v

ε(1)ε(3)

ε(2)ε(4)

ε0

ε0

である。右図に λ(v) を破線で, 最小値 ε0(v) を太い実線で示す。
細い実線は Hψn = εnψn を数値的に解いた正確な ε0 と k 次の
摂動 ε(k) である ( 201ページ参照 )。一般に変分法では ε0 ≥ ε0

である。摂動論と異なり, 試行関数 e−λq
2/2 による変分法は, 広範

囲の v に対してよい近似になる。

ε0(λ, v) =
3λ2 + 1

4λ

v→0−−−→ 1 +
v

4
− v2

8
+
v3

8
+ · · ·

である。1次の係数は (8.52)の B1 に一致するが ( v = 3u ), 2次
以上は異なる。ε0(λ, v)

v→∞−−−−→ 3v1/3/4 は例題 1の結果である。

問題 8.18 ψn(q) = Hn

(√
λ q
)
e−λq

2/2 とする。

εn(λ, v) =
〈ψn |H |ψn 〉
〈ψn |ψn 〉

=
(
2n+ 1

)
ε0(λ, vn) , vn =

2n2 + 2n+ 1

2n+ 1
v

を示せ。ε0(λ, v) は (8.110)である。1次の摂動論と比較せよ。
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9 WKB近似 (準古典近似)

9.1 WKB近似
前節の変分法と同様に, ここで考える近似法も非摂動論的近似法である。波動関数を ψ(r, t) =

exp(iW (r, t)/ℏ) とおく。W (r, t) は複素数である。

iℏ
∂ψ

∂t
= − ∂W

∂t
ψ , ∇2ψ = − 1

ℏ2
(
(∇W )

2 − iℏ∇2W
)
ψ

であるから時間に依存するシュレーディンガー方程式は

− ∂W

∂t
=

1

2m

(
(∇W )

2 − iℏ∇2W
)
+ V (r) (9.1)

になる。ここで ℏ を含む項を無視すると, 古典力学でのハミルトン・ヤコビの方程式

− ∂W

∂t
=

1

2m
(∇W )

2
+ V (r)

になる。これに対して ℏの 1次の補正を考慮する準古典近似をWentzel–Kramers–Brillouin近似, 略
してWKB近似という。
以下では 1次元の定常状態 ψ(x, t) = e−iEt/ℏψ(x) を考える。

ψ(x) = exp
(
iS(x)/ℏ

)
, W (x, t) = S(x)− Et

とおけるから (9.1)は

(S′)2 + 2m
(
V (x)− E

)
− iℏS′′ = 0 , ただし S′ =

dS

dx
, S′′ =

d2S

dx2
(9.2)

になる。S を ℏ についてベキ展開して S = S0 + ℏS1 + ℏ2S2 + · · · とする。S2 以上を無視する近
似がWKB近似である。

(S′)2 =
(
S′
0 + ℏS′

1 + ℏ2S′
2 + · · ·

)2
= (S′

0)
2 + 2ℏS′

0S
′
1 + ℏ2

(
2S′

0S
′
2 + (S′

1)
2
)
+ · · ·

であるから, (9.2)が ℏ の各ベキで成り立つことを要請すると

0次 : (S′
0)

2 + 2m
(
V (x)− E

)
= 0 , 1次 : 2S′

0S
′
1 − iS′′

0 = 0 (9.3)

2次 : 2S′
0S

′
2 + (S′

1)
2 − iS′′

1 = 0 (9.4)

になる。
ℏk(x) =

√
2m
∣∣V (x)− E

∣∣
とする。E > V (x) のとき 2π/k(x) は局所的なド・ブロイ波長である。0次の方程式より

E > V (x) のとき S0(x) = ± ℏ
∫
dx k(x) , E < V (x) のとき S0(x) = ± iℏ

∫
dx k(x)

1次の方程式は
S′
1 =

i

2

S′′
0

S′
0

=
i

2

k′(x)

k(x)
, ∴ S1(x) =

i

2
logS′

0 =
i

2
log k(x) (9.5)

ただし, 積分定数は下式の係数 C±, D± に取り込めるから, ここでは無視する。したがって

exp
(
iS/ℏ

)
≈ exp

(
iS0/ℏ+ iS1

)
= exp

(
iS0/ℏ−

1

2
log k(x)

)
=

1√
k(x)

exp
(
iS0/ℏ

)
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になるから, E > V (x) での一般解は C± を任意定数として

ψ(x) = ψ1(x) =
C+√
k(x)

exp

(
i

∫
dx k(x)

)
+

C−√
k(x)

exp

(
− i
∫
dx k(x)

)
(9.6)

古典力学的運動が禁止される E < V (x) では D± を任意定数として

ψ(x) = ψ2(x) =
D+√
k(x)

exp

(∫
dx k(x)

)
+

D−√
k(x)

exp

(
−
∫
dx k(x)

)
(9.7)

になる。
(9.2)は

2m
(
V (x)− E

)
+ (S′)2

(
1 +∆S

)
= 0 , ∆S = − iℏ S′′

(S′)2
= iℏ

d

dx

1

S′

と書ける。∆S を無視すれば 0次の方程式になるから, WKB近似がよい近似になる条件は

|∆S| =
∣∣∣∣ ddx ℏ

S′

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ ddx ℏ
S′
0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ddx 1

k(x)

∣∣∣∣ = mℏ|V ′(x)|∣∣2m(V (x)− E
)∣∣3/2 � 1 (9.8)

である。あるいは, (9.5)より iS1 = log κ(x) , κ = 1/
√
S′
0 であるが, これを (9.4)に代入すると

S′
2 =

iS′′
1 + (iS′

1)
2

2S′
0

=
κκ′′

2
=

1

2
√
S′
0

d2

dx2
1√
S′
0

(9.9)

λ(x) = ℏ/S′
0(x) とおくと

ℏS′
2 =

√
λ

2

d2

dx2

√
λ =

λ′′

4
− (λ′)2

8λ
, ∴ ℏS2 =

λ′

4
−
∫
dx

(λ′)2

8λ

(9.8), つまり |λ′| � 1 ならば |ℏS2| � 1 になるから, S2 の波動関数への寄与は eiℏS2 ≈ 1 になり
WKB近似が成り立つ。(9.8)より V (x) はゆっくり変化する必要があるが, その場合でも古典力学
的運動の回帰点 (V (x) − E = 0)近傍では (9.8)は成り立たない。x = a で V (x) − E = 0 とする。
V (x) がゆっくり変化するならば, x ≈ a では

V (x) ≈ V (a) + V ′(a)(x− a) = E + V ′(a)(x− a) (9.10)

と近似できる。このとき (9.8)は

|v1/3a (x− a)| � 1

22/3
∼ 1 , ただし va =

2m

ℏ2
V ′(a) (9.11)

になる。x がこの不等式を満たす領域ではWKB近似を適用できる。
古典力学的運動が許される領域 E > V (x) では p(x) = ℏk(x) =

√
2m
(
E − V (x)

) は古典力学的
運動量の大きさである。(9.6)を 2つに分けて

ψ1 = ψ+ + ψ− , ψ±(x) =
C±√
k(x)

exp

(
± i
∫
dx k(x)

)
とすると確率密度は |ψ±(x)|2 = ℏ|C±|2/p(x) になり運動量 p(x) に逆比例する。(2.46)と同様に, 古
典力学的確率 Pcl は運動量に逆比例するから, WKB近似の確率密度は古典力学を再現する。ψ±(x)

の確率流 (1.6)は
J±(x) =

ℏ
m

Im

(
ψ∗
±(x)

dψ±(x)

dx

)
= ± ℏ

m
|C±|2 =定数
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になる。これは 確率流 =速度×確率密度 から予想される結果である。
以上とは別の定式化でWKB近似を導く。S(x) を ℏ の偶数ベキと奇数ベキに分割し

S(x) = Se(x) + ℏSodd(x) , Se = S0 + ℏ2S2 + · · · , Sodd = S1 + ℏ2S3 + · · ·

とする。更に Sodd(x) = − i log f(x) とすれば

ψ(x) = exp
(
iS(x)/ℏ

)
= exp

(
iSe/ℏ+ log f

)
= f exp

(
iSe/ℏ

)
である。f と Se は ℏ の偶関数に制限されているから, 複素数 ψ を表すのに 2つの複素数 f , Se が
必要である。シュレーディンガー方程式 −ℏ2ψ′′ + 2m

(
V (x)− E

)
ψ = 0 は(

S′
e

)2
f + 2m

(
V − E

)
f − ℏ2f ′′︸ ︷︷ ︸

ℏ の偶関数

− iℏ
(
2f ′S′

e + fS′′
e︸ ︷︷ ︸

ℏ の偶関数

)
= 0

になる。ℏ でベキ展開したとき, 上式が各ベキで成り立つためには(
S′
e

)2
f + 2m

(
V − E

)
f − ℏ2f ′′ = 0 , 2f ′S′

e + fS′′
e = 0

である。第 2式より

f(x) = C/
√
S′
e(x) , Sodd = − i log f =

i

2
logS′

e +定数

である。f(x) を第 1式に代入すると
(
S′
e

)2
+ 2m

(
V (x)− E

)
− ℏ2

√
S′
e

d2

dx2
1√
S′
e

= 0

ここまでは近似をしていないから, この 3階の微分方程式はシュレーディンガー方程式と同等であ
る。Se(x) = S0(x) + ℏ2S2(x) + · · · と展開すると(

S′
0

)2
+ 2m

(
V (x)− E

)
+ ℏ2

(
2S′

0S
′
2 −

√
S′
0

d2

dx2
1√
S′
0

)
+ · · · = 0

ℏ の 0次の項より (9.3)の 0次方程式を得る。また, Sodd ≈ (i/2) logS′
0 は (9.5)であり, ℏ2の項 = 0

は (9.9)である。eiSe/ℏ = exp
(
iS0/ℏ+ iℏS2 + · · ·

) より |ℏS2| � 1 のときWKBはよい近似になる。

9.2 回帰点近傍の解と接続条件
E = V (a) である回帰点 x = a が存在する場合を考える。(9.6), (9.7)は

ψ1(x) =
1√
k(x)

(
C+e

iη(a,x) + C−e
−iη(a,x)

)
, E > V (x)

ψ2(x) =
1√
k(x)

(
D+e

η(a,x) +D−e
−η(a,x)

)
, E < V (x)

(9.12)

ただし
η(a, x) =

∫ x

a

dx′ k(x′) =
1

ℏ

∫ x

a

dx′
√
2m
∣∣V (x′)− E

∣∣ (9.13)

と表せる。WKB近似により束縛状態のエネルギーや散乱の透過率を求める場合, ψ1(x) と ψ2(x) を
接続する必要がある。x ≈ a ではWKB近似は成り立たないから, ψ1(x) と ψ2(x) を x = a で直接
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接続しても無意味である。したがって, ψ1(x) と ψ2(x) をどのように接続するかが問題になる。そ
こで, x = a近傍でのシュレーディンガー方程式を正確に解き, この解を媒介として ψ1(x) と ψ2(x)

を接続する。
WKB近似を適用する場合, ポテンシャル V (x) はゆっくり変化することが前提であるから, x = a

近傍でのポテンシャルを (9.10) で近似する。シュレーディンガー方程式は
d2ψ

dz2
− zψ = 0 , ただし z = v1/3a (x− a) , va =

2m

ℏ2
V ′(a)

になる。これは (18.24)であるから, 一般解はエアリー関数を用いて ψ = FAi(z) + GBi(z) と表せ
る。ただし F と G は任意定数である。漸近形 (18.36), (18.37) を使うと

ψ(x) = FAi(z) +GBi(z)
z→∞−−−−→ 1√

π z1/4

[
F

2
exp

(
− 2

3
z3/2

)
+G exp

(
2

3
z3/2

)]
(9.14)

z → −∞ のとき

ψ(x)→ 1

2
√
π |z|1/4

[
(G− iF ) exp

(
2i

3
|z|3/2 + iπ

4

)
+ (G+ iF ) exp

(
− 2i

3
|z|3/2 − iπ

4

)]
(9.15)

WKB
適用外 V (x)

a

E

WKB ψ1 WKB ψ2

線形近似

である。これらの漸近形は, 460ページの図から, |z| ≳ 2 ならば十
分よい近似である。以下では, 右図のように線形近似とWKB 近
似の適用領域が重なるとし, 重なる部分ではエアリー関数の漸近
形が適用できるとする。なお, WKB 近似の適用領域 (9.11) を z

で表すと |z| � 2−2/3 ∼ 1 である。
2

3
|z|3/2 =

2

3
|va|1/2|a− x|3/2 =

∣∣∣∣∫ x

a

dx′ |va(x′ − a)|1/2
∣∣∣∣

(9.10)より

va(x− a) =
2m

ℏ
V ′(a)(x− a) ≈ 2m

ℏ2
(
V (x)− E

)
になるから

2

3
|z|3/2 ≈ |η(a, x)| =

{
− η(a, x) , x < a

η(a, x) , x > a
, k(x) = |va|1/3

√
|z| (9.16)

である。

V ′(a) > 0 の場合
x > a のとき E < V (x) , x < a のとき E > V (x) である。(9.12)に (9.16)を代入すると

ψ(x) =


ψ2(x) =

v
−1/6
a

z1/4

(
D+ exp

(
2

3
z3/2

)
+D− exp

(
− 2

3
z3/2

))
, x > a

ψ1(x) =
v
−1/6
a

|z|1/4

(
C+ exp

(
−2i

3
|z|3/2

)
+ C− exp

(
2i

3
|z|3/2

))
, x < a

(9.17)

x > a のとき (9.14), x < a のとき (9.15)の漸近形と比較すると

D+ =
v
1/6
a√
π
G , D− =

v
1/6
a

2
√
π
F , C+ =

v
1/6
a

2
√
π
(G+ iF ) e−iπ/4 , C− =

v
1/6
a

2
√
π
(G− iF ) eiπ/4

したがって
C+ =

(
1

2
D+ + iD−

)
e−iπ/4 , C− =

(
1

2
D+ − iD−

)
eiπ/4 (9.18)
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これが求めるべき接続条件である。これから (9.12)は

ψ(x) =
1√
k(x)

×


(
D+e

η(a,x) +D−e
−η(a,x)

)
, x > a[

D+ sin
(
η(a, x) +

π

4

)
+ 2D− cos

(
η(a, x) +

π

4

) ]
, x < a

(9.19)

x < a の場合

ψ(x) =
1√
k(x)

(
C+e

iη(a,x) + C−e
−iη(a,x)

)
, C± =

(
1

2
D+ ± iD−

)
e∓iπ/4 (9.20)

とも表せる。
WKB近似が成り立つ領域では η(a, x)� 1 より eη(a,x) ≫ e−η(a,x) になるから, |D−| � |D+| で

あっても D+ が厳密に 0 でない限り, x � a では ψ(x) = D+ e
η(a,x)/

√
k(x) になる。D+ = 0 の場

合は例外であり, x� a で ψ(x) = D− e
−η(a,x)/

√
k(x) になり指数関数的に減少する。これを

x� a : ψ(x) =
2D−√
k(x)

cos
(
η(a, x) +

π

4

)
⇐= x� a : ψ(x) =

D−√
k(x)

e−η(a,x)

と表すこともある。|D+| � |D−| である D+ の項を加えても左辺は実質的に変わらないが, 右辺は
D+e

η(a,x)/
√
k(x) になるから, 逆 =⇒ は成り立たない。

問題 9.1 sin θ 6= 0 のとき

x� a : ψ(x) =
C√
k(x)

cos
(
η(a, x) +

π

4
− θ
)

=⇒ x� a : ψ(x) =
C sin θ√
k(x)

eη(a,x)

を示せ。この場合も, 逆は成り立たない。

V ′(a) < 0 の場合
x > a のとき E > V (x) , x < a のとき E < V (x) より

ψ(x) =


ψ1(x) =

v
−1/6
a

|z|1/4

(
C+ exp

(
2i

3
|z|3/2

)
+ C− exp

(
− 2i

3
|z|3/2

))
, x > a

ψ2(x) =
v
−1/6
a

z1/4

(
D+ exp

(
−2

3
z3/2

)
+D− exp

(
2

3
z3/2

))
, x < a

になる。x− a と z は逆符号であるから, x > a のとき (9.15), x < a のとき (9.14)と比較すると

C+ =

(
1

2
D− − iD+

)
eiπ/4 , C− =

(
1

2
D− + iD+

)
e−iπ/4 (9.21)

である。したがって, (9.12)は

ψ(x) =
1√
k(x)

×


[
2D+ cos

(
η(a, x)− π

4

)
−D− sin

(
η(a, x)− π

4

) ]
, x > a(

D+e
η(a,x) +D−e

−η(a,x)
)
, x < a

(9.22)

あるいは D± を C± で表せば

ψ(x) =
1√
k(x)

×


(
C+e

iη(a,x) + C−e
−iη(a,x)

)
, x > a

e−iπ/4
[
(C+ + iC−) e

−η(a,x) +
iC+ + C−

2
eη(a,x)

]
, x < a

(9.23)
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になる。η(a, x) の定義より x < a では η(a, x) < 0 であるから, x の減少とともに e−η(a,x) は指数
関数的に増加する。D− 6= 0 ならば |D−| � |D+| であっても x� a ではD−e

−η(a,x) が支配的にな
る。x� a で ψ(x) が指数関数的に減少するためには D− = 0 でなければならない。
エアリー関数の漸近形を用いずに, 回帰点 x = a の両側の波動関数を接続する。そのために,

WKB 近似が成り立たない x = a 近傍を迂回する経路を複素 x 平面上で考え, この迂回路に沿っ
て波動関数を接続する。迂回路上ではWKB近似と線形近似 (9.10)が成り立つとする。V ′(a) > 0

のとき, x > a で波動関数が指数関数的に減少する場合を考える。(9.17)より

x > a のとき ψ(x) = ψ2(x) =
v
−1/6
a D

z1/4
exp

(
− 2

3
z3/2

)

x < a のとき ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x) , ψ±(x) =
v
−1/6
a C±

|z|1/4
exp

(
∓ 2i

3
|z|3/2

)
(9.24)

U

L

a AB

である。z = v
1/3
a (x − a) を複素数に拡張し, ψ2(x) を上半面の半円の

経路 U, または下半面の半円の経路 L に沿って A から B に接続する。
z = |z|eiθ , |θ| ≤ π とおける。zν = |z|νeiν(θ+2nπ) は ν 6= 整数 のとき多
価関数であるが, θ = 0 のとき正の実数になる n = 0 をとれば

ψ2(x) =
v
−1/6
a D

|z|1/4
exp

(
− iθ

4
− 2

3
|z|3/2ei3θ/2

)
である。U に沿って B に到達すると θ = π になるから, C− = De−iπ/4 とすると ψ2(x) = ψ−(x) に
なる。C+ を決定するには下半面の L に沿って B に到達する必要がある。この場合 θ = −π にな
るから C+ = Deiπ/4 とすると ψ2(x) = ψ+(x) である。(9.24)で C± = De±iπ/4 とすれば

ψ(x) =
2v

−1/6
a D

|z|1/4
cos

(
− 2

3
|z|3/2 + π

4

)
=

2D√
k(x)

cos
(
η(a, x) +

π

4

)
になり, D+ = 0 とした (9.19)が求まる。

9.3 ボーア・ゾンマーフェルトの量子化条件

V (x)

a b

E

1次元ポテンシャル中での束縛状態をWKB近似で求める。図のよ
うに x = a と x = b で V (x) = E とする。ψ(x) x→±∞−−−−−→ 0 になる
条件を求める。V ′(b) > 0 であるから x = b での接続は (9.19)を用
いる。x → ∞ のとき ψ(x) → 0 を満たすためには D+ = 0 である。
D− を D と書くことにすると

ψ(x) =
D√
k(x)

×

 e−η(b,x) , x > b

2 cos
(
η(b, x) +

π

4

)
, x < b

(9.25)

になる。x < b での波動関数は x = a で接続するときの x > a での波動関数でもある。V ′(a) < 0

より x = a では (9.22)を使う。そのため (9.25) を (9.22)の形に書き直す。

η(b, x) =

∫ x

b

dx′ k(x′) = η(a, x)− π

2
− θ , ただし θ = η(a, b)− π

2
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になるから, D+ = D cos θ , D− = −2D sin θ とすると x < b の波動関数は

ψ(x) =
1√
k(x)

(
2D+ cos

(
η(a, x)− π

4

)
−D− sin

(
η(a, x)− π

4

))
になる。これと (9.22)を比較すると x < a では

ψ(x) =
1√
k(x)

(
D+e

η(a,x) +D−e
−η(a,x)

)
である。x→ −∞ のとき ψ(x)→ 0 よりD− = −2D sin θ = 0 であるから, θ = nπ , つまり

ℏη(a, b) =
∫ b

a

dx
√
2m
(
E − V (x)

)
= πℏ

(
n+ 1/2

)
, n = 0, 1, 2, · · · (9.26)

これがWKB近似における束縛状態の条件である。運動量 p(x) = ±
√

2m
(
E − V (x)

) で表せば
2

∫ b

a

dx p(x) =

∮
C

dx p(x) = h
(
n+ 1/2

)
, h =プランク定数

線積分は (x, p)平面上の古典的軌道 C に沿った 1周積分である。n+1/2を nで置き換えれば, ボー
ア・ゾンマーフェルトの量子化条件になる。
束縛状態のWKB波動関数は

ψ(x) =
D√
k(x)

×


(−1)neη(a,x) , x < a

2 cos
(
η(b, x) +

π

4

)
, a < x < b

e−η(b,x) , x > b

(9.27)

になる。ψ(x) は a と b から十分離れた領域で有効である。dη(b, x)/dx = k(x) > 0 であるから
η(b, x) は η(b, a) = − (n+1/2) から単調増加し η(b, b) = 0 になる。したがって, a < x < b の間に波
動関数が 0 になる点, つまり cos

(
η(b, x) + π/4

)
= 0 を満たす点 x は n個存在する。n は波動関数

の節 (ノード)の数である。WKB近似が成り立つ領域は η(a, b)� 1 であるから, (9.26)は n� 1 の
場合によい近似になる。a < x < b では, 波動関数は激しく振動するから, |ψ|2 の平均的振る舞いは,

cos2(· · · ) を 1/2 で置き換え 2ℏ|D|2/p(x) になる。運動量の大きさ p(x) = ℏk(x) に逆比例し古典力
学的な確率密度を再現する。これは 1次元の調和振動子と一様重力で具体的に示した。WKB近似
は古典力学的極限で有効な準古典近似である。
V (x) が偶関数 V (x) = V (−x) の場合, k(x) は偶関数で a = − b , b > 0 であるから

η(a, x) =

∫ x

−b
dx′k(x′) = −

∫ −x

b

dx′k(−x′) = −
∫ −x

b

dx′k(x′) = − η(b,−x)

η(b,−x) = − η(a, x) = − η(a, b)− η(b, x) , ∴ η(b,−x) + π/4 = −
(
η(b, x) + π/4

)
− nπ

したがって, (9.27)は ψ(−x) = (−1)nψ(x) を満たす (27ページ参照)。

1次元調和振動子
V (x) = mω2x2/2 の場合, x = ±x0 , x0 =

√
2E/mω2 のとき V (x)− E = 0 になるから, (9.26)は

mω

∫ x0

−x0

dx
√
x20 − x2 = mω

πx20
2

= πℏ
(
n+

1

2

)
, ∴ E = ℏω

(
n+

1

2

)
になり, エネルギー固有値はシュレーディンガー方程式の厳密解と一致する。
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V (x) = V (−x) であるから ψ(x) は偶関数または奇関数である。E = ℏω (n+ 1/2) のとき x ≥ 0

での ψ(x) を求める。1次元調和振動子で定義した α =
√
mω/ℏ , q = αx を用いて

z =
q√

2n+ 1
=

αx√
2n+ 1

とする。x0 =
√
2n+ 1/α であるから x = x0 のとき z = 1 になる。(9.27)は

ψ(q) =
D√
k(z)

×

 2 cos
(
η(z) +

π

4

)
, |z| < 1

e−η(z) , z > 1

ただし

k(z) =

√
2m

ℏ2
|V (x)− E| = α

√
(2n+ 1)|z2 − 1| , η(z) =

∫ x

x0

dx′ k(x′) = (2n+ 1)

∫ z

1

dz′
√
|z′2 − 1|

になる。η(z) の積分を行えば

ψ(q) =
D′

|1− z2|1/4
×


2 cos

(
2n+ 1

2

(
z
√
1− z2 + sin−1 z

)
− nπ

2

)
, |z| < 1

(
z +
√
z2 − 1

)n+1/2

exp

(
− 2n+ 1

2
z
√
z2 − 1

)
, z > 1

である。これは n→∞ におけるエルミート多項式 Hn(q) の漸近形 (18.39)を用いても求まる。
下図に ψ(q)/

√
α を示す。破線は (4.25)の解析解 φn(q)/

√
α である。z = 1付近はWKBの適用

外であるから, 規格化の代わりに, q ≈ 0 のとき ψ(q) = φn(q) になるように D′ を決めた。n� 1 の
とき, ψ(q) が発散する古典的回帰点 q =

√
2n+ 1 付近を除くと, ψ(q) は解析解を非常によく再現す

る。古典力学の運動可能領域 | q | < √2n+ 1 では |ψ(q)|2 は激しく振動するが, cos2(· · · ) を 1/2 で
置き換えた平均的振る舞いは, 古典力学的確率密度になる。

n = 4n = 0

1 2 3 4 q
−0.6

−0.2

0.2

0.6

1.0

2 4 6 8 10 q
−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

n = 40

問題 9.2 V (0) =∞ の場合 ψ(0) = 0 である。WKB量子化条件は V (x)

0 b

E∫ b

0

dx
√
2m (E − V (x)) = πℏ

(
k +

3

4

)
, k = 0, 1, · · · (9.28)

になることを示せ。一様重力 (2.42)に適用し (2.43)の近似解を求めよ。
V (x) が偶関数の場合, n が奇数の (9.26) は (9.28)になる。

問題 9.3 WKB近似が適用できる場合, V (x) > E の領域に粒子が存在する確率は非常に小さい。
そこで, 回帰点でもWKB近似が成り立つとして, 境界条件を ψ(a) = ψ(b) = 0 とすると, ボーア・
ゾンマーフェルトの量子化条件が求まることを示せ。
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9.4 トンネル効果
V (x)

a b

E
図のように x < a の側から粒子が入射してポテンシャル障壁と

衝突し, x > b の側に透過する場合を考える。古典力学では x < a

での粒子がポテンシャルの障壁を通過して x > b の領域に到達する
ことはできないが, 箱型ポテンシャルで見たように, 量子力学的には
x > b に粒子は到達する ( トンネル効果 )。x > b では x軸正方向に進む波だけというのが境界条件
である。この境界条件を満たすWKB解は (9.23)において C− = 0 とすればよいから

ψ(x) =
C√
k(x)

×


eiη(b,x) , x > b

e−iπ/4
(
e−η(b,x) +

i

2
eη(b,x)

)
, x < b

である。eη(b,x) は無視できるが確率保存を示すため残しておく。

η(b, x) = η(a, x)− P , P =

∫ b

a

dx k(x) =
1

ℏ

∫ b

a

dx

√
2m
(
V (x)− E

)
(9.29)

になるから, x < b の波動関数は (9.19)の形式

ψ(x) =
1√
k(x)

(
D+e

η(a,x) +D−e
−η(a,x)

)
, D− = e−iπ/4+PC , D+ =

i

2
e−iπ/4−PC (9.30)

に表せる。これが x = a で接続するときの x > a での波動関数になる。(9.20)から x < a では

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x) , ψ± =
C±√
k(x)

e±iη(a,x)

ただし
C+ =

(
eP +

e−P

4

)
C , C− = − i

(
eP − e−P

4

)
C

である。ψ+ が入射波, ψ− が反射波を表す。(9.13)より入射波の確率流 JI は

JI =
ℏ
m
Im

(
ψ∗
+(x)

dψ+(x)

dx

)
=

ℏ
m

|C+|2

k(x)

dη(a, x)

dx
=

ℏ
m
|C+|2 =

ℏ
m

(
eP +

e−P

4

)2

|C|2

反射波の確率流 JR は

JR =
ℏ
m
Im

(
ψ∗
−(x)

dψ−(x)

dx

)
= − ℏ

m
|C−|2 = − ℏ

m

(
eP − e−P

4

)2

|C|2

また, x > b での透過波の確率流 JT は

JT =
ℏ
m
Im

(
ψ∗(x)

dψ(x)

dx

)
=

ℏ
m
|C|2

である。したがって, 透過率 T と反射率 R は

T =
|JT|
|JI|

=
e−2P

(1 + e−2P /4)
2 , R =

|JR|
|JI|

=

(
1− e−2P /4

1 + e−2P /4

)2

になる。確率保存 R+ T = 1 は成り立つ。WKB近似は P = η(a, b)� 1 のとき成り立つから

T ≈ e−2P = exp

(
− 2

ℏ

∫ b

a

dx

√
2m
(
V (x)− E

))
, R ≈ 1 (9.31)

e−2P をガモフの透過因子という。
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問題 9.4 ポテンシャル (3.30)で V0 > 0 の場合を考える。(3.31)の U0 , k が
√
U0 � k � 1 を満

たすとき, 透過率 (3.37) は T ≈ exp
(
− 2π

(√
U0 − k

))
= (9.31) になることを示せ。また, (3.48)の

P は (9.31)で V (x) = V0e
−α|x| とした結果に一致することを示せ。

α崩壊
ガモフの透過因子の適用例として, 原子核の α崩壊を考える。質量数 A ( 陽子数 Z と中性子数 N

の和 )が A > 200 の重い原子核は, 多くの場合 α粒子 ( 陽子数 2, 中性子数 2 の He原子核 )を放出
して崩壊する。α 粒子は原子核内では主に強い相互作用である核力の影響を受けるが, 核力は作用
範囲が 1 fm = 1×10−15 m 程度と非常に短いため, 原子核外ではクーロン力だけを感じる。これを簡
略化して, α粒子に作用するポテンシャル V (r) を

rR
O

−V0

Eα

VR

b

V (r) =


−V0 , r < R

VC(r) =
gcℏc
r

, r > R
, gc = ZαZDα

とする。−V0 < 0 は核力による引力ポテンシャルを表す定数,

Zα = 2 は α粒子の陽子数, ZD = Z − 2 は α粒子放出後の原子
核の陽子数, α は微細構造定数である。r は原子核の中心から
の距離, R は原子核と α粒子が接触し核力が作用する距離である。図のクーロン障壁 VR = VC(R)

の値を評価する。原子核の半径は r0A
1/3 , ( r0 ≈ 1.2 fm )であるが, これに α粒子の大きさや核力

の作用範囲などを考慮して
R = r0A

1/3 +∆R , ∆R ≈ 1.4 fm (9.32)

とする。ウラン原子核 ( U )の場合 A ≈ 230 とすると R ≈ 9 fm である。ZD = 90 及び (6.43)より

VR =
ZαZDℏc α

R
≈ 2× 90× 200

9× 137
MeV ≈ 29MeV

になる。ウラン原子核から放出されるα粒子のエネルギー Eα は 4 ∼ 9MeV程度であり VR に比べ
て小さい。古典力学的には, r < R に存在する α粒子は r > b に到達できないから, 原子核は α崩壊
しないが, 量子力学的にはトンネル効果のため α崩壊する。なお, VC(b) = Eα である b = gcℏc/Eα
は b = RVR/Eα とも表せる。
1 次元ポテンシャルの (9.29) を 3 次元の中心力ポテンシャルに適用するには, V (x) を (6.9) の

Uℓ(r) で置き換える必要があるが, 以下では, α粒子の軌道角運動量は ℓ = 0 とする。更に, r = R

ではポテンシャルが急激に変化するためWKBの接続は使えない。ところで, r < R でのシュレー
ディンガー方程式は, 動径方向の波動関数を ψ(r)/r とすると(

− ℏ2

2m

d2

dr2
− V0

)
ψ = Eα ψ

であるから C± を任意定数として

ψ(r) =
1√
k0

(
C+e

ik0(r−R) + C−e
−ik0(r−R)

)
, ただし k0 =

√
2m(Eα + V0)

ℏ2

とおける。一方, r � b では (9.30)より, P � 1 であるから D+ を無視すると

ψ(r) =
D−√
k(r)

exp

(
−
∫ r

R

dr′ k(r′)

)
, k(r) =

1

ℏ

√
2m
(
VC(r)− Eα

)
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r = R における ψ(r) と dψ/dr の連続性より
C+ + C−√

k0
=

D−√
k(R)

, i
√
k0

(
C+ − C−

)
= −D−

√
k(R)

(
1 +

k′(R)

2k(R)2

)
になる。(9.8)よりWKB近似では |k′/k2| � 1 であるから k′/k2 を無視すると

C+ =
k0 + ik(R)

2
√
k0k(R)

D− =
k0 + ik(R)

2
√
k0k(R)

e−iπ/4+P C

確率流の比より透過率 T は

T =
|C|2

|C+|2
= Ke−2P , ただし K =

4k0k(R)

k20 + k(R)2
= 4

√
(VR − Eα)(Eα + V0)

VR + V0

になる。(9.31)と異なり因子 K が現れるが, V0 ∼ VR � Eα の場合 K ≈ 4
√
VRV0/(VR + V0) ∼ 2 に

なるから, (9.31)と同様に, T はガモフの透過因子 e−2P で決まる。
(9.29)の P を具体的に求めると, b = RVR/Eα より

P =
1

ℏ

∫ b

R

dr

√
2m
(
VC(r)− Eα

)
=

√
2mEα
ℏ

∫ RVR/Eα

R

dr

√
RVR/Eα

r
− 1

1 ≤ r/R ≤ VR/Eα であるから r/R = β−2 sin2 θ , β =
√
Eα/VR とおける。sin−1β ≤ θ ≤ π/2 より

P = 2

√
2mc2

Eα
gc

∫ π/2

sin−1β

dθ cos2 θ =

√
2mc2

Eα
gc

(π
2
− sin−1β − β

√
1− β2

)
である。sin−1x = x+ x3/6 + · · · であるから β =

√
Eα/VR =

√
REα/gc � 1 の場合

P ≈

√
2mc2

Eα
gc

(
π

2
− 2β +

β3

3

)
=

1

2

(
C1√
Eα
− C2 + C3Eα

)
(9.33)

ただし
C1 = πgc

√
2mc2 , C2 = 4

√
2mc2Rgc

ℏc
, C3 =

2

3

√
2mc2R3

(ℏc)3gc
, gc = ZαZDα

になる。
α 粒子は半径 R の領域をポテンシャル障壁にぶつかりながら往復運動をしているとする。原子

核内での α粒子の速さは vin = ℏk0/m であるから, 単位時間にポテンシャル障壁にぶつかる回数は
vin/(2R) になる。1回につき Ke−2P の確率でポテンシャル障壁を通過するから, 単位時間に α粒
子がポテンシャル障壁を通過する確率 λ は λ = vinKe

−2P /(2R) になる。ある時刻 t に N(t)個の
原子核が存在するとき, dt の時間間隔に α崩壊する原子核の個数は N(t)λ dt であるから

N(t+ dt) = N(t)−N(t)λ dt , つまり dN

dt
= −λN , ∴ N(t) = N0 e

−λt

したがって, N(T1/2) = N0/2 で定義される半減期 T1/2 は

T1/2 =
log 2

λ
= C0 e

2P , C0 =
2R log 2

vinK
(9.34)

になる。以上の導出は半定量的であり V0 には不確定な要素があるから, C0 をパラメータとして
扱ってもよいが, ここでは V0 ∼ VR � Eα の場合に評価し

C0 =
R log 2

2

√
m

2(VR − Eα)
V0 + VR
V0 + Eα

≈
√

m

2VR
R log 2
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とする。P を (9.33)で近似すると

T1/2 ≈ C0 exp

(
C1√
Eα
− C2 + C3Eα

)
(9.35)

になる。C3 = 0 とした (9.35)をガイガー・ヌッタル ( Geiger-Nuttall )の法則という。
ポロニウム ( Po, Z = 84 ), ウラン ( U, Z = 92 ), フェルミニウム ( Fm, Z = 100 ) の同位体につ

いて, 上で求めた T1/2 と実験値を比較する。α粒子の質量 m は mc2 = 3728MeV であるから, 各
定数は表のようになる。C1 は同位体について共通であるが, 他の Ci は R に依存する。ここでは R

を Po の場合 A = 214 , U の場合 A = 230 , Fm の場合 A = 250 の値に固定した。

ZD
R C0 C1 C2

C3

fm 10−22 sec MeV1/2 MeV−1

Po 82 8.58 1.63 325 78.8 0.476

U 90 8.75 1.60 356 83.4 0.469

Fm 98 8.96 1.59 388 88.0 0.466

下図に (9.34)を実線で示す。(9.35)は (9.34)とほとんど一致する。参考のため, C3 = 0とした (9.35)

を破線で示す。ただし, C0 を 30C0 = e3.4C0 で置き換えた。• は実験値を表し, • に付けた数値は質
量数 A である。実験値については

http://www.nndc.bnl.gov/ensdf/

S. B. Duarte et. al, At. Data Nucl. Data Tables 80 (2002) 235

を参照。簡単な模型に基づく (9.34) は, 一桁程度の違いはあるが, 広範囲にわたる T1/2 の実験値を
よく再現する。Eα が 2倍程度変化しただけでも T1/2 は 20桁以上も変化するが, この極端な変化は
T1/2 が eC1/

√
Eα , C1/

√
Eα ∼ 100 に依存するためである。
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http://www.nndc.bnl.gov/ensdf/
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6WBB-4645C6C-3&_user=136872&_coverDate=03%2F31%2F2002&_rdoc=3&_fmt=summary&_orig=browse&_srch=doc-info(%23toc%236706%232002%23999199997%23322334%23FLA%23display%23Volume)&_cdi=6706&_sort=d&_docanchor=&view=c&_ct=3&_acct=C000010839&_version=1&_urlVersion=0&_userid=136872&md5=42116128c507bb8a9c3c42e1939830d5
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10 時間に依存する場合の近似法
10.1 摂動展開
この章では時間に依存するシュレーディンガー方程式を近似的に解き, 摂動項 H ′ が波動関数の

時間発展に及ぼす影響を考える。H ′ は時間に依存してもよい。時刻 t での状態を | t 〉 とすると

iℏ
d

dt
| t 〉 = H(t)| t 〉 , H(t) = H0 +H ′(t) (10.1)

である。8章と同様に H0|n 〉 = En|n 〉 は求まっているとする。|n 〉 は完全正規直交系をなす。
H ′(t) が時間に依存しない場合, t = 0 での状態が H の固有値 W の固有状態 |φ 〉 ならば, (10.1)

を近似的に解くまでもなく | t 〉 = e−iWt/ℏ|φ 〉 になる。|φ 〉 と | t 〉 は位相因子 e−iWt/ℏ が異なるだ
けで, 状態は事実上は変化しない定常状態である。問題は W と |φ 〉 を求めることである ( 8章 )。
一方, 初期状態が H0 の固有状態 | i 〉 の場合, e−iEit/ℏ| i 〉 は (10.1)を満たさない。| t 〉 は

| t 〉 =
∑
n

an(t) |n 〉 , an(0) = δni

と展開できる。t > 0 では n 6= i でも an(t) = 0 とは限らず, 状態は定常状態ではない。時刻 t で
状態が |n 〉 である確率 |〈n | t 〉|2 = |an(t)|2 6= 0 ならば, | i 〉 から |n 6= i 〉 への遷移が可能である。
an(t) は (10.1)から決まるが, 一般には解析的に解くことは困難である。H ′(t) が時間に依存する場
合, そもそも定常状態は存在せず, 状態は時間的に変化する。
H ′(t) が小さいとき, an(t) の時間依存は主に H0 による e−iEnt/ℏ であろう。そこで

| t 〉 =
∑
n

cn(t) e
−iEnt/ℏ|n 〉 (10.2)

とする。これを (10.1)に代入すると

iℏ
d

dt
| t 〉 =

∑
n

(
iℏ
dcn
dt

+ Encn

)
e−iEnt/ℏ|n 〉 , H| t 〉 =

∑
n

cne
−iEnt/ℏ

(
En +H ′(t)

)
|n 〉

であるから ∑
n

iℏ
dcn
dt

e−iEnt/ℏ|n 〉 =
∑
n

cne
−iEnt/ℏH ′(t)|n 〉

|m 〉 との内積をとると
dcm
dt

=
1

iℏ
∑
n

H ′
mn(t) cn(t) , H ′

mn(t) = 〈m |H ′(t)|n 〉 ei(Em−En)t/ℏ (10.3)

になる。H ′
mn(t) は

H ′
mn(t) = 〈m |H ′

I(t)|n 〉 , H ′
I(t) = eiH0t/ℏH ′(t)e−iH0t/ℏ (10.4)

とも表せる。(10.1) と同等である (10.3) は, 摂動項だけを含むため摂動展開に適した形式になる。
H ′ が時間に依存しない場合でも, (1.49)と異なり cm(t) は時間に依存する。これは状態を H では
なく H0 の固有関数で展開しているためである。H0, H

′(t) はエルミート演算子であるから

H ′†
I (t) =

(
e−iH0t/ℏ

)†
H ′(t)

(
eiH0t/ℏ

)†
= eiH0t/ℏH ′(t)e−iH0t/ℏ = H ′

I(t)

になり H ′
I(t) もエルミート演算子である。t 6= t′ のとき H ′

I(t) と H ′
I(t

′) は一般に非可換である。
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(10.3)を時間積分すると

cm(t) = cm(t0) +
1

iℏ
∑
n1

∫ t

t0

dt1H
′
mn1

(t1) cn1
(t1) (10.5)

積分内の cn1
(t1) にこれが満たす式

cn1
(t1) = cn1

(t0) +
1

iℏ
∑
n2

∫ t1

t0

dt2H
′
n1n2

(t2) cn2
(t2)

を代入すると

cm(t) = cm(t0) +
1

iℏ
∑
n1

∫ t

t0

dt1H
′
mn1

(t1) cn1
(t0) +

1

(iℏ)2
∑
n1n2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H
′
mn1

(t1)H
′
n1n2

(t2) cn2
(t2)

この操作を繰り返し行うと

cm(t) = cm(t0) + c(1)m (t) + c(2)m (t) + · · ·+ c(k)m (t) + · · · (10.6)

ただし

c(1)m (t) =
1

iℏ
∑
n1

∫ t

t0

dt1H
′
mn1

(t1) cn1
(t0) (10.7)

c(2)m (t) =
1

(iℏ)2
∑
n1n2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H
′
mn1

(t1)H
′
n1n2

(t2) cn2
(t0) (10.8)

c(k)m (t) =
1

(iℏ)k
∑

n1···nk

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tk−1

t0

dtkH
′
mn1

(t1)H
′
n1n2

(t2)

· · ·H ′
nk−1nk

(tk) cnk
(t0) (10.9)

になる。時刻 t = t0 の状態, つまり, 任意の n について cn(t0) を与えれば, 時刻 t での係数 cn(t) が
決まる。
(10.6)は H ′ についてのベキ展開である。H ′ が小さい場合, 例えば, H ′ の 3次以上を無視しても

よい近似になる。初期状態が H0 の固有状態 | i 〉 の場合, 時刻 t で状態 |m 〉 を見出す確率 Pim(t) =

|〈m | t 〉|2 = |cm(t)|2 は cn(t0) = δin より

Pim =
∣∣∣δim + c(1)m (t) + c(2)m (t) + · · ·

∣∣∣2 =

 |c
(1)
m (t)|2 + · · · , m 6= i

1 + 2Re
(
c
(2)
i (t)

)
+ · · · , m = i

(10.10)

である。c(1)i (t) は純虚数になるから (10.10)には現れない。c(1)m は 1次であるが |c(1)m |2 は 2次の効
果である。2次まで考慮すると | i 〉 から |m 6= i 〉 への遷移が起こる。遷移確率は

Pim ≈ |c(1)m (t)|2 , c(1)m (t) =
1

iℏ

∫ t

t0

dt1e
i(Em−Ei)t1/ℏ〈m |H ′(t1)| i 〉 (10.11)

これがよい近似になる条件は |c(1)m (t)| � 1 である。

問題 10.1 (10.3) より P (t) = 〈 t | t 〉 =
∑
n

|cn(t)|2 が定数になることを示せ。摂動展開すると

P (t) = P (t0) + P1(t) + P2(t) + · · · , ただし

P1(t) = 2
∑
n

Re
(
c∗n(t0) c

(1)
n (t)

)
, P2(t) = 2

∑
n

Re
(
c∗n(t0) c

(2)
n (t)

)
+
∑
n

|c(1)n (t)|2 (10.12)

になる。P1(t) = P2(t) = 0 を示せ。
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10.2 時間依存の表し方
(10.2)より

cn(t) = eiEnt/ℏ〈n | t 〉 = 〈n |eiH0t/ℏ| t 〉 (10.13)

これと (10.4)から∑
n1···nk

H ′
mn1

(t1)H
′
n1n2

(t2) · · ·H ′
nk−1nk

(tk) cnk
(t0)

=
∑

n1···nk

〈m |H ′
I(t1)|n1 〉〈n1 |H ′

I(t2)|n2 〉 · · · 〈nk−1 |H ′
I(tk)|nk 〉〈nk |eiH0t0/ℏ| t0 〉

= 〈m |H ′
I(t1)H

′
I(t2) · · ·H ′

I(tk) e
iH0t0/ℏ| t0 〉

になる。ここで |n 〉 の完全性を表す (5.52)を用いた。(10.6)に代入すると

cm(t) = 〈m |UI(t, t0) e
iH0t0/ℏ| t0 〉 (10.14)

ただし

UI(t, t0) = 1 +
1

iℏ

∫ t

t0

dt1H
′
I(t1) +

1

(iℏ)2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H
′
I(t1)H

′
I(t2) + · · ·

(10.15)

+
1

(iℏ)k

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tk−1

t0

dtkH
′
I(t1)H

′
I(t2) · · ·H ′

I(tk) + · · ·

= 1 +
1

iℏ

∫ t

t0

dt1H
′
I(t1)UI(t1, t0) (10.16)

である。これから UI(t, t0) は

iℏ
∂

∂t
UI(t, t0) = H ′

I(t)UI(t, t0) , UI(t0, t0) = 1 (10.17)

を満たす。H ′
I(t) はエルミート演算子であるから, (10.17)のエルミート共役は

− iℏ ∂
∂t
U †
I (t, t0) = U †

I (t, t0)H
′
I(t) (10.18)

になる。(10.13)と (10.14)から

〈n |eiH0t/ℏ| t 〉 = 〈n |UI(t, t0) e
iH0t0/ℏ| t0 〉 , ∴ | t 〉 = e−iH0t/ℏUI(t, t0) e

iH0t0/ℏ| t0 〉 (10.19)

| t 〉 がシュレーディンガー方程式 (10.1)を満たすことからも (10.17)を導ける。
(10.16)を t0 で微分すると

V (t, t0) = H ′
I(t0) +

1

iℏ

∫ t

t0

dt1H
′
I(t1)V (t1, t0) , V (t, t0) ≡ − iℏ

∂

∂t0
UI(t, t0)

である。(10.16)に右から H ′
I(t0) をかければ, UI(t, t0)H

′
I(t0) は同じ積分方程式を満たすから

V (t0, t) = − iℏ
∂

∂t
UI(t0, t) = UI(t0, t)H

′
I(t) (10.20)

ただし, t と t0 を入れ換えた。(10.20) と (10.18) は同じ 1 階の微分方程式である。U†
I (t, t0) と

UI(t0, t) は t = t0 のとき一致するから, 任意の t0, t に対して

U†
I (t, t0) = UI(t0, t) (10.21)
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である。(10.17), (10.20)より ∂
(
UI(t, τ)UI(τ, t0)

)
/∂τ = 0 になるから, 合成則

UI(t, τ)UI(τ, t0) = UI(t, t0)UI(t0, t0) = UI(t, t0) (10.22)

が成り立つ。したがって, UI(t, t0)UI(t0, t) = UI(t0, t)UI(t, t0) = 1 , つまり

UI(t, t0)U
†
I (t, t0) = U†

I (t, t0)UI(t, t0) = 1 , UI(t, t0) = U†
I (t0, t) = U−1

I (t0, t) (10.23)

UI(t, t0) はユニタリ演算子である。U †
I UI = 1 は 〈 t | t 〉 =一定 = 〈 t0 | t0 〉 に他ならない。

問題 10.2 V (t, t0) = UI(t, t0)U
†
I (t, t0) とする。(10.17)と (10.18)より

∂

∂t

(
U†
I (t, t0)UI(t, t0)

)
= 0 ,

∂V (t, t0)

∂t
=

1

iℏ
[
H ′

I(t) , V (t, t0)
]

を示せ。第 1式から U†
I (t, t0)UI(t, t0) = 1 になるが, 第 2式から直ちに ∂V (t, t0)/∂t = 0 とは言えな

い。n = 1, 2, · · · のとき ∂nV (t, t0)/∂t
n
∣∣∣
t=t0

= 0 を示せ。これから V (t, t0) = V (t0, t0) = 1 である。

時間順序積
時刻 t1, · · · , tk を大きい順に並べるとき, k!通りの並べ方がある。これを 1, · · · , k の置換 p で表し
て, 時間順序積あるいは T積を

T
[
H ′

I(t1)H
′
I(t2) · · ·H ′

I(tk)
]

=
∑
p

θ(tp1 − tp2) θ(tp2 − tp3) · · · θ(tpk−1
− tpk)H ′

I(tp1)H
′
I(tp2) · · ·H ′

I(tpk)

で定義する (置換については 327ページ参照 )。未来の演算子 ( tが大きい演算子 )を左側から順に並
べた積である。t 6= t′ のとき H ′

I(t) と H ′
I(t

′) は一般に非可換であるから, 積の順序を指定する。和
は k!個の置換 p について行う。例えば, k = 2 のとき (p1, p2) = (1, 2), (2, 1) であり

T
[
H ′

I(t1)H
′
I(t2)

]
= θ(t1 − t2)H ′

I(t1)H
′
I(t2) + θ(t2 − t1)H ′

I(t2)H
′
I(t1)

k = 3 の場合 (p1, p2, p3) = (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1) の 3! = 6通りあり,

具体的に書き下すのは煩雑である。t > t0 のとき∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtk T
[
H ′

I(t1) · · ·H ′
I(tk)

]
=
∑
p

∫ t

t0

dtp1

∫ tp1

t0

dtp2 · · ·
∫ tpk−1

t0

dtpkH
′
I(tp1) · · ·H ′

I(tpk)

であるが, 積分変数 tpi を ti に置き換えれば, 積分は置換 p に依存せず∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtk T
[
H ′

I(t1) · · ·H ′
I(tk)

]
= k!

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tk−1

t0

dtkH
′
I(t1) · · ·H ′

I(tk)

になる。
T

(∫ t

t0

dt′H ′
I(t

′)

)k
≡
∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtk T
[
H ′

I(t1) · · ·H ′
I(tk)

]
(10.24)

と簡略化して表す。t > t0 のとき, (10.15)は

UI(t, t0) =

∞∑
k=0

1

k!

1

(iℏ)k

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtk T
[
H ′

I(t1) · · ·H ′
I(tk)

]
= Texp

(
1

iℏ

∫ t

t0

dt′H ′
I(t

′)

)
(10.25)
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にまとまる。Texp( · · · ) はテイラー展開後, (10.24) により H ′
I を時間順 (未来が左側) に並べる。

UI(t, t0) = U †
I (t0, t) であるから, t < t0 の場合 UI(t0, t) に (10.25)を適用する。(T[ · · · ])† は T [ · · · ]

とは演算子の並びが逆になる (問題 10.3参照 )。
(10.25)は次のようにしても示せる。n→∞ として

Um = UI(tm, t0) , ただし tm = t0 +m∆t , ∆t =
t− t0
n

, m = 0, 1, · · · , n

とする。(10.17)は
Um+1 − Um

∆t
=

1

iℏ
H ′

I(tm)Um , ∴ Um+1 = (1 + hm)Um = ehmUm , hm =
∆t

iℏ
H ′

I(tm)

になるから
UI(t, t0) = Un = ehn−1Un−1 = ehn−1ehn−2Un−2 = ehn−1ehn−2 · · · eh0 (10.26)

これは t, t0 の大小に無関係である。t2 > t1 のとき T
(
A(t1)+A(t2)

)k を展開すると, A(t1) と A(t2)

が非可換であっても, T は単に A(t2) を A(t1) の左側に移動させるから TeA(t1)+A(t2) = eA(t2)eA(t1)

になる。したがって, t > t0 の場合 tn−1 > tn−2 > · · · > t0 より

UI(t, t0) = ehn−1ehn−2 · · · eh0 = Texp

( n−1∑
m=0

hm

)
= Texp

(
1

iℏ

∫ t

t0

dt′H ′
I(t

′)

)
t < t0 の場合, 逆順 tn−1 < · · · < t0 になるが, h†m = −hm より

U †
I (t, t0) = e−h0e−h1 · · · e−hn−1 = Texp

(
− 1

iℏ

∫ t

t0

dt′H ′
I(t

′)

)
= UI(t0, t)

である。(10.26)から UI がユニタリ演算子であり合成則 (10.22)を満たすことも示せる。

問題 10.3 t < t0 のとき∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtk

(
T
[
H ′

I(t1) · · ·H ′
I(tk)

])†
= k!

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tk−1

t0

dtkH
′
I(t1) · · ·H ′

I(tk)

を示せ。なお, t < t1 < t0, t1 < t2 < t0, · · · である。

シュレーディンガー描像
(10.19)から

| t 〉 = US(t, t0)| t0 〉 , US(t, t0) = e−iH0t/ℏUI(t, t0) e
iH0t0/ℏ (10.27)

である。(10.22), (10.23)と同様に

US(t, τ)US(τ, t0) = US(t, t0) , US(t0, t) = U †
S(t, t0) = U−1

S (t, t0)

を満たす。

iℏ
∂

∂t
US(t, t0) = iℏ

∂e−iH0t/ℏ

∂t
UI(t, t0) e

iH0t0/ℏ + e−iH0t/ℏ iℏ
∂UI(t, t0)

∂t
eiH0t0/ℏ

= H0 e
−iH0t/ℏ UI(t, t0) e

iH0t0/ℏ + e−iH0t/ℏ iℏ
∂UI(t, t0)

∂t
eiH0t0/ℏ

(10.17)より
iℏ
∂

∂t
US(t, t0) = H0US(t, t0) +H ′(t)US(t, t0) = H(t)US(t, t0) (10.28)
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したがって, 当然のことであるが, | t 〉 = US(t, t0)| t0 〉 はシュレーディンガー方程式 (10.1)の解であ
る。H が時間に依存しない場合, US(t0, t0) = 1 より US(t, t0) = e−i(t−t0)H/ℏ になる。
2つの状態 |α(t) 〉 = US(t, t0)|α0 〉 , |β(t) 〉 = US(t, t0)|β0 〉 を考える。演算子 FS(t) の行列要素

fαβ(t) = 〈α(t) |FS(t) |β(t) 〉

は, FSが時間に依存しなくても,時間に依存する。系の時間発展が状態により記述される形式をシュ
レーディンガー描像またはシュレーディンガー表示という。これまでの時間発展の表し方である。
相互作用描像 ( ディラック描像 )

(10.19)から
|α(t) 〉 = e−iH0t/ℏ|α(t) 〉I , |α(t) 〉I = UI(t, t0) e

iH0t0/ℏ|α0 〉

とおける。これを使うと

fαβ(t) = I〈α(t) |FI(t) |β(t) 〉I , FI(t) = eiH0t/ℏFS(t)e
−iH0t/ℏ

と表せる。(10.17)より

iℏ
d

dt
|α(t) 〉I = H ′

I(t)UI(t, t0) e
iH0t0/ℏ|α0 〉 = H ′

I(t)|α(t) 〉I (10.29)

である。演算子 FI(t) は

iℏ
dFI

dt
= [FI(t) , H0 ] + iℏ

(
∂tF

)
I
, ただし (

∂tF
)
I
≡ eiH0t/ℏ ∂FS

∂t
e−iH0t/ℏ

を満たす。状態 |α(t) 〉I は全ハミルトニアン H の代わりに H ′
I(t) = eiH0t/ℏH ′(t)e−iH0t/ℏ により時

間変化するから，H ′
I(t) が小さい摂動の場合に便利な方法になる。演算子も時間に依存し H0 で時

間変化する。この形式を相互作用描像 (ディラック描像 )あるい相互作用表示という。
|α(t) 〉I を H0 の固有関数 |n 〉 で展開して

|α(t) 〉I =
∑
n

cn(t)|n 〉

とし (10.29)に代入すると

iℏ
dcm
dt

=
∑
n

H ′
mn(t)cn(t) , H ′

mn(t) = 〈m |H ′
I(t)|n 〉

になる。これは (10.3)である。前節では相互作用描像で状態の時間依存を求めたことになる。

問題 10.4 (10.29) を形式的に積分して (10.19)を求めよ。

ハイゼンベルグ描像

fαβ(t) = 〈α0 |FH(t) |β0 〉 , FH(t) = U†
S(t, t0)FS(t)US(t, t0)

とも表せる。状態は時間に依存しない。fαβ(t) の時間依存性は演算子 FH(t) がもたらす。これをハ
イゼンベルグ描像またはハイゼンベルグ表示という。(10.28)より

iℏ
dFH

dt
= iℏ

∂U †
S(t, t0)

∂t
FSUS(t, t0) + U †

S(t, t0)FSiℏ
∂US(t, t0)

∂t
+ iℏU †

S(t, t0)
∂FS

∂t
US(t, t0)

= −U †
S(t, t0)HFSUS(t, t0) + U†

S(t, t0)FSHUS(t, t0) + iℏ
(
∂tF

)
H

= [FH(t) , HH(t) ] + iℏ
(
∂tF

)
H

(10.30)



10 時間に依存する場合の近似法 245

ただし
HH(t) ≡ U†

S(t, t0)HUS(t, t0) ,
(
∂tF

)
H
≡ U †

S(t, t0)
∂FS

∂t
US(t, t0)

になる。これをハイゼンベルグ方程式という。ハイゼンベルグ描像では, シュレーディンガー方程
式 (10.1)の代わりに (10.30)が時間発展を記述する。
H が時間に依存しない場合 ∂HH/∂t = 0 より iℏ dHH/dt = [HH(t) , HH(t) ] = 0 になり HH(t) =

一定 = H である。あるいは, この場合 US(t, t0) = e−i(t−t0)H/ℏ である。US(t, t0) と H は可換にな
るから HH(t) = H である。一般には H(t) と US(t, t0) が非可換のためHH(t) 6= H(t) である。

3つの描像の特徴をまとめると, 演算子 FS が時間に依存しない場合

シュレーディンガー描像 相互作用描像 ハイゼンベルグ描像
状態 H による時間変化 H ′

I(t) による時間変化 時間変化しない
演算子 時間変化しない 　 H0 による時間変化 HH による時間変化

になる。状態, 演算子は表示法に依存するが, 行列要素 fαβ(t) は表示法に依らない。

10.3 ハイゼンベルグ方程式
US(t) = US(t, t0 = 0) とする。シュレーディンガー描像の演算子 A, B, · · · の積は

U†
S(t)AB · · ·US(t) = U †

SAUS U
†
SBUS U

†
S · · ·US(t, t0) = AH(t)BH(t) · · ·

になる。AH(t) = U †
S(t)AUS(t)はハイゼンベルグ描像での演算子である。演算子の関数 F (A,B, · · · )

は A, B, · · · についてベキ展開すれば

U †
S(t)F (A,B, · · · )US(t) = F (AH(t), BH(t), · · · )

になる。
ハミルトニアンが

H(r,p) =
p2

2M
+ V (r) , p = − iℏ∇

の場合を考える。簡単のため

r(t) = rH(t) = U †
S(t)rUS(t) , p(t) = pH(t) = U †

S(t)pUS(t)

とする。H(r,p) は時間に依存しないから US(t) = exp
(
− iH(r,p)t/ℏ

) になり
H(r(t),p(t)) = U †

S(t)H(r,p)US(t) = H(r,p)

である。ただし r(t), p(t) は時間に依存する。同時刻での交換関係は[
xi(t) , pj(t)

]
= U†

S

[
xi , pj

]
US = iℏ δij ,

[
xi(t) , xj(t)

]
=
[
pi(t) , pj(t)

]
= 0 (10.31)

になる。(1.11)より[
pi(t) , x

2
i (t)

]
= xi(t)

[
pi(t) , xi(t)

]
+
[
pi(t) , xi(t)

]
xi(t) = − 2iℏxi(t)[

pi(t) , x
3
i (t)

]
= xi(t)

[
pi(t) , x

2
i (t)

]
+
[
pi(t) , xi(t)

]
x2i (t) = − 3iℏx2i (t)

...[
pi(t) , x

n
i (t)

]
= − iℏnxn−1

i (t) = − iℏ d

dxi(t)
xni (t)
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一般に, 任意の関数 F (r) に対して[
pi(t) , F (r(t))

]
= − iℏ∂F (r(t))

∂xi(t)
, 同様にして [

xi(t) , F (p(t))
]
= + iℏ

∂F (p(t))

∂pi(t)

である。交換関係 (10.31)を用いただけで pi(t) = − iℏ ∂/∂xi(t) である必要はない。
ハイゼンベルグの運動方程式 (10.30)は

d

dt
xi(t) =

1

iℏ
[
xi(t) , H(r(t),p(t))

]
=

1

iℏ
1

2M

[
xi(t) , p

2
i (t)

]
=
pi(t)

M

d

dt
pi(t) =

1

iℏ
[
pi(t) , V (r(t))

]
= Fi(r(t)) , F (r) = −∇V (r)

(10.32)

F (r) は古典力学での力である。ニュートンの運動方程式と同じであるが, r(t) と p(t) は交換関係
(10.31)を満たす演算子である。ハイゼンベルグ描像では, 状態 |ψ 〉 は時間に依存しないから

d

dt
〈ψ | r(t) |ψ 〉 = 〈ψ | dr

dt
|ψ 〉 = 1

M
〈ψ |p(t) |ψ 〉 , d

dt
〈ψ |p(t) |ψ 〉 = 〈ψ |F (r(t)) |ψ 〉

これはエーレンフェストの定理 (1.15)である。H は時間に依存しないから H(r(t),p(t)) の代わり
に t = 0 での H(r,p) を用いても (10.32)は成り立つ。しかし, 異なる時刻での交換関係は, この時
点では分からない。
1次元調和振動子 V (x) =Mω2x2/2 の場合

dx(t)

dt
=
p(t)

M
,

dp(t)

dt
= −Mω2x(t) (10.33)

ẍ(t) = −ω2x(t) になるから A, B を任意の演算子として

x(t) = A cosωt+B sinωt , p(t) =Mω
(
−A sinωt+B cosωt

)
t = 0 でシュレーディンガー描像の演算子になるには A = x , B = p/Mω である。したがって

x(t) = x cosωt+
p

Mω
sinωt , p(t) = −Mωx sinωt+ p cosωt , p = − iℏ ∂

∂x

になり古典力学の位置, 運動量と同じ時間依存性を示す。期待値をとれば (4.37), (4.39)を再現する。
異なる時刻での交換関係は[

x(t) , p(t′)
]
=
[
x cosωt+

p

Mω
sinωt , −Mωx sinωt′ + p cosωt′

]
= iℏ cosω(t− t′)

[
x(t) , x(t′)

]
= − iℏ

Mω
sinω(t− t′) ,

[
p(t) , p(t′)

]
= iℏMω sinω(t− t′)

になる。t = t′ とすれば (10.31)である。
(4.54)を用いて x(t) = eiHt/ℏx e−iHt/ℏ を直接求める。

x(t) =

∞∑
n=0

(it/ℏ)n

n!
Xn , ただし Xn ≡

[
H ,

[
H , · · · ,

[
H︸ ︷︷ ︸

n個

, x
]
· · ·
] ]

である。q = p/(iMω) とすると[
H , x

]
= ℏωq ,

[
H , q

]
= ℏωx ,

[
H ,

[
H , x

] ]
= (ℏω)2x

これから n が偶数のとき Xn = (ℏω)nx , 奇数のとき Xn = (ℏω)nq になるから

x(t) = x

∞∑
k=0

(iωt)2k

(2k)!
+ q

∞∑
k=0

(iωt)2k+1

(2k + 1)!
= x cosωt+

p

Mω
sinωt

である。問題 4.10参照。

問題 10.5 t = 0 でのハミルトニアンとの交換関係 [
x(t) , H(x, p)

] を求め (10.33)を示せ。
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10.4 時間に依存しない摂動
H ′(t) が時間に依存しない H ′(t) = V の場合, シュレーディンガー描像では

| t 〉 = exp
(
− iHt/ℏ

)
| t = 0 〉 = exp

(
− iH0t/ℏ− iV t/ℏ

)
| t = 0 〉

である。一般に H0 と V は非可換のため

exp
(
− iH0t/ℏ− iV t/ℏ

)
6= exp

(
− iH0t/ℏ

)
exp
(
− iV t/ℏ

)
であるから, exp

(
− iHt/ℏ

) を V についてだけ展開することは困難である。H ′(t) = V の場合でも,

10.1の方法 (相互作用描像)を用いる。時間に依存しない摂動論については 250ページ参照。
t = 0 で系が H0 の固有状態 | i 〉 にあるとき, 時刻 t で別の固有状態 |m 〉 6= | i 〉 に遷移する確率

Pim(t) を求める。(10.11)より V の 2次までの摂動では

Pim(t) ≈ |c(1)m (t)|2 , c(1)m (t) =
Vmi
iℏ

∫ t

0

dt′eiωmit
′
=
Vmi
iℏ

sin(ωmit/2)

ωmi/2
eiωmit/2 (10.34)

ただし Vαβ = 〈α |V |β 〉 , ωαβ = (Eα − Eβ)/ℏ である。遷移確率 Pim(t) は

Pim(t) =
|Vmi|2

ℏ2

(
sin(ωmit/2)

ωmi/2

)2

=
t2

ℏ2
|Vmi|2g2(ωmit) , g(x) =

sin(x/2)

x/2
(10.35)

になる。g(0) = 1 である。
ωmi 6= 0 ならば 0 ≤ Pim(t) ≤ 4|Vmi|2/(Em − Ei)2 である。一方, |m 〉 6= | i 〉 ではあるが ωmi = 0

のとき Pim(t) = t2|Vmi|2/ℏ2 になるから, 摂動が小さくても時間が経過すれば Pim > 1 になる。こ
の場合, Pim(t) ≈ |c(1)m (t)|2 の近似は全く無意味である。2次以上の c

(k)
m (t) も無視できず, これらを

考慮すれば Pim(t) < 1 になる。
Ei 6= Em の遷移はエネルギー保存を破りそうである。ところで, H0 の固有状態 | i 〉 は系のハ

ミルトニアン H = H0 + V の固有状態ではないから, エネルギーの分散は (∆E)2 = 〈 i |H2 | i 〉 −
〈 i |H | i 〉2 6= 0 である。このため Ei 6= Em の遷移はエネルギー保存を破るわけではない。エネル
ギー期待値は一定で 〈 t |H | t 〉 = Ei + 〈 i |V | i 〉 になる。次のように考えてもよい。時間に依存しな
い摂動 V を時刻 t = 0 で作用させ t = t1 > 0 で切ったとする。

H ′(t) =

{
V , 0 < t < t1

0 , 上記以外
(10.36)

である。この場合, t < 0 または t > t1 では H = H0 であるから, 系のエネルギーを測定すれば, 状
態は H0 の固有状態になる。| t < 0 〉 = e−iEit/ℏ| i 〉 のとき t > t1 でエネルギーを測定して |m 〉 に
なる確率は (10.35)で t = t1 とすればよい。H = H0 +H ′(t) は時間に依存するからエネルギー保存
は成り立たず, Em 6= Ei である状態 |m 〉 への遷移は禁止されない。ただし, 以下で示すように, t1

が十分大きければ Em ≈ Ei の遷移が主に効く。

問題 10.6 (10.34)より

| t 〉 =
∑
n

cn(t) e
−iEnt/ℏ|n 〉 ≈ e−iEit/ℏ

(
1 +

t

iℏ
Vii

)
| i 〉+

∑
n ̸=i

e−iEit/ℏ − e−iEnt/ℏ

Ei − En
Vni |n 〉

である。V の 1次では, これが iℏ d| t 〉/dt = (H0 + V ) | t 〉 を満たすことを示せ。
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2π−2π
0

1

0 x

g
2
(x
)

フェルミの黄金律
右図に g2(x) を示す。これから (10.35)の遷移確率 Pim(t) では

|ωmi| =
∣∣(Em − Ei)/ℏ ∣∣ ≲ 2π/t (10.37)

を満たす |m 〉 6= | i 〉 への遷移が重要になる。t は十分大きく
ωmi ≈ 0 の場合を扱うが, Pim(ωim ≈ 0) = |Vmi|2t2/ℏ2 � 1

であり, 2次までの摂動がよい近似で成り立つとする。
ここで, 終状態 |m 〉 が連続状態を形成する場合を考える。この場合, 興味ある遷移確率は Em ≈

Ei である特定の |m 〉 ではなく
Ei − δE ≤ Em ≤ Ei + δE

内にある一群の |m 〉 への遷移確率であり, このとき単位時間当たりの遷移確率を定めることができ
る。エネルギーが E と E+dE の間にある状態数を ρ(E) dE とする。ρ(E) を状態密度という ( 259

ページ )。求めたい遷移確率 P は

P =

∫ Ei+δE

Ei−δE
dEm ρ(Em)Pim(t) =

t2

ℏ2

∫ Ei+δE

Ei−δE
dEm ρ(Em) |Vmi|2g2(ωmit)

である。t が十分大きく δE/ℏ � 2π/t ならば, 積分の寄与は積分領域に比べて非常に狭い領域
(10.37)からくる。このとき, |Vmi|2 と ρ(Em) を Em = Ei で評価し積分領域内で一定と見なせば

P =
t2

ℏ2
(
|Vmi|2ρ(Em)

)
Em=Ei

I , I =

∫ Ei+δE

Ei−δE
dEm g

2(ωmit)

になる。x = ωmit/2 = (Em − Ei)t/2ℏ とすると

I =
2ℏ
t

∫ t δE/2ℏ

− t δE/2ℏ
dx

sin2 x

x2
≈ 2ℏ

t

∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2

ここで, δE/ℏ � 2π/t, つまり t δE/2ℏ � π であるから, 積分範囲を ±∞ に置き換えた。部分積分
を行い (16.24)を用いると∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2
=

[
− sin2 x

x

]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞
dx

sin 2x

x
= π , ∴ I =

2πℏ
t

したがって, 単位時間当たりの遷移確率 w = P/t は

w =
2π

ℏ

(
|Vmi|2ρ(Em)

)
Em=Ei

(10.38)

になる。これをフェルミの黄金律という。以下のようにすると簡潔に導ける。

D(ω, t) =
t

2π
g2(ωt) =

t

2π

(
sin(ωt/2)

ωt/2

)2

とする。

D(0, t) =
t

2π

t→∞−−−−→∞ , D(ω 6= 0, t)
t→∞−−−−→ 0 ,

∫ ∞

−∞
dωD(ω, t) =

1

π

∫ ∞

−∞
dx

sin2 x

x2
= 1

であるから
t

2π
g2(ωt)

t→∞−−−−→ δ(ω) (10.39)
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になる。(10.35)より, 1つの終状態 |m 〉 への単位時間当たりの遷移確率 wi→m = Pim(t)/t は

wi→m =
2π

ℏ2
|Vmi|2

t

2π
g2(ωmit)

t→∞−−−−→ 2π

ℏ2
|Vmi|2δ(ωmi) =

2π

ℏ
|Vmi|2δ(Em − Ei) (10.40)

ここで δ(ax) = δ(x)/|a| を使った。これから

w =

∫
dEm ρ(Em)wi→m =

2π

ℏ

(
|Vmi|2ρ(Em)

)
Em=Ei

になり (10.38)を得る。
(10.37)より遷移は, エネルギーが Ei を中心に幅 ∆E ≲ 2πℏ/t内の状態に対して起こる。この関

係は時間 ·エネルギーの不確定性 (1.70)とは不等号の向きが逆であり別のものである。(1.70)での
∆E はある時刻での状態におけるエネルギーの分散である。ここでの ∆E は t だけ異なる 2つの時
刻での測定したエネルギー差であり, (10.36)のように摂動 V が不連続的に作用したことに起因す
る ( 252ページ参照 )。不連続的変化は断熱因子を導入して回避できる。

断熱因子
H ′(t) = V e−ε|t| , ε→ +0

とする。始状態 ( t→ −∞ )と終状態 ( t→ +∞ )では H ′ = 0 であるが, 有限の時間では H ′(t) = V

になる。e−ε|t| を断熱因子という。| t→ −∞〉 = | i 〉 のとき t→ +∞ では (16.16)より

c(1)m (∞) =
Vmi
iℏ

∫ ∞

−∞
dt eiωmit−ε|t| =

2π

iℏ
Vmi δε(ωmi) , δε(x) =

1

π

ε

x2 + ε2
ε→+0−−−−→ δ(x) (10.41)

になる。これから ε→ +0 のとき

|c(1)m (∞)|2 =
4π2

ℏ2
|Vmi|2

(
δ(ωmi)

)2
デルタ関数の 2乗は無意味ではあるが t0 → −∞ , t1 → +∞ とすると

δ(ω) =
1

2π

∫ t1

t0

dt eiωt , ∴ δ(0) =
1

2π

∫ t1

t0

dt =
t1 − t0
2π

であるから (
δ(ω)

)2
= δ(0) δ(ω) =

t1 − t0
2π

δ(ω) (10.42)

単位時間当たりの遷移確率 wi→m は

wi→m =
|c(1)m (∞)|2

t1 − t0
=

2π

ℏ2
|Vmi|2 δ(ωmi) =

2π

ℏ
|Vmi|2 δ(Em − Ei)

これは (10.40)である。

ボルン近似
ボルン近似については 271ページで扱うが, ここではフェルミの黄金律 (10.38)を適用して求める。
ポテンシャル V (r) による粒子の散乱を考える。ハミルトニアンは

H = H0 + V (r) , H0 = − ℏ2

2M
∇2

である。平面波 eik·r/(2π)3/2 を |k 〉 で表すことにすると

H0|k 〉 = Ek|k 〉 , Ek =
ℏ2k2

2M
, 〈k |k′ 〉 = δ(k − k′)
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〈k |k 〉 =∞ で 1 に規格化されていないが, 散乱を扱う場合, 入射流束に対する散乱流束の比を求め
ればよいので, 規格化は気にする必要はない。始状態を |ki 〉 , 終状態を |kf 〉 とすると, 単位時間当
たりの遷移確率は kf 6= ki のとき

w =
2π

ℏ
|〈kf |V |ki 〉|2 ρ =

2π

ℏ
1

(2π)6
|V(ki − kf )|2ρ , V(q) =

∫
d3r eiq·rV (r)

ただし Em = Ei より |ki| = |kf | である。ρ は単位エネルギー当たりの状態数であるが, (10.65)よ
り単位エネルギー, k の単位立体角当たりでは ρ =Mk/ℏ2 になる。kf の方向が立体角 (Ω,Ω+dΩ)

に散乱される単位時間当たりの遷移確率を w̃ dΩ とすると

w̃ dΩ =
2π

ℏ
1

(2π)6
|V(q)|2Mkf

ℏ2
dΩ , q = ki − kf

になる。入射粒子の確率流 J は (1.6)から

J =
ℏ
M

1

(2π)3
Im
(
e−iki·r∇eiki·r

)
=

1

(2π)3
ℏki
M

であり, 単位時間, 単位面積あたり |J | 個の粒子が入射すると解釈できる。したがって, 単位時間に
1個の粒子が入射したときの w̃ , つまり, 微分断面積 dσ/dΩ は

dσ

dΩ
= (2π)3

M

ℏki
w̃ =

(
M

2πℏ2

)2
kf
ki
|V(q)|2 =

(
M

2πℏ2

)2

|V(q)|2 (10.43)

になる。微分断面積の定義は 267ページを見よ。

時間に依存しない摂動論
時間に依存しない摂動論を用いて遷移確率を求める。H = H0+V の固有状態を | ñ 〉 , 固有値を Wn

とすると, | t 〉 は (1.49)より
| t 〉 =

∑
n

bn e
−iWnt/ℏ| ñ 〉

と展開できる。この場合 bn は時間に依存しない定数である。縮退がない場合, 時間に依存しない摂
動で 1次まで考慮すると

| t 〉 =
∑
n

bn e
−iWnt/ℏ

(
|n 〉+ |n(1) 〉

)
ただし (8.18)より

Wn = En + Vnn , |n(1) 〉 =
∑
n′ ̸=n

|n′ 〉 Vn′n

En − En′
, Vmn = 〈m |V |n 〉

である。bn を V の次数で展開して bn = b
(0)
n + b

(1)
n + · · · とすると

| t 〉 =
∑
n

e−iWnt/ℏ
(
b(0)n + b(1)n + · · ·

)(
|n 〉+ |n(1) 〉

)
=
∑
n

e−iWnt/ℏ
(
b(0)n |n 〉+ b(1)n |n 〉+ b(0)n |n(1) 〉

)
+ V の 2次以上

したがって
〈m | t 〉 = e−iWmt/ℏ

(
b(0)m + b(1)m

)
+
∑
n

e−iWnt/ℏb(0)n 〈m |n(1) 〉 (10.44)

t = 0 とすると
δmi = b(0)m + b(1)m +

∑
n

b(0)n 〈m |n(1) 〉
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になるから, 摂動の各次数で成り立つためには

b(0)m = δmi , b(1)m +
∑
n

b(0)n 〈m |n(1) 〉 = 0 , ∴ b(1)m = −〈m | i(1) 〉

(10.44)に代入すると

〈m | t 〉 = e−iWit/ℏ δmi +
(
e−iWit/ℏ − e−iWmt/ℏ

)
〈m | i(1) 〉

= e−iEit/ℏ
(
1− it

ℏ
Vii

)
δmi +

(
e−iEit/ℏ − e−iEmt/ℏ

)
〈m | i(1) 〉+ V の 2次以上

これから m 6= i のとき

〈m | t 〉 = e−iEit/ℏ − e−iEmt/ℏ

Ei − Em
Vmi = − e−iEmt/ℏ e

iωmit − 1

ℏωmi
Vmi = e−iEmt/ℏ c(1)m (t)

m = i のとき 〈 i | i(1) 〉 = 0 であるから

〈m | t 〉 = e−iEit/ℏ
(
1− it

ℏ
Vii

)
= e−iEit/ℏ

(
1 + c

(1)
i (t)

)
になり (10.34)を再現する。

問題 10.7 時間に依存しない摂動で 2次まで考慮すると

| t 〉 =
∑
n

bn e
−iWnt/ℏ

(
|n 〉+ |n(1) 〉+ |n(2) 〉 − Zn|n 〉

)
ただし, (8.32)より

Wn = En + Vnn +
∑
n′ ̸=n

|Vnn′ |2

En − En′
, Zn =

1

2

∑
n′ ̸=n

|Vnn′ |2

(En − En′)2

|n(2) 〉 =
∑
n′≠n

∑
n′′ ̸=n

|n′ 〉 Vn′n′′Vn′′n

(En − En′)(En − En′′)
−
∑
n′ ̸=n

|n′ 〉 Vn′nVnn
(En − En′)2

である。

〈m | t 〉 = e−iWit/ℏ δmi +
(
e−iWit/ℏ − e−iWmt/ℏ

)(
〈m | i(1) 〉+ 〈m | i(2) 〉

)
+
∑
n

(
e−iWmt/ℏ − e−iWnt/ℏ

)
〈m |n(1) 〉〈n | i(1) 〉

を示せ。また, (10.8)から c
(2)
m (t) を求め 〈m | t 〉 = e−iEmt/ℏ

(
δmi + c

(1)
m (t) + c

(2)
m (t)

)
が上式に一致

することを確かめよ。ただし, V の 3次以上は無視する。

10.5 周期的摂動
周期的な時間依存性をもつ摂動 H ′(t) = V e−iω0t + V †eiω0t を考える。演算子 V は時間に依存し

ないとする。(10.34)と同様に, | t = 0 〉 = | i 〉 のとき時刻 t では

c(1)m (t) =
1

iℏ

∫ t

0

dt′ eiωmit
′
〈m |

(
V e−iω0t

′
+ V † eiω0t

′
)
| i 〉

=
t

iℏ

(
Vmi g

(
(ωmi − ω0)t

)
ei(ωmi−ω0)t/2 + V ∗

im g
(
(ωmi + ω0)t

)
ei(ωmi+ω0)t/2

)
(10.45)
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になる。ただし g(x) = sin(x/2)/(x/2) である。これから

|c(1)m (t)|2 =
t2

ℏ2
[
|Vmi|2g2

(
(ωmi − ω0)t

)
+ |Vim|2g2

(
(ωmi + ω0)t

)
+2Re

(
VmiVime

−iω0t
)
g
(
(ωmi − ω0)t

)
g
(
(ωmi + ω0)t

) ]
(10.46)

ω0−ω0 0 ωmi

ω0t = 15
t2

0

である。V がエルミート演算子の場合, |ℏc(1)m (t)/Vmi|2 を ωmi

の関数として右図に示す。←→は幅 2π/tを表し,細い曲線は
(10.46)の右辺第 3項を無視した場合である。t が十分大きい
とき, c

(1)
m (t) に重要な寄与をするのは ωmi ≈ ±ω0 , つまり

Em ≈ Ei ± ℏω0 の状態である。2π/t � ω0 の場合, 第 3項は
無視できるから, wi→m = |c(1)m (t)|2/t は

wi→m ≈
|Vmi|2t

ℏ2
g2
(
(ωmi − ω0)t

)
+
|Vim|2t

ℏ2
g2
(
(ωmi + ω0)t

)
になる。(10.39)より

wi→m
t→∞−−−−→ 2π

ℏ

(
|Vmi|2δ(Em − Ei − ℏω0) + |Vim|2δ(Em − Ei + ℏω0)

)
(10.47)

単位時間当たりの遷移確率 w は

w =

∫
dEm ρ(Em)wi→m =

2π

ℏ

(
|Vmi|2ρ(Em)

)
Em=Ei±ℏω0

(10.48)

Em = Ei + ℏω0 は原子中の電子がエネルギー ℏω0 の光子を吸収して状態 | i 〉 から |m 〉 に遷移する
ことに相当する。逆に, Em = Ei − ℏω0 は電子がエネルギー ℏω0 の光子を放出する遷移である。
断熱因子を導入して

H ′(t) =
(
V e−iω0t + V †eiω0t

)
e−ε|t| , ε→ +0

とする。| t→ −∞〉 = | i 〉 の場合 t→ +∞ では, (10.41)と同様にして

c(1)m (∞) =
1

iℏ

∫ ∞

−∞
dt eiωmit−ε|t|〈m |

(
V e−iω0t + V † eiω0t

)
| i 〉

ε→+0−−−−→ 2π

iℏ

(
Vmiδ(ωmi − ω0) + V ∗

imδ(ωmi + ω0)
)

になるから
|c(1)m (∞)|2 =

4π2

ℏ2
(
|Vmi|2δ(ωmi − ω0)

2 + |Vim|2δ(ωmi + ω0)
2
)

である。デルタ関数の 2乗に対して (10.42)を用いれば wi→m として (10.47)が求まる。
エネルギーの不確定性
(10.36)と同様に ( t− t1/2 を t と置き直すと )

H ′(t) =

{
V e−iω0t + V †eiω0t , | t | < t1/2

0 , 上記以外

の摂動が作用した場合, t > t1/2 で |m 〉 になる確率は (10.46)で t = t1 とすればよい。
1

2π

∫ ∞

−∞
dt eiωtH ′(t) =

1

2π

∫ t1/2

−t1/2
dt eiωt

(
V e−iω0t + V †eiω0t

)
=
t1V

2π
g
(
(ω − ω0)t1

)
+
t1V

†

2π
g
(
(ω + ω0)t1

)
(10.49)
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であるから, フーリエ逆変換すれば任意の時刻で

H ′(t) =
t1V

2π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtg

(
(ω − ω0)t1

)
+
t1V

†

2π

∫ ∞

−∞
dω e−iωtg

(
(ω + ω0)t1

)
と表せる。H ′(t) は純粋な ω = ±ω0 の周期的摂動ではなく, 主に |ω ∓ ω0 | ≲ 2π/t1 である角振動
数 ωの周期的摂動の重ね合わせである。各々の ω に対して Em = Ei ± ℏω である |m 〉 に遷移する
から, |ωmi ∓ ω0 | ≲ 2π/t1 になる。したがって, ωmi 6= ±ω0 の遷移は粒子・光子系のエネルギー保
存を破るわけではない。不連続的に ω = ±ω0 の摂動を作用させた結果 ω = ±ω0 以外の成分が混
入し, 一見, エネルギー保存を破る ωmi 6= ±ω0 の遷移が起こる。遷移エネルギーの分散は, 時間 ·エ
ネルギーの不確定性 (1.70)ではない。
t1 →∞ のとき (10.49)は δ(ω − ω0)V + δ(ω + ω0)V

† になるから Em = Ei ± ℏω0 の遷移だけ可能
になる。なお, 時間に依存しない摂動 (10.36)の場合 ω0 = 0 とすればよい。

問題 10.8 (5.94)のハミルトニアン H は H0 = ℏω0σz とすると

H = H0 +H ′(t) , H ′(t) = V eiωt + V †e−iωt , V =
ℏω1

2

(
σx + i σy

)
と表せる。H ′(t) を摂動として扱う。(10.45)よりスピンの向きが逆転する確率 P−(t) を求め, 正確
な結果 (5.97)と比較せよ。

電離確率
水素型原子に電場 E(t) = ε0n cosωt を作用させる。n は電場の方向を表す単位ベクトルである。
電子のハミルトニアン H = H0 +H ′(t) は

H0 = − ℏ2

2M
∇2 − Zαℏc

r
, H ′ = eE ·r = V e−iωt + V eiωt , V = eε0n·r/2

である。基底状態の電子が, 電場により正エネルギー状態に遷移し原子が電離する確率を求める。
(10.48)で Em = Ei + ℏω の場合である。ただし

Em =
ℏ2k2

2M
, Ei = −

(Zα)2Mc2

2

である。303 ページで示すように, クーロン場中の正エネルギー状態はかなり複雑になる。ここで
は, 簡単のため, 正エネルギー状態を平面波 eik·r/(2π)3/2 で近似する。始状態の波動関数 ψi(r) は
(6.37)より

ψi(r) =
1√
4π

χ10(r)

r
=

1√
π a3/2

e−r/a , a =
ℏ

ZMcα

である。Vmi = 〈m |V | i 〉 に対応するものは

〈k |V | i 〉 = eε0
4
√
2π2a3/2

∫
d3rn·r e−ik·r−r/a =

eε0
4
√
2π2a3/2

in·∇k

∫
d3r e−ik·r−r/a

になる。積分を行えば

〈k |V | i 〉 = eε0
4
√
2π2a3/2

in·∇k
8πa3

(1 + a2k2)
2 = − i4

√
2

π
eε0

a7/2

(1 + a2k2)
3n·k

(10.43)と同様にして, k が (Ω,Ω + dΩ) 方向の電子を単位時間当たりに放出する確率 w̃ dΩ は

w̃ =
2π

ℏ
|〈k |V | i 〉|2Mk

ℏ2
=

64(eε0)2

πℏ3
Mk3a7

(1 + a2k2)
6 cos2 θ

になる。ただし θ は k と電場 E のなす角である。
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10.6 強制振動
角振動数 ω0 の調和振動子に外力 f(t) が作用する系を考える。f(t) は与えられた実関数である。

古典力学
運動方程式 Mẍ = −Mω2

0x+ f(t) は q(t) =Meiω0t
(
ẋ− iω0x

) とすると q̇ = eiω0tf(t) になるから

q(t) = q(0) +
√
2Mℏω0 F (t) , F (t) =

1√
2Mℏω0

∫ t

0

dτ eiω0τf(τ) (10.50)

ω0x+ iẋ = iq(t)e−iω0t/M より

x(t) =
1

Mω0
Re
(
iq(t)e−iω0t

)
= Re

((
x(0) + iẋ(0)/ω0

)
e−iω0t

)
+

√
2ℏ
Mω0

Re
(
iF (t)e−iω0t

)
(10.51)

= x(0) cosω0t+
ẋ(0)

ω0
sinω0t+

1

Mω0

∫ t

0

dτ f(τ) sinω0(t− τ)

である。ℏω0 を単位とした調和振動子のエネルギー ε(t) は

ε(t) =
1

ℏω0

M

2

(
ẋ2 + ω2

0x
2
)
=

|q|2

2Mℏω0
= ε0 + |F (t)|2 + 2

√
ε0 |F (t)| cosϕ(t) (10.52)

ただし, ε0 = ε(0) , q(0)∗F (t) = |q(0)F (t)|eiϕ(t) とした。これから

ε−(t) ≤ ε(t) ≤ ε+(t) , ε±(t) =
(√

ε0 ± |F (t)|
)2

である。エネルギーを区間 [ ε, ε+ dε ] に見出す確率を Pcl(ε) dε とする。ϕ(t) が 0 ≤ ϕ ≤ π で一様
分布ならば

Pcl(ε) dε =
|dϕ|
π

=
dε

π|dε/dϕ|
=

dε
2π
√
ε0 |F (t)|| sinϕ|

になるから

Pcl(ε) =
1

π

(
4ε0|F (t)|2 −

(
ε− ε0 − |F (t)|2

)2)−1/2

, ε− ≤ ε ≤ ε+ (10.53)

である。
量子力学
ハミルトニアンは

H = H0 +H ′(t) , H0 = − ℏ2

2M

∂2

∂x2
+
Mω2

0

2
x2 , H ′(t) = − f(t)x

である。(4.10)で定義した生成・消滅演算子 a†, a で表すと

H0 = ℏω0

(
a†a+ 1/2

)
, H ′(t) = −

√
ℏ

2Mω0
f(t)

(
a† + a

)
になる。U0(t) = e−iH0t/ℏ として A(t) = U†

0 (t)a
†U0(t) とすると

dA

dt
=
i

ℏ
U †
0 [H0 , a

† ]U0 = iω0 U
†
0a

†U0 = iω0A , ∴ A(t) = eiω0tA(0)

A(0) = a† より
U†
0 (t)a

†U0(t) = eiω0ta† , U †
0 (t)aU0(t) = e−iω0ta (10.54)
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である。これから H ′
I(t) = U†

0 (t)H
′(t)U0(t) は (10.50)の F (t) を用いて

H ′
I(t) = −

ℏ√
2Mℏω0

(
eiω0tf(t) a† + e−iω0tf(t) a

)
= − ℏ

(
dF

dt
a† +

dF ∗

dt
a

)
(10.55)

になる。相互作用描像での状態 | t 〉I = U†
0 (t)| t 〉 は (10.29)

d

dt
| t 〉I =

1

iℏ
H ′

I(t)| t 〉I = i

(
dF

dt
a† +

dF ∗

dt
a

)
| t 〉I

で決まる。 [ dF
dt
a† +

dF ∗

dt
a , Fa† + F ∗a

]
=
dF ∗

dt
F − F ∗ dF

dt
6= 0

より | t 〉I = eiFa
†+iF∗a| t = 0 〉I ではない。| t 〉a = e−iF (t)a† | t 〉I とおくと

d

dt
| t 〉a = e−iFa

†
(
− idF

dt
a† +

d

dt

)
| t 〉I = e−iFa

†
i
dF ∗

dt
a | t 〉I = i

dF ∗

dt
e−iFa

†
a eiFa

†
| t 〉a

A = − iFa†, B = a とすると [A , B ] = iF , [A , [A , B ] ] = 0 であるから (4.53)より

e−iFa
†
a eiFa

†
= a+ iF , ∴ d

dt
| t 〉a = i

dF ∗

dt

(
a+ iF (t)

)
| t 〉a

右辺の係数は演算子としては a だけ含むから積分できて

| t 〉a = exp

(
i

∫ t

0

dτ
dF ∗

dτ

(
a+ iF (τ)

))
| t = 0 〉a = eiF

∗(t)a−G(t)| t = 0 〉

ただし
G(t) =

∫ t

0

dτ
dF ∗

dτ
F (τ) , G(t) +G∗(t) =

∫ t

0

dτ
d

dτ
|F (τ)|2 = |F (t)|2

したがって | t 〉 = U0(t)| t 〉I = U0(t)e
iFa† | t 〉a は

| t 〉 = e−G(t)U0(t) e
iF (t)a†eiF

∗(t)a| t = 0 〉 (10.56)

になる。e−G は複素数であるが, これ以外は互いに非可換な演算子である。
t = 0 で状態が H0 の固有状態 |n 〉 のとき, 時刻 t で |m 〉 になる確率 Pnm(t) = |〈m | t 〉|2 は

Pnm(t) =
∣∣∣e−G(t)e−iEmt/ℏ〈m | eiF (t)a†eiF

∗(t)a |n 〉
∣∣∣2 = e−|F (t)|2

∣∣∣〈m | eiF (t)a†eiF
∗(t)a |n 〉

∣∣∣2
(4.22)より k ≤ n のとき

ak|n 〉 =
√
n(n− 1) · · · (n− k + 1) |n− k 〉 =

√
n!/(n− k)! |n− k 〉

k > n のとき ak|n 〉 = 0 であるから

eiF
∗a|n 〉 =

∞∑
k=0

(iF ∗)k

k!
ak|n 〉 =

n∑
k=0

(iF ∗)k

k!

√
n!

(n− k)!
|n−k 〉 =

n∑
k=0

(iF ∗)n−k

(n− k)!

√
n!

k!
| k 〉 (10.57)

これから
〈m | eiF (t)a†eiF

∗(t)a |n 〉 =
n∑
k=0

(iF ∗)n−k

(n− k)!

√
n!

k!
〈m | eiFa

†
| k 〉

(10.57)で F ∗ を −F ∗ に置き換えれば

〈m | eiFa
†
| k 〉 = 〈 k | e−iF

∗a |m 〉∗ =

m∑
ℓ=0

(
(−iF ∗)m−ℓ

)∗
(m− ℓ)!

√
m!

ℓ!
〈 k | ℓ 〉 =

m∑
ℓ=0

(iF )m−ℓ

(m− ℓ)!

√
m!

ℓ!
δkℓ
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になるから n, m の小さい方を (n,m) で表すと

〈m | eiF (t)a†eiF
∗(t)a |n 〉 =

√
m!n! (iF ∗)n(iF )m

(n,m)∑
k=0

(−1)k|F |−2k

(n− k)! (m− k)! k!

したがって

Pnm(t) = m!n! e−|F (t)|2Q2
nm(t) , Qnm(t) ≡

(n,m)∑
k=0

(−1)k|F (t)|n+m−2k

(n− k)! (m− k)! k!

である。Pnm(t) = Pmn(t) になる。n ≥ m の場合, Qnm の定義式で m− k を改めて k とすれば

Qnm(t) =
(−1)m|F |n−m

m! (n−m)!
M
(
−m, n−m+ 1, |F |2

)
ここで (17.106), (17.109)を用いた。M(a, b, x) は合流型超幾何関数である。n ≥ m のとき

Pnm(t) = Pmn(t) =
n!

m!

Kn−m(
(n−m)!

)2 e−KM2
(
−m, n−m+ 1,K

)
(10.58)

ただし
K(t) = |F (t)|2 , F (t) =

1√
2Mℏω0

∫ t

0

dτ eiω0τf(τ)

になる。
解析解 (10.58)を摂動論と比較する。K2 以上を無視すると M(a, b, x) = 1− ax/b+ · · · より

Pnm = Pmn =
n!

m!

Kn−m(
(n−m)!

)2 (1−K)(1− 2m

n−m+ 1
K

)
≈


1− (2n+ 1)K , n−m = 0

nK , n−m = 1

0 , n−m > 1

になる。摂動論では, (10.11), (10.55)より | t = 0 〉 = |n 〉 のとき

c(1)m (t) =
1

iℏ

∫ t

0

dτ 〈m |H ′
I(τ)|n 〉 = i

(
δm,n+1

√
mF + δm,n−1

√
nF ∗

)
であるから n > m の場合

Pnm(t) = Pmn(t) ≈ |c(1)m (t)|2 =

{
nK , n−m = 1

0 , n−m > 1

n = m の場合 (10.8), (10.10) 及び c
(1)
n = 0 より

Pnn(t) ≈ 1 + c(2)n +
(
c(2)n
)∗
, c(2)n (t) =

1

(iℏ)2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′ θ(τ − τ ′)〈n |H ′
I(τ)H

′
I(τ

′)|n 〉

になる。〈n |H ′
I(τ)H

′
I(τ

′)|n 〉∗ = 〈n |H ′
I(τ

′)H ′
I(τ)|n 〉 であるから, 積分変数 τ と τ ′ を入れ換えると

(
c(2)n
)∗

= − 1

ℏ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′ θ(τ ′ − τ)〈n |H ′
I(τ)H

′
I(τ

′)|n 〉

これから

Pnn = 1− 1

ℏ2

∫ t

0

dτ

∫ t

0

dτ ′〈n |H ′
I(τ)H

′
I(τ

′)|n 〉 = 1− 〈n |
(
Fa† + F ∗a

)2|n 〉 = 1− (2n+ 1)K

K の 1次までの (10.58)と摂動論の結果は一致する。K � 1のとき摂動論はよい近似である。なお,

外場 f(t) が弱くても K � 1 とは限らない。
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m = 0

m = 5

0 10 20 30

0.1

K = 10

n

P
m
n

K が大きくなると摂動論とは全く異なる結果になる。m
と K を与えたとき (10.58)の Pmn は右図の折れ線になる。
細い曲線は (10.53)の古典力学での確率 Pcl(ε) である。た
だし, ε0 = m + 1/2, ε = n + 1/2 とした。m, K が大きく
なると Pmn は振動し平均的には Pcl に近づく。
基底状態からの遷移の場合 (m = 0 ), 2 次の摂動では

P0n = Kδn1 になり, 第 1 励起状態への遷移だけである。
一方, (10.58)では M(0, b, x) = 1 よりポアッソン分布

P0n(t) =
Kn

n!
e−K ≈ 1√

2πn
exp
(
n− n log n+ n logK −K

)
(10.59)

になる。ただし, スターリングの公式 n! ≈
√
2πnnne−n を用いた。x = (n−K)/K とすると

exp
(
n− n log n+ n logK −K

)
= eKf(x) , f(x) = x− (1 + x) log(1 + x)

x→0−−−→ −x2/2

になるから, n ≈ K � 1 の場合
P0n ≈

1√
2πK

e−(n−K)2/2K (10.60)

である。P0n は n ≈ K で最大になり |n −K | ≲ 2
√
K である広範囲の励起状態 |n 〉 に遷移する。

励起状態への全遷移確率 Pex は Pex = 1− P00 = 1− e−K になる。K � 1 のとき Pex ≈ K であり
第 1励起状態にわずかに遷移するだけである。一方, K � 1 では Pex ≈ 1 になり基底状態に留まる
ことはない。個々の P0n は O

(
1/
√
K
) と小さいが, 関与する状態 |n 〉 の数は O

(√
K
) である。

問題 10.9 (10.55)より m 6= n ± 1 のとき 〈m |H ′
I |n 〉 = 0 であるから, 遷移 | 0 〉 → |n 〉 の場合,

(10.6)の摂動展開係数 c
(k)
n は k ≥ n のとき c

(k)
n 6= 0 になる。最低次 k = n は

c(n)n (t) =
1

(iℏ)n

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtn 〈n |H ′
I(t1)|n−1 〉〈n−1 |H ′

I(t2)|n−2 〉 · · ·

〈 2 |H ′
I(tn−1)| 1 〉〈 1 |H ′

I(tn)| 0 〉

である。c(n)n (t) =
(
iF (t)

)n
/
√
n! を示せ。n+ 1次以上を無視すれば P0n = Kn/n! である。

コヒーレント状態
(10.54)より

U0e
iFa†U †

0 =

∞∑
n=0

(iF )n

n!

(
U0a

†U †
0

)n
=

∞∑
n=0

(iF )n

n!

(
e−iω0ta†

)n
= exp

(
iFe−iω0ta†

)
であるから (10.56)は

| t 〉 = e−G(t) exp
(
iF (t)e−iω0ta†

)
U0(t) e

iF∗(t)a| t = 0 〉

になる。| t = 0 〉 が n = 0 の基底状態 | 0 〉 の場合 e−iH0t/ℏeiF
∗a| 0 〉 = e−iω0t/2| 0 〉 であるから

iθ(t) = −G(t) + |F (t)|2/2− iω0t/2 , θ − θ∗ = i
(
G+G∗ − |F |2

)
= 0

とすると ( θ は実数 )

| t 〉 = eiθ exp
(
iFe−iω0ta† − |F |2/2

)
| 0 〉 = eiθ |λ = iF (t)e−iω0t 〉
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ここで |λ 〉 は (4.50)のコヒーレント状態である。(4.56)から | t 〉 の波動関数 ψ(x, t) は

|ψ(x, t)|2 =

√
Mω0

πℏ
exp

(
−Mω0

ℏ

(
x− 〈 t |x | t 〉

)2)
, 〈 t |x | t 〉 =

√
2ℏ
Mω0

Re
(
iF (t)e−iω0t

)
になる。〈 t |x | t 〉 は (10.51)で x(0) = 0, ẋ(0) = 0 としたものに一致する。初期状態は基底状態で
あるから, 対応する古典力学の初期条件は「原点に静止」である。|ψ(x, t)|2 は波束の形を保持した
まま中心が古典力学と同じ運動をする。H0 の期待値 (4.46)と分散 (4.47)は

〈 t |H0| t 〉 = ℏω0

(
|F (t)|2 + 1/2

)
,

√
〈 t |H2

0 | t 〉 − 〈 t |H0 | t 〉2 = ℏω0|F (t)|

これは (10.52)と類似の関係式である。
具体例
f0, ε を正の無次元の定数として

f(t) = f0

√
2Mℏω3

0 e
−εω0|t|

(
eiωt + e−iωt

)
とする。(10.50)は

F (t) = if0

(
1− ei(ω0+ω)t−εω0t

1 + ω/ω0 + iε
+

1− ei(ω0−ω)t−εω0t

1− ω/ω0 + iε

)
εω0t≫1−−−−−→ 2if0(1 + iε)(

1 + ω/ω0 + iε
)(
1− ω/ω0 + iε

)

ε=0.03

ε=0.2

ε=0.4

0 1 ω/ω0

f20
ε2

K
(ω

)

になるから, 時間が十分経過した場合 K(ω) = |F (t)|2 は

K(ω) =
4f20
(
1 + ε2

)(
(ω/ω0 + 1)2 + ε2

)(
(ω/ω0 − 1)2 + ε2

)
である。右図に K(ω) を示す。ε� 1 のとき ω ≈ ω0 では

K(ω) ≈ f20
(ω/ω0 − 1)2 + ε2

(10.61)

であり, K(ω) は 幅 ≈ ε, 高さ ≈ f20 /ε
2 の鋭いピークになり

共鳴が起こる。なお, K(0) = 4f20 /(1 + ε2) である。

n=1 n=2

0.4

ε = 0.03

f0 = 0.15

0 1 ω/ω0

P
0
n
(ω

)

(10.59)より基底状態から励起状態への遷移確率は

P0n(ω) = Kne−K/n!

である。これを右図に示す。細い曲線は n = f20 /ε
2 の場

合である。2 次の摂動 P0n(ω) ≈ K(ω)δn1 を破線で示す。
K(ω) � 1 である ω/ω0 � 1 または ω/ω0 � 1 のときよ
い近似になる。K ≤ Kmax ≈ f20 /ε

2 になるから, f0 � 1 で
あっても K(ω)� 1 とは限らない。

dP0n

dω
=
dK

dω

dP0n

dK
=
dK

dω

n−K
n!

Kn−1e−K

であるから, n < Kmax ならば K(ω) = n , つまり ω/ω0 ≈ 1 ± ε
√
Kmax/n− 1 の 2 点で P0n(ω)

は極大になり, K(ω) の極大点 dK/dω = 0 である ω ≈ ω0 で極小になる ( 図の n = 1, 2 )。一方,

n ≥ Kmax の場合 ω ≈ ω0 で極大になるだけである (図の細い曲線 )。ε � 1 のとき ω = ω0 の前後
で P0n(ω) は急激な変化をするが, これは K(ω) が ω ≈ ω0 で鋭いピークになるためである。
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ε = 0.03

f0 = 0.15

0 1 ω/ω0

1

P
e
x
(ω

)

右図に励起状態への全遷移確率 Pex(ω) = 1 − e−K(ω) を太い
曲線で示す。細い曲線は上図の P01(ω) , 破線は 2次の摂動近似
Pex(ω) ≈ K(ω) である。K � 1 のとき, 主に n = 1 への遷
移だけ起こり Pex � 1 になる。一方, 共鳴領域 ω ≈ ω0 では
K(ω) ≈ Kmax ≈ f20 /ε2 � 1 のため Pex(ω) ≈ 1 になる。この場
合, n� Kmax の遷移は P0n(ω) ≈ 0 になるが, (10.60)より

Kmax − 2
√
Kmax ≲ n ≲ Kmax + 2

√
Kmax

である |n 〉 の遷移が寄与する。(10.61)より |ω/ω0 − 1 | ≲
√
f20 /4− ε2 ≈ f0/2 では K(ω) ≳ 4 にな

り Pex ≳ 1− e−4 ≈ 0.98 であるから, Pex ≈ 1 の領域は f0 に比例する。

10.7 状態密度
自由粒子のハミルトニアン H0 = −ℏ2∇2/2M の固有関数は, 平面波 exp(ik ·r) であり無限に広

がっているから, 通常の規格化はできない。このため
1. 有限の箱を考え, この中で 1 に規格化する。 2. デルタ関数を用いて規格化する。

のどちらかで規格化をおこなう。1辺 L の立方体で 1 に規格化すると

uk,L(r) =
1

L3/2
exp(ik·r)

である。仮想的に x = 0 と x = L をつなぎ, 両端で波動関数をなめらかに接続すれば, 人為的な箱
の境界の影響を回避できるだろう。y, z についても同様にすると, uk,L は周期的境界条件

uk,L(x, y, z) = uk,L(x+ L, y, z) = uk,L(x, y + L, z) = uk,L(x, y, z + L)

を満たす必要がある。eikxL = eikyL = eikzL = 1 になるから

k =
2π

L
n , n = (nx, ny, nz) , nx, ny , nz = 0, ± 1, ± 2, · · · (10.62)

である。k は離散的な値をとる。L→∞ で k は連続的になる。規格直交性は∫
V

d3r u∗k,L(r)uk′,L(r) = δk,k′ (10.63)

になる。積分領域 V は 1辺 L の立方体である。
(10.62)より k空間での体積 (2π/L)3 に状態が 1つあるから, k 近傍の微小領域 d3k の状態数は

d3k

(2π/L)3
=

L3

(2π)3
k2dk dΩ (10.64)

である。E = ℏ2k2/2M の場合

L3

(2π)3
d3k = ρbox(E) dE dΩ , ρbox(E) =

L3

(2π)3
M

ℏ2

√
2ME

ℏ2

ρbox(E) は単位エネルギー, 単位立体角あたりの状態数である。状態密度 (単位エネルギーあたりの
状態数)は 4πρbox(E) になる。
ある物理量 |〈uk,L |F |ψ 〉|2 を終状態 uk,L について和を取る。k 近傍の微小領域 d3k の寄与は

|〈uk,L |F |ψ 〉|2
L3

(2π)3
d3k = |〈uk |F |ψ 〉|2d3k , ただし uk(r) =

1

(2π)3/2
exp(ik·r)
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になるから, 人為的な箱の大きさ L に依存しない。L → ∞ とすれば k は連続的になる。したがっ
て, k を連続変数として波動関数が uk(r) の場合, 微小領域 d3k の状態数は単に d3k とすればよい。
E = ℏ2k2/2M の場合, 単位エネルギー, 単位立体角あたりの状態数 ρ(E) は

ρ(E) =
M

ℏ2

√
2ME

ℏ2
(10.65)

になる。規格直交性は∫
d3r u∗k(r)uk′(r) =

1

(2π)3

∫
d3r exp

(
i(k′ − k)·r

)
= δ(k − k′) (10.66)

であり, デルタ関数で規格化したことになる。uk,L の次元は (長さ)−3/2, 状態数 (10.64)は無次元で
ρbox(E) は (エネルギー)−1 になる。一方, uk は無次元で, 状態数 d3k は (長さ)−3 の次元になり
ρ(E) は (長さ)−3(エネルギー)−1 である。なお, uk(r) = exp(ik·r) とすれば∫

d3r u∗k(r)uk′(r) = (2π)3δ(k − k′) , d3kの状態数 =
d3k

(2π)3

である。

2π/L
kx

F (kx)(10.62)の k についての和を考える。∑
kx

F (kx)は図の太い線分の和で

あるが, kx = (2π/L)nx は 2π/L おきに等間隔に並んでいるから
2π

L

∑
kx

F (kx) =長方形の面積の和

になる。これは L→∞ のとき積分になり
2π

L

∑
kx

F (kx)
L→∞−−−−→

∫ ∞

−∞
dkx F (kx)

である。3次元の場合
(2π)3

L3

∑
k

F (k)
L→∞−−−−→

∫
d3k F (k) (10.67)

になる。積分領域は全空間である。また

F (k) =
∑
k′

F (k′) δk,k′ =
(2π)3

L3

∑
k′

F (k′)
L3

(2π)3
δk,k′

L→∞−−−−−→
∫
d3k′F (k′)

L3

(2π)3
δk,k′

であるから
L3

(2π)3
δk,k′

L→∞−−−−−→ δ(k − k′) (10.68)

になる。k が離散的な場合の規格直交性 (10.63)は

1

(2π)3

∫
V

d3r exp
(
i(k′ − k)·r

)
=

L3

(2π)3
δk,k′

と表せる。L→∞ とすると, 連続的な k での規格直交性 (10.66)になる。
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10.8 断熱近似
H ′(t) が時間的に非常にゆっくり変化する場合には, H ′(t) についてベキ展開せずに近似解を求め

ることができる。
t をパラメータとして, 全ハミルトニアン H(t) の固有関数 |n(t) 〉 と固有値 En(t) が求まったと

する。
H(t) |n(t) 〉 = En(t) |n(t) 〉 (10.69)

である。時刻 t での状態 | t 〉 を |n(t) 〉 で展開して

| t 〉 =
∑
n

cn(t) e
−iθn(t)|n(t) 〉 , θn(t) =

1

ℏ

∫ t

0

dt′En(t
′) (10.70)

とする。
| ṅ(t) 〉 = ∂

∂t
|n(t) 〉 , Ḣ =

∂H

∂t

と略記すると

iℏ
∂

∂t
| t 〉 =

∑
n

(
iℏ
dcn
dt
|n(t) 〉+ iℏcn(t)| ṅ(t) 〉+ En(t)cn(t)|n(t) 〉

)
e−iθn(t)

であるから, 時間に依存するシュレーディンガー方程式 iℏ ∂| t 〉/∂t = H(t)| t 〉 は∑
n

(
dcn
dt
|n(t) 〉+ cn(t)| ṅ(t) 〉

)
e−iθn(t) = 0

になる。|m(t) 〉 との内積をとれば 〈m(t) |n(t) 〉 = δmn より
dcm
dt

= −
∑
n

cn(t)〈m(t) | ṅ(t) 〉 eiθm(t)−iθn(t) (10.71)

である。(10.69)を t で微分すると

Ḣ|n(t) 〉+H| ṅ(t) 〉 = Ėn|n(t) 〉+ En| ṅ(t) 〉

|m(t) 〉 との内積をとれば

〈m(t) |Ḣ|n(t) 〉+ Em(t)〈m(t) | ṅ(t) 〉 = δmnĖn + En(t)〈m(t) | ṅ(t) 〉

したがって m 6= n のとき
〈m(t) | ṅ(t) 〉 = − 〈m(t) |Ḣ|n(t) 〉

Em(t)− En(t)
(10.72)

m = n の場合, 規格化条件 〈n(t) |n(t) 〉 = 1 を t で微分すると

〈 ṅ(t) |n(t) 〉+ 〈n(t) | ṅ(t) 〉 = 〈n(t) | ṅ(t) 〉∗ + 〈n(t) | ṅ(t) 〉 = 0

〈n(t) | ṅ(t) 〉 は純虚数になるから, 実数関数 γn(t) を

〈n(t) | ṅ(t) 〉 = − idγn(t)
dt

(10.73)

で定義する。(10.72), (10.73)を (10.71)に代入すると

dcm
dt

= i
dγm(t)

dt
cm(t) +

∑
n ̸=m

cn(t)
〈m(t) |Ḣ|n(t) 〉

ℏωmn(t)
exp

(
i

∫ t

0

dt′ ωmn(t
′)

)
(10.74)
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ただし
ℏωmn(t) = Em(t)− En(t)

になる。これは時間に依存するシュレーディンガー方程式を書き換えただけで正確な式である。
| t = 0 〉 = | i(0) 〉 とする。(10.74)の右辺では, 時間的にゆっくり変化する 〈m(t) |Ḣ|n(t) 〉, cn(t),

ωmn(t) の時間依存性を無視する。|cn(t)| ≈ |cn(0)| = δni より
dcm
dt

= i
dγm(t)

dt
cmδmi +

〈m(t) |Ḣ| i(t) 〉
ℏωmi(t)

eiωmi(t)tci
(
1− δmi

)
これから m 6= i の場合

cm(t) ≈ ci(t)
〈m(t) |Ḣ| i(t) 〉

ℏωmi(t)

∫ t

0

dt′eiωmi(t)t
′
≈ ci(t)

〈m(t) |Ḣ| i(t) 〉
iℏωmi(t)2

(
eiωmi(t)t − 1

)
(10.75)

になる。ただし |ci(t)| ≈ 1 である。
H ′(t) がゆっくり変化する場合でも, 共鳴が起こる場合 (10.75)の近似は成り立たない。

H ′(t) = V e−iωt + V †eiωt

が H0 に比べて小さいとし, その時間依存性は無視しないで扱う。|n(t) 〉 と En(t) を H0 の固有関
数と固有値 H0|n 〉 = En|n 〉 で置き換えてもよい近似であるから (10.74)はm 6= i のとき

dcm
dt
≈ 〈m |Ḣ| i 〉

ℏωmi
eiωmit =

−iω
ℏωmi

〈m |
(
V e−iωt − V †eiωt

)
| i 〉 eiωmit

になる。これから

cm = − ω

ℏωmi

(
〈m |V | i 〉e

i(ωmi−ω)t − 1

ωmi − ω
− 〈m |V †| i 〉e

i(ωmi+ω)t − 1

ωmi + ω

)
H ′(t) がゆっくり変化するとしても, ωmi ≈ ±ω ( 共鳴現象が起こる ) 場合には (10.75)はよい近似
ではない。
ϕn(t) を任意の実関数とするとき | n̄(t) 〉 = eiϕn(t)|n(t) 〉 も (10.69)を満たす。

〈 n̄(t) | ˙̄n(t) 〉 = iϕ̇n + 〈n(t) | ṅ(t) 〉 = iϕ̇n − iγ̇n

になるから ϕn(t) = γn(t) とすれば 〈 n̄(t) | ˙̄n(t) 〉 = 0 である。このとき

| t 〉 =
∑
n

cn(t) e
−iθn(t)|n(t) 〉 =

∑
n

c̄n(t) e
−iθn(t)| n̄(t) 〉 , c̄n(t) = e−iγn(t)cn(t)

と展開すると
dc̄m
dt

=
∑
n ̸=m

c̄n(t)
〈 m̄(t) |Ḣ| n̄(t) 〉

ℏωmn(t)
exp

(
i

∫ t

0

dt′ ωmn(t
′)

)
になり, (10.74)の右辺第 1項は現れない。

10.9 ベリー位相
(10.75)は初期状態とは別の状態への遷移確率であるが, 断熱変化の場合, 最初 |m(0) 〉にあった成

分は, 時間が経過してもほとんど |m(t) 〉 に留まり続け |cm(t)| ≈ |cm(0)| であろう。H(t) がゆっく
り変化し Ḣ ≈ 0 の場合, (10.74)の右辺で第 2項を無視すると

dcm
dt

= i
dγm(t)

dt
cm(t) , ∴ cm(t) = cm(0) ei(γm(t)−γm(0))
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になり |cm(t)| = |cm(0)| である。(10.70)より

| t 〉 =
∑
m

cm(0) exp
(
iγm(t)− iγm(0)− iθm(t)

)
|m(t) 〉

位相の時間依存は θm と γm の 2つある。(10.70)より e−iθm(t) は定常状態の e−iEt/ℏ に対応する。
θm を動力学的位相という。| m̄(t) 〉 で表せば ˙̄cm = 0 より

| t 〉 =
∑
m

c̄m(0) e−iθm(t)| m̄(t) 〉

になり γm は消える。このため eiγm(t) は物理的に意味のない位相因子と見なしがちである。とこ
ろで, 〈 m̄(t) | ˙̄m(t) 〉 = 0 , つまり | m̄(t) 〉 = eiγm(t)|m(t) 〉 であるから, γm は | m̄(t) 〉 に取り込まれて
いるだけ, 消えたわけではない。
(5.94)のハミルトニアン

H(t) = µB(t)·σ , Bx(t) = B1 cosωt , By(t) = B1 sinωt , Bz = B0

を断熱近似で扱い γm の効果を調べる。(5.73), (5.95) より m = ± 1 として

H(t)χm(t) = mµBχm(t) , χm(t) =
1√

2(1−m cos θb)

(
sin θb

eiωt(m− cos θb)

)
(10.76)

ただし
B =

√
B2

0 +B2
1 , cos θb = B0/B , sin θb = B1/B

である。Em(t) = mµB は時間に依存しないから θm(t) = mµBt/ℏ である。(10.73)の γm は

dγm
dt

= i χ†
m

dχm
dt

= − ω

2

(m− cos θb)
2

1−m cos θb
=
ω

2

(
m cos θb − 1

)
より

γm(t)− γm(0) =
ωt

2

(
m cos θb − 1

)
(10.77)

である。
γm − γm(0)− θm = mφt− ωt

2
, φ = − µB

ℏ
+

cos θb
2

ω

になるから, 時刻 t での状態 ψ(t) は

ψ(t) =
∑
m=±1

cm(0)ei(γm−γm(0)−θm) χm(t) = e−iωt/2
∑
m=±1

cm(0) eimφt χm(t) (10.78)

時刻 t = 0 で系が σz の固有値 +1 の状態にあったとすると
∑
m

cm(0)χm(0) =

(
1

0

)
, ∴ cm(0) = χ†

m(0)

(
1

0

)
=

sin θb√
2(1−m cos θb)

であるから

ψ(t) =
e−iωt/2

2

∑
m

eimφt
sin θb

1−m cos θb

(
sin θb

eiωt(m− cos θb)

)
= e−iωt/2

(
cosφt+ i cos θb sinφt

i eiωt sin θb sinφt

)

になる。したがって, 時刻 t で σz の固有値が −1 になる確率 P− は

P−(t) = | ( 0 1 )ψ(t) |2 =
(
sin θb sinφt

)2
=
B2

1

B2
sin2

(
µB

ℏ
t− B0

2B
ωt

)
(10.79)
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である。括弧内の 2項目が γm の寄与である。
この系は正確に解ける。(5.98)より正確な解は

ψ(t) = e−iωt/2
∑
m

cm(t)χm(t) , cm(t) = cm(0) cosΩt+ Cm sinΩt

ただし
Cm =

mcm(0)
(
ω2
2 − ωω0/2

)
− c−m(0)ωω1/2

iω2Ω
, ω2 =

√
ω2
0 + ω2

1 = µB/ℏ

である。ω の 1次まで考慮すると

Ω =

√
(ω0 − ω/2)2 + ω2

1 ≈ ω2

(
1− ω0 ω

2ω2
2

)
= −φ (10.80)

になるから

Cm ≈
1

iω2
2

(
1 +

ω0 ω

2ω2
2

)(
mcm(0)ω2

2

(
1− ω0 ω

2ω2
2

)
− c−m(0)

ωω1

2

)
≈ − imcm(0) + ic−m(0)

ω1ω

2ω2
2

c−m(0) は (10.74)の右辺で第 2項の寄与であるから無視すると

cm(t) ≈ cm(0) cosΩt− imcm(0) sinΩt = cm(0)e−imΩt ≈ cm(0)eimφt

したがって, (10.78)を得る。また, (5.97) より正確には P− =
ω2
1

Ω2
sin2Ωt である。Ω を (10.80)で近

似すると (10.79)を再現する。
一般に H が外部パラメータ b(t) の関数で b(t) を介して時間に依存する場合, |n(t) 〉 は b の関数

になるから |n(b) 〉 と書くことにする。
d

dt
|n(b) 〉 =

(
dbx
dt

∂

∂bx
+
dby
dt

∂

∂by
+
dbz
dt

∂

∂bz

)
|n(b) 〉 = db

dt
·∇b|n(b) 〉

であるから (10.73)は
dγn
dt

= An(b)·
db

dt
, ただし An(b) = i 〈n(b) |∇b|n(b) 〉

になる。これから γn は b空間での線積分

γn(t)− γn(0) =
∫ b(t)

b(0)

An(b)·db

で表せる。b(t) が周期 T の時間の関数ならば, b(T ) = b(0) であり時刻 t = 0 から t = T の間に b

は閉曲線を描く。この閉曲線を C とすると

γn(T )− γn(0) =
∮
C

An(b)·db (10.81)

1周期したときの γn の変化は, b(t) が C 上を移動する速さには依存せず, 経路 C だけに依存する。
このため γn(T )− γn(0) を幾何学的位相, あるいはベリー位相という。
|n(b) 〉 の代わりに | n̄(b) 〉 = eiϕ(b)|n(b) 〉 を用いてもよい。

∇b| n̄(b) 〉 = eiϕ(b)
(
i∇bϕ(b) +∇b

)
|n(b) 〉 , ∴ An̄(b) = An(b)−∇bϕ(b)

になるから, An(b) は位相の取り方に依存する。ϕ(b) に対してストークスの定理を用いると∮
C

An̄(b)·db =

∮
C

An(b)·db−
∫
S

dS ·
(
∇b×∇bϕ(b)

)
∇b×∇bϕ(b) = 0 より γn(T )− γn(0) は位相の取り方に依存しない。An はゲージ変換 (7.13)と類似
の変換をする。この点からすると γn(T )− γn(0) はゲージ不変量である。
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問題 10.10 磁場 B を極座標で表して

B = B( sin θ cosϕ , sin θ sinϕ , cos θ )

とすると |m(B) 〉 は (5.72)で与えられる。また, ∇B を極座標で表すと (16.39)より

∇B = er
∂

∂B
+ eθ

1

B

∂

∂θ
+ eϕ

1

B sin θ

∂

∂ϕ
, dB = dB er +B dθ eθ +B sin θ dϕ eϕ

である。
Am(B) = i 〈m(B) |∇B|m(B) 〉 = m cos θ − 1

2B sin θ
eϕ

を示せ。(10.81)を用いて γm(T ) − γm(0) を求めよ。ただし, Bz = B cos θ を一定にして 1周する。
この結果と (10.77)で t = 2π/ω としたものが一致することを確かめよ。
なお, (16.48)で Ar = Aθ = 0 , Aϕ sin θ =

(
m cos θ − 1

)
/2B とすれば

∇B×Am(B) = − mB

2B3

になりそうだが, Am は z 軸上で発散する。(7.58)の A±(r) で qm = ∓ 2π とすると A±1(B) にな
るから, (7.58)より

∇B×Am(B) = − mB

2B3
− 2πθ(−mz)δ(x)δ(y) ez

である。(10.81)にストークスの定理を適用するとき, 右辺第 2項も考慮する必要がある。
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11 散乱問題
11.1 自由粒子
散乱問題を扱う場合, 平面波 eik·r の r →∞ での漸近形などが必要になる。ここでまとめておく。

自由粒子のシュレーディンガー方程式は, エネルギー固有値 E > 0 のとき
(
∇2 + k2

)
ψ(r) = 0 , k =

√
2mE

ℏ2
(11.1)

であり eik·r はこの方程式の解である。eik·r は軌道角運動量の固有状態ではないが, (11.1)の解とし
て軌道角運動量の固有関数 ψ(r) = Rℓ(r)Yℓmℓ

(Ω) も存在する。ただし, r の方向を表す角度 (θ, ϕ)

を単に Ω と書く。また, k の方向を Ωk で表す。(6.7)より (11.1)は(
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ k2

)
Rℓ(r) = 0

になる。原点で有界な解は 17.5 (434ページ)より球ベッセル関数 jℓ(kr) である。jℓ(kr)Yℓmℓ
(Ω) は

(11.1)の解になる。これらの線形結合も原点で有界な (11.1)の解であるから

eik·r =

∞∑
L=0

L∑
M=−L

ALM jL(kr)YLM (Ω)

と展開できる。ALM は r には依存しない。Y ∗
ℓmℓ
をかけ角度積分をすれば, 直交性 (17.40)より

I ≡
∫
dΩ Y ∗

ℓmℓ
(θ, ϕ) eik·r = Aℓmℓ

jℓ(kr) (11.2)

積分変数の角度 θ, ϕ の基準を k方向にとると, k·r = kr cos θ である。t = cos θ とし部分積分をす
ると

I =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

dt Y ∗
ℓmℓ

(Ω) eikrt =

∫ 2π

0

dϕ

(
1

ikr

[
eikrt Y ∗

ℓmℓ
(Ω)

]t=1

t=−1
− 1

ikr

∫ 1

−1

dt eikrt
∂Y ∗

ℓmℓ

∂t

)
t = 1 , つまり θ = 0 のとき r の方向は k の方向に一致し ( Ω = Ωk ), t = −1 のときは r の方向は
k の逆方向になる ( Ω = −Ωk )。Y ∗

ℓmℓ
(±Ωk) は ϕ に依存しないから

I =
2π

ikr

(
eikr Y ∗

ℓmℓ
(Ωk)− e−ikr Y ∗

ℓmℓ
(−Ωk)

)
− 1

ikr

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

dt eikrt
∂Y ∗

ℓmℓ

∂t

第 2項で再び部分積分を行うと O
(
(kr)−2

) になるから, kr → ∞ では第 1項に比べて無視できる。
(17.36)より Y ∗

ℓmℓ
(−Ωk) = (−1)ℓY ∗

ℓmℓ
(Ωk) であるから

I
kr→∞−−−−−→ 2π

ikr

(
eikr − (−1)ℓe−ikr

)
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk) = 4πiℓ Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)
sin
(
kr − ℓπ/2

)
kr

sin(· · · )/kr は jℓ(kr) の漸近形 (17.81)であるから, (11.2)より Aℓmℓ
= 4πiℓ Y ∗

ℓmℓ
(Ωk) になり

eik·r = 4π

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

iℓjℓ(kr)Y
∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) =

∞∑
ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)jℓ(kr)Pℓ(cosα) (11.3)

を得る ( (17.83) )。最後の等式では (17.43)を用いた。α は k と r のなす角である。再び, (17.81)

より
eik·r

kr→∞−−−−−→ 2π

ikr

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

(
eikr − (−1)ℓe−ikr

)
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) (11.4)
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であり (−1)ℓYℓmℓ
(Ωk) = Yℓmℓ

(−Ωk) と球面調和関数の完全性 (17.41)から

eik·r
kr→∞−−−−−→ 2π

ikr

(
eikrδ(Ω −Ωk)− e−ikrδ(Ω +Ωk)

)
(11.5)

になる。k が z軸方向の場合 (11.3)より

eikz =

∞∑
ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)jℓ(kr)Pℓ(cos θ) (11.6)

である。

11.2 散乱断面積と境界条件
粒子が無限遠方から入射してポテンシャルで散乱される問題を扱う。単位面積を単位時間あたり

Nin 個の粒子が入射したとき, 単位時間に立体角 dΩ を通過する散乱粒子の個数 dN は Nin と dΩ

に比例するから
dN = Nin

dσ

dΩ
dΩ (11.7)

と表せる。これで定義される σ を断面積, dσ/dΩ を微分断面積という。dN は単位時間あたりの個
数であるから次元は [時間]−1, Nin の次元は [時間]−1[面積]−1 である。したがって, σ の次元は面積
になるから断面積という。古典力学で, 剛体球による散乱では σ は球の断面積に一致する。 微分断
面積は 1次元の散乱における反射率と透過率に対応する。
シュレーディンガー方程式(

− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r) = E ψ(r) , ただし V (r)

r→∞−−−−→ 0 (11.8)

を解き微分断面積を求めるが, 散乱問題に適した境界条件を設定する必要がある。粒子は無限遠か
ら入射する。V (r)

r→∞−−−−→ 0 であるから, 入射波を運動量 ℏk の平面波 eik·r とする。入射粒子のエ
ネルギーは ℏ2k2/(2m) であり, (11.8)の E は E = ℏ2k2/(2m) になる。入射波は V (r) により散乱
され, r が十分大きい領域では, ψ(r) は入射波と散乱波に分離できるだろう :

ψ(r)
r→∞−−−−→ A

(
eik·r + f(Ω)

χ(r)

r

)
A は適当な規格化定数であり A = 1 でもよい。以下では A = 1 とする。ψ(r) を (11.8)に代入する
と r →∞ では

− ℏ2

2m
∇2

(
f(Ω)

χ(r)

r

)
=

ℏ2k2

2m
f(Ω)

χ(r)

r
(11.9)

になる。(6.5)より

∇2

(
f(Ω)

χ(r)

r

)
=

1

r

(
d2χ

dr2
f(Ω)− χ

r2
L2f(Ω)

)
r→∞−−−−→ 1

r

d2χ

dr2
f(Ω)

であるから, (11.9)は d2χ/dr2 + k2χ = 0 になり χ(r) は球面波 e±ikr の線形結合で表せる。ここで
φ±(r) = f(Ω)e±ikr/r の確率流 (1.6)を求める。∇ を極座標で表すと (16.39)より

∇ = er
∂

∂r
+

1

r
∂ , ∂ = eθ

∂

∂θ
+

eϕ
sin θ

∂

∂ϕ

であるから

∇φ±(r) = ± ikf
e±ikr

r
er +

e±ikr

r2
(∂ − er) f

r→∞−−−−→ ± ikf e
±ikr

r
er = ± ik φ±(r) er (11.10)
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したがって, 確率流は
ℏ
m
Im
(
φ∗
±(r)∇φ±(r)

)
= ± ℏk

m
|φ±(r)|2er

になり, φ+ ( φ− )は動径方向外向き ( 内向き )に速さ ℏk/m で進む粒子を表わす。散乱波は散乱さ
れて外向きに出て行く波だけであり内向きに進む波は含まないから, 散乱波として φ+(r) を採用す
る。つまり

ψ(r)
r→∞−−−−→ eik·r + f(Ω)

eikr

r
(11.11)

が散乱問題の境界条件である。f(Ω) を散乱振幅という。k を与えたとき, 境界条件 (11.11)を満た
すシュレーディンガー方程式の解は必ず 1つ存在する。一方, 境界条件が ψ(r)

r→∞−−−−→ 0 である束縛
状態は, 任意の E に対して存在するわけではない。
入射波を φin(r) = eik·r, 散乱波を φout(r) = f(Ω)eikr/r とする。ek を k方向の単位ベクトルと

すると, 確率流は

J(r) =
ℏ
m
Im
(
ψ∗(r)∇ψ(r)

)
r→∞−−−→ ℏ

m
Im
[(
φ∗
in + φ∗

out

)
ik
(
φin ek + φout er

)]
=

ℏk
m

(
|φin|2ek + |φout|2er +Re

(
φinφ

∗
out

)
(er + ek)

)
(11.12)

になる。第 1項は速さ ℏk/m で流れる入射波の確率流を表す。確率流は単位時間, 単位面積を通過
する確率を表すから, 単位時間, 単位面積あたりの入射粒子の個数 Nin は

Nin =
ℏk
m
|φin|2 =

ℏk
m

k r

散乱前方

入射波

散乱波

r2dΩ

としてよい。(11.12)の第 2項目は速さ ℏk/mで動径外向きに流れ
る散乱波の確率流である。半径 r の球面上で立体角 dΩ が表す面
積は r2dΩ であるから, この部分を単位時間に通過する散乱波の
確率は

ℏk
m
|φout|2 r2dΩ =

ℏk
m
|f(Ω)|2dΩ

これは単位時間に立体角 dΩ を通過する散乱粒子の個数 dN とみ
なせる。(11.7)と上の 2式を比較すれば, 微分断面積は

dσ

dΩ
= |f(Ω)|2 (11.13)

になる。波動関数の r →∞ での漸近形から散乱振幅 f(Ω) が求まれば, 微分断面積が得られる。
(11.12)の右辺第 3項

Jinter(r) =
ℏk
m

Re
(
φinφ

∗
out

)
(er + ek) =

ℏk
mr

Re
(
eik·r−ikrf∗(Ω) (er + ek)

)
は入射波と散乱波の干渉項である。eik·r に (11.5)を代入すれば ( Re(z/i) = Im z )

Jinter(r) =
2πℏ
mr2

Im
[
f∗(Ω)

(
δ(Ω −Ωk)− e−2ikrδ(Ω +Ωk)

)
(er + ek)

]
Ω = ±Ωk のとき er = ± ek になるから

δ(Ω −Ωk) (er + ek) = δ(Ω −Ωk)2ek , δ(Ω +Ωk) (er + ek) = 0

∴ Jinter(r) = −
4πℏ
mr2

Imf(Ωk) δ(Ω −Ωk) ek
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である。定常状態の場合, 確率保存 ∂ρ/∂t+∇·J = 0 は ∇·J = 0 になるが, これを半径 r の球で体
積積分し, ガウスの定理を使うと

r2
∫
dΩ J ·er = 0

になる。r →∞ では J は (11.12)で与えられる。各々の寄与は
ℏk
m

∫
dΩ |φin|2ek ·er =

ℏk
m

∫
dΩ ek ·er = 0

ℏk
m

∫
dΩ |φout|2er ·er =

ℏk
m

σtot
r2

, σtot =

∫
dΩ |f(Ω)|2 =

∫
dΩ

dσ

dΩ∫
dΩ Jinter(r)·er = −

4πℏ
mr2

Imf(Ωk)

∫
dΩ δ(Ω −Ωk) er ·ek = − 4πℏ

mr2
Imf(Ωk)

ここで, σtot は全断面積である。したがって

r2
∫
dΩ J ·er =

ℏk
m

(
σtot −

4π

k
Im f(Ωk)

)
= 0 , ∴ σtot =

4π

k
Im f(Ωk) (11.14)

になる。これを光学定理といい, 前方散乱の散乱振幅 f(Ωk) の虚部と全断面積の関係を与える。光
学定理は確率保存を表す。散乱がなければ入射波は全て前方に通り抜けるが, 散乱が起こると散乱
部分は前方から取り除かれる。前方方向の流れ Jinter は取り除かれた部分を表すわけである。
グリーン関数
シュレーディンガー方程式 (11.8)は(

∇2 + k2
)
ψ(r) = U(r)ψ(r) , U(r) =

2m

ℏ2
V (r) (11.15)

と表せる。 (
∇2 + k2

)
G(r) = δ(r) (11.16)

を満たすグリーン関数 G(r) を用いると (11.15)は積分方程式

ψ(r) = φ(r) +

∫
d3r′G(r − r′)U(r′)ψ(r′) , ただし (

∇2 + k2
)
φ(r) = 0 (11.17)

になる。実際(
∇2 + k2

)
ψ(r) =

∫
d3r′

(
∇2 + k2

)
G(r − r′)U(r′)ψ(r′) =

∫
d3r′ δ(r − r′)U(r′)ψ(r′) = U(r)ψ(r)

であるから (11.17)は (11.15)を満たす。(11.17) は φ(r) と G(r) を適切に選べば, 境界条件 (11.11)

を自動的に満たす。このため, (11.15)を解くよりも (11.17)を用いた方が便利になることがある。

∇2 1

r
= − 4π δ(r) , ∇1

r
= − r

r3
, ∇e±ikr = ± ikr

r
e±ikr , ∇2e±ikr =

(
− k2 ± 2ik

r

)
e±ikr

より
∇2 e

±ikr

r
= e±ikr∇2 1

r
+ 2

(
∇1

r

)
·∇e±ikr +

1

r
∇2e±ikr = − 4π δ(r)− k2 e

±ikr

r

になるから
G(±)(r) = − 1

4π

e±ikr

r
(11.18)

は (11.16)を満たす ( 問題 11.1 参照 )。これを (11.17)に代入すると

ψ(r) = φ(r)− 1

4π

∫
d3r′

exp
(
± ik|r − r′|

)
|r − r′|

U(r′)ψ(r′) (11.19)
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r と r′ のなす角を α とすると ( (17.86)参照 )

|r − r′| = r

√
1 +

r′2

r2
− 2

r′

r
cosα

r→∞−−−−→ r

(
1− r′

r
cosα+ · · ·

)
= r

(
1− er ·r′

r
+O

(
(r′/r)2

))
であるから

exp
(
± ik|r − r′|

)
|r − r′|

=
exp
(
± ikr ∓ ik′ ·r′

)
r

(
1 +O (r′/r)

)
, ただし k′ = ker

多くの場合, 適当な Rに対して r ≳ R で U(r) ≈ 0 になる。(11.19)の積分に寄与するのは r′ ≲ R

の領域であるから, r � R では r′/r � 1 になり

ψ(r)
r→∞−−−−→ φ(r)− 1

4π

e±ikr

r

∫
d3r′ e∓ik

′·r′
U(r′)ψ(r′)

これから G(r) として G(+)(r) ,
(
∇2 + k2

)
φ(r) = 0 の解として φ(r) = eik·r を用いた

ψ(r) = eik·r + ψsc(r) , ψsc(r) =

∫
d3r′G(+)(r − r′)U(r′)ψ(r′) (11.20)

は境界条件 (11.11)を満たす。このとき, 散乱振幅は

f(Ω) = − 1

4π

∫
d3r e−ik

′·rU(r)ψ(r) = − 1

4π
〈k′ |U |ψ 〉 , k′ = ker (11.21)

になる。ℏk′ は r 方向の運動量, つまり, 散乱後に観測される粒子の運動量である。U(r) の作用範
囲が有限な場合, (11.21)は散乱振幅を散乱の波動関数 ψ(r)で表した厳密な結果である。なお, U(r)

の作用範囲が無限でも (11.20)は成り立つが, 散乱振幅は (11.21)にはならない。

問題 11.1 ε > 0 として G
(±)
ε (r) =

(
∇2 + k2 ± iε

)−1
δ(r) とする。

G(±)
ε (r) =

∫
d3q

(2π)3
eiq·r

− q2 + k2 ± iε
= − 1

4π

e±ikr−εr

r

ε→+0−−−−→ G(±)(r) (11.22)

を示せ。境界条件 e±ikr/r を満たすには ± iε が必要である。

U(r)ψ(r) =
(
∇2 + k2

)
ψ(r) =

(
∇2 + k2

)
ψsc(r) であるから

I1(p) =

∫
d3r e−ip·rU(r)ψ(r) =

∫
d3r e−ip·r

(
∇2 + k2

)
ψsc(r)

を考える。I1(p = k) = − 4πf(Ωp) である。(11.22) において ε を残しておくと r → ∞ のとき
ψsc(r) は e−εr を含むから部分積分できて

I1(p) = I2(p) , I2 =

∫
d3r ψsc(r)

(
∇2 + k2

)
e−ip·r =

(
k2 − p2

)
〈p |ψsc 〉

になる。p = k のとき I2 = 0 より f(Ωp) = 0, つまり, 散乱は起こらないという奇妙なことになり
そうだが, 上式は 〈p |ψsc 〉 が 1/(k2 − p2) で発散することを表す。実際, (11.22)より

〈p |ψsc 〉 =
∫
d3r d3r′e−ip·rG(+)

ε (r − r′)U(r′)ψ(r′)

=

∫
d3r′e−ip·r

′
U(r′)ψ(r′)

∫
d3s e−ip·sG(+)

ε (s) =
I1(p)

k2 − p2 + iε

である。
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11.3 ボルン近似
(11.19)より

ψ(r) = φ(r) +

∫
d3r′G(+)(r − r′)U(r′)ψ(r′)

= φ(r) +

∫
d3r′G(+)(r − r′)U(r′)

(
φ(r′) +

∫
d3r′′G(+)(r′ − r′′)U(r′′)ψ(r′′)

)
= φ(r) +

∫
d3r′G(+)(r − r′)U(r′)φ(r′) + · · · (11.23)

になり摂動展開が得られる。これを (11.21)に代入すると φ(r) = eik·r より

f(Ω) = fb(Ω) + f2(Ω) + · · · (11.24)

ただし

fb(Ω) = − 1

4π
U(k′ − k) , U(q) =

∫
d3r e−iq·rU(r)

f2(Ω) = − 1

4π

∫
d3r d3r′ e−ik

′·r′
U(r′)G(+)(r′ − r)U(r)eik·r

=
1

4π

∫
d3q

(2π)3
U(k′ − q)U(q − k)

q2 − k2 − iε
, ε→ +0 (11.25)

である。ここで (11.22)を用いた。V の 2次以上を無視すると q = k′ − k として

f(Ω) ≈ fb(Ω) = − m

2πℏ2
V(q) , V(q) =

∫
d3r e−iq·rV (r) (11.26)

θ k

k
′

q
になる。これをボルン近似という。ℏq は散乱により粒子が V (r) から受け取
る運動量である。ボルン近似では, 散乱振幅は V (r) のフーリエ変換 V(q) に
比例する。散乱角 θ は, 図より q = 2k sin(θ/2) である。(11.26)はフェルミの
黄金律による結果 (10.43)と一致する。
低エネルギー ( k ≈ 0 )の場合 q ≈ 0 であるから V(q) ≈ V(0) になり fb(Ω) は方向に依存せず等

方的になる。一方, 高エネルギー ( k →∞ )では θ 6= 0 ならば q は非常に大きくなるから e−iq·r は
r の関数として激しく振動し V(q) ≈ 0 になる。このため fb(Ω) は θ ≈ 0, ( Ω ≈ Ωk) の前方に集中
する。なお, V(0) は実数であるから fb(Ωk) も実数になり, ボルン近似では光学定理 (11.14)は成り
立たない。ただし, fb(Ω) は V について 1次であるが, 微分断面積 |fb(Ω)|2 は V の 2次になるか
ら, V の 2次まで考慮した Imf2(Ωk) と比較すべきである (問題 11.2参照 )。
中心力の場合, 角度積分を行えば

V(q) =
∫
d3r e−iq·rV (r) =

4π

q

∫ ∞

0

dr rV (r) sin(qr) , q = 2k sin(θ/2)

になり大きさ q だけで決まる。全断面積 σtot は

σtot ≈
∫
dΩ |fb(Ω)|2 = 2π

( m

2πℏ2
)2 ∫ π

0

dθ sin θ |V(q)|2

積分変数を q = 2k sin(θ/2) にすると 0 ≤ q ≤ 2k , qdq = k2 sin θ dθ であるから

σtot ≈
m2

2πℏ4k2

∫ 2k

0

dq q |V(q)|2 k→∞−−−−→ m2

2πℏ4k2

∫ ∞

0

dq q |V(q)|2 (11.27)
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になる。高エネルギー ( k →∞ )では σtot はエネルギー E に逆比例する。
ボルン近似は (11.21)において ψ(r) ≈ φ(r) = eik·r で近似する。(11.23)より

∣∣φ(r)∣∣ = 1�
∣∣∣∣∫ d3r′G(+)(r − r′)U(r′)φ(r′)

∣∣∣∣
ならば, ボルン近似はよい近似になる。代表的な点として原点 r = 0 を考えると

|CB | � 1 , ただし CB =

∫
d3r G(+)(r)U(r)φ(r) =

m

2πℏ2

∫
d3r

eikr+ik·r

r
V (r) (11.28)

k →∞ のとき, (11.5)を用いると上の条件は

m

ℏ2k

∣∣∣∣∫ ∞

0

dr

∫
dΩ
(
δ(Ω +Ωk)− e2ikrδ(Ω −Ωk)

)
V (r)

∣∣∣∣� 1

したがって, 高エネルギー散乱ではボルン近似は有効である。

井戸型ポテンシャル
V (r) =

{
V0 , r < a

0 , r > a
(11.29)

の場合
V(q) = 4πV0a

3f(aq) , f(x) =
sinx− x cosx

x3
=

1

3

(
1− x2

10
+ · · ·

)
(11.30)

微分断面積は
dσ

dΩ
=
(
av0
)2
f2(aq)

aq→0−−−−→ (av0)
2

9

(
1− 4

5
a2k2 sin2

θ

2
+ · · ·

)
, v0 =

2ma2V0
ℏ2

(11.31)

0 5
0

1

9f2(x)

になる。ボルン近似では前方 ( θ = 0 )での微分断面積はエネルギー
に依らない。また, k → 0 では微分断面積は θ に依存せず等方的に
なる。右図より x ≳ 4 では f2(x) ≈ 0 になるから, 粒子は

aq = 2ak sin
θ

2
≲ 4 , つまり sin

θ

2
≲ 2

ak

に散乱され, k が大きいほど前方に集中する。(11.27)と (11.30)よ
り全断面積は

σtot =
2πv20
k2

S(2ak) , S(x) =

∫ x

0

dy y f2(y) =
1

4

(
1− (sinx− x cosx)2

x4
− sin2 x

x2

)
(11.32)

になる。これから
σtot

ak→0−−−−→ 4π

9
(av0)

2 , σtot
ak→∞−−−−→ πv20

2k2
(11.33)

である。(11.28)は

CB =
mV0
2πℏ2

∫ a

0

d3r
eikr+ik·r

r
=

mV0
2ℏ2k2

(
1 + 2iak − e2iak

)
になる。k →∞ では CB → 0 になるから, ボルン近似は常によい近似である。一方, 低エネルギー
では e2iak = 1+ 2iak− 2a2k2 + · · · より CB ≈ ma2V0/ℏ2 になる。152ページで示したように, 引力
の 3次元井戸型ポテンシャルで束縛状態が存在する条件は ma2|V0|/ℏ2 > π2/8 ∼ 1 であるから, 束
縛状態が存在する場合, 低エネルギー散乱ではボルン近似は成り立たない。
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湯川ポテンシャル
µ > 0 として V (r) = v0 e

−µr/r の場合

V(q) =
∫
d3r e−iq·rV (r) =

4πg

q

∫ ∞

0

dr e−µr sin(qr) =
4πv0
q2 + µ2

(11.34)

になるから

dσ

dΩ
=

(2mv0/ℏ2)2(
q2 + µ2

)2 , σtot =
m2

2πℏ4k2

∫ 2k

0

dq q |V(q)|2 =
4π(2mv0/ℏ2)2

µ2
(
4k2 + µ2

) (11.35)

である。k と r のなす角を θ とし t = cos θ + 1 とすると (11.28)は

CB =
mv0
ℏ2

∫ 2

0

dt

∫ ∞

0

dr eikrt−µr =
mv0
ℏ2

∫ 2

0

dt

µ− ikt
=
mv0
ℏ2k

(
tan−1 2k

µ
+ i log

√
1 + (2k/µ)2

)
になる。

問題 11.2 湯川ポテンシャル U(r) = ge−µr/r, g = 2mv0/ℏ2 の場合, 2次の摂動 (11.25)

f2(θ) =
g2

2π2k3

∫
d3p

1

p2 − 1− iε
1

|p− e|2 + ν2
1

|p− e′|2 + ν2
, U(q) = 4πg

q2 + µ2

を求める。ただし, p = q/k, ν = µ/k, e = k/k, e′ = k′/k とした。θ は kと k′ のなす角である。
1. ファインマンの公式

1

AB
=

∫ 1

0

dx(
Ax+B(1− x)

)2
より

f2(θ) =
g2

2πk3

∫ 1

0

dx

b

∫ ∞

−∞
dp

p

p2 − 1− iε
1

p2 − 2bp+ 1 + ν2
, b =

√
1− 4x(1− x) sin2 θ

2
≤ 1

を示せ。pの積分は 1位の極 1 + iε と b+ i
√
1 + ν2 − b2 の留数で表せる。

2. 4π Imf2(0)/k がボルン近似の全断面積 (11.35)に一致することを示せ (光学定理 )。
3. θ 6= 0 の場合, xの積分は積分変数を b または y = x(1− x) にすれば解析的に求まる。

f2(θ)
µ→0−−−→ ig2

4k3 sin2(θ/2)
log

∣∣∣∣2k sin(θ/2)µ

∣∣∣∣ (11.36)

を示せ。U(r)
µ→0−−−→ g/r の場合 f2(θ) は発散するから (11.21), (11.24)は適用できない。

11.4 中心力ポテンシャルと部分波展開
ボルン近似は高エネルギーではよい近似になるが, 低エネルギーではポテンシャルが十分弱くな

いと適用できない。ここでは, 中心力ポテンシャルの場合, シュレーディンガー方程式を近似なしに
解き, 散乱の境界条件 (11.11)を満たす解を求める。
中心力ポテンシャル V (r) の場合, H, L2, Lz の同時固有関数 ψ(r) が存在する。これは球面調和

関数 Yℓmℓ
(Ω) を用いて

ψ(r) = Rℓ(r)Yℓmℓ
(Ω)
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と表せる。シュレーディンガー方程式 (11.8)は (6.7)(
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
Rℓ(r) = 0 , U(r) =

2m

ℏ2
V (r) (11.37)

あるいは (
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
χℓ(r) = 0 , Rℓ(r) =

χℓ(r)

r
(11.38)

になる。(6.12)より Cℓ を任意定数として Rℓ(r) = χℓ(r)/r
r→0−−−→ Cℓ r

ℓ である。この境界条件から
出発して r →∞ の方向に (11.37)を解く。Rℓ(r) は Cℓ を除くと実数である。U(r) が 1/r2 に比べ
て早く 0 になるとすれば ( したがって, U ∝ 1/r のときは以下の議論は適用できない ), r が十分大
きい領域では (11.37)は自由粒子と同じ方程式になるから Rℓ(r) は

Rℓ(r) = Cℓ

(
aℓ jℓ(kr) + bℓ nℓ(kr)

)
= Aℓ

(
cos δℓ jℓ(kr)− sin δℓ nℓ(kr)

)
(11.39)

とおける。aℓ, bℓ は実数であるから δℓ は実数である。この Rℓ は r が十分大きい領域での漸近形で
あるから, 原点で発散する nℓ(kr) を含んでいても構わない。原点から解き始めてくれば, δℓ は自動
的に求まる量で k の関数 δℓ(k) である。球ベッセル関数の漸近形 (17.81)を用いると

Rℓ(r)
r→∞−−−−→ Aℓ

kr
sin

(
kr − ℓπ

2
+ δℓ

)
=

Aℓ
2ikr

(
i−ℓeikr+iδℓ − iℓe−ikr−iδℓ

)
(11.40)

になる。自由粒子の場合, (11.39)は全ての領域で厳密な解であり, 原点で発散してはならないから
δℓ = 0 である。したがって, r →∞ での波動関数に対するポテンシャルの影響は位相 δℓ に現れる。
δℓ を ℓ波の位相のずれ ( phase shift )という。Rℓ(r)Yℓmℓ

(θ, ϕ) を ℓ, mℓ について和をとった波動関
数は, 角運動量の固有状態ではないがシュレーディンガー方程式の解であるから, 境界条件 (11.11)

を満たす ψ(r) は

ψ(r) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

aℓmℓ
Rℓ(r)Yℓmℓ

(Ω) (11.41)

と展開できる。角運動量の固有状態である Rℓ(r)Yℓmℓ
(Ω) を部分波, (11.41)を部分波展開という。

(11.41)が境界条件 (11.11)を満たすようにする。(11.40)から

ψ(r)
r→∞−−−−→ eikr

2ikr

∑
ℓ,mℓ

bℓmℓ
i−ℓeiδℓYℓmℓ

(Ω)− e−ikr

2ikr

∑
ℓ,mℓ

bℓmℓ
iℓe−iδℓYℓmℓ

(Ω) (11.42)

になる。ただし bℓmℓ
= Aℓaℓmℓ

とした。一方, 境界条件 (11.11)は (11.4)より

eik·r + f(Ω)
eikr

r
=
eikr

2ikr

(
4π
∑
ℓ,mℓ

Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) + 2ikf(Ω)

)

− e−ikr

2ikr

∑
ℓ,mℓ

4π(−1)ℓY ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) (11.43)

(11.42)と (11.43)を比較すると, 両者の eikr 及び e−ikr の係数は一致しなければならないから∑
ℓ,mℓ

bℓmℓ
i−ℓeiδℓYℓmℓ

(Ω) = 4π
∑
ℓ,mℓ

Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) + 2ikf(Ω)

∑
ℓ,mℓ

bℓmℓ
iℓe−iδℓYℓmℓ

(Ω) = 4π
∑
ℓ,mℓ

(−1)ℓY ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω)
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第 2式より
bℓmℓ

= 4π iℓeiδℓ Y ∗
ℓmℓ

(Ωk) (11.44)

これを第 1式に代入すると, 加法定理 (17.43)より

f(Ω) =
4π

2ik

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

(
e2iδℓ − 1

)
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) =

1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
e2iδℓ − 1

)
Pℓ(cos θ)

になる。ここで θ は r と k のなす角である。k方向を z 軸にとれば (17.35)より同じ結果を得る。
位相のずれ δℓ が求まれば, 散乱振幅が決まる。中心力の場合, 散乱は入射運動量 ℏk の方向に軸対
称であるから, f(Ω) は θ だけに依存し ϕ には無関係である。

Sℓ(k) = e2iδℓ(k) =
cot δℓ + i

cot δℓ − i
, fℓ(k) =

Sℓ(k)− 1

2ik
=
eiδℓ sin δℓ

k
=

1

k

1

cot δℓ − i
(11.45)

とすると

f(θ) =
1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
Sℓ(k)− 1

)
Pℓ(cos θ) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) fℓ(k)Pℓ(cos θ) (11.46)

になる。Sℓ(k) を ℓ部分波の S行列 ( 散乱行列 ), fℓ(k) を部分波振幅という。微分断面積は
dσ

dΩ
= |f(θ)|2 =

∑
ℓ,ℓ′

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) fℓ(k)f
∗
ℓ′(k)Pℓ(cos θ)Pℓ′(cos θ)

になり, 異なる部分波の干渉が存在する。一方, 全断面積 σtot は t = cos θ とすると (17.29)より

σtot = 2π
∑
ℓ,ℓ′

(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1) fℓ f
∗
ℓ′

∫ 1

−1

dt Pℓ(t)Pℓ′(t) = 4π

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)|fℓ|2

になる。ℓ波の部分波による寄与 σℓ は

σℓ = 4π(2ℓ+ 1)|fℓ|2 =
4π

k2
(2ℓ+ 1) sin2 δℓ ≤

4π

k2
(2ℓ+ 1) (11.47)

である。前方散乱 ( θ = 0 )の散乱振幅は Pℓ(cos 0) = Pℓ(1) = 1 より

f(0) =
1

k

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) eiδℓ sin δℓ , ∴ Imf(0) =
1

k

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) sin2 δℓ =
k

4π
σtot

になり光学定理 (11.14)が成り立つ。
(11.44)を (11.41)に代入すると

ψ(r) = 4π
∑
ℓ,mℓ

iℓeiδℓ
Rℓ(r)

Aℓ
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω) (11.48)

(11.40)から
ψ(r)

r→∞−−−−→ 2π

ikr

∑
ℓ,mℓ

(
e2iδℓeikr − (−1)ℓe−ikr

)
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω)

である。これを平面波 eik·r の漸近形 (11.4) と比較すると, ポテンシャルは外向き球面波の位相をず
らす。内向き球面波には何の影響も及ぼさないが, 内向き球面波は入射波以外にはないという境界
条件を設定したから当然の結果である。e2iδℓeikr = eikr +

(
e2iδℓ − 1

)
eikr と分解すると, 最初の eikr

が入射波の外向き球面波を表し, 残りの部分が散乱波を与える。
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(11.40)より ℓ波は r →∞ では

Rℓ(r) = −
iℓAℓe

−iδℓ

2ikr

(
e−ikr − (−1)ℓSℓ(k) eikr

)
=

(−i)ℓeiδℓAℓ
2ikr

(
eikr − (−1)ℓS−1

ℓ (k)e−ikr
)

(11.49)

である。E が負の場合 κ =
√
− 2mE/ℏ2 > 0 とする。k = iκ ならば

Rℓ(r) =
(−i)ℓeiδℓAℓ

2ikr

(
e−κr − (−1)ℓS−1

ℓ (iκ)eκr
)

になる。したがって, S−1
ℓ (iκ) = 0 のとき R(r)

r→∞−−−−→ 0 になり束縛状態の境界条件を満たす。これ
から角運動量 ℓの束縛状態のエネルギーが求まる。1次元で透過率あるいは反射率が, 束縛状態のエ
ネルギーで発散するのと同じである。詳しくは 288ページ以降で考察する。

11.5 位相のずれの積分公式
Rℓ(r) = Aℓχℓ(r)/(kr) とすると (11.40)より

χℓ(r)
r→∞−−−−→ sin

(
kr − ℓπ

2
+ δℓ

)
(11.50)

である。χℓ(r) はこの漸近形と χℓ(r)
r→0−−−→ Cℓr

ℓ+1 を満たす (11.38)(
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
χℓ(r) = 0 (11.51)

の解である。同じエネルギーで, 別のポテンシャル Ṽ (r) の解を χ̃ℓ(r) とする :(
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− Ũ(r) + k2

)
χ̃ℓ(r) = 0 (11.52)

境界条件は
χ̃ℓ(r)

r→0−−−−→ C̃ℓ r
ℓ+1 , χ̃ℓ(r)

r→∞−−−−→ sin

(
kr − ℓπ

2
+ δ̃ℓ

)
である。χℓ × (11.52)− χ̃ℓ × (11.51) より, ロンスキャン W (r) = χℓ

dχ̃ℓ
dr
− dχℓ

dr
χ̃ℓ は

dW

dr
=
(
Ũ(r)− U(r)

)
χ̃ℓ χℓ , ∴ W (∞)−W (0) =

∫ ∞

0

dr
(
Ũ(r)− U(r)

)
χ̃ℓ χℓ

境界条件より W (0) = 0 , W (∞) = k sin
(
δℓ − δ̃ℓ

) になるから
sin
(
δℓ − δ̃ℓ

)
=

2m

ℏ2k

∫ ∞

0

dr
(
Ṽ (r)− V (r)

)
χ̃ℓ χℓ (11.53)

である。特に, Ṽ (r) = 0 とすると δ̃ℓ = 0 , χ̃ℓ(r) = kr jℓ(kr) であるから

sin δℓ = −
2m

ℏ2

∫ ∞

0

dr rV (r) jℓ(kr)χℓ(r) (11.54)

になる。(11.51)の解 χℓ(r)が分かれば,位相のずれ δℓ が求まる。r → 0では jℓ(kr)χℓ(r)は (kr)2ℓ+2

に比例する。斥力の遠心力ポテンシャル ℏ2ℓ(ℓ+1)/(2mr2) は ℓ が大きいほど強くなるため, 大きな
ℓ波ほど原点に近づけない。したがって, V (r) の作用範囲が有限で低エネルギーの場合, 大きな ℓ波
は V (r) の影響を受けず sin δℓ ≈ 0 になるから, 部分波展開は有効な方法になる。
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δℓ

kr

∆V (r) = V (r)− Ṽ (r) が微小の場合, (11.53)より

δℓ − δ̃ℓ ≈ −
2m

ℏ2k

∫ ∞

0

dr∆V (r) (χ̃ℓ(r))
2

になるから, 位相のずれの変化はポテンシャルの変化
と逆符号である。したがって, V (r) = 0 から出発し微
小変化を繰り返して V (r) に到達すれば, 引力ポテンシャル V (r) < 0 のとき δℓ > 0 , 斥力ポテン
シャル V (r) > 0 のとき δℓ < 0 になる。引力ポテンシャルの場合, 動径方向の波動関数は V (r) = 0

に比べて原点側に引き込まれる。この様子を r → ∞ での χℓ(r) の漸近形 (11.50) で図示すると上
図のようになり δℓ > 0 である。太い曲線が χℓ(r), 細い曲線は δℓ = 0 の場合である。一方, 斥力
の場合は押し出され δℓ < 0 になる。なお, sin δℓ を与えても δℓ は一意には決まらない。ここでは,

V (r) = 0 のとき δℓ = 0 とし, これから δℓ が連続的に変化するとして不定性を除いてある。
(11.54)を別の方法で導く。(11.21)に (11.48) を代入すると ( Rℓ(r)/Aℓ = χℓ(r)/(kr) )

f(Ω) = −
∑
ℓ,mℓ

iℓeiδℓ
∫
d3r′ e−ik

′·r′
U(r′)

χℓ(r
′)

kr′
Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω′) (11.55)

e−ik
′·r′ に (11.3)の複素共役を代入すると ( k′ = ker )

f(Ω) = − 4π

k

∑
ℓmℓ
LM

iℓ−Leiδℓ Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)YLM (Ω)

∫ ∞

0

dr′ r′ U(r′)jL(kr
′)χℓ(r

′)

∫
dΩ′ Yℓmℓ

(Ω′)Y ∗
LM (Ω′)

= − 4π

k

∑
ℓ,mℓ

eiδℓY ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω)

∫ ∞

0

dr r U(r)jℓ(kr)χℓ(r)

ただし, 球面調和関数の直交性 (17.40)を用いた。加法定理 (17.43)あるいは k を z軸にとれば

f(θ) = − 1

k

∑
ℓ

eiδℓ(2ℓ+ 1)Pℓ(cos θ)

∫ ∞

0

dr r U(r)jℓ(kr)χℓ(r) (11.56)

になる。(11.46)と比較すると (11.54)を得る。
ボルン近似は f(Ω) を V の 1次近似で求める。これは, (11.55)で δℓ と χℓ(r) を自由粒子の結果

δℓ = 0, χℓ(r) = krjℓ(kr) で置き換えることである。(11.3)より (11.55)は

fb(θ) = −
∑
ℓ,mℓ

iℓ
∫
d3r′e−ik

′·r′
U(r′)jℓ(kr

′)Y ∗
ℓmℓ

(Ωk)Yℓmℓ
(Ω′) = − 1

4π

∫
d3r′e−ik

′·r′+ik·r′
U(r′)

になり, ボルン近似の散乱振幅 (11.26)を再現する。(11.56)で同じ置き換えをすれば

fb(θ) = −
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(cos θ)

∫ ∞

0

dr r2U(r)j2ℓ (kr) (11.57)

になる。(11.54)より, ボルン近似での位相のずれは

sin δℓ ≈ −
2mk

ℏ2

∫ ∞

0

dr r2V (r) j2ℓ (kr)

である。井戸型ポテンシャル (11.29)の場合

sin δℓ ≈ −
2mV0k

ℏ2

∫ a

0

dr r2 j2ℓ (kr) = −
2mV0
ℏ2k2

∫ ak

0

dxx2 j2ℓ (x) (11.58)
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低エネルギーで ak � 1 のとき (17.77)を使うと

sin δℓ ≈ −
2mV0a

2

ℏ2
(ak)2ℓ+1

[(2ℓ+ 1)!!]2(2ℓ+ 3)

ℓ ≥ 1 は ℓ = 0 に比べて O((ak)2) になるから無視してよい。したがって

fb(θ) ≈ −
2mV0a

3

3ℏ2
,

dσ

dΩ
= a2

(
2mV0a

2

3ℏ2

)2

になる。ak → 0 での (11.31)は ℓ = 0 の寄与を表す。

問題 11.3 (11.58)において (ak)2 まで考慮すると (11.31)になることを示せ。

11.6 井戸型ポテンシャルによる散乱
V (r) が引力の井戸型ポテンシャル

V (r) =

{
−V0 , r < a

0 , r > a
, V0 > 0 (11.59)

の場合 r < a では (11.37)は(
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2
+
ρ21
a2

)
Rℓ(r) = 0 , ρ1 ≡

√
ρ2 + v20 , ρ ≡ ak , v0 ≡ a

√
2mV0
ℏ2

(11.60)

になるから, 原点で有界な解は
Rℓ(r) = Cℓ jℓ(ρ1r/a) (11.61)

一方, r > a では自由粒子と同じであるから

Rℓ(r) = Aℓ

(
cos δℓ jℓ(ρr/a)− sin δℓ nℓ(ρr/a)

)
(11.62)

r = a で波動関数は滑らかに接続するから

Cℓ jℓ(ρ1) = Aℓ

(
cos δℓ jℓ(ρ)− sin δℓ nℓ(ρ)

)
, Cℓ ρ1j

′
ℓ(ρ1) = Aℓ ρ

(
cos δℓ j

′
ℓ(ρ)− sin δℓ n

′
ℓ(ρ)

)
両者の比をとれば

tan δℓ =
(γℓ − ℓ− 1) jℓ(ρ)− ρ j′ℓ(ρ)
(γℓ − ℓ− 1)nℓ(ρ)− ρn′

ℓ(ρ)
, ただし γℓ(ρ1) =

ρ1j
′
ℓ(ρ1)

jℓ(ρ1)
+ ℓ+ 1 (11.63)

である。j′ℓ(x), n′ℓ(x) に (17.71)を用いると

tan δℓ =
(γℓ − 2ℓ− 1)jℓ(ρ) + ρ jℓ+1(ρ)

(γℓ − 2ℓ− 1)nℓ(ρ) + ρnℓ+1(ρ)
, γℓ = 2ℓ+ 1− ρ1jℓ+1(ρ1)

jℓ(ρ1)
=
ρ1jℓ−1(ρ1)

jℓ(ρ1)
(11.64)

になる。ここで j−1(x) ≡ −n0(x) = cosx/x である。

低エネルギー極限
低エネルギー ( ρ = ak � 1 )の場合 (17.77), (17.78)より

ρ jℓ+1(ρ)

jℓ(ρ)
=

ρ2

2ℓ+ 3

(
1 +

ρ2

(2ℓ+ 3)(2ℓ+ 5)
+ · · ·

)
,

ρ nℓ+1(ρ)

nℓ(ρ)
= 2ℓ+ 1− ρ2

2ℓ− 1
+ · · ·

jℓ(ρ)

nℓ(ρ)
= − 2ℓ+ 1

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1

(
1− 2ℓ+ 1

(2ℓ+ 3)(2ℓ− 1)
ρ2 + · · ·

)
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になる。これから
tan δℓ ≈

2ℓ+ 1− γℓ(ρ1)− dℓρ2

γℓ(ρ1)− ρ2/(2ℓ− 1)

2ℓ+ 1

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1 (11.65)

ここで
dℓ =

1

2ℓ+ 3

(
1 +

2ℓ+ 1

2ℓ− 1

(
2ℓ+ 1− γℓ(ρ1)

))
更に

ρ1 =
√
v20 + ρ2 = v0 +

ρ2

2v0
+ · · · , ∴ γℓ(ρ1) = γℓ(v0) +

γ′ℓ(v0)

2v0
ρ2 + · · ·

であるから

tan δℓ ≈
2ℓ+ 1− γℓ(v0) +O(ρ2)

γℓ(v0)− cℓρ2
2ℓ+ 1

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1 , ただし cℓ =

1

2ℓ− 1
− γ′ℓ(v0)

2v0
(11.66)

になる。ポテンシャルが γℓ(v0) ≈ 0 または 2ℓ+ 1− γℓ(v0) ≈ 0 という特別な場合を除いて

tan δℓ ≈
2ℓ+ 1− γℓ(v0)

γℓ(v0)

2ℓ+ 1

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1 =

2ℓ+ 1

[ (2ℓ+ 1)!! ]
2

jℓ+1(v0)

jℓ−1(v0)
(ka)2ℓ+1 k→0−−−−→ 0

であるから部分波振幅は

fℓ =
1

k

1

cot δℓ − i
≈ tan δℓ

k
≈ 2ℓ+ 1

[ (2ℓ+ 1)!! ]
2

jℓ+1(v0)

jℓ−1(v0)
(ka)2ℓa (11.67)

になる。ℓ 6= 0 のとき fℓ ≈ 0 であり, 散乱には ℓ = 0 である s波だけが寄与する。

f0 ≈ a
j1(v0)

j−1(v0)
= − a

(
1− tan v0

v0

)
であるから

dσ

dΩ
≈ |f0|2 = a2

(
1− tan v0

v0

)2

, σtot ≈ 4πa2
(
1− tan v0

v0

)2

(11.68)

になる。井戸型ポテンシャルに限らず, 一般に作用範囲が有限なポテンシャルの場合, 低エネルギー
極限では ℓ = 0 の部分波だけが散乱に寄与し, 散乱は等方的になる。例外的な

2ℓ+ 1− γℓ(v0) =
v0jℓ+1(v0)

jℓ(v0)
≈ 0

の場合, ℓ = 0 でも tan δ0 ≈ d0(ka)3 であるから f0 ≈ d0a3k2 になり dσ/dΩ ≈ 0 である。

問題 11.4 (11.68)と k → 0 でのボルン近似の結果 (11.33)を比較せよ。

部分波展開の収束性
近似式 (11.65)は ρ→ 0 でなくても ρ� ℓ ならば有効である。ℓ が非常に大きい場合を考えると

γℓ(ρ1) =
ρ1jℓ−1(ρ1)

jℓ(ρ1)
≈ 2ℓ+ 1− ρ21

2ℓ+ 3
, ∴ 2ℓ+ 1− γℓ(ρ1)− dℓρ2 ≈

ρ21 − ρ2

2ℓ+ 3
=

v20
2ℓ+ 3

したがって, 十分大きな ℓ に対しては

tan δℓ ≈
v20

2ℓ+ 3

ρ2ℓ+1

[(2ℓ+ 1)!!]2
∼ v20

8e ℓ2

(eρ
2ℓ

)2ℓ+1

ただし, スターリングの公式 (2ℓ+ 1)!! =
(2ℓ+ 1)!

2ℓℓ!
∼
√
2 e−ℓ(2ℓ)ℓ+1 を使った。tan δℓ は ℓ の増加と

ともに急速に 0 に収束する。特に, 低エネルギーでは, 比較的小さな ℓ だけを考慮すればよいから,
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部分波展開は有効な方法である。一方, 高エネルギーでは非常に大きな ℓ まで考慮する必要があり,

有効な方法ではない。この場合はボルン近似で扱った方がよい。

共鳴
低エネルギー極限に戻って, 例外的な場合である γℓ(v0) = v0jℓ−1(v0)/jℓ(v0) ≈ 0 , つまり jℓ−1(v0) ≈
0 を考える。問題 6.5で示したように jℓ−1(v0) = 0 は角運動量 ℓ の新しい束縛状態がエネルギー 0

に出現する条件である。(11.66)より

tan δℓ ≈
(2ℓ+ 1)2

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1

γℓ(v0)− cℓρ2

ここで γℓ(v0) と cℓρ
2 は共に微小量である。

γ′ℓ(v0) = jℓ−1(v0)

(
v0

jℓ(v0)

)′

+ j′ℓ−1(v0)
v0

jℓ(v0)
= jℓ−1(v0)

(
v0

jℓ(v0)

)′

+
(ℓ− 1)jℓ−1(v0)− v0jℓ(v0)

jℓ(v0)

より jℓ−1(v0) ≈ 0 のとき γ′ℓ(v0) ≈ − v0 になるから

cℓ =
1

2
+

1

2ℓ− 1
=

2ℓ+ 1

2(2ℓ− 1)

である。γℓ(v0)/cℓ > 0 ならば ρ = ρr ≡
√
γℓ(v0)/cℓ で tan δℓ は発散するから, (11.47)より部分波の

断面積 σℓ は k が与えられたときの最大値 (σℓ)max = 4π(2ℓ+ 1)/k2 になる。ρ = ρr 近傍では

cot δℓ ≈
d cot δℓ(ρr)

dρr
(ρ− ρr) = −

ρ− ρr
ρi

, ρi =
(2ℓ+ 1)2

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓr
2cℓ

(11.69)

したがって

fℓ =
1

k

1

cot δℓ − i
≈ − a

ρr

ρi
ρ− ρr + iρi

, σℓ = 4π(2ℓ+ 1)|fℓ|2 ≈
4πa2

ρ2r

ρ2i
(ρ− ρr)2 + ρ2i

ℓ 6= 0 のとき cℓ > 0 であり ρi ∝ (γℓ(v0))
ℓ で γℓ(v0) ≈ 0 であるから ρi は正の微小量である。これか

ら, σℓ は ρ = ρℓ を中心とした幅が ρi 程度の非常に鋭いピークになり共鳴が起こる。共鳴が起こる
条件は cℓ > 0 より γℓ(v0) > 0 である。γℓ(v00) = 0, つまり jℓ−1(v00) = 0 とすると

γℓ(v0) = γ′ℓ(v00)(v0 − v00) + · · · = − v00(v0 − v00) + · · ·

γℓ(v0) > 0 であるためには v0 < v00 であり束縛状態が新たにできる直前である。なお, σℓ が極大に
なる ρ は ρr とは厳密には異なるが, ρi が微小ならほぼ一致する。

σℓ = 4πa2(2ℓ+ 1)
sin2 δℓ
ρ2

, tan δℓ ≈
(2ℓ+ 1)2

[(2ℓ+ 1)!!]2
ρ2ℓ+1

γℓ(v0)− cℓρ2

を ℓ = 1 の場合に図示すると下図になる。jℓ−1(x) = j0(x) = sinx/x であるから v0 = π, 2π, · · · で
新たな束縛状態が現れる ( 152ページ参照 )。図では v0 = π 前後での σ1 を示した。束縛状態が現
れる直前では σ1 は非常に鋭いピークになる。破線は (σℓ)max である。

v0 = 1.001π

v0 = 0.999π
v0 = π

0.0 0.2 0.4

2

4

σ
1
/(
4
π
a
2
)

ρ

v0 = 0.999π

0.05 0.10

200

400

σ
1
/(
4
π
a
2
)

ρ
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散乱の波動関数は (11.62)で Aℓ = k とすると r > a では

rRℓ(r) = kr
(
cos δℓ jℓ(ρr/a)− sin δℓ nℓ(ρr/a)

)
r→∞−−−−→ sin

(
kr − ℓπ

2
+ δℓ

)
r < a では q = r/a とすると

rRℓ(r) = rCℓjℓ(ρ1q) = ρ
(
cos δℓ jℓ(ρ)− sin δℓ nℓ(ρ)

) q jℓ(ρ1q)
jℓ(ρ1)

になる。

sin δℓ =
1√

cot2 δℓ + 1
≈ ρi√

(ρ− ρr)2 + ρ2i
, cos δℓ = sin δℓ cot δℓ ≈ −

ρ− ρr√
(ρ− ρr)2 + ρ2i

及び (17.77), (17.78)から

rRℓ(r) ≈
1√

(ρ− ρr)2 + ρ2i

ρℓ

(2ℓ+ 1)!!

(
[(2ℓ+ 1)!!]2

2ℓ+ 1

ρi
ρ2ℓ
− ρ(ρ− ρr)

)
q jℓ(ρ1q)

jℓ(ρ1)√
(ρ− ρr)2 + ρ2i 以外の ρ を ρr で置き換え (11.69)を使うと

0 20 40

0

10

rR
ℓ
(r
)

r/a

1

rRℓ(r) ≈
ρ2i√

(ρ− ρr)2 + ρ2i

1√
2cℓρi

q jℓ(ρ1q)

jℓ(ρ1)

r < a での波動関数は r � a に比べて非常に大きく
なる。自由粒子と比較すると波動関数には大きなゆがみ
が生じ断面積は大きくなる。右図は前図で共鳴が起こる
ℓ = 1, v0 = 0.999π, ρ = ρr の波動関数である。細い曲線
は自由粒子の波動関数 krj1(kr) を表す。共鳴状態の波
動関数は, r > a では最初はゆっくり減少しその後振動
を始める。r →∞ で振動することが束縛状態の波動関数と決定的に異なる点である。しかし, その
振幅はポテンシャル内の波動関数に比べて非常に小さいから, この振動を無視すると, 共鳴状態の波
動関数は弱い束縛状態の波動関数と似た構造を示す。動径方向の有効ポテンシャルはV (r)+ℏ2ℓ(ℓ+
1)/(2mr2) であり, ℓ 6= 0 のときは遠心力ポテンシャルが加わる。この遠心力ポテンシャルが障壁と
なり, E > 0 でも粒子がポテンシャル V (r) 内部に捕らわれ仮想的な束縛状態ができる。共鳴状態
は E ≈ 0 でなくても E が ℏ2ℓ(ℓ+ 1)/(2ma2) より十分小さければ存在しうる。
一般に k = kr で cot δℓ(k) = 0 とする。kr ≈ 0 である必要はない。(11.69)と同様にすれば

cot δℓ ≈
k − kr
ki

,
1

ki
=
d cot δℓ(kr)

dkr
< 0

になるから

fℓ =
1

k

1

cot δℓ − i
≈ 1

kr

ki
k − kr − iki

, σℓ = 4π(2ℓ+ 1)|fℓ|2 ≈
4π(2ℓ+ 1)

k2r

k2i
(k − kr)2 + k2i

である。k2i が小さければ σℓ は k = kr を中心とした非常に鋭いピークになり共鳴が起こる。σℓ を
エネルギー E = ℏ2k2/2m , Er = ℏ2k2r/2m で表すと

k − kr =
k2 − k2r
k + kr

≈ 2m

ℏ2
E − Er
2kr

より
σℓ ≈

4π(2ℓ+ 1)

k2r

(Γ/2)2

(E − Er)2 + (Γ/2)2
, Γ = − 2ℏ2

m
krki > 0 (11.70)
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になる。これをブライト・ウィグナーの公式という。Er を共鳴エネルギー, Γ を共鳴幅という。
(11.45)で定義した Sℓ(k) = e2iδℓ は

Sℓ(k) =
cot δℓ + i

cot δℓ − i
≈ k − kr + iki
k − kr − iki

=
k − k∗res
k − kres

, kres = kr + iki

になるから, 複素 k平面上で Sℓ(k) の極が kr, ki を与える。極のうち, Re k が正で Im k が負で小さ
い場合, 共鳴状態の位置と幅を与える。また, (11.49)以下で見たように k が順虚数の場合, k2/(2m)

が束縛状態のエネルギーになる。Sℓ(k) の解析的性質については次節で考察する。

問題 11.5 (11.64)より cot δℓ(k)− i = 0 は束縛エネルギーを与える (6.24)になることを示せ。

v0 を与えたとき, (11.64)から δℓ(k) を数値的に求めた結果を示す。(11.64)より tan δℓ(k)
k→∞−−−−→ 0

になるから δℓ(∞) = 0 とし δℓ(k) を k の連続関数とした。σℓ の図で太い実線は全断面積 σtot であ
る。厳密には ℓ = ∞ まで σℓ の和をとる必要があるが, ここでは ℓ ≤ 8 で十分である。Born はボ
ルン近似での全断面積 (11.32)を表す。k が小さい領域では σℓ=0 が主に寄与する。ボルン近似は v0

が小さく k が大きいほどよい近似である。共鳴に関しては, v0 = 2.7 で ℓ = 1 の共鳴が見える。前
に示したように, v0 → π にすると, この共鳴状態は非常に鋭いピークに移行する。v0 = 4, 5 では
それぞれ ℓ = 2, 3 の共鳴状態が存在する。(11.66)より ℓ = 0 かつ γ0(v0) = 0 という場合を除くと
tan δℓ(0) = 0 であるから, Nℓ を整数として δℓ(0) = πNℓ になる。このとき, Nℓ は角運動量 ℓ の束縛
状態の個数を表す ( レビンソンの定理 (11.127) )。例えば, ℓ = 0 の場合 v0 = 2.7 と v0 = 4 では束
縛状態は 1つ, v0 = 5 では 2つ存在する ( 152ページの図参照 )。

v0 = 2.8 = 0.891π
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11.7 剛体球による散乱

b

a

−a

θ

φ

V (r) =

{
∞ , r < a

0 , r > a

の場合を考える。右図に古典力学的粒子の散乱を示す。衝突径数 bが
b < a のとき散乱が起こる。運動量 ℏk と角運動量 ℏℓcl = ℏkb で表
せば ℓcl < K = ka である。散乱角 θ = π − 2φ, sinφ = b/a より
cos(θ/2) = b/a であるから, 微分断面積 σ(θ) と全断面積 σtot は

σ(θ) =
b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ
∣∣∣∣ = a2

4
, σtot = 2π

∫ π

0

dθ sin θ σ(θ) = πa2 (11.71)

σtot は球の幾何学的断面積になる。古典的粒子の散乱では, 粒子が到達しない影領域 (図の斜線部
分 )が存在する。
以下では, 量子力学の散乱として扱う。r > a では自由粒子と同じであるから

Rℓ(r) = Aℓ

(
cos δℓ jℓ(kr)− sin δℓ nℓ(kr)

)
=
Aℓ
2

(
hℓ(kr) e

iδℓ + h∗ℓ (kr) e
−iδℓ

)
ただし hℓ(x) は (17.67)の h

(1)
ℓ (x) = jℓ(x) + inℓ(x) である。(18.18)より

hℓ(x) = (−i)ℓ+1 e
ix

x
h̄ℓ(x) , h̄ℓ(x) =

ℓ∑
n=0

(ℓ+ n)!

(ℓ− n)!n!

(
i

2x

)n
= 1 + i

ℓ(ℓ+ 1)

2x
+ · · ·

とおける。境界条件 Rℓ(a) = 0 より

tan δℓ =
jℓ(K)

nℓ(K)
あるいは e2iδℓ = − h∗ℓ (K)

hℓ(K)
= (−1)ℓe−2iK h̄

∗
ℓ (K)

h̄ℓ(K)
(11.72)

になる。δ0 = −K, δ1 = −K + tan−1K である。k を z軸方向にとると, 波動関数 (11.48)は

ψ(r) =

∞∑
ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
e2iδℓhℓ(kr) + h∗ℓ (kr)

2
Pℓ(cos θ)

になる。(11.6)より ψ(r, δℓ = 0) = eikz である。散乱波 ψsc = ψ − eikz は

ψsc(r) =

∞∑
ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)ikfℓ(k)hℓ(kr)Pℓ(cos θ) , ikfℓ(k) =
e2iδℓ − 1

2
= − jℓ(K)

hℓ(K)

σtot

σ0 σ5
σ10 σ15

0 10 20 K
0

2πa2

4πa2fℓ(k)は (11.45)である。r = a では ψsc(r) = − eikz になり
散乱波は入射波を打ち消す。
(11.47)の σℓ = 4πa2(2ℓ+ 1)K−2 sin2 δℓ と σtotを右図に

示す。σ0 = 4πa2K−2 sin2K
K→0−−−→ 4πa2 である。K � 1

のとき数値結果は

σtot ≈ 2πa2
(
1 + 0.996K−2/3 − 0.356K−4/3

)
(11.73)

になる。σtot K→0−−−→ 4πa2 , σtot
K→∞−−−−→ 2πa2 である。

K → 0 のとき (17.77), (17.78) より fℓ ∝ K2ℓ である。ℓ = 0 だけが寄与し散乱振幅 f(θ) は
f(θ) = f0 ≈ δ0/k = − a になり σtot = 4πa2 である。(11.115)の散乱半径 a0 は剛体球の半径 aに一
致する。K = 0.3 のとき確率流

j(r) =
ℏ
m
Im
(
ψ∗(r)∇ψ(r)

)
, jsc(r) =

ℏ
m
Im
(
ψ∗
sc(r)∇ψsc(r)

)
(11.74)



11 散乱問題 284

の流線を下に示す。左図より, 回折のため粒子は剛体球を回りこみ影領域は存在しない。

ψsc(r) = −
a

r

(
1 + iKΘ(r) +O

(
K2
))
, Θ(r) =

r

a
− 1 +

a

r
cos θ (11.75)

になる。ψ(a, θ) = O
(
K2
) である。これから K → 0 では ( v = ℏk/m )

j(r) = v
(
1− a

r

)2(
ez

(
1− a2

r2

)
− eθ

(
a

r
+

2a2

r2

)
sin θ

)
(11.76)

jsc(r) = v
a2

r2

(
er −

a2

r2

(
er cos θ + eθ sin θ

))
(11.77)

r ≈ a のとき j ≈ − 3v(1 − a/r)2eθ sin θ は球面に沿った流れである。一方, r � a のとき j ≈ vez

であり, jsc ≈ v(a2/r2)er より |f(θ)|2 = a2 になる。(11.76), (11.77) の流線は

j :
√
|1− a2/r2|

( r
a
− 1
)
sin θ = C , jsc :

r

a
=

| sin θ|√
2(C − cos θ)

(11.78)

と表せる。定数 C を与えると流線は決まり, 点線で示した曲線になる。

−2 −1 0 1 2 z/a

−1

0

1

x/a j(r)

−2 −1 0 1 2 z/a

−1

0

1

x/a jsc(r)

問題 11.6 (11.75), (11.76), (11.77)を示せ。xz平面上の流線は dx/dz = jx(r)/jz(r), つまり dJ =

jzdx− jxdz = 0 で決まる。(11.76)の場合

dJ =
ℏka
m

(
1− a

r

)2( sin θ

r
dr − dF

)
, F (r, θ) =

(a
r
− r

a

)
sin θ

を示せ。jsc(r) についても同様にして (11.78)を求めよ。
ℓK

0 10 20 ℓ
0

1

si
n
2
δ ℓ

以下では K � 1 の場合を考える。古典力学の角運動量
ℓcl に対応する量は

√
ℓ(ℓ+ 1) になるから√

ℓ(ℓ+ 1) =
√

(ℓ+ 1/2)2 − 1/4 < K

とき散乱が起こるだろう。K � 1 の場合 ℓ < ℓm ≈ K − 1/2

である。右図に K = 20 での sin2 δℓ を • で示す。曲線は
(11.81), ℓK は (11.84) である。古典力学から予想されるよ
うに, ℓ > ℓm では sin2 δℓ ≈ 0 である。ℓ < ℓm のとき sin2 δℓ は激しく振動する。ℓ ≤ ℓm に制限し
sin2 δℓ を平均値 1/2 で置き換えると

σtot =
4πa2

K2

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) sin2 δℓ ≈
4πa2

K2

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
1

2
= 2πa2

(ℓm + 1)2

K2
≈ 2πa2

K � 1の場合, 散乱が起こる ℓは古典力学とほぼ同じであるが, σtot は古典力学の 2倍である。
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以上の議論をもう少し詳しく調べる。ベッセル関数 Jν(x), Nν(x) は
√
|ν2 − x2| � 1 ならば

Jν(x) + iNν(x) ≈
√

2

π
√
|ν2 − x2|

×


exp
(
ixg1(ν/x)− iπ/4

)
, x > ν

exp
(
−xg2(ν/x)

)
− 2i exp

(
xg2(ν/x)

)
2

, x < ν

(11.79)

ただし
g1(x) =

√
1− x2 − x cos−1 x , g2(x) = x cosh−1 x−

√
x2 − 1 (11.80)

になる (数学公式 III 156ページ )。(11.72)及び hℓ ∝ Jℓ+1/2+ iNℓ+1/2 より K
√
|x2ℓ − 1| � 1 のとき

δℓ ≈

 −Kg1(xℓ)− π/4 , 0 < xℓ < 1

− tan−1
(
e−2Kg2(xℓ)/2

)
≈ − e−2Kg2(xℓ)/2 , xℓ > 1

, xℓ =
ℓ+ 1/2

K
(11.81)

あるいは

sin2 δℓ ≈

 sin2
(
Kg1(xℓ) + π/4

)
, 0 < xℓ < 1

e−4Kg2(xℓ)/4 , xℓ > 1
(11.82)

である。g1(x) は単調減少関数で g1(0) = 1, g1(1) = 0 であるから sin2
(
Kg1(x) + π/4

) は周期 π/K

程度で振動する。一方, e−4Kg2(x) は xの増加とともに急激に減少する。前図に示したように (11.82)

は xℓ = 1 ( ℓ = K − 1/2 )近傍以外では数値解 • とよく一致する。

g1(x)
x→0−−−→ 1− πx

2
, g1(x), g2(x)

x→1−−−→ c

2
|1− x|3/2 , c =

4
√
2

3
(11.83)

である。ℓ� K の場合 δℓ ≈ −K + ℓπ/2 になる。また, xℓ > 1 では δℓ ≈ − e−cK(xℓ−1)3/2/2 より

K(xℓ − 1)3/2 > 1 つまり ℓ > ℓK = K
(
1 +K−2/3

)
− 1/2 (11.84)

のとき sin2 δℓ ≈ δ2ℓ < e−2c/4 = 0.0058 · · · である。

問題 11.7 g1, g2 を (11.83)の第 2式で近似し ℓ の和を xℓ の積分で置き換える。

σtot ≈ 2πa2

(
1 +

2
√
3 + 21/3

3

Γ (2/3)

(cK)2/3
− 2
√
3− 2−1/3

3

Γ (4/3)

(cK)4/3

)
, c =

4
√
2

3

を示せ。σtot ≈ 2πa2
(
1 + 1.40K−2/3 − 0.34K−4/3

) になり (11.73)をほぼ再現する。

問題 11.8 WKB近似 ( 227ページ参照 )での波動関数の位相 Θ(r) は

Θℓ(r) =

∫ r

r0

ds
√
k2 − Uℓ(s) + φ , Uℓ(r) =

2m

ℏ2
V (r) +

ν2

r2
, ν =

√
ℓ(ℓ+ 1) ≈ ℓ+ 1/2

ν2/r2

自由粒子

r0

剛体球

a r

になる。φ は任意定数, r0 は k2 − Uℓ(r0) = 0 の解である。自由粒子の
Θℓ(r) を Θfree

ℓ (r) とすると, 位相のずれは δwkb
ℓ = Θℓ(∞) − Θfree

ℓ (∞) で
ある。剛体球の場合

δwkb
ℓ =

{
−Kg1(ν/K) , ν < K

0 , ν > K

を示せ。K � 1のとき (11.81)と実質的には同じである。
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K = 20 での確率流 (11.74) の流線を下に示す。左図より θ ≈ 0である前方 (入射側から見て剛
体球の後方 )には粒子が殆ど到達せず ψ ≈ 0 になる影領域が存在する。K が増加すると影領域は拡
大する。影領域では ψ = eikz + ψsc ≈ 0 であるから ψsc ≈ − eikz の散乱波 (影散乱波 )が存在し
jsc ≈ (ℏk/m)ez である。右図のほぼ z軸に平行な流線は, これを表す。K が非常に大きくても有限
である限り, 回折のため粒子は剛体球の後方に回りこみ, 十分遠方では前方に到達する。影散乱も微
分断面積に寄与するが, これは古典力学的粒子の散乱とは異なる現象である。一方, 前方以外では,

jsc の流線は点線で示した散乱後の古典的軌道とよく一致する (問題 11.9参照 )。

−2 −1 0 1 2 z/a

−1

0

1

x/a j(r)

−2 −1 0 1 2 z/a

−1

0

1

x/a jsc(r)

K � 1 のとき ψ− eikz = ψsc を古典的軌道により模式的に表すと下図のようになる。散乱は古典力
学での散乱に対応する部分と影散乱からなる。以下で示すように, それぞれ断面積に πa2 の寄与を
し σtot ≈ 2πa2 である。

ψ

−

eikz

=

ψsc

影散乱

ℓm を十分大きくとれば, ℓ > ℓm のとき δℓ = 0 になるから

ψsc(r) =
eikr

2ikr

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
e2iδℓ − 1

)
h̄ℓ(kr)Pℓ(cos θ) = ψ1(r) + ψ2(r)

ただし

ψ1(r) = −
eikr

2ikr

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)h̄ℓ(kr)Pℓ(cos θ) , ψ2(r) =
eikr

2ikr

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)e2iδℓ h̄ℓ(kr)Pℓ(cos θ)

である。jℓ = (hℓ + h∗ℓ )/2 より平面波 eikz = ϕ1 + ϕ2 は

ϕ1(r) =
eikr

2ikr

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)h̄ℓ(kr)Pℓ(cos θ) , ϕ2(r) = −
e−ikr

2ikr

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)(−1)ℓh̄∗ℓ (kr)Pℓ(cos θ)

に分割できる。e2iδℓ , (−1)ℓ の振動のため, 前方 (Pℓ(cos θ) ≈ 1 ) では ψ1, ϕ1 が主要な項になる。
ψ1

K→∞−−−−→ −ϕ1 になるから, K � 1 のとき ψ1 と ϕ1 は大幅に打ち消し合い, 前方に影の領域が発生
する。影散乱は主に ψ1 がもたらす。
散乱振幅 f(θ) は f(θ) = f1(θ) + f2(θ)

f1(θ) = −
1

2ik

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(cos θ) , f2(θ) =
1

2ik

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)e2iδℓPℓ(cos θ)
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|f/a|2

|f1/a|2

|f2/a|2

(11.86)
0.25

0 π/2 θ
0.01

0.1

1

10

100である。f1, f2 はそれぞれ ψ1, ψ2 の寄与である。右図
に K = 20 での |f(θ)/a|2 を太い実線で示す。細い実
線は |f1(θ)/a|2, 破線は |f2(θ)/a|2 である。(11.84) よ
り ℓm = ℓK とした。f1(θ), f2(θ) は ℓm に依存するが,

ℓ > ℓK では e2iδℓ ≈ 1 になるから, f = f1 + f2 は ℓm

を ℓK 以上に大きくしても, ほとんど変化しない。

f1(0) = −
1

2ik

(
ℓm + 1

)2 ≈ iaK
2

(11.85)

より K � 1 のとき影散乱による f1 のため |f(θ)|2 は前方 ( θ ≈ 0 )で特に大きい。θ が増加すると
f2 が支配的になり, 古典力学と同様に |f(θ)|2 ≈ a2/4 である ( (11.87) )。σtot = σ1 + σ2 + σ12

σi = 2π

∫ π

0

dθ sin θ |fi(θ)|2 =
π

k2

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) =
π

k2
(ℓm + 1)2 ≈ πa2

σ12 = 4π

∫ π

0

dθ sin θRe
(
f∗1 f2

)
= − 2π

k2

ℓm∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) cos 2δℓ ≈ 0

である。σtot には古典力学に対応する σ2 ≈ πa2 だけでなく,前方に集中する影散乱の寄与 σ1 ≈ πa2

があり σtot ≈ 2πa2 になる。|f1(0)| � |f2(0)| より
4π

k
Im f(0) ≈ 4π

k
Im f1(0) ≈

4π

k

aK

2
≈ 2πa2 ≈ σtot

これは光学定理 (11.14)である。
ℓ � 1, θ ≈ 0 の場合 Pℓ(cos θ) ≈ J0

(
(2ℓ + 1) sin(θ/2)

) と近似できる (数学公式 III 126ページ )。
α = 2K sin(θ/2), xm = (ℓm + 1/2)/K ≈ 1 とすると

f1(θ) ≈ −
2K

2ik

ℓm∑
ℓ=0

xℓ J0
(
αxℓ

)
≈ iaK

∫ xm

0

dxxJ0
(
αx
)
= iaxm

J1
(
2Kxm sin(θ/2)

)
2 sin(θ/2)

(11.86)

この |f1(θ)|2 は, 古典的波動の回折に現れる関数である。J1(x)/x x→0−−−→ 1/2 より (11.85) を得る。
f1(θ) の主な寄与は θ = 0近傍であるから, (11.86) を 0 ≤ θ ≤ π に適用すると

σ1 = 2π

∫ π

0

dθ sin θ |f1(θ)|2 ≈ πa2x2m
(
1− J2

0 (2Kxm)− J2
1 (2Kxm)

)
K→∞−−−−→ πa2

になる。
(17.32)より θ 6= 0 のとき散乱振幅は

f(θ) =
1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
e2iδℓ − 1

)
Pℓ(cos θ) =

1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)e2iδℓPℓ(cos θ)

になる。θ = 0, π付近以外では ℓ� 1 のとき

Pℓ(cos θ) ≈
√

2

πℓ sin θ
sin
(
(ℓ+ 1/2) θ + π/4

)
であるから (数学公式 III 106ページ )

f(θ) ≈ 1

k

∞∑
ℓ=0

√
ℓ+ 1/2

2π sin θ

(
ei(2δℓ−(ℓ+1/2)θ−π/4) − ei(2δℓ+(ℓ+1/2)θ+π/4)

)

≈
√

a2K

2π sin θ

∫ ∞

0

dx
√
x
(
eiϕ−(x) − eiϕ+(x)

)
, ϕ±(x) = 2δ(x)±Kθx± π

4
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ϕ±(x) が単調変化する領域では, K � 1 のとき eiϕ±(x) は xの関数として激しく振動するから, 積
分には殆ど寄与しない。例外は ϕ±(x) が極値になる場合である。x > 1 のとき e2iδ(x) ≈ 1 より
ϕ±(x) = ±Kθx± π/4 になり x の単調関数である。x < 1 の場合 (11.81)より

ϕ±(x) ≈ K
(
− 2g1(x)± θx

)
± π

4
− π

2
,

dϕ±
dx
≈ K

(
2 cos−1 x± θ

)
になる。ϕ+(x) は単調増加関数であるが ϕ−(x) は x = cos(θ/2) で極大になる。x = cos(θ/2)近傍の
ϕ−(x) だけ考慮すればよい。c = cos(θ/2) とおくと

ϕ−(x) = ϕ−(c) +
α

2
(x− c)2 + · · · , α = ϕ′′−(c) = −

2K√
1− c2

= K
dθ

dc

である。K � 1 のとき x = c近傍以外では eiα(x−c)
2/2 は激しく振動するから −∞ < x < ∞ の積

分に置き換えると (16.34)より

f(θ) ≈
√

a2Kc

2π sin θ
eiϕ−(c)

∫ ∞

−∞
dx eiαx

2/2 =

√
a2Kc

2π sin θ

2πi

α
eiϕ−(c) =

√
ib

sin θ

db

dθ
eiϕ−(c) (11.87)

ただし b = ac = a cos(θ/2) である。古典力学の (11.71)が近似的に成り立ち |f(θ)|2 ≈ a2/4 である。
一般に ϕ±(ℓ) = 2δℓ ± (ℓ + 1/2)θ ± π/4 とするとき, ϕ+(ℓ) または ϕ−(ℓ) が ℓ = ℓ0(θ) で極値にな

るとする。ℓ0(θ)� 1 であり ℓ = ℓ0(θ)近傍以外では δℓ が大きく変化するならば

f(θ) ≈ ∓ 1

k

√
∓i ℓ0
sin θ

dℓ0
dθ

eiϕ±(ℓ0) , |f(θ)|2 ≈ b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ
∣∣∣∣ , b =

ℓ0
k

である。

問題 11.9 283ページの図より, 散乱後の粒子が (r, θ) を通過するとき r sin(θ + 2φ) + a sinφ = 0

により φ が決まることを示せ。0 ≤ φ < π/2 ≤ θ ≤ π であるから 2φ
r→∞−−−−→ π − θ になる。粒子の

速度 vcl = ℏk/m
(
ex sin 2φ− ez cos 2φ

) は r � a のとき

vcl =
ℏk
m

(
er − eθ

a

r
cos

θ

2
+O

(
a2/r2

))

になることを示せ。ψsc(r) ≈ eikrf(θ)/r 及び (11.87)より jsc(r) ≈
a2

4r2
vcl を示せ。

11.8 ヨスト関数と S行列の解析性
一般的なシュレーディンガー方程式 (11.38)(

d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
χℓ(r) = 0 (11.88)

を考える。物理的には k2 は実数であるが, ここでは複素数とする。r → 0 のとき r2U(r) → 0 な
らば (

d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ k2

)
χℓ(r) = 0 (11.89)

になる。この方程式の解は kr jℓ(kr), kr nℓ(kr) である。(11.88)の解 Φℓ(k, r) として境界条件

Φℓ(k, r)
r→0−−−−→ kr jℓ(kr) =

(kr)ℓ+1

(2ℓ+ 1)!!

(
1 +O

(
(kr)2

))
(11.90)
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を満たす解を考える。Φℓ には r → ∞ での境界条件は設定しない。r → ∞ でも r2U(r) → 0 なら
ば (11.88)は (11.89)になるから, (11.88)の解 Fℓ(k, r) として境界条件

Fℓ(k, r)
r→∞−−−−→ kr h

(1)
ℓ (kr) = (−i)ℓ+1eikr

(
1 +O

(
(kr)−1

))
(11.91)

を満たす解が存在する。これに対しては r → 0 での境界条件は課さない。
(11.88)の解 φ1 , φ2 のロンスキャン W (φ1, φ2) = φ1

dφ2

dr
− dφ1

dr
φ2 は

dW

dr
= φ1

d2φ2

dr2
− d2φ1

dr2
φ2

= φ1

(
ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ U(r)− k2

)
φ2 −

(
ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ U(r)− k2

)
φ1φ2 = 0

であるから r に依存しない定数である。これから W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(−k, r)

) を r →∞ で求めれば

W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(−k, r)

)
= (−1)ℓ+1W

(
eikr, e−ikr

)
= 2ik(−1)ℓ (11.92)

である。したがって, k 6= 0 のとき Fℓ(k, r) と Fℓ(−k, r) は (11.88)の 1次独立な解である。(11.88)

で k を k∗ で置き換えて複素共役をとると(
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
F ∗
ℓ (k

∗, r) = 0 , ただし F ∗
ℓ (k

∗, r) =
(
Fℓ(k

∗, r)
)∗

になる。
F ∗
ℓ (k

∗, r)
r→∞−−−−→

(
k∗rh

(1)
ℓ (k∗r)

)∗
= (−1)ℓ+1(−kr)h(1)ℓ (−kr)

したがって
F ∗
ℓ (k

∗, r) = (−1)ℓ+1Fℓ(−k, r) (11.93)

である。一方, 境界条件 (11.90) と jℓ(−ρ) = (−1)ℓjℓ(ρ) より Φℓ(−k, r) = (−1)ℓ+1Φℓ(k, r) であり
Φℓ(k, r) と Φℓ(−k, r) は 1次独立ではない。また (jℓ(ρ

∗))
∗
= jℓ(ρ) より

Φℓ(k, r) = Φ∗
ℓ (k

∗, r) = (−1)ℓ+1Φℓ(−k, r) (11.94)

になる。
(11.88)の任意の解は Fℓ(k, r) と Fℓ(−k, r) の線形結合で表せるから

Φℓ(k, r) = AFℓ(k, r) +BFℓ(−k, r)

とおける。W (φ,φ) = 0 であるから

W
(
Fℓ(k, r), Φℓ(k, r)

)
= BW

(
Fℓ(k, r), Fℓ(−k, r)

)
= 2ik(−1)ℓB

W
(
Fℓ(−k, r), Φℓ(k, r)

)
= AW

(
Fℓ(−k, r), Fℓ(k, r)

)
= 2ik(−1)ℓ+1A

ここで
Jℓ(k) =

i

k
W
(
Fℓ(k, r), Φℓ(k, r)

)
(11.95)

と定義する。Jℓ(k) をヨスト (Jost)関数という。(11.93), (11.94)より

J ∗
ℓ (k

∗) = − i

k
W
(
F ∗
ℓ (k

∗, r), Φ∗
ℓ (k

∗, r)
)
= − i

k
W
(
Fℓ(− k, r), Φℓ(− k, r)

)
= Jℓ(− k) (11.96)



11 散乱問題 290

を満たす。B = (−1)ℓ+1Jℓ(k)/2 , Φℓ(k, r) = (−1)ℓ+1Φℓ(−k, r) より A = Jℓ(−k)/2 になるから

Φℓ(k, r) =
1

2

(
Jℓ(−k)Fℓ(k, r)− (−1)ℓJℓ(k)Fℓ(−k, r)

)
(11.97)

r→∞−−−−→ (−i)ℓ+1

2

(
Jℓ(−k) eikr − (−1)ℓJℓ(k) e−ikr

)
(11.98)

である。r →∞ での散乱波の漸近形 (11.49)と比較すると Sℓ は

Sℓ(k) =
Jℓ(−k)
Jℓ(k)

=
J ∗
ℓ (k

∗)

Jℓ(k)
(11.99)

と表せる。Sℓ(k∗) = J ∗
ℓ (k)/Jℓ(k∗) より

S∗
ℓ (k

∗) =
Jℓ(k)
J ∗
ℓ (k

∗)
= Sℓ(−k) =

1

Sℓ(k)
(11.100)

である。複素 k平面上の, 例えば, 第 1象限だけの Sℓ(k) が分かれば, 全平面での Sℓ(k) が求まる。k
が純虚数 ( k = − k∗ )の場合, (11.96)より Jℓ(k) は実数になるから, 虚軸上では Sℓ(k) は実数であ
る。k が実数の場合, Sℓ(k) = J ∗

ℓ (k)/Jℓ(k) より |Sℓ(k)| = 1 になる。したがって, δℓ(k) を実数とし
て Sℓ(k) = e2iδℓ(k) とおける。δℓ(k) は位相のずれである。
ヨスト関数の零点
Jℓ(kn) = 0 のとき k = kn は Sℓ(k) の極である。(11.100)から

S∗
ℓ (−k∗n) = Sℓ(kn) =∞ , Sℓ(−kn) = S∗

ℓ (k
∗
n) = 0 (11.101)

− k∗n も Sℓ の極である。一方, − k と k∗ は Sℓ の零点である。(11.97)から

Φℓ(kn, r) = anFℓ(kn, r) , an =
Jℓ(−kn)

2

である。r →∞ とすると

Φℓ(kn, r)→ (−i)ℓ+1an e
iknr = (−i)ℓ+1an e

ikRre−kIr , kR = Re kn , kI = Im kn (11.102)

であるから, kI > 0 ならば Φℓ(kn, r) → 0 になる。また, Φℓ(kn, r) は原点で 0 であるから, Φℓ(kn, r)

は束縛状態を表す。以下に示すように, Jℓ(kn) = 0 で kI > 0 ならば kR = 0 になるから, エネルギー
固有値 E = − k2I /2m は負の実数である。(

d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k2

)
Φℓ(k, r) = 0 ,

(
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− U(r) + k∗ 2

)
Φ∗
ℓ (k, r) = 0

であるから
d

dr
W
(
Φℓ(k, r), Φ

∗
ℓ (k, r)

)
= Φℓ

d2Φ∗
ℓ

dr2
− Φ∗

ℓ

d2Φℓ
dr2

= 2i Im(k2) |Φℓ(k, r)|2 (11.103)

したがって

2i Im(k2)

∫ ∞

0

dr |Φℓ(k, r)|2 =W
(
Φℓ(k, r), Φ

∗
ℓ (k, r)

)∣∣∣
r=∞

−W
(
Φℓ(k, r), Φ

∗
ℓ (k, r)

)∣∣∣
r=0

r → 0 のとき Φℓ ∝ rℓ+1 になるから W (· · · )|r=0 = 0 である。Jℓ(kn) = 0 のとき (11.102)より

W
(
Φℓ(kn, r), Φ

∗
ℓ (kn, r)

) r→∞−−−→ |an|2
(
eiknr

d

dr
e−ik

∗
nr − e−ik

∗
nr
d

dr
eiknr

)
= − 2i|an|2kRe−2kIr
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になるから
kR

(
2kI

∫ ∞

0

dr |Φℓ(kn, r)|2 + |an|2 e−2kIr
∣∣
r=∞

)
= 0

kR = 0ならば上式は成り立つから Jℓ(kn) = 0である純虚数の解は存在できる。更に kR = 0, kI > 0

のとき束縛状態のエネルギーを与える。kR 6= 0 の場合, kI > 0 ならば e−2kIr
∣∣
r=∞ = 0 より∫ ∞

0

dr |Φℓ(kn, r)|2 = 0 , ∴ Φℓ(kn, r) = 0 (11.104)

これから Jℓ(kn) = 0 の解は存在しない。一方, kR 6= 0, kI < 0 ならば Φℓ(kn, r) は規格化できない
が, Jℓ(kn) = 0 の解は存在できる。したがって, Sℓ(k) の極は虚軸上と下半面に存在する。上半面の
虚軸上の極が束縛状態になる。
束縛状態
(11.103)と同様にすれば d

dr
W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(kn, r)

)
=
(
k2 − k2n

)
Fℓ(kn, r)Fℓ(k, r) になるから

W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(kn, r)

)
−W

(
Fℓ(k, r0), Fℓ(kn, r0)

)
=
(
k2 − k2n

) ∫ r

r0

dr′ Fℓ(kn, r
′)Fℓ(k, r

′)

r0 →∞ のとき W
(
Fℓ(k, r0), Fℓ(kn, r0)

)
= (−1)ℓ+1i (kn − k) ei(k+kn)r0 より

W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(kn, r)

)
= (−1)ℓ+1i (kn − k) ei(k+kn)r0 +

(
k2 − k2n

) ∫ r

r0

dr′ Fℓ(kn, r
′)Fℓ(k, r

′)

したがって
d

dk
W
(
Fℓ(k, r), Fℓ(kn, r)

)∣∣∣∣
k=kn

= (−1)ℓi e2iknr0 + 2kn

∫ r

r0

dr′ F 2
ℓ (kn, r

′) = 2kn

∫ r

∞
dr′ F 2

ℓ (kn, r
′)

Im kn > 0 の場合 e2iknr0 → 0 , ( r0 →∞ ) である。同様に

W
(
Φℓ(kn, r), Φℓ(k, r)

)
−W

(
Φℓ(kn, r0), Φℓ(k, r0)

)
=
(
k2n − k2

) ∫ r

r0

dr′ Φℓ(kn, r
′)Φℓ(k, r

′)

r0 → 0 とすると
d

dk
W
(
Φℓ(kn, r), Φℓ(k, r)

)∣∣∣∣
k=kn

= − 2kn

∫ r

0

dr′ Φ2
ℓ(kn, r

′) = − 2kna
2
n

∫ r

0

dr′ F 2
ℓ (kn, r

′)

になる。Jℓ(kn) = 0 であるから定義 (11.95)より

J ′
ℓ (kn) =

i

kn

d

dk
W
(
Fℓ(k, r), Φℓ(k, r)

)∣∣∣∣
k=kn

である。
d

dk

(
f(k)g(k)

)∣∣∣∣
k=kn

=

(
df

dk
g(kn) + f(kn)

dg

dk

)∣∣∣∣
k=kn

=
d

dk

(
f(k)g(kn) + f(kn)g(k)

)∣∣∣∣
k=kn

になるから

J ′
ℓ (kn) =

i

kn

d

dk

(
W
(
Fℓ(k, r), Φℓ(kn, r)

)
+W

(
Fℓ(kn, r), Φℓ(k, r)

))∣∣∣
k=kn

=
i

kn

d

dk

(
anW

(
Fℓ(k, r), Fℓ(kn, r)

)
+

1

an
W
(
Φℓ(kn, r), Φℓ(k, r)

))∣∣∣∣
k=kn

= − 2ian

∫ ∞

0

dr′ F 2
ℓ (kn, r

′) = i (−1)ℓJℓ(−kn)
∫ ∞

0

dr |Fℓ(kn, r)|2 6= 0 (11.105)
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ただし, kn が純虚数のとき (11.93)より F ∗
ℓ (kn, r) = F ∗

ℓ (−k∗n, r) = (−1)ℓ+1Fℓ(kn, r) である。した
がって, Im kn > 0 の場合 Jℓ(kn) = 0 の解は重根にはならない。言い換えれば, k = kn は Sℓ(k) の
1位の極である。k = kn 近傍では

Sℓ(k) =
Jℓ(−k)
Jℓ(k)

=
iγn

k − kn
+ · · · , γn =

Jℓ(−kn)
iJ ′
ℓ (kn)

= (−1)ℓ+1

(∫ ∞

0

dr |Fℓ(kn, r)|2
)−1

(11.106)

になる。iγn は k = kn における Sℓ(k) の留数である。規格化した束縛状態の波動関数 χℓ(r) は

χℓ(r) ∝ Fℓ(kn, r) , ∴ χℓ(r) =
√
(−1)ℓ+1γn Fℓ(kn, r)

で与えられる。
共鳴状態
Sℓ(k) の極 k = kn は下半面にも存在する ( kI = Im kn < 0 )。kR = Re kn > 0 で |kI| が非常に小さ
い場合, k ≈ kR での波動関数を考える。(11.93), (11.96)より, k が実数のとき

Fℓ(−k, r) = (−1)ℓ+1F ∗
ℓ (k, r) , Jℓ(−k) = J ∗

ℓ (k)

であるから, 波動関数 (11.97)は

Φℓ(k, r) = Re
(
(−1)ℓ+1Jℓ(k)Fℓ(−k, r)

)
r→∞−−−−→ Re

(
iℓ+1Jℓ(k)e−ikr

)
になる。|kI| が非常に小さいとき, k ≈ kR ならば k ≈ kn になるから Jℓ(k) ≈ Jℓ(kn) = 0 であ
る。したがって, k = kR 近傍の波動関数は r → ∞ で小さい振幅で振動する。一方, r → 0 では
Φℓ(k, r)→ rℓ+1 になるから, Φℓ(k, r) は 281ページで示した共鳴状態を表す。エネルギーは

E =
ℏ2k2n
2m

= ER −
i

2
Γ , ER =

ℏ2

2m

(
k2R − k2I

)
≈ ℏ2k2R

2m
, Γ = − 2ℏ2

m
kRkI > 0

であるから, 確率密度の時間依存 |e−iEt/ℏ|2 = e−Γt/ℏ は時間的に減衰するが, Γ が小さければ減衰
は弱く,エネルギー ℏ2k2R/2mの準定常的な共鳴状態になる。なお, (11.102)よりΦℓ(kn, r)は r →∞
では e−kIr で発散する。
ブライト・ウィグナーの公式 (11.70)を導出する。k ≈ kR ≈ kn では Jℓ(k) ≈ J ′

ℓ (kn) (k − kn) に
なるから ( k は実数 )

Sℓ(k) =
J ∗
ℓ (k)

Jℓ(k)
≈ e2iθ0 k − k

∗
n

k − kn
, ただし e2iθ0 =

(J ′
ℓ (kn))

∗

J ′
ℓ (kn)

(11.107)

である。

kR(k − kn) = kR(k − kR)− ikRkI ≈
k2 − k2R

2
− ikRkI =

m

ℏ2
(
E − ER + iΓ/2

)
より

Sℓ(k) ≈ e2iθ0
E − ER − iΓ/2
E − ER + iΓ/2

= e2iθ0
(
1− iΓ

E − ER + iΓ/2

)
(11.108)

散乱の断面積 σℓ は

σℓ =
π(2ℓ+ 1)

k2
|1− Sℓ|2 ≈

π(2ℓ+ 1)

k2

∣∣∣∣e−2iθ0 − 1 +
iΓ

E − ER + iΓ/2

∣∣∣∣2
= σℓ, pot + σℓ, res −

4π(2ℓ+ 1)

k2
Re

(
Γeiθ0 sin θ0

E − ER + iΓ/2

)
(11.109)
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ただし
σℓ, pot =

4π(2ℓ+ 1)

k2
sin2 θ0 , σℓ, res =

4π(2ℓ+ 1)

k2
(Γ/2)2

(E − ER)2 + (Γ/2)2

である。Γ が小さいとき σℓ の E 依存性を図示すると下の左図のようになる。σℓ, pot は通常のポテ
ンシャル散乱の断面積である。σℓ, res は共鳴状態の寄与であり, Γ が小さい場合 E = ER で鋭いピー
クになる。(11.109)の第 3項はポテンシャル散乱と共鳴散乱の干渉項である。ER−Γ ≲ E ≲ ER+Γ

では共鳴散乱が支配的であるが, E = ER から離れた領域では σℓ ≈ σℓ, pot になる。

σℓ

σℓ, res

sin2 θ0

0.8 1.0 1.2
0

1

E/ER

k
2
σ
ℓ

4π
(2
ℓ
+
1)

Γ/ER = 0.05

θ0 = −0.5

0.8 1.0 1.2 E/ER

π

π/2

0

θres

E が実数の場合, (11.108)は

Sℓ = e2iδℓ , δℓ = θ0 + θres , tan θres = −
Γ/2

E − ER

と表せる。θres を E の関数として図示すると上の右図になる。ただし, θres には不定性があるが,

E � ER のとき θres = 0, E � ER のとき θres = π になるようにした。E ≈ ER では

θres ≈
π

2
+
E − ER

Γ/2

になる。Γ が小さい場合, E = ER 付近で θres は θres ≈ 0 から θres ≈ π に急激に増加する。

問題 11.10 σℓ の図で σℓ = 0 になる E が存在する。この E は ER +
Γ

2
cot θ0 になることを示せ。

|k|→∞ におけるヨスト関数
簡単のため hℓ(ρ) = ρ h

(1)
ℓ (ρ) とする。hℓ(kr) は (11.89) を満たす。これに Φℓ(k, r) をかけた式と

(11.88)に hℓ(kr) をかけた式の差をとれば

d

dr

(
hℓ(kr)

dΦℓ(k, r)

dr
− dhℓ(kr)

dr
Φℓ(k, r)

)
= hℓ(kr)U(r)Φℓ(k, r)

であるから

W
(
hℓ(kr), Φℓ(k, r)

)∣∣∣
r=∞

−W
(
hℓ(kr), Φℓ(k, r)

)∣∣∣
r=0

=

∫ ∞

0

dr hℓ(kr)U(r)Φℓ(k, r)

になる。(11.91)より

W
(
hℓ(kr), Φℓ(k, r)

)∣∣∣
r=∞

=W
(
Fℓ(k, r), Φℓ(k, r)

)∣∣∣
r=∞

= − ikJℓ(k)

である。
hℓ(kr) = krh

(1)
ℓ (kr)

r→0−−−−→ − i (2ℓ− 1)!!

(kr)ℓ
, Φℓ(k, r)

r→0−−−−→ (kr)ℓ+1

(2ℓ+ 1)!!
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より W
(
hℓ(kr), Φℓ(k, r)

)∣∣∣
r=0

= − ik になるから

Jℓ(k) = 1 + i

∫ ∞

0

dr rU(r)h
(1)
ℓ (kr)Φℓ(k, r) (11.110)

である。(11.94)及び
(
h
(1)
ℓ (ρ∗)

)∗
= (−1)ℓh(1)ℓ (−ρ) より

Jℓ(k)− Jℓ(−k) = i

∫ ∞

0

dr rU(r)
(
h
(1)
ℓ (kr) +

(
h
(1)
ℓ (k∗r)

)∗ )
Φℓ(k, r)

ところで

h
(1)
ℓ (ρ∗) = jℓ(ρ

∗) + inℓ(ρ
∗) =

(
jℓ(ρ)− inℓ(ρ)

)∗
, ∴ h

(1)
ℓ (ρ) +

(
h
(1)
ℓ (ρ∗)

)∗
= 2jℓ(ρ)

になるから
Sℓ(k)− 1 =

Jℓ(−k)− Jℓ(k)
Jℓ(k)

= − 2i

Jℓ(k)

∫ ∞

0

dr rU(r) jℓ(kr)Φℓ(k, r)

である。
|k| → ∞ では U を 1 次の摂動として扱える ( ボルン近似 )。Φℓ(k, r) を自由粒子の波動関数

kr jℓ(kr) で置き換えると

Jℓ(k) ≈ 1 + ik

∫ ∞

0

dr r2U(r)h
(1)
ℓ (kr)jℓ(kr) (11.111)

漸近形 (17.80), (17.81)より

Jℓ(k)
|k|→∞−−−−−→ 1 +

i

2k

∫ ∞

0

dr U(r)
(
1− (−1)ℓe2ikr

)
(11.112)

になる。Im k ≥ 0 ならば |e2ikr| = exp(−2rImk) ≤ 1 になるから, Jℓ(k) に対するポテンシャルの寄
与は小さい。したがって, ポテンシャルの 1次までで近似すると

Sℓ(k)− 1 ≈ − 2i

∫ ∞

0

dr rU(r) jℓ(kr)Φℓ(k, r) ≈ − 2ik

∫ ∞

0

dr r2U(r) j2ℓ (kr)

散乱振幅 (11.46)は

f(θ) ≈ −
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(cos θ)

∫ ∞

0

dr r2U(r) j2ℓ (kr) , ただし Im k ≥ 0 (11.113)

これはボルン近似の散乱振幅 (11.57)である。
k→0 におけるヨスト関数

Φ̃ℓ(k, r) =
Φℓ(k, r)

kℓ+1
, Φ̃ℓ(k, r)

r→0−−−−→ rℓ+1

(2ℓ+ 1)!!

とする。Φ̃ℓ(k, r) の境界条件は k に依存せず, Φ̃ℓ(k, r) は k → 0 としても発散しない。(11.94)より

Φ̃ℓ(−k, r) = Φ̃ℓ(k, r) , ∴ Φ̃ℓ(k, r) = Φ̃ℓ(0, r) +O(k2)

である。(17.77), (17.78)より

Jℓ(k)− Jℓ(−k) = 2ikℓ+1

∫ ∞

0

dr rU(r) jℓ(kr)Φ̃ℓ(k, r) = 2ik2ℓ+1
(
uℓ +O(k2)

)
Jℓ(k) + Jℓ(−k) = 2− 2kℓ+1

∫ ∞

0

dr rU(r)nℓ(kr)Φ̃ℓ(k, r) = 2Jℓ(0) +O(k2)
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ただし

uℓ =
1

(2ℓ+ 1)!!

∫ ∞

0

dr rℓ+1U(r)Φ̃ℓ(0, r) , Jℓ(0) = 1 + (2ℓ− 1)!!

∫ ∞

0

dr
U(r)

rℓ
Φ̃ℓ(0, r)

になる。これから

Jℓ(k) = Jℓ(0) + ik2ℓ+1uℓ +O(k2) = Jℓ(0) + cℓk
βℓ , βℓ =

{
1 , ℓ = 0

2 , ℓ > 0
, c0 = iu0 (11.114)

部分波振幅 (11.45)は

fℓ(k) =
Sℓ(k)− 1

2ik
=

1

2ik

Jℓ(−k)− Jℓ(k)
Jℓ(k)

= − k2ℓ uℓ +O(k2)

Jℓ(0) + cℓkβℓ

Jℓ(0) 6= 0 の場合 fℓ(k) = −uℓ k2ℓ/Jℓ(0) より

f(θ) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)fℓ(k)Pℓ(cos θ)
k→0−−−−→ − a0 , ただし aℓ =

uℓ
Jℓ(0)

(11.115)

になる。全断面積は σtot = 4πa20 である。aℓ を散乱半径あるいは散乱長という。ただし ℓ > 0 のと
き aℓ の次元は長さではない。J0(0) = 0 ならば

f0(k) =
i

k
, ∴ f(θ) =

i

k
, σtot =

4π

k2
(11.116)

になり, 全断面積は発散する。ある ℓ > 0 で Jℓ(0) = 0 の場合

f0(k) = − a0 , fℓ(k) = −
uℓ
cℓ
k2ℓ−2 , ∴ f(θ) =

 − a0 , ℓ 6= 1

− a0 −
u1
c1

cos θ , ℓ = 1
(11.117)

である。k → 0 のとき, J1(0) = 0 という特別な場合を除いて, ℓ = 0 だけが寄与する。
(11.45)より

cot δℓ = i
Sℓ(k) + 1

Sℓ(k)− 1
= i
Jℓ(−k) + Jℓ(k)
Jℓ(−k)− Jℓ(k)

= − 1

k2ℓ+1

Jℓ(0) +O(k2)

uℓ +O(k2)

であるから k → 0 のとき
k2ℓ+1 cot δℓ = −

1

aℓ
+
rℓ
2
k2 + · · · (11.118)

と展開できる。rℓ を有効距離という。ℓ = 0 のとき

S0(k) =
cot δ0 + i

cot δ0 − i
=
a0r0k

2 + i2a0k − 2

a0r0k2 − i2a0k − 2
=

(k + ik+)(k + ik−)

(k − ik+)(k − ik−)
, k± =

1±
√
1− 2r0/a0
r0

になる。1 − 2r0/a0 > 0 の場合, 純虚数 k = ik± は S0(k) の極になるが, 上式は k → 0 での近似式
であるから k± ≈ 0 のとき ik± は S0(k) の極をよい近似で与える。k± > 0 ならば ℓ = 0 の束縛状
態が存在し, そのエネルギーは E ≈ ℏ2k2/2m = − ℏ2k2±/2m になる。
陽子–中性子散乱の実験値は a0 = 5.39 fm , r0 = 1.70 fm である ( fm = 10−15 m )。m として陽子–

中性子の換算質量 mc2 = 940/2MeV, 及び ℏc = 197.33MeV fm を使うと

k− = 0.231 fm−1 , −
ℏ2k2−
2m

= − 2.21MeV , k+ = 0.946 fm−1 , −
ℏ2k2+
2m

= − 37.1MeV

になる。陽子–中性子系の束縛状態は重陽子の基底状態だけである。散乱実験のデータから求めた
− (ℏk−)2/2m は基底状態の実験値 E = − 2.226MeV とよく一致する。もう一組の実験データ a0 =

− 23.7 fm , r0 = 2.76 fm があるが, k− = − 0.040 fm−1 < 0 になり束縛状態ではない。
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下半面の虚軸上にあり原点に近い Sℓ(k) の極を仮想状態 ( virtual state )という。k2+ � k2, k2− の
場合, 全断面積は

σtot ≈ 4π|f0(k)|2 = 4π

∣∣∣∣S0(k)− 1

2ik

∣∣∣∣2 = 4πa20
k2+

k2 + k2+

k2−
k2 + k2−

≈ 4πa20
k2−

k2 + k2−

になる。σtot は k− の符号に依らないから, k ≈ 0 の全断面積に対して, 仮想状態は束縛状態と同じ
効果をもたらす。波動関数は (11.98)より r →∞ のとき Φℓ(k−, r) ∝ e−k−r になるから, 束縛状態 (

k− > 0 )では Φℓ(k−, r)→ 0 になるが, 仮想状態 ( k− < 0 )の場合 Φℓ(k−, r)→∞ である。

束縛状態

仮想状態
共鳴状態

P

k

O

S行列の解析性
(11.104)以下で述べたように, Sℓ(k) の極は虚軸上と下半面に存
在する。複素 k 平面上で Sℓ(k) の極を右図に示す。一般に極は
複数存在するが, ここでは代表的に 1点のみ示す。k = kR + ikI

が極ならば − k∗ = − kR + ikI も極になる。したがって, 共鳴状
態に対応する極 kR > 0 , kI < 0 の実部の符号を変えた極 P が存
在するが, この極は物理的状態に対応しない。
Sℓ(k)を E = ℏ2k2/2mの関数 Sℓ(E)として考える。異なる k と − k に対して E は同じになるが,

一般に Sℓ(k) 6= Sℓ(− k) であるから Sℓ(E) は多価関数である。k = |k|eiθ とすると E = |E|e2iθ であ
る。複素 k平面の上半面 ( 0 ≤ θ ≤ π )は複素 E 平面の全平面 R1 に対応し, 下半面 ( π ≤ θ ≤ 2π )

も複素 E 平面の全平面 R2 に対応するから, 2枚の複素 E 平面 R1, R2 を用意する。R1, R2 の正の
実軸にカットを入れ, R1 のカットの下側 (上側)の部分と R2 のカットの上側 (下側)の部分を接続
し, 2枚の複素平面から成るリーマン面 R を作る。k の全複素平面は R に対応する。E1 = |E|e2iθ

が R1 上の点で Sℓ(E1) = Sℓ(k) のとき, E2 = |E|e2i(θ+π) は R2 上の点で Sℓ(E2) = Sℓ(−k) になる。
E1 と E2 は異なる点であるから, R上では Sℓ(E) は一価関数である。複素 k平面上での Sℓ(k) の極
を複素 E平面上で表すと下図になる。太い直線はカットを表す。破線は 2つの平面の接続部分を結
ぶ。R1 面上に存在する極 ( kI ≥ 0 である極 )は束縛状態だけである。

束縛状態

R1

O

仮想状態
共鳴状態

P

R2

O

R1上の点 E1 = E0e
iε , E2 = E0e

i(2π−ε) = E0e
−iε を考える。ただし E0 ≥ 0 , 0 ≤ ε < 2π である。

k平面上では

k1 = k0e
iε/2 , k2 = k0e

iπ−iε/2 = − k∗1 , ただし k0 =
√
2mE0/ℏ2 (11.119)

に対応するから

Sℓ(E1) = Sℓ(k1) , Sℓ(E2) = Sℓ(− k∗1) = S∗
ℓ (k1) = S∗

ℓ (E1)

ε→ +0 のとき E1 = E0 + iε , E2 = E0 − iε になるから

Sℓ(E0 − iε) = S∗
ℓ (E0 + iε) (11.120)
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である。Sℓ(E0 + iε) = Sℓ(k0) , Sℓ(E0 − iε) = Sℓ(−k0) であるから, エネルギーの関数として考え
る場合, 正の実軸では ± iε を明記しておく必要がある。正エネルギー E0 の散乱に対応する S行列
Sℓ(k0) を Sℓ(E0) と書くことにすると

Sℓ(E0 + iε) = Sℓ(E0) , Sℓ(E0 − iε) = S∗
ℓ (E0) (11.121)

これから
lim
ε→+0

(
Sℓ(E0 + iε)− Sℓ(E0 − iε)

)
= 2i ImSℓ(E0) = 2i sin

(
2δℓ(k0)

)
正の実軸 (カット)の上下で Sℓ(E) は不連続である。負の実軸 ( ε = π )では k1 = k2 = ik0 になる
から, 負の実軸の上下で Sℓ(E) は連続である。

井戸型ポテンシャル
引力の井戸型ポテンシャル (11.59)の場合, 原点で正則な (11.88)の解 Φℓ(k, r) は, r < a では

Φℓ(k, r) = Aj̃ℓ(Kr) , K = ρ1/a =
√
ρ2 + v20/a , j̃ℓ(x) = xjℓ(x)

とおける。ただし, (11.60)の記号を用いた。Φℓ(k, r) r→0−−−→ A(Kr)ℓ+1/(2ℓ+ 1)!! であるから, 境界条
件 (11.90)より A = kℓ+1/Kℓ+1 になる。r > a では Φℓ(k, r) は h̃ℓ(± kr) ≡ ± krh(1)ℓ (± kr) の線形結
合で表せる。(11.97)より

Φℓ(k, r) =


kℓ+1

Kℓ+1
j̃ℓ(Kr) , r < a

1

2

(
Jℓ(−k) h̃ℓ(kr)− (−1)ℓJℓ(k) h̃ℓ(−kr)

)
, r > a

になる。Φℓ と dΦℓ/dr が r = a で連続であるためには

2
kℓ+1

Kℓ+1
j̃ℓ(Ka) = Jℓ(−k) h̃ℓ(ka)− (−1)ℓJℓ(k) h̃ℓ(−ka)

2
kℓ+1

Kℓ+1

dj̃ℓ(Ka)

da
= Jℓ(−k)

dh̃ℓ(ka)

da
− (−1)ℓJℓ(k)

dh̃ℓ(−ka)
da

第 1式× dh̃ℓ(ka)/da と第 2式× h̃ℓ(ka) の差をとれば

(−1)ℓJℓ(k)W
(
h̃ℓ(ka), h̃ℓ(−ka)

)
= 2

kℓ+1

Kℓ+1
W
(
j̃ℓ(Ka), h̃ℓ(ka)

)
になる。(11.92)よりW

(
h̃ℓ(ka), h̃ℓ(−ka)

)
= 2ik(−1)ℓ であるから

Jℓ(k) =
ikℓ

Kℓ+1
W
(
h̃ℓ(ka), j̃ℓ(Ka)

)
=
iρℓ+1

ρℓ1

(
ρ1h

(1)
ℓ (ρ)j′ℓ(ρ1)− ρjℓ(ρ1)h

(1)′

ℓ (ρ)
)

(17.71)より jℓ, h
(1)
ℓ は f ′ℓ(x) = ℓfℓ(x)/x− fℓ+1(x) を満たすから

Jℓ(k) = i

(
gℓ+1(ρ)

jℓ(ρ1)

ρℓ1
− gℓ(ρ)

jℓ+1(ρ1)

ρℓ−1
1

)
, ただし gℓ(x) = xℓ+1h

(1)
ℓ (x) (11.122)

と表せる。なお, 井戸型ポテンシャルの場合, (11.110)は

Jℓ(k) = 1− i v
2
0

a2
kℓ+1

Kℓ

∫ a

0

dr r2h
(1)
ℓ (kr) jℓ(Kr)

= 1− i v
2
0

a2
kℓ+1

Kℓ

[
r2

K2 − k2
(
Kh

(1)
ℓ (kr)jℓ+1(Kr)− kh(1)ℓ+1(kr)jℓ(Kr)

)]a
0
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になる ( [· · · ]内を r で微分して確かめよ)。r → 0 のとき

r2h
(1)
ℓ (kr) jℓ+1(Kr) = O(r2)→ 0 , r2h

(1)
ℓ+1(kr) jℓ(Kr)→ − i

Kℓ

kℓ+2

を用いれば (11.122)を得る。
k が純虚数で Im k > 0 のとき Jℓ(k) = 0 は, 井戸型ポテンシャルの束縛状態の固有値を決める

(6.24)である。ρ→ 0 のとき gℓ(ρ)→ − i(2ℓ− 1)!! になるから

Jℓ(0) =
(2ℓ− 1)!!

vℓ−1
0

(
2ℓ+ 1

v0
jℓ(v0)− jℓ+1(v0)

)
=

(2ℓ− 1)!!

vℓ−1
0

jℓ−1(v0)

問題 6.5で示したように, Jℓ(0) = 0 は新たな束縛状態が現れる条件である。k で微分すると k = 0

のとき df(ρ1)/dρ = ρf ′(ρ1)/ρ1 = 0 である。(17.79)より g′ℓ(0) = δℓ0 になるから

− i

a
J ′
ℓ (0) = g′ℓ+1(0)

jℓ(v0)

vℓ0
− g′ℓ(0)

jℓ+1(v0)

vℓ−1
0

= − v0j1(v0) δℓ0

したがって, (11.114)が成り立つ。
S0(k) の極, つまり J0(k) = 0 の解を求める。極は純虚数または虚部が負である。(17.70) より
J0(k) = 0 は

ρ = − iρ1 cot ρ1 , ρ = ak , ρ1 =
√
v20 + ρ2

になる。ここでは純虚数解を求める。κ を実数として ρ = iκ とおく。v20 − κ2 > 0 の場合, ρ1 > 0

であり κ = − ρ1 cot ρ1 になる。両辺を二乗すれば

| sin ρ1| =
ρ1
v0
, tan ρ1 ≷ 0 のとき κ = ∓

√
v20 − ρ21

0 π 2πρ1

v0 > p1

v0 = u1

x1 p1

になる。ρ1 は直線 ρ1/v0 と | sin ρ1| の交点から求まる
( 29 ページ参照 )。nπ < ρ1 < (n + 1)π の場合, 右図か
ら v0 = pn = (n + 1/2)π のとき κ = 0 , v0 > pn のとき
κ > 0 (図の ◦ ), v0 ≥ un のとき κ < 0 (図の • ) の解が存
在する。ただし

un =
1

| cosxn|
=
√
1 + x2n , sinxn − xn cosxn = x2nj1(xn) = 0 (11.123)

である。x = xn のとき sinx の接線は原点を通る。v0 = un のとき κ = −
√
u2n − x2n = − 1 になる。

v20 − κ2 < 0 の場合

0 π 2π v0

0

5

κ
0 1 2

u0 u1 u2

κ = −
√
κ2 − v20 coth

√
κ2 − v20 ≤ −1

であるから, v0 ≤ 1 のとき κ ≤ −1 の解が 1つだけ存在す
る。n 6= 0 のとき 0 < v0 < un では nπ ≤ ρ1 < (n + 1)π

の領域に純虚数解は存在しない。κ と v0 の関係を右図に
示す。曲線に付けた値は nを表す。また, • , ◦ はそれぞれ
v0 = 1.4 , 4.8 での解である。v0 = 1.4 の場合, 束縛状態
は存在しないが, n = 0 の解は k ≈ 0 の仮想状態であり
v0 > π/2 ≈ 1.57 では束縛状態になる。v0 = 4.8 のとき n = 0, 1 の 2つの束縛状態が存在する。
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ℓ = 0 • v0 = 1.4

◦ v0 = 4.8

ρr

ρi
右図に ℓ = 0での極 ak = ρ = ρr+iρi の位置を示す。曲

線及び虚軸上の点に付けた添字は nの値を表す。(11.101)

より ρ が極のとき − ρ∗ も極である。n 6= 0 の極は 0 <

v0 < un では ρr 6= 0 であるが, v0 = un では ρ = − i に
なる。これは 2位の極である。前図より v0 > un になる
と, 虚軸上を ± i∞ の 2方向に移動する。i∞ に移動する
極は v0 > (n + 1/2)π では上半面に現れ束縛状態になる
( 152ページ参照 )。n = 0 の場合, 常に虚軸上にある。前
図と同様に, • は v0 = 1.4 , ◦ は v0 = 4.8 での極を表す。
Jℓ(k) = 0 の純虚数解 ρ = iκ は κ > 0 ならば 1位の零点であるが, κ ≤ 0 の解が 2位の零点にな

る場合がある。v0 = vκ で ρ = iκ が 2位ならば, ρ ≈ iκ, v0 ≈ vκ では Jℓ(k) = 0 は

(ρ− iκ)2 + cκ(v0 − vκ) ≈ 0 , ∴ ρ = iκ±
√
cκ(vκ − v0) (11.124)

0 5 10
−3

−2

−1

0
ℓ = 2 • v0 = 1.5

◦ v0 = 4.0

ρr

ρi
になる。cκ > 0 の場合, v0 < vκ では ρr 6= 0 の ρ と − ρ∗
の解が存在するが, この 2つは v0 = vκ で重なり, v0 > vκ

では 2つの異なる純虚数解になる。cκ < 0 では逆になる。
ℓ = 0 の場合, v0 = un ̸=0 , ρ = − i で cκ > 0 である。
右図は ℓ = 2 の極である。v0 = 4 では実軸に近い極
≈ 1.47− 0.16iが存在する。この極は 282ページの σℓの図
で v0 = 4, ℓ = 2 の鋭いピークに対応する。ℓ = 0 では極
は虚軸に沿って原点に近づくが, ℓ 6= 0 の場合, 実軸に沿っ
て原点に近づく。原点では 2位の極になる。(11.124)にお
いて κ = 0, cκ > 0 である。vκ は jℓ−1(vκ) = 0 で決まる。v > vκ では極は虚部が正と負の純虚数
になり, 正の極が束縛状態を表す。図の虚軸上の極は v0 を大きくしても原点に到達しない。
下図に ℓ = 2での |Jℓ(k)|の等高線を示す。•は Jℓ の零点, Sℓ の極である。v0 = 4.5, 4.6, 4.7での

上半面の虚軸上の •は束縛状態である。束縛状態は j1(v0) = 0 になると現れる。(11.123)の xn を
用いて v0 = xn になるから, ℓ = 2の束縛状態は v0 ≥ x1 ≈ 4.493のとき存在する ( 152ページ参照 )。
下図の場合, v0 = x1 のとき cκ > 0 である 2位の極 ρ = 0 が存在するが, これ以外に, v0 ≈ 4.603 の
とき cκ < 0 になる 2位の極 ρ = − i も存在する。
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−2

0

2
v0 = 4.5

ρr0 5

v0 = 4.6

ρr0 5

ρi

−2

0

2
v0 = 4.7

ρr0 5



11 散乱問題 300

11.9 分散式とレビンソンの定理

C+

C−

C0

C∞

E1E2E3

R1
散乱振幅 (11.46)は θ と E に依存するから f(E, θ) とする。前方散

乱の場合
f(E, 0) =

1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
Sℓ(E)− 1

)
になる。R1 面上では, f(E, 0) の極は束縛状態のエネルギー En < 0 で
ある。ImE 6= 0 のとき, 複素積分

I(E) =
1

2πi

∮
C

dz
f(z, 0)

z − E

を考える。ただし C は ( R→∞ , ε→ +0 )

C∞ =半径Rの円周 , C0 =半径 ε の円周 , C± =正の実軸 ( Im z = ± ε )

から成る。C の内部にある f(z, 0)/(z − E) の極は z = En と z = E である。束縛状態 En の角運
動量が ℓ のとき, z = En 近傍では (11.106)より z = ℏ2k2/2m とすると

Sℓ(z) =
iγn

k − kn
+ · · · = iγn(k + kn)

k2 − k2n
+ · · · = ℏ2

m

iγnkn
z − En

+ · · ·

になるから
f(z, 0) =

λn
z − En

+ · · · , λn =
ℏ2

m

2ℓ+ 1

2
γn =実数

したがって, 留数定理より

I(E) = lim
z→E

(z − E)
f(z, 0)

z − E
+
∑
n

lim
z→En

(z − En)
f(z, 0)

z − E
= f(E, 0) +

∑
n

λn
En − E

(11.125)

になる。
C を分割すれば

I(E) = I∞ + I0 + I+ + I− , ただし I∞ =
1

2πi

∮
C∞

dz
f(z, 0)

z − E
など

C∞ では z = Reiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π であるから

I∞ =
iR

2πi

∫ 2π

0

dθ eiθ
f(Reiθ, 0)

Reiθ − E
R→∞−−−−→ 1

2π

∫ 2π

0

dθ f(Reiθ, 0)

R1 面上では Im k ≥ 0 である。したがって, (11.113), (17.87)より

f(z, 0)
|z|→∞−−−−−→ −

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)

∫ ∞

0

dr r2U(r) j2ℓ (kr) = −
∫ ∞

0

dr r2U(r) = fb(0)

fb(θ) はボルン近似の散乱振幅 (11.26)である。これから I∞ → fb(0) になる。
C0 では z = εeiθ , 2π ≥ θ ≥ 0 であるから

I0 = − ε

2π

∫ 2π

0

dθ eiθ
f(εeiθ, 0)

εeiθ − E
ε→0−−−−→ ε

2πE

∫ 2π

0

dθ eiθf(εeiθ, 0)

(11.115), (11.117)より J0(0) 6= 0 ならば f(εeiθ, 0) → 定数 になるから I0 → 0 である。J0(0) = 0

でも (11.116)より f(εeiθ, 0) = i/k ∝ 1/(
√
ε eiθ/2) になるから I0 → 0 である。I± は

I+ =
1

2πi

∫ ∞

0

dz
f(z + iε, 0)

z + iε− E
, I− =

1

2πi

∫ 0

∞
dz

f(z − iε, 0)
z − iε− E
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ここで z は実数である。ImE 6= 0 のとき z − E 6= 0 より分母の iε は無視してよいから

I+ + I− =
1

2πi

∫ ∞

0

dz
f(z + iε, 0)− f(z − iε, 0)

z − E

(11.119)より E = z + iε のとき k =
√
2mz/ℏ , E = z − iε のとき k = −

√
2mz/ℏ であるから

f(z − iε, 0) = − ℏ
2i
√
2mz

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
Sℓ(z − iε)− 1

)
= f∗(z + iε, 0) = f∗(z, 0) (11.126)

になる。ただし, (11.121)を使った。したがって

I+ + I− =
1

π

∫ ∞

0

dz
Imf(z, 0)

z − E
, ∴ I = fb(0) +

1

π

∫ ∞

0

dz
Imf(z, 0)

z − E

これと (11.125)より

f(E, 0) = fb(0) +
1

π

∫ ∞

0

dz
Imf(z, 0)

z − E
+
∑
n

λn
E − En

, ただし ImE 6= 0

を得る。これを前方散乱振幅に対する分散式という。複素数 E での f(E, 0) は実軸上の f(E, 0) で
決まる。なお, 光学定理 (11.14)より Imf(z, 0) は全断面積で表せる。E が正の実数の場合 ( ImE =

0 ), 分散式で E を E + iε で置き換えれば

f(E + iε, 0) = fb(0) +
1

π

∫ ∞

0

dz
Imf(z, 0)

z − E − iε
+
∑
n

λn
E − En + iε

ε→ +0 とすると E − En 6= 0 より第 3項目の iε は無視してよい。

lim
ε→+0

1

x± iε
= P

1

x
∓ iπδ(x)

であるから

f(E, 0) = fb(0) +
1

π
P

∫ ∞

0

dz
Imf(z, 0)

z − E
+
∑
n

λn
E − En

+ i Imf(E, 0) , ただし E > 0

P は主値積分である。λn , fb(0) は実数であるから, 右辺の最初の 3項の和は実数 Ref(E, 0) であ
る。ε→ − 0 でもよいが, (11.126)から f(E + iε, 0) は E > 0 での複素共役 f∗(E, 0) になる。

k1

k2

k3

−R RC0

C∞

O

レビンソンの定理
図のような複素 k平面上の経路を C として

I =
1

2πi

∮
C

dk G(k) , G(k) =
J ′
ℓ (k)

Jℓ(k)

を考える ( R → ∞ )。Jℓ(k) は虚軸上と下半面に零点をもつか
ら, 実数では k = 0 だけが零点になり得る。ここでは Jℓ(0) 6= 0

とし G(k) は実軸上に極を持たないとする。経路 C 内の G(k) の極は, 上半面の虚軸上に存在する
Jℓ(kn) = 0 を満たす k = kn である。これは束縛状態に対応し, 一般に複数個存在する。k ≈ kn で
は Jℓ(k) = J ′

ℓ (kn)(k − kn) + · · · になる。(11.105)より J ′
ℓ (kn) 6= 0 であるから, k = kn は G(k) の

1位の極である。したがって, 留数定理より

I =
∑
n

lim
k→kn

(k − kn)G(k) =
∑
n

1 = Nℓ =角運動量 ℓ の束縛状態の個数
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である。C を実軸に沿った積分 I0 と上半面の半円の積分 I∞ に分ければ

I = I0 + I∞ , I0 =
1

2πi

∫ ∞

−∞
dk G(k) , I∞ =

1

2πi

∫
C∞

dk G(k)

になる。Jℓ(k) を極形式で表して Jℓ(k) = f(k)e−iϕ(k) , f(k) > 0 とすると

I0 =
1

2πi

∫ ∞

−∞
dk

(
f ′(k)

f(k)
− iϕ′ℓ(k)

)
である。k が実数のとき

Sℓ(k) =
J ∗
ℓ (k)

Jℓ(k)
= e2iϕ(k) = e2iδℓ(k) , ∴ ϕ′(k) = δ′ℓ(k)

(11.96)より J ∗
ℓ (k) = Jℓ(−k) になるから

f(k)eiϕ(k) = f(−k)e−iϕ(−k) , ∴ f(k) = f(−k) , e−iϕ(k) = eiϕ(−k)

f ′(k)/f(k) は奇関数になるから, これの積分は 0 である。また, ϕ′(k) = δ′ℓ(k) は偶関数であるから

I0 = − 1

π

∫ ∞

0

dk δ′ℓ(k) =
1

π

(
δℓ(0)− δℓ(∞)

)
ただし, δℓ(k) は連続関数で値の範囲に制限は設けない。上半面 ( Im k > 0 )では (11.112)より

Jℓ(k)
|k|→∞−−−−−→ 1 +

i

2k

∫ ∞

0

dr U(r)
(
1− (−1)ℓe2ikr

)
= 1 +

iu

2k
, u =

∫ ∞

0

dr U(r)

G(k)→ u/(2ik2) になるから

I∞ =
1

2πi

u

2

∫ π

0

dθ Reiθ
1

(Reiθ)2
R→∞−−−−→ 0 , ∴ δℓ(0)− δℓ(∞) = πNℓ

である。
Jℓ(0) = 0 の場合, ε→ +0 として実軸上の積分路を

ε−ε
Cε

に変更すると

I0 =
1

2πi

(∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)
dk G(k) +

1

2πi

∫
Cε

dk G(k) =
1

π

(
δℓ(0)− δℓ(∞)

)
+

1

2πi

∫
Cε

dk G(k)

(11.114)より Cε 上では G(k) = βℓ/k , k = εeiθ , π ≥ θ ≥ 0 になるから

1

2πi

∫
Cε

dk G(k) =
1

2π

∫ 0

π

dθ εeiθ
βℓ
εeiθ

= − βℓ
2
, ∴ I0 =

1

π

(
δℓ(0)− δℓ(∞)

)
− βℓ

2
= Nℓ

Jℓ(0) 6= 0 の結果と合わせれば

δℓ(0)− δℓ(∞) = π
(
Nℓ +

α

2

)
, α =


0 , Jℓ(0) 6= 0

1 , Jℓ(0) = 0 , ℓ = 0

2 , Jℓ(0) = 0 , ℓ > 0

(11.127)

これをレビンソンの定理という。ここで Nℓ は負エネルギーの束縛状態の個数である。ℓ 6= 0 のと
き, 零エネルギーの束縛状態も存在するが Nℓ には含めていない。
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11.10 クーロン散乱
これまではポテンシャル V (r) は r → ∞ のとき 1/r2 よりも早く 0 に収束すると仮定した。こ

の仮定はクーロンポテンシャルに対しては成り立たない。質量 m, 電荷 Ze の粒子が質量 m′ , 電荷
Z ′e の粒子により散乱されるとする。m′ � m の場合, あるいは, 重心運動を分離し m を換算質量
に置き換えれば (

− ℏ2

2m
∇2 +

ZZ ′αℏc
r

)
ψc(r) = Eψc(r)

つまり (
∇2 + k2 − 2kη

r

)
ψc(r) = 0 , k =

√
2mE

ℏ2
> 0 , η =

ZZ ′αmc

ℏk
(11.128)

である。z軸を入射粒子の運動量方向にとる。ψc z→−∞−−−−−→ eikz である。
(16.49)の放物線座標 u = r+ z ≥ 0, v = r− z ≥ 0, ϕ を用いて (11.128)を解く (156ページ参照)。

z軸方向に進む入射粒子が中心力ポテンシャルで散乱される場合, ψc は z軸まわりの角度 ϕ に依存
しない。変数分離形 ψc(r) = f1(u)f2(v) を考えると, (16.50)より (11.128)は

1

f1(u)

(
u
d2

du2
+

d

du
+
k2

4
u

)
f1(u) +

1

f2(v)

(
v
d2

dv2
+

d

dv
+
k2

4
v

)
f2(v) = kη (11.129)

になる。z = (u− v)/2→ −∞, つまり, 任意の u に対して v →∞ のとき

ψc = f1(u)f2(v)
v→∞−−−−→ eikz = eik(u−v)/2 , ∴ f1(u) = eiku/2 , f2(v)

v→∞−−−−→ e−ikv/2

である。(11.129)の f1 を含む部分は ik/2 になる。f2(v) = e−ikv/2g(v) とすると (11.129)は(
ρ
d2

dρ2
+
(
1− ρ

) d
dρ

+ iη

)
g = 0 , ρ = ikv (11.130)

これは合流型超幾何微分方程式 (17.102)で a = − iη, b = 1 とした方程式である。ρ = 0 で正則な解
は Ac を任意定数として g(v) = AcM(−iη, 1, ρ) になるから

ψc(r) = f1(u)f2(v) = eikzg(v) = Ace
ikzM(−iη, 1, ikv) , v = r − z = 2r sin2(θ/2) (11.131)

である。以下で示すように, この解は r →∞ で外向き球面波の境界条件を満たす。なお, 最初から
ψc(r) = eikzg(v) と仮定すると

∂g

∂xi
=

∂v

∂xi

dg

dv
=
(xi
r
− δi,3

) dg
dv

,
∂2g

∂x2i
=
r2 − x2i
r3

dg

dv
+
(xi
r
− δi,3

)2 d2g
dv2

∴
(
∇2 + k2

)
ψc(r) = 2

(
∇eikz

)
·
(
∇g
)
+ eikz∇2g =

2

r
eikz

((
1− ikv

)dg
dv

+ v
d2g

dv2

)
(11.132)

であり, 直ちに (11.130)を得る。
(11.131)を入射波と散乱波に分離する。(18.13)より v = r − z →∞ では v−2 以上を無視すると

ψc(r) = Ace
ikz

(
(−ikv)iη

Γ (1 + iη)

(
1 +

η2

ikv

)
+

eikv

Γ (−iη)
(ikv)−iη

ikv

)
=

Ac
iiηΓ (1 + iη)

[
eikz(kv)iη

(
1 +

η2

ikv

)
− ηΓ (1 + iη)

Γ (1− iη)
eikr(kv)−iη−1

]
になる ( ab = ea log b において log b = log |b|+ iθ, |θ| < π にとる )。そこで

Ac = iiηΓ (1 + iη) = eiη log iΓ (1 + iη) = e−πη/2Γ (1 + iη) (11.133)
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とすると
ψc(r)

v→∞−−−→ ψin(r) + ψout(r)

ただし

ψin(r) = eikz(kv)iη
(
1 +

η2

ikv

)
= exp

(
ikz + iη log k(r − z)

)(
1 +

η2

ik(r − z)

)
(11.134)

ψout(r) = −
ηΓ (1 + iη)

Γ (1− iη)
eikr(kv)−iη−1 =

exp
(
ikr − iη log 2kr

)
r

fc(θ) (11.135)

fc(θ) = −
η

2k

Γ (1 + iη)

Γ (1− iη)
(
sin2(θ/2)

)−iη−1
= − η

2k

Γ (1 + iη)

Γ (1− iη)
exp
(
− iη log sin2(θ/2)

)
sin2(θ/2)

(11.136)

である。ここで v = r−z = 2r sin2(θ/2)を用いた。Γ (1+iη) = |Γ (1+iη)| eiσ0 とすれば Γ (1−iη) =
Γ ∗(1 + iη) であるから

fc(θ) = −
η

2k sin2(θ/2)
eiδ = − ZZ ′αℏc

4E sin2(θ/2)
eiδ , δ = 2σ0 − η log sin2(θ/2) (11.137)

になる。
クーロンポテンシャルは無限遠まで影響を及ぼす。このため, (11.134), (11.135)は (11.11)に似た

構造をしているが ( k を z軸にとるから k·r = kz ), ψin は exp(iη log k(r− z)) のため純粋な平面波
ではない。ところで ψin の確率流 J を求めると

Jx =
ℏ
m

Im

(
ψ∗
in

∂

∂x
ψin

)
=

ℏη
m

x

r(r − z)

(
1 +O

(
(r − z)−1

))
Jz =

ℏk
m

(
1− η

kr
+O

(
(r − z)−1

))
である。したがって z → −∞ では Jx , Jy → 0 , Jz → ℏk/m になるから, ψin を入射波と考えてよ
い。ψout も散乱波特有の eikr/r にはならず, 因子 exp (−iη log 2kr) がかかる。(11.10)と同様にし
て ψout の確率流 J を求めると

J = er
ℏ
m

|fc|2

r2
d

dr

(
kr − η log 2kr

)
+

ℏ
m

Im (f∗c∇fc)

r3
= er

ℏk
m

|fc|2

r2
+O

(
1/r3

)
になるから, fc(θ) は散乱振幅と見なせる。したがって, クーロン散乱の微分断面積は

dσ

dΩ
= |fc(θ)|2 =

(
ZZ ′αℏc

4E sin2(θ/2)

)2

(11.138)

になる。これはラザフォードが古典力学から求めた微分断面積と全く同じで ( 一致する理由は ? ),

ラザフォードの散乱公式とよばれる。なお, 前方 v = r − z = 0 では (11.134), (11.135) の漸近形は
成り立たないから θ = 0 は除く。(11.137)における eiδ は, ここで扱った 1粒子の散乱では dσ/dΩ

に全く影響しない。しかし, 319ページで見るように, 2つの同種粒子が互いに及ぼすクーロン力で
散乱する場合, 位相の θ依存性は微分断面積に影響する。
ボルン近似 (11.26)で散乱振幅を求めてみる。湯川ポテンシャルの (11.34)で µ→ 0 とすると

V(q) =
∫
d3r e−iq·rV (r) =

4πZZ ′αℏc
q2

, ∴ fb(θ) = −
m

2πℏ2
V(q) = − ZZ ′αℏc

4E sin2(θ/2)

である。fb は正確な表現 fc とは位相が異なるだけであり |fb|2 = |fc|2 になる。ところで, 散乱
振幅の摂動展開 (11.24)の 2次の寄与 (11.36)は µ → 0 で発散する。クーロンポテンシャルの場合
r → ∞ での漸近形は (11.11)にはないから, そもそも (11.21)及びその摂動展開 (11.24)は適用でき
ない。
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問題 11.11 摂動展開 (11.23)はクーロンポテンシャルに対しても適用できる。1次の摂動

ψ1(r) =

∫
d3r′G(+)(r − r′)U(r′)φ(r′) , U(r) =

2kη

r
, φ(r) = eikz

を求める。(∇2 + k2
)
G(+)(r − r′) = δ(r − r′) より (

∇2 + k2
)
ψ1(r) = U(r)φ(r) である。積分を行

うかわりに, この微分方程式を解く。
1. ψ1(r) = eikzφ1(v) とし φ1(v) をベキ展開する。(11.132)より原点で有界な解は

φ1(v) = C − iη
∞∑
n=1

1

n!

(ikv)n

n

になることを示せ。C は任意定数である。
2. ここで

f(a, z) =

∫ ∞

−z
dt e−tta−1 = Γ (a)−

∫ −z

0

dt e−tta−1 , Re a > 0

とする。最初の積分路は実軸に平行にとる。f(0, z) = lim
a→0

f(a, z) より

f(0, z) =

∫ ∞

−z
dt
e−t

t
= − γ − log(−z)−

∞∑
n=1

1

n!

zn

n
, γ =オイラー定数

を示せ。(17.63)参照。
3. 部分積分すれば f(0, z)

|z|→∞−−−−→ − ez/z である。C = iη
(
− γ + iπ/2

) とすると
ψ1(r) = iηeikz

(
log(kv) + f(0, ikv)

)
r→∞−−−→ iηeikz log(kv) + fb(θ)

eikr

r

になることを示せ。したがって, 1次の摂動では散乱振幅は fb(θ) になる。

原点での存在確率 P0 に対するクーロン力の影響を調べる。(11.131), (11.133)より P0 は

P0 = |ψc(0)|2 = |Ac|2 = e−πηΓ (1 + iη)Γ (1− iη) = e−πηiηΓ (iη)Γ (1− iη)

(17.59)より

P0(η) =
2πη

e2πη − 1
= 1− πη + · · · , η =

ZZ ′αmc

ℏk
=
ZZ ′α

v/c
, v =

ℏk
m

=粒子の速さ

になる。ψc は規格化できないから P0 は絶対確率ではないが, 自由粒子の場合 P0(η = 0) = 1 にな
るから, P0(η) は原点での存在確率が自由粒子に比べて, どの程度変化するかを表す。引力のクーロ
ン力の場合 ( η < 0 ), 粒子は原点に引き込まれ P0(η) > 1 になるが, 斥力の場合は逆に P0(η) < 1 で
ある。また, |v/c| が小さい程 |η| は大きくなり, クーロン力の効果が顕著になる。

クーロン波の部分波展開
波動関数を (11.41)のように展開して

ψc(r) =
1

kr

∞∑
ℓ=0

χℓ(r)Pℓ(cos θ) (11.139)

とすると (
d2

dρ2
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
− 2η

ρ
+ 1

)
χℓ(r) = 0 , ρ = kr (11.140)
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である。クーロンポテンシャルの束縛状態と同様に

χℓ(ρ) = ρℓ+1eiρvℓ(ρ)

とすると (
z
d2

dz2
+ (2ℓ+ 2− z) d

dz
− (ℓ+ 1 + iη)

)
vℓ = 0 , z = −2iρ (11.141)

これは合流型超幾何微分方程式 (17.102)で a = ℓ+ 1 + iη , b = 2ℓ+ 2 とした方程式であるから, 原
点で正則な解は Bℓ を定数として

vℓ(ρ) = BℓM(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

になる。(18.10), (18.11)で定義したW1, W2 で表せば

vℓ(ρ) = Bℓ

(
W1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ) +W2(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

)
= Bℓe

−iρ
(
eiρW1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ) + e−iρW1(ℓ+ 1− iη, 2ℓ+ 2, 2iρ)

)
= 2Bℓe

−iρRe
(
eiρW1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

)
である。(18.10), (18.12)より

W1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ) = Γ (2ℓ+ 2)

Γ (ℓ+ 1− iη)
(2iρ)−ℓ−1−iη gℓ(η, ρ)

=
(2ℓ+ 1)! eπη/2

|Γ (ℓ+ 1 + iη)|
e−iη log(2ρ)−i(ℓ+1)π/2+iσℓ

(2ρ)ℓ+1
gℓ(η, ρ) (11.142)

ただし
gℓ(η, ρ) = g(ℓ+ 1 + iη,−ℓ+ iη, 2iρ) = 1 +

η + i
(
ℓ(ℓ+ 1) + η2

)
2ρ

+O(ρ−2)

また, σℓ は複素数 Γ (ℓ+ 1 + iη) の偏角

Γ (ℓ+ 1 + iη) = |Γ (ℓ+ 1 + iη)| eiσℓ , あるいは e2iσℓ =
Γ (ℓ+ 1 + iη)

Γ (ℓ+ 1− iη)
(11.143)

である。したがって
Bℓ =

2ℓ |Γ (ℓ+ 1 + iη)|
(2ℓ+ 1)!

e−πη/2

とすると

χℓ(ρ) = Fℓ(η, ρ) ≡ Bℓ ρℓ+1eiρM(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

= 2Bℓ ρ
ℓ+1Re

(
eiρW1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

)
= Im

[
gℓ(η, ρ) exp

(
i
(
ρ− η log(2ρ)− πℓ/2 + σℓ

)) ]
(11.144)

は ρ→∞ のとき

Fℓ(η, ρ) −→ sin

(
ρ− η log(2ρ)− πℓ

2
+ σℓ

)
, ρ = kr
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になる。これは (11.40)に対応し (11.143)で定義した σℓ がクーロンポテンシャルでの位相のずれを
表す。Fℓ(η, ρ) を原点で正則な球面クーロン波動関数という。ρ → 0 のとき Fℓ(η, ρ) −→ Bℓ ρ

ℓ+1

である。また, η = 0 のとき (18.20)より

Fℓ(0, ρ) =
2ℓ|Γ (ℓ+ 1)|
(2ℓ+ 1)!

(2ℓ+ 1)!! ρjℓ(ρ) = ρjℓ(ρ)

になる。
原点で正則な散乱の波動関数 (11.131)は (11.139)

Ace
ikzM(−iη, 1, ik(r − z)) = 1

ρ

∞∑
ℓ=0

CℓFℓ(η, ρ)Pℓ(cos θ) , Ac = Γ (1 + iη) e−πη/2

に展開できる。これを満たす係数 Cℓ を求める。x = cos θ とすると (17.30)より

Cℓ
Fℓ(η, ρ)

ρ
= A

2ℓ+ 1

2ℓ+1ℓ!

∫ 1

−1

dx (1− x2)ℓ d
ℓ

dxℓ
eiρxM(−iη, 1, iρ(1− x))

合流型超幾何関数の積分表示 (18.4)を用いると

eiρxM(−iη, 1, iρ(1− x)) = v0(−iη, 1)
∫
Cd

dt exp
(
iρx+ iρ(1− x)t

)
t−iη−1(1− t)iη

= v0(−iη, 1)
∞∑
n=0

(iρ)n

n!

∫
Cd

dt
(
t+ (1− t)x

)n
t−iη−1(1− t)iη

であるから

Cℓ
Fℓ(η, ρ)

ρ
= Ac

2ℓ+ 1

2ℓ+1ℓ!
v0(−iη, 1)

∞∑
n=0

(iρ)n

n!

∫
Cd

dt t−iη−1(1− t)iη fn(t)

ただし
fn(t) =

∫ 1

−1

dx (1− x2)ℓ d
ℓ

dxℓ

(
t+ (1− t)x

)n
ρ→ 0 のとき Fℓ(η, ρ)→ Bℓ ρ

ℓ+1 であるから, n = ℓ の項だけ考えればよい。(5.28)より

fℓ(t) = (1− t)ℓℓ!
∫ 1

−1

dx (1− x2)ℓ = (1− t)ℓℓ! 2
2ℓ+1(ℓ!)2

(2ℓ+ 1)!

になるから
Cℓ =

Ac
Bℓ

(2i)ℓℓ!

(2ℓ)!
v0(−iη, 1)

∫
Cd

dt t−iη−1(1− t)ℓ+iη

である。
M(−iη, ℓ+ 1, 0) = v0(−iη, ℓ+ 1)

∫
Cd

dt t−iη−1(1− t)ℓ+iη = 1

であるから

Cℓ =
Ac
Bℓ

(2i)ℓℓ!

(2ℓ)!

v0(−iη, 1)
v0(−iη, ℓ+ 1)

=
Ac
Bℓ

(2i)ℓ

(2ℓ)!

Γ (ℓ+ 1 + iη)

Γ (1 + iη)
= (2ℓ+ 1)iℓeiσℓ

したがって

ψc(r) = Ace
ikzM(−iη, 1, ik(r − z)) = 1

ρ

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) iℓeiσℓFℓ(η, ρ)Pℓ(cos θ) (11.145)
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である。η = 0 とすると (11.6)を再現する。
2階の微分方程式 (11.140)の解で,原点で正則な解 Fℓ(η, ρ)とは独立な解 Gℓ(η, ρ)が存在する。Fℓ

は和 W1 +W2 であるから, 差 W1 −W2 を採用して

Gℓ(η, ρ) = Bℓρ
ℓ+1eiρ i

(
W1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2,−2iρ)−W2(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2,−2iρ)

)
= − 2Bℓ ρ

ℓ+1 Im
(
eiρW1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

)
= Re

[
gℓ(η, ρ) exp

(
i
(
ρ− η log(2ρ)− πℓ/2 + σℓ

)) ]
(11.146)

とすればよい。(11.142)より ρ→∞ では

Gℓ(η, ρ)→ cos
(
ρ− η log(2ρ)− πℓ/2 + σℓ

)
また, (18.21)より Gℓ(0, ρ) = − ρnℓ(ρ) である。
Fℓ と Gℓ の線形結合から

u
(+)
ℓ (η, ρ) = e−iσℓ

(
Gℓ(η, ρ) + i Fℓ(η, ρ)

)
= 2Bℓρ

ℓ+1eiρ−iσℓ+iπ/2W1(ℓ+ 1 + iη, 2ℓ+ 2, −2iρ)

u
(−)
ℓ (η, ρ) =

(
u
(+)
ℓ (η, ρ)

)∗
を作ると, ρ→∞ のとき

u
(±)
ℓ (η, ρ) −→ e±i(ρ−η log(2ρ)−πℓ/2)

u(+)(η, ρ) は外向きに出てゆく波, u(−)(η, ρ) は内向きに入ってくる波である。

Fℓ(η, ρ) =
e−iσℓ

2i

(
e2iσℓu

(+)
ℓ (η, ρ)− u(−)

ℓ (η, ρ)
)

であるから, (11.145)は

ψc(r) =
1

2ikr

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) iℓ
(
e2iσℓu

(+)
ℓ (η, kr)− u(−)

ℓ (η, kr)
)
Pℓ(cos θ) (11.147)

になる。

問題 11.12 x = cos θ とすると

fc(θ) =
1

2ik

Γ (1 + iη)

Γ (−iη)

(
1− x
2

)−1−iη

になる。(17.30)より
fc(θ) =

1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)e2iσℓPℓ(x) (11.148)

を示せ。なお, (17.24)より

(1− x)
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(x) =

∞∑
ℓ=0

(
(2ℓ+ 1)Pℓ − (ℓ+ 1)Pℓ+1 − ℓPℓ−1

)
= 0

であるから
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(x) =

{
0 , x 6= 1

∞ , x = 1
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これは (17.31)で x′ = 1 としても求まる。したがって, x 6= 1 , ( θ 6= 0 )のとき

fc(θ) =
1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)
(
e2iσℓ − 1

)
Pℓ(cos θ)

とも表せる。これは (11.46)である。

問題 11.13 Γ 関数の性質 (17.47)より σℓ = σℓ−1 + tan−1(η/ℓ) を示せ。なお, (17.61)より

σ0 = − γη +
∞∑
n=1

( η
n
− tan−1 η

n

)
, γ =オイラー定数 = 0.57721 · · · (11.149)

になる。

束縛状態
Sℓ = e2iσℓ が発散する E が束縛状態のエネルギーを与える。Γ (z) は n′ = 0, 1, 2, · · · として z =

−n′ で発散するから, (11.143)より, 束縛状態のエネルギー E は

ℓ+ 1 + iη = −n′ , つまり ik =
ZZ ′αmc2

ℏc
1

ℓ+ 1 + n′

したがって
E =

ℏ2k2

2m
= − (ZZ ′α)2mc2

2n2
, n = ℓ+ 1 + n′

これは (6.30)と同等である。束縛状態の固有関数 χℓ(r) は Cℓ, Dℓ を定数として

χℓ(r) = CℓFℓ(η, kr) = Dℓ

(
u
(+)
ℓ (η, kr)− S−1

ℓ u
(−)
ℓ (η, kr)

)
= Dℓu

(+)
ℓ (η, kr)

とおける。r →∞ のとき
χℓ(r)→ Dℓe

i(kr−η log(2kr)−πℓ/2)

r →∞ で χℓ(r)→ 0 であるためには Im k = − ik > 0 である。したがって ZZ ′ < 0 であり, 束縛状
態はクーロンポテンシャルが引力の場合に存在する。波動関数は (11.144)より

χℓ(r) = CℓFℓ(η, kr) = C ′
ℓ q
ℓ+1e−q/2Mℓ(−n′, 2ℓ+ 2, q) , q = − 2ikr > 0

になり (6.33)を再現する。

修正クーロンポテンシャル
部分波展開はポテンシャルの作用範囲が有限で, 低エネルギーの場合に有効な方法である。ここで
扱ったように, 作用範囲が無限大のクーロンポテンシャルでも部分波展開は可能であるが, 位相のず
れは σℓ 6= 0 であるから全ての ℓ を扱う必要があり, 純粋なクーロンポテンシャルの場合, 微分断面
積を部分波展開で求める意味はない。部分波展開は, ポテンシャルが

V (r) = V0(r) +
ZZ ′αℏc

r

で V0(r) の作用範囲が短い場合に有効である。V (r) による位相のずれを σℓ + δℓ とすると, δℓ は ℓ

の増加とともに急速に 0 になると予想される。一方, σℓ は全ての ℓ を考慮しなければならないが,

この部分は fc(θ) であるから部分波展開を使う必要はない。
波動関数を

ψ(r) =
1

kr

∞∑
ℓ=0

χℓ(r)Pℓ(cos θ)
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とすれば (
d2

dr2
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
− 2m

ℏ2
V0(r)−

2kη

r
+ k2

)
χℓ(r) = 0 (11.150)

である。r が十分大きく V0(r) が無視できる領域では (11.140)になるから

χℓ(r) = aℓ

(
Fℓ(η, kr) cos δℓ +Gℓ(η, kr) sin δℓ

)
r→∞−−−−→ aℓ sin

(
kr − η log(2kr)− πℓ

2
+ σℓ + δℓ

)
とおける。σℓ + δℓ が V (r) による位相のずれである。純粋なクーロンポテンシャルの場合, 原点で
正則になる条件のため Gℓ を含まないが, ここでは r が十分大きい領域での漸近形を表すから Gℓ を
含んでもよい。原点近傍では χℓ(r) は V0(r) のためこの漸近形からずれ, 原点で正則である。

Fℓ =
i

2

(
e−iσℓu(−) − eiσℓu(+)

)
, Gℓ =

1

2

(
e−iσℓu(−) + eiσℓu(+)

)
より

χℓ(r) = cℓ

(
e2iδℓ+2iσℓu

(+)
ℓ (η, kr)− u(−)(η, kr)

)
, cℓ =

e−iδℓ−iσℓ

2i
aℓ

である。
クーロンポテンシャルが存在しない場合, r →∞ での境界条件は (11.11)であるが, クーロンポテ

ンシャルは r → ∞ でも無視できないから, 境界条件を修正する必要がある。(11.134), (11.135)よ
り r →∞ のとき

ψ(r) = exp
(
ikz + iη log k(r − z)

)
+ fc(θ)

exp(ikr − iη log 2kr)
r

+ f0(θ)
exp(ikr − iη log 2kr)

r

を要請する。第 1項の入射波は V0(r) の影響を受けないからクーロンポテンシャルだけの場合と同
じとする。散乱波は fc(θ) を fc(θ) + f0(θ) で置き換えた。ポテンシャル V0(r) の効果は f0(θ) に現
れる。右辺第 1項と第 2項の和は ψc(r) の漸近形であるから

ψ(r) = ψc(r) + f0(θ)
eikr−iη log 2kr

r

=
1

2ikr

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) iℓ
(
e2iσℓu

(+)
ℓ (η, kr)− u(−)

ℓ (η, kr)
)
Pℓ(cos θ) (11.151)

+ f0(θ)
eikr−iη log 2kr

r
(11.152)

一方, χℓ を用いた表現では r →∞ のとき

ψ(r) =
1

kr

∞∑
ℓ=0

cℓ

(
e2iδℓ+2iσℓu

(+)
ℓ (η, kr)− u(−)

ℓ (η, kr)
)
Pℓ(cos θ)

=
1

kr

∞∑
ℓ=0

cℓ

(
e2iσℓu

(+)
ℓ (η, kr)− u(−)

ℓ (η, kr)
)
Pℓ(cos θ) (11.153)

+
1

kr

∞∑
ℓ=0

cℓ e
2iσℓ

(
e2iδℓ − 1

)
u
(+)
ℓ (η, kr)Pℓ(cos θ) (11.154)

である。(11.151)と (11.153)は一致すべきであるから cℓ = (2ℓ+ 1)iℓ/(2i) になる。u(+)
ℓ (η, kr) の漸

近形を (11.154)に代入し (11.152)と比較すると

f0(θ) =
1

2ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) e2iσℓ
(
e2iδℓ − 1

)
Pℓ(cos θ) (11.155)

dσ

dΩ
= |fc(θ) + f0(θ)|2 = |fc(θ)|2 + |f0(θ)|2 + 2Re(f∗c f0)
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になる。V0(r)が短距離力の場合 δℓ は ℓの増加とともに急速に 0に収束するであろうから, (11.155)

の和は実質的には最初の数個で十分である。

11.11 位相のずれと数値計算
シュレーディンガー方程式 (11.150)を数値的に解き, 位相のずれ δℓ を求める。(11.150)の数値解

法は 6.11章と同様に行う。ただし, r = 0 から出発して r を増加させる方向に解くだけでよいので,

束縛状態を求める場合に比べてプログラムは簡単になる。
系の広がりを表す適当な長さを λ として

q =
r

λ
, ε =

2mλ2E

ℏ2
, U0(q) =

2mλ2

ℏ2
V0(r)

とすると(
d2

dq2
− ℓ(ℓ+ 1)

q2
− U0(q)−

2
√
ε η
q

+ ε
)
χℓ(q) = 0 , η =

ZZ ′αmcλ

ℏ
√
ε

=
ZZ ′αmc

ℏk
(11.156)

である。q → 0 のとき q2U0(q)→ 0 ならば χℓ(q) の初期値を (6.90)として (11.156)を q が増加する
方向に解く。簡単のため

χmax = χℓ(qmax) , χmax−1 = χℓ(qmax −∆q)

とする。q = qmax で U0(q) が無視できるならば

χmax = aℓ

(
Fmax cos δℓ +Gmax sin δℓ

)
, χmax−1 = aℓ

(
Fmax−1 cos δℓ +Gmax−1 sin δℓ

)
とおける。ただし

Fmax = Fℓ
(
η,
√
εqmax

)
, Fmax−1 = Fℓ

(
η,
√
ε(qmax −∆q)

)
Gmax = Gℓ

(
η,
√
εqmax

)
, Gmax−1 = Gℓ

(
η,
√
ε(qmax −∆q)

) (11.157)

したがって
tan δℓ = −

Fmaxχmax−1 − Fmax−1χmax

Gmaxχmax−1 −Gmax−1χmax
(11.158)

χmax と χmax−1 は数値的に求まっており, Fℓ と Gℓ は解析的に分かっているから, δℓ を求めること
ができる。δℓ には nπ の不定性が残るが, この不定性は (11.155)には影響しない。
σℓ, Fℓ(η, ρ), Gℓ(η, ρ) を求めるプログラムを作成する必要がある。σℓ は問題 11.13 の漸化式と

(11.149)を用いればよい。(11.144), (11.146)で定義した Fℓ(η, ρ) と Gℓ(η, ρ) は (18.12)より

gℓ(η, ρ) = g(ℓ+ 1 + iη,−ℓ+ iη, 2iρ) =

∞∑
k=0

Dk , Dk =
(ℓ+ 1 + iη)k (−ℓ+ iη)k

k!

1

(2iρ)k

が求まればよい。(a)k の定義より

Dk+1 =
(ℓ+ k + 1 + iη)(k − ℓ+ iη)

(k + 1) 2iρ
Dk

であるから D0 = 1 を初期値として漸化式を解けば gℓ(η, ρ) が求まる。なお, 実部と虚部に分ければ

ReDk+1 =
(2k + 1)η

2(k + 1)ρ
ReDk −

η2 + ℓ(ℓ+ 1)− k(k + 1)

2(k + 1)ρ
ImDk

ImDk+1 =
(2k + 1)η

2(k + 1)ρ
ImDk +

η2 + ℓ(ℓ+ 1)− k(k + 1)

2(k + 1)ρ
ReDk
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である。η = 0 の場合 Dk = 0 , ( k > ℓ )であるから gℓ(η, ρ) は有限項の和である。一方, η 6= 0 で
は無限級数は発散するが, この級数は gℓ(η, ρ) に対する漸近級数であり, 部分和は ρ が大きい場合
gℓ(η, ρ) の近似式になる ( 457ページ )。したがって, ρ をある程度大きく取り, 例えば, |Dk| < 10−6

になったら収束したと見なし k の和を打ち切る。ρ が小さいと収束条件に達せず, 和は発散する。

ℓ
(11.158)

(11.64)
0.01 0.001

0 1.0295 1.0488 1.0514

1 0.3748 0.3797 0.3804

2 0.7494 0.7562 0.7571

3 −0.3499 −0.3219 −0.3178
4 −0.4628 −0.4626 −0.4626
5 −0.3969 −0.3885 −0.3873
6 0.0638 0.0694 0.0702

7 0.0027 0.0029 0.0029

数値計算例として, 井戸型ポテンシャル

U0(q) =

{
−u0 , q < 1

0 , q > 1

を扱う。η = 0 の場合, δℓ は解析的には (11.64) で与えら
れる。ここでの記号を用いると ρ =

√
ε , ρ1 =

√
ε+ u0

である。u0 = 50 , ε = 20 の場合, (11.64) と (11.158) か
ら求めた δℓ を右表に示す。ただし qmin = 10−3 , qmax =

3 , ∆q = 0.01, 0.001 とした。束縛状態の固有エネルギーは
∆q ≈ 0.1 ∼ 0.01 程度で十分よい精度の結果になる。この
場合, 遠方での波動関数の値はそれ程重要ではなく 0 に収束すればよい。一方, (11.158)の δℓ は遠
方での波動関数の値に敏感であるから, ∆q は束縛状態に比べて小さく取る必要がある。
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12 同種粒子系
12.1 状態の対称化
2つの粒子が同種とは, 物理的性質が全く同じでどのような観測でも区別できない粒子のことであ

る。古典力学の場合,粒子の軌道が r(t)と R(t)で与えられる 2粒子の同種粒子系を考える。r(t)を
粒子 1の軌道とするか粒子 2の軌道とするかにより 2つの可能性がある。どちらも力学的にはまっ
たく同等であり, ここに不定性がある。ところで, 時刻 t = t0 で r(t0) から出発した方を 1とするか
2とするかは単に便宜上のことである。r(t0) を粒子 1とすれば, 任意の時刻で r(t) は粒子 1の軌道
を表し不定性はない。同種粒子が区別できない性質は, 古典力学では問題にする必要はない。
量子力学では, 同種粒子が区別できないことは困った問題を引き起こす。以下に, その例を示す。

スピン 0 の粒子が相互作用せずに運動する場合を考える。時刻 t = t0 で粒子が状態 ψα(r) 及び
ψβ(r) にある 2粒子の同種粒子系を考える。ただし, ψα と ψβ は空間的に異なる領域に局在し, ψα

と ψβ が重なる領域はないとする。つまり

ψα(r)ψβ(r) = ψ∗
α(r)ψβ(r) = 0 , 規格化条件より 〈α |α 〉 = 〈β |β 〉 = 1 (12.1)

である。粒子 1が状態 α , 粒子 2が状態 β にあるとすれば, 2粒子系の状態は

Ψαβ(r1, r2) = ψα(r1)ψβ(r2) (12.2)

であり, 粒子 1が β にあり粒子 2が α にあるとすれば, 2粒子系の状態は

Ψβα(r1, r2) = ψβ(r1)ψα(r2)

になる。Ψαβ と Ψβα は, どちらも, 粒子が α と β にある 2粒子系の状態を表す。一般には, これら
の線形結合

Ψ(r1, r2) = c1Ψαβ(r1, r2) + c2Ψβα(r1, r2) , |c1|2 + |c2|2 = 1 (12.3)

も粒子が α と β にある 2粒子系の状態を表す。∫
d3r1d

3r2 |Ψ(r1, r2)|2 =

∫
d3r1d

3r2

(
|c1|2|ψα(r1)ψβ(r2)|2 + |c2|2|ψβ(r1)ψα(r2)|2

+ 2Re
(
c∗1c2 ψ

∗
α(r1)ψβ(r1)ψ

∗
β(r2)ψα(r2)

))
(12.1)より第 3項目は 0, 第 1項と第 2項の積分は 1 になるから∫

d3r1d
3r2 |Ψ(r1, r2)|2 = |c1|2 + |c2|2 = 1

であり Ψ(r1, r2) は規格化されている。このとき粒子を x と y に見出す確率密度 P (x,y) は, 粒子
1を x , 粒子 2を y に見出す確率とその逆の和になるから

P (x,y) = |Ψ(x,y)|2 + |Ψ(y,x)|2

= |ψα(x)|2|ψβ(y)|2 + |ψβ(x)|2|ψα(y)|2 + 4Re(c∗1c2)Re
(
ψ∗
α(x)ψβ(x)ψ

∗
β(y)ψα(y)

)
= |ψα(x)|2|ψβ(y)|2 + |ψβ(x)|2|ψα(y)|2

である。t = t0 における確率密度の観測では係数 c1 と c2 は決定できない。時刻 t における波動関
数 ψ(r, t) は

ψ(r, t) = exp(−iH(t− t0)/ℏ)ψ(r) , H = − ℏ2

2m
∇2
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になるから確率密度 P (x,y, t) は

P (x,y, t) = |ψα(x, t)|2|ψβ(y, t)|2 + |ψβ(x, t)|2|ψα(y, t)|2

+ 4Re(c∗1c2)Re
(
ψ∗
α(x, t)ψβ(x, t)ψ

∗
β(y, t)ψα(y, t)

)
である。一般に ψ∗

α(r, t)ψβ(r, t) 6= 0 であるから P (x,y, t) は不定な c1, c2 に依存する。このため,

P (x,y, t) を一意的に決定できないという困難に直面する。x = y のとき

P (x,x, t) = 2
(
1 + 2Re(c∗1c2)

)
|ψα(x, t)|2|ψβ(x, t)|2

より, 例えば

P (x,x, t) =

{
4|ψα(x, t)|2|ψβ(x, t)|2 , c1 = c2 = 1/

√
2

0 , c1 = − c2 = 1/
√
2

になり, 係数の取り方で全く異なる。
そこで, この困難さを回避するため次の対称化の要請をする。
同種粒子の多粒子系の状態は, 任意の 2 つの粒子の交換に関して対称 (不変) か,

または反対称 (符号が変わる)でなければならい。 (12.4)

同種粒子を交換しても, 多粒子系の状態は (位相を除いて)変化しないことになる。2つの可能性の
うちにどちらにすべきかは, 粒子の種類により決まる。スピンが整数のボソン (ボーズ粒子)は対称
な状態, スピンが半整数のフェルミオン (フェルミ粒子)は反対称な状態になる。以上の仮定が正し
いことは, 多くの実験事実から知られている。
(12.2)のように 2粒子系の状態が 1粒子状態の積で与えられる場合

ΨS(r1, r2) =
1√
2

(
ψα(r1)ψβ(r2) + ψβ(r1)ψα(r2)

)
は, 粒子の交換, つまり r1 と r2 を交換しても変わらない。これが対称な波動関数である。一方

ΨA(r1, r2) =
1√
2

(
ψα(r1)ψβ(r2)− ψβ(r1)ψα(r2)

)
は r1 と r2 の交換に関して符号が変わる反対称な波動関数である。ψα と ψβ の積で表される同種
2粒子系の状態は ΨS または ΨA だけであり, この 2つ以外は許されない。このため, (12.3)における
c1, c2 の不定性はなくなる。ψα ∝ ψβ ならば, 反対称な状態 ΨA は ΨA = 0 になる。したがって, 2つ
の同種フェルミ粒子が同じ 1粒子状態を占めることはできない。これがパウリの排他原理である。
対称化の条件 (12.4)が系の時間発展と矛盾しないことを示しておく。2粒子系の場合, 系のハミル

トニアンを H , 時刻 t での状態を Ψ(1, 2 : t) とすると

i ℏ
d

dt
Ψ(1, 2 : t) = H(1, 2)Ψ(1, 2 : t)

粒子 1 と 2 を交換すれば
i ℏ

d

dt
Ψ(2, 1 : t) = H(2, 1)Ψ(2, 1 : t)

になる。粒子 1 と 2 は同種粒子で区別できないから, 1 と 2 を交換してもハミルトニアンは不変
H(1, 2) = H(2, 1) である。したがって, Ψ(1, 2 : t) と Ψ(2, 1 : t) は同じ微分方程式を満たす。t = 0

で Ψ は対称または反対称とする:

Ψ(2, 1 : t = 0) = κΨ(1, 2 : t = 0) , κ = ± 1
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このとき Ψ(2, 1 : t) と κΨ(1, 2 : t) は同じ 1階の微分方程式を満たし初期条件も一致するから, 任意
の時刻で Ψ(2, 1 : t) = κΨ(1, 2 : t) である。ハミルトニアンが粒子の交換に関して不変であるため,

ある時刻で状態が対称または反対称ならば, 任意の時刻で状態は対称または反対称である。

複合粒子
原子や原子核のように複数の粒子からなる系が基底状態にあるとき, この系を励起するのに必要な
エネルギーに比べて十分に小さいエネルギー領域では, 基底状態の複合粒子系をあたかも 1つの基
本粒子として扱ってもよい。
素粒子 a と b からなる複合粒子を考える。複合粒子 1と複合粒子 2からなる系の状態は

Ψ(r1a, r1b, r2a, r2b)

と書ける。ここで r1a は複合粒子 1内の粒子 a の座標, その他も同様である。複合粒子 1と複合粒
子 2を入れ換えると

Ψ(r2a, r2b, r1a, r1b)

になる。これは構成粒子 a の入れ換えと b の入れ換えである。したがって, a と b がフェルミオン
ならば, 複合粒子の入れ換えで (−1) × (−1) = +1 になるから, 複合粒子はボソンとして扱ってよ
い。フェルミオンとボソンならば (−1) × (+1) = − 1 になるから複合粒子はフェルミオンである。
一般に, 偶数 (奇数)個のフェルミオンを含む複合粒子はボソン (フェルミオン)である。

複合粒子 構成粒子
水素原子 陽子 1個, 電子 1個 ボソン
3He原子核 陽子 2個, 中性子 1個 フェルミオン
3He原子 3He原子核, 電子 2個 フェルミオン
4He原子核 陽子 2個, 中性子 2個 ボソン
4He原子 4He原子核, 電子 2個 ボソン

12.2 2粒子系
ハミルトニアン H が

H = − ℏ2

2M

(
∇2

1 +∇2
2

)
+ V ( |r1 − r2| ) (12.5)

で与えられる質量 M , スピン s の同種 2粒子系を考える。重心座標 R と相対座標 r

R =
r1 + r2

2
, r = r1 − r2

で表すと, 145ページで示したように

H = HR +Hrel , HR = − ℏ2

4M
∇2
R , Hrel = −

ℏ2

2µ
∇2 + V (r)

になり, 重心 R だけに依存する部分 HRと相対座標 r だけに依存する部分 Hrel に完全に分離する。
µ は換算質量 µ =M/2 である。対称化の要請 (12.4)を考慮しない波動関数 Ψ0 を重心運動と相対運
動に変数分離して Ψ0 = φ(R)ψ(r)χ12 とする。ここで χ12 は 2粒子系のスピン状態を表す。シュ
レーディンガー方程式 HΨ0 = EΨ0 は

HR φ(R) = ER φ(R) , Hrelψ(r) = Erel ψ(r) , ただし E = ER + Erel
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になる。粒子 1と 2を交換すると重心 R = (r1 + r2)/2 は不変でから φ(R) は変わらない。一方, 相
対座標 r = r1 − r2 は符号が変わる。2粒子系のハミルトニアンは粒子の入れ換えに対して不変で
あるから ψ(r)χ12 と ψ(−r)χ21 は縮退する ( 交換縮退 )。したがって, (12.4)を満たす状態は, 規格
化は別にして

Ψ = φ(R)
(
ψ(r)χ12 + κψ(− r)χ21

)
, κ =

{
1 , 対称な状態
− 1 , 反対称な状態

(12.6)

になる。以下, この節では φ(R) は無視する。
軌道角運動量とスピン
Hrelψ(r) = Erelψ(r) は中心力ポテンシャル V (r) の 1体問題であるから, ψ(r) として角運動量の固
有状態 ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) が存在する。この場合, (6.14)より ψ(− r) = (−1)ℓψ(r) であるから
(12.6)は

ψ(r)
(
χ12 + κ(−1)ℓχ21

)
, ψ(r) = R(r)Yℓm(θ, ϕ) (12.7)

になる。粒子 1, 2 のスピン演算子をそれぞれ s1 , s2 とするとき S = s1 + s2 の固有状態

S2|SMS〉 = S(S + 1)|SMS〉 , Sz|SMS〉 =MS |SMS〉 , ただし S = 0, 1, · · · , 2s− 1, 2s

を考える。S が最大の S = 2s の状態は (5.100)から (5.101)を導出したのと同様にすると

|S = 2s, MS = 2s−k 〉 = Nk (S1− + S2−)
k |ms=s 〉1|ms=s 〉2 , Nk =規格化定数

になり, S = 2s の状態は粒子 1と 2の入れ換えに対して対称な状態である。(5.102)より

|S = 2s−1, MS = 2s−1 〉 = 1√
2

(
|ms=s 〉1|ms=s−1 〉2 − |ms=s−1 〉1|ms=s 〉2

)
であり

|S = 2s−1, MS = 2s−1−k 〉 = Nk (S1− + S2−)
k |S = 2s−1, MS = 2s−1 〉

になる。粒子 1と 2の状態を交換すると |S = 2s−1, MS = 2s−1 〉 は符号が変わるから, S = 2s− 1

の状態は反対称である。以下同様にすると S = 2s − 2, 2s − 3, · · · は対称, 反対称, · · · になる。し
たがって, χ12 = |SMS〉 とすると

χ21 = (−1)S−2sχ12 (12.8)

になるから (12.7)は(
1 + κ(−1)ℓ+S−2s

)
ψ(r)|SMS〉 =

(
1 + (−1)ℓ+S

)
ψ(r)|SMS〉 , ∴ (−1)ℓ+S = 1 (12.9)

でなけれなばならない。ここで, s が整数であるボソンの場合 (−1)2s = κ = 1 , s が半整数である
フェルミオンの場合 (−1)2s = κ = − 1 である。s = 0 のボソンの場合, S = 0 であるから ℓ は偶数
である。また, s = 1/2 のフェルミオンの場合, 1重項 S = 0 のとき ℓ は偶数, S = 1 の 3重項では ℓ

は奇数である。
同種粒子の散乱
相対運動, つまり, 重心系でのシュレーディンガー方程式 Hrelψ(r) = Erelψ(r) を散乱問題に適用す
る。χ12 として |SMS〉 を用いると (12.6)は

ψ(r) |SMS〉+ κψ(−r) (−1)S−2s|SMS〉 =
(
ψ(r) + (−1)Sψ(−r)

)
|SMS〉
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になる。観測する粒子は 2個あるから 1/
√
2 で割る必要はない。入射粒子の運動量を z 軸にとると

r →∞ では (11.11)より(
eikz + (−1)Se−ikz + fS(θ)

r
eikr

)
|SMS〉 , fS(θ) = f(θ) + (−1)Sf(π − θ)

である。重心系では, 互いに反対方向に進む 2つの入射波 eikz と e−ikz が存在する。一方, 散乱波
は両者の散乱が考慮されており, 微分断面積は

dσS
dΩ

= |fS(θ)|2 = |f(θ) + (−1)Sf(π − θ)|2

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + 2(−1)SRe
(
f(θ)f∗(π − θ)

)
(12.10)

になる。古典力学のように粒子が識別できるなら, z 軸正方向に運動する入射粒子が角度 θ だけ散
乱される微分断面積と, それとは逆向きの z 軸負方向に運動する入射粒子が角度 π − θ だけ散乱さ
れる ( z軸正方向から見れば θ の散乱 )微分断面積の和になるから

dσS
dΩ

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2

である。(12.10)の右辺第 3項は, 粒子の非識別性に伴う量子力学的効果を表す。
部分波展開すると f(θ) は (11.46)で与えられる。(17.13)より Pℓ(cos(π − θ)) = (−1)ℓPℓ(cos θ) に

なるから
fS(θ) =

1

2ik

∞∑
ℓ=0

(
1 + (−1)S+ℓ

)
(2ℓ+ 1)

(
e2iδℓ − 1

)
Pℓ(cos θ)

であり, 条件 (12.9)を満たす部分波 ℓ だけが寄与する。
(12.10) の微分断面積 dσS/dΩ は 2 粒子系の全スピンが確定した値になる状態 |SMS〉 の場合で

ある。このような場合, スピンは偏極してるという。スピン偏極していない 2 粒子の微分断面積
dσ/dΩ を求める。2粒子系のスピン状態は (2s + 1)2 個あるが, これらは同じ確率で起こると考え
る。全スピンが S の状態になる確率は (2S + 1)/(2s + 1)2 である。半整数 s = n + 1/2 のとき, S

が偶数になる確率は S = 2k , ( k = 0, 1, · · · , n )より
1

(2n+ 2)2

n∑
k=0

(
2(2k) + 1

)
=

1

(2n+ 2)2

(
2n(n+ 1) + n+ 1

)
=

s

2s+ 1

したがって
dσ

dΩ
=

s

2s+ 1
|f(θ) + f(π − θ)|2 +

(
1− s

2s+ 1

)
|f(θ)− f(π − θ)|2

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + (−1)2s 2

2s+ 1
Re
(
f(θ)f∗(π − θ)

)
(12.11)

になる。これは s が整数のときも含む。

問題 12.1 規格化を別にして反対称スピン状態は

|ms〉1|m′
s〉2 − |m′

s〉1|ms〉2 , ただし ms 6= m′
s

対称スピン状態は
|ms〉1|m′

s〉2 + |m′
s〉1|ms〉2 , ms = m′

s も含む
あるいは, これらの線形結合である。独立な反対称及び対称スピン状態の個数を求めよ。これから
(12.11)を示せ。
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2粒子系のスピン状態を個々の粒子のスピン状態の直積で扱う。スピンが単位ベクトル n方向を
向いた状態を |n 〉 で表す。つまり s·n |n 〉 = s |n 〉 である。a, b を単位ベクトルとして, 2粒子の
スピン状態が |a 〉 , | b 〉 のとき, 波動関数は

ψ(r)|a, b 〉+ κψ(−r)| b,a 〉 , |a, b 〉 = |a 〉1| b 〉2

である。r →∞ では散乱波の部分は(
f(θ)|a, b 〉+ κ f(π − θ)| b,a 〉

)eikr
r

になるから微分断面積は
dσab
dΩ

=
(
f∗(θ)〈a, b |+ κf∗(π − θ)〈 b,a |

)(
f(θ)|a, b 〉+ κf(π − θ)| b,a 〉

)
= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + κ〈a, b | b,a 〉

(
f∗(θ)f(π − θ) + f(θ)f∗(π − θ)

)
= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + 2κ |〈a | b 〉|2 Re

(
f(θ)f∗(π − θ)

)
(12.12)

で与えられる。スピンが同じ向き ( b = a )のとき 〈a | b 〉 = 1 より
dσab
dΩ

= |f(θ) + κ f(π − θ)|2

逆向き ( b = −a )のとき 〈a | b 〉 = 0 より
dσab
dΩ

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2

になる。
|a, b 〉 は |SMS 〉 を用いて

|a, b 〉 =
2s∑
S=0

S∑
MS=−S

|SMS〉〈SMS |a, b 〉

と展開できる。

〈a, b |a, b 〉 =
∑
SMS

|〈SMS |a, b 〉|2 =
∑
S

PS = 1 , ただし PS =
∑
MS

|〈SMS |a, b 〉|2

である。PS は状態 |a, b 〉 において全スピンが S になる確率を表す。粒子 1と 2を入れ換えれば
(12.8)より

| b,a 〉 =
∑
SMS

|SMS〉〈SMS | b,a 〉 =
∑
SMS

|SMS〉(−1)S−2s〈SMS |a, b 〉

になるから
κ〈a, b | b,a 〉 = κ(−1)2s

∑
SMS

(−1)S |〈SMS |a, b 〉|2 =
∑
S

(−1)SPS

これを (12.12)に代入すると (12.10)より
dσab
dΩ

=
∑
S

PS

(
|f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + 2(−1)S Re

(
f(θ)f∗(π − θ)

))
=
∑
S

PS
dσS
dΩ

(12.13)

になる。
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問題 12.2 s = 1/2 の場合 ( κ = − 1 )を考える。
1. |n 〉 は (5.72)の χ+(n) で与えられる。

dσab
dΩ

= |f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 −
(
1 + a·b

)
Re
(
f(θ)f∗(π − θ)

)
を示せ。スピンが偏極していないとき a, b の方向について平均をとれば a·b = 0 になるから,

(12.11)が成り立つ。
2. |SMS 〉 は (5.110)で与えられる。

P0 =
1− a·b

4
, P1 =

3 + a·b
4

を示し (12.13)が成り立つことを確かめよ。

同種粒子のクーロン散乱
(11.137)を (12.11)に代入する。エネルギーを相対運動のエネルギー (重心系でのエネルギー) Erel,

質量を換算質量 µ =M/2 で置き換えるとモットの公式

dσ

dΩ
=

1

2

(
Z2αℏc
Erel

)2 [
1 + cos2 θ

sin4 θ
+

(−1)2s

2s+ 1

1

sin2 θ
cos

(
η log tan2

θ

2

)]
(12.14)

ただし

η =
Z2αµc√
2µErel

=
Z2α

2

√
Mc2

Erel

を得る。第 1項は古典力学の微分断面積である。一方, 第 2項は (11.137)の位相差 δ(θ) − δ(π − θ)
の寄与であり, 同種粒子の非識別性に伴う量子力学的効果である。1体のクーロン散乱では位相は微
分断面積には影響せず, 古典力学と量子力学の微分断面積はラザフォードの公式 (11.138)で与えら
れる。しかし, 同種粒子の 2体散乱では位相が微分断面積に影響し, 古典力学と量子力学は異なる結
果になる。
(12.14)の [ · · · ] の角度依存性を s = 0 の場合に図示すると下図の太い実線になる。細い実線は第

2項を無視した古典力学的微分断面積に対応する。Erel が十分大きく η � 1 のとき θ = 0, π 近傍以
外では cos(η · · · ) = 1 と近似できる。この近似を破線で示した。一方, Erel が十分小さく η � 1 の
とき, cos(η · · · ) は −1 と 1 の間で激しく振動する ( 図の η = 30 )。したがって, θ の微小範囲で平
均をとれば cos(η · · · ) の寄与はゼロになり, 微分断面積は古典力学の結果に移行する。
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(12.14)を炭素原子核 ( 12C)の散乱実験 ( Bromley et al., Physical Review 123 (1961) 878 )と比
較する。12C は Z = 6個の陽子と 6個の中性子からなる複合粒子であり質量は Mc2 = 11178MeV

http://prola.aps.org/abstract/PR/v123/i3/p878_1
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である。基底状態の角運動量は 0 であるから s = 0 のボソンとする。下図で太い実線は (12.14),

細い実線は (12.14) の右辺第 2 項を無視した古典力学的微分断面積を表す。Erel = 5MeV のとき
( η = 6.2 ), (12.14)は実験値と非常によく一致し, 波動関数の対称化に伴う干渉項の効果が実験的に
見える。一方, Erel = 10MeV ( η = 4.4 )では (12.14)は実験を再現しない。このエネルギーでは, 散
乱する 2つの 12C が接触するため点電荷のクーロン散乱としては扱えない。
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12C+ 12C Erel = 5.0MeV
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12C+ 12C Erel = 10.0MeV

12.3 ヘリウム原子
ヘリウム原子, 一般には Z − 2重にイオン化した原子を考える。この原子は電荷 Ze の原子核と 2

個の電子からなる。原子核は電子に比べれば非常に重いため原点に静止しているとすると, 系のハ
ミルトニアンは

H = − ℏ2

2M
∇2

1 −
Zαℏc
r1
− ℏ2

2M
∇2

2 −
Zαℏc
r2

+
αℏc

|r1 − r2|

になる。M は電子の質量, −Zαℏc/r は電子が原子核から受ける引力のクーロン力, 最後の項は電子
間の斥力のクーロン相互作用である。(12.5)と異なり重心運動と相対運動には分離できず, H の固
有値と固有状態は解析的には求まらない。そこで H を

H = H0(1) +H0(2) + V , H0 = − ℏ2

2M
∇2 − Zαℏc

r
, V =

αℏc
|r1 − r2|

と分割し V を摂動として扱う。(6.30)より H0 の固有関数と固有値は

ψnℓm(r) =
χnℓ(r)

r
Yℓm(θ, ϕ) , En = − (Zα)2Mc2

2n2
, n = 1, 2, · · · , ℓ ≤ n− 1

である。ただし χnℓ(r) は (6.36)で与えられる。ψ1 = ψn1ℓ1m1
, ψ2 = ψn2ℓ2m2

とする。H0(1) は r1

だけ, H0(2) は r2 だけに作用するから(
H0(1) +H0(2)

)
ψ1(r1)ψ2(r2) =

(
H0(1)ψ1(r1)

)
ψ2(r2) + ψ1(r1)

(
H0(2)ψ2(r2)

)
=
(
En1

+ En2

)
ψ1(r1)ψ2(r2)

したがって, スピン状態を含めて ψn1ℓ1m1(r1)ψn2ℓ2m2(r2)|SMS〉 は無摂動系 H0(1) +H0(2) の固有
状態である。ここで, |SMS〉 は 2つのスピン 1/2 を合成した状態で (5.110)で与えられる。スピン
状態としては単なる直積でもよい。しかし, S = 0 は粒子の交換に対して反対称, S = 1 は対称であ
るから, 波動関数の反対称化を行うためには, 最初から合成した状態を用いた方が便利である。
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基底状態
基底状態は n1 = n2 = 1 の場合であり, 波動関数 Ψ0 及び無摂動系のエネルギー W0 は

Ψ0 = ψ100(r1)ψ100(r2)|SMS〉 , W0 = 2E1 = − 2Z2EH , ただし EH =
α2Mc2

2
= 13.6 eV

になる。Ψ0 は粒子 1 と 2 の交換に対して反対称でなければならない。ψ100(r1)ψ100(r2) は対称で
あり反対称化できないから, |SMS〉 は反対称, つまり, S = 0 の 1 重項だけが許される。2 電子の
空間部分の波動関数は同じであるが, スピン状態は上向き |+ 〉 と下向き | − 〉 の重ね合わせある
から, パウリの排他原理を破ることはない。Ψ0 に縮退はないから, 1 次の摂動エネルギー W1 は
〈S=0 |S=0 〉 = 1 より

W1 = 〈Ψ0 |V |Ψ0 〉 = αℏc
∫
d3r1d

3r2
|ψ100(r1)|2|ψ100(r2)|2

|r1 − r2|

=
αℏc
(4π)2

∫
dr1dΩ1dr2dΩ2

χ2
10(r1)χ

2
10(r2)

|r1 − r2|

ただし Ω = (θ, ϕ) のとき dΩ = sin θ dθdϕ である。(17.45)を用いると

W1 =
αℏc
(4π)2

∑
λµ

4π

2λ+ 1

∫
dr1dr2 χ

2
10(r1)χ

2
10(r2)

rλ<
rλ+1
>

∫
dΩ1Yλµ(Ω1)

∫
dΩ2Y

∗
λµ(Ω2)

角度積分を実行すると Yλµ の直交性から λ = µ = 0 以外は 0 になり

W1 = αℏc
∫
dr1dr2 χ

2
10(r1)χ

2
10(r2)

1

r>
= αℏc

∫ ∞

0

dr1 χ
2
10(r1) I(r1)

ただし
I(r) =

1

r

∫ r

0

dr′ χ2
10(r

′) +

∫ ∞

r

dr′
χ2
10(r

′)

r′

(6.37)より

I(r) =
4

a3zr

∫ r

0

dr1 r
′2e−2r′/az +

4

a3z

∫ ∞

r

dr′ r′e−2r′/az =
1

r

(
1−

(
1 +

r

az

)
e−2r/az

)
(12.15)

になる。したがって

W1 =
4αℏc
a3z

∫ ∞

0

dr1 r1e
−2r1/az

(
1−

(
1 +

r1
az

)
e−2r1/az

)
=

5αℏc
8az

=
5

4
ZEH (12.16)

Z W0 W1 W 実験値
He 2 − 108.8 34 − 74.8 − 79.0

Li+ 3 − 244.8 51 − 193.8 − 197.6

Be++ 4 − 435.2 68 − 367.2 − 370.0

1 次の摂動まで考慮すると基底状態のエネル
ギー W は

W =W0 +W1 = − 2Z2EH

(
1− 5

8Z

)
になる。Z が大きいほど |W1/W0| は小さく,

1次の摂動はよい近似になる。右表に実験との比較を示す ( エネルギーは eV )。1次の摂動を取り
入れると W0 に比べて実験値をよく再現するようになる。
次のような簡単な変分法を用いると更によい近似解が求まる。1つの電子が感じる有効な電荷 Z̃e

は, 他の電子により原子核の電荷 Ze が遮蔽されるため, Z̃ < Z になるだろう。そこで, Z を Z̃ で
置き換えた波動関数

Ψ̃0 = ψ̃100(r1)ψ̃100(r2)|S=0 〉
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ただし
ψ̃100(r) =

1√
4π

χ̃10(r) , χ̃10(r) =
2

ã3/2
e−r/ã , ã =

1

Z̃

ℏ
Mcα

を考える。Ψ̃0 における H の期待値

W̃ = 〈 Ψ̃0 |H| Ψ̃0 〉 = 2〈 ψ̃100 |H0| ψ̃100 〉+ 〈 Ψ̃0 |V | Ψ̃0 〉

を求める。(6.21)で κ = − 1 とすると
1

2M
〈ψ100 |p2 |ψ100 〉 =

1

2
〈ψ100 |

Zαℏc
r
|ψ100 〉 = −E1 = Z2EH

Z を Z̃ で置き換えれば
1

2M
〈 ψ̃100 |p2 | ψ̃100 〉 = Z̃2EH , 〈 ψ̃100 |

αℏc
r
| ψ̃100 〉 = 2Z̃EH

したがって

〈 ψ̃100 |H0 | ψ̃100 〉 =
1

2M
〈 ψ̃100 |p2 | ψ̃100 〉 − Z〈 ψ̃100 |

αℏc
r
| ψ̃100 〉 =

(
Z̃2 − 2ZZ̃

)
EH

(12.16)より 〈 Ψ̃0 |V | Ψ̃0 〉 = (5/4)Z̃EH になるから

W̃ = 2

(
Z̃2 − 2ZZ̃ +

5

8
Z̃

)
EH = 2

((
Z̃ − Z +

5

16

)2

−
(
Z − 5

16

)2
)
EH

である。W̃ を最小にするように Z̃ を決めると Z̃ = Z − 5/16 になり

W̃ = − 2EH

(
Z − 5

16

)2

=W0 +W1 −
25

128
EH

である。1次の摂動に比べて − 25EH/128 = − 2.7 eV だけ減少し, 実験値との一致は更によくなる。
第 1励起状態
次に, 第 1励起状態を考える。この場合 n1 = 1 , n2 = 2 または n1 = 2 , n2 = 1 であり, 無摂動系の
エネルギー W0 は

W0 = E1 + E2 = − 5

4
Z2EH

波動関数は反対称化を無視すれば

ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)|SMS 〉 , ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)|SMS 〉 , ℓ = 0 , 1

であり, それぞれ 4 × 4 = 16 , 計 32個の状態が縮退する。|S=1, MS 〉 は 2粒子の交換に対して対
称, |S=0 〉 は反対称であるから, 全体で反対称であるためには

Ψ
(S)
ℓm = ψ

(S)
ℓm (r1, r2)|SMS〉

ただし
ψ
(S)
ℓm (r1, r2) =

1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2) + (−1)Sψ2ℓm(r1)ψ100(r2)

)
でなければならない。Ψ (1)

ℓm には 4× 3 = 12個 , Ψ
(0)
ℓm には 4個の状態がある。反対称化を考慮すると

状態数は 16個になる。16個の状態が縮退するから 1次の摂動エネルギーを求めるためには (8.56)

の永年方程式を解く必要がある。ところで, V はスピンに依存しないから

〈Ψ (1)
ℓm |V |Ψ

(0)
ℓ′m′ 〉 = (空間部分の積分)× 〈S=1, MS |S=0 〉 = 0
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各粒子の軌道角運動量を Li = − i ri×∇i とし全軌道角運動量 L = L1 +L2 とする。ψ100(r1) は軌
道角運動量 0 の状態 ( L1ψ100(r1) = 0 )であるから

L2 ψ100(r1)ψ2ℓm(r2) = ℓ(ℓ+ 1)ψ100(r1)ψ2ℓm(r2) , Lzψ100(r1)ψ2ℓm(r2) = mψ100(r1)ψ2ℓm(r2)

他の項も同様であるから

L2 Ψ
(S)
ℓm = ℓ(ℓ+ 1)Ψ

(S)
ℓm , LzΨ

(S)
ℓm = mΨ

(S)
ℓm

Ψ
(S)
ℓm は全軌道角運動量 L2 , Lz の同時固有状態で L = ℓ になる。

L1V = − iαℏc r1×∇1
1

|r1 − r2|
= − iαℏc r1×r2

|r1 − r2|3
, L2V = − iαℏc r2×r1

|r1 − r2|3

より V は L1 , L2 とは非可換であるが L とは可換である。したがって, (8.74)と同様にして

〈Ψ (S)
ℓm |V |Ψ

(S′)
ℓ′m′ 〉 = 〈Ψ (S)

ℓm |V |Ψ
(S)
ℓm 〉 δSS′δℓℓ′δmm′

永年方程式 (8.56)の行列要素 hαα′ は対角要素のみ持つから, 1次の摂動エネルギーは

W
(S)
1 = 〈Ψ (S)

ℓm |V |Ψ
(S)
ℓm 〉 = αℏc

∫
d3r1d

3r2
|ψ(S)
ℓm (r1, r2)|2

|r1 − r2|
= Jℓ + (−1)SKℓ

ただし

Jℓ = αℏc
∫
d3r1d

3r2
1

|r1 − r2|
|ψ100(r1)|2|ψ2ℓm(r2)|2 (12.17)

Kℓ = αℏc
∫
d3r1d

3r2
1

|r1 − r2|
ψ∗
100(r1)ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)ψ

∗
2ℓm(r2) (12.18)

になる。Jℓ を直接積分 ( クーロンエネルギー ), Kℓ を交換積分 ( 交換エネルギー )という。
Jℓ を考慮すると ℓ = 0 と ℓ = 1 の縮退は解ける。Jℓ は 2つの電荷分布 − e |ψ100|2 と − e |ψ2ℓm|2

の間の古典力学的なクーロンエネルギーである。154ページの図より |ψ100|2 と |ψ210|2 の平均的間
隔は |ψ100|2 と |ψ200|2 に比べて短いから J1 > J0 > 0 になる。更に, Kℓ を取り入れるとスピン 1重
項 S = 0 とスピン 3重項 S = 1 が分離する。S = 1 の場合 ψ

(1)
ℓm(r1, r2) は反対称であるから

(1s)(2s)

(1s)(2p)

(1s)(2s)

(1s)(2p)

S = 1

S = 0
S = 1
S = 0r1 = r2 のとき ψ

(1)
ℓm(r1, r2) = 0

になる。つまり, 2 つの電子は空間的には互いに遠ざかる
傾向にある。このため, 2電子間のクーロン斥力 V の効果
は S = 1 の方が S = 0 よりも弱くなり, S = 1 は S = 0 よ
りも強く束縛する。以下で示すように Kℓ > 0 になり

W
(1)
1 = Jℓ −Kℓ < W

(0)
1 = Jℓ +Kℓ

である。右図にエネルギー準位を模式的に示す。スピン 1重項状態のヘリウムをパラヘリウム,スピ
ン 3重項状態のヘリウムをオルソヘリウムという。V はスピンに依存しないが, 交換積分のため, エ
ネルギー準位はスピンに依存する。交換積分は波動関数の反対称化に伴う量子力学的効果である。
以上の扱いでは, 2粒子系のスピン状態として全スピンの固有状態を用いたが, 単なる直積を用い

てもよい。208ページの対称性の議論と同様に, 無摂動系のハミルトニアン H0(1) +H0(2) と V は
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全軌道角運動量 L とは可換であるから, L2 と Lz の固有値が同じ状態だけを考えればよい。した
がって, 空間部分の状態は

ψ100(r1)ψ2ℓm(r2) , ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)

の 2つである。ℓ, m が異なる状態は独立に扱える。H0(1)+H0(2) と V は Sz とも可換であるから,

スピン状態は Sz の固有値 MS が同じ直積だけを考えればよい。
MS = 0 の場合, |+ 〉1| − 〉2 と | − 〉1|+ 〉2 である。状態の反対称化を無視すれば

ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)|+ 〉1| − 〉2 , ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)| − 〉1|+ 〉2

ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)|+ 〉1| − 〉2 , ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)| − 〉1|+ 〉2

の 4つの状態が存在するが, 反対称化すれば独立な規格化された状態は

Ψ1 =
1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)|+ 〉1| − 〉2 − ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)| − 〉1|+ 〉2

)
Ψ2 =

1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)| − 〉1|+ 〉2 − ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)|+ 〉1| − 〉2

)
の 2つになる。V はスピンに依存しないから

〈Ψ1 |V |Ψ1 〉 =
αℏc
2

∫
d3r1d

3r2

(
|ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)|2

|r1 − r2|
+
|ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)|2

|r1 − r2|

)
= Jℓ

同様にして
〈Ψ1 |V |Ψ2 〉 = 〈Ψ2 |V |Ψ1 〉 = −Kℓ , 〈Ψ2 |V |Ψ2 〉 = Jℓ

である。無摂動系の状態を Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2 とすると (8.55)は(
W1 − Jℓ Kℓ

Kℓ W1 − Jℓ

)(
c1

c2

)
= 0

になるから ∣∣∣∣∣ W1 − Jℓ Kℓ

Kℓ W1 − Jℓ

∣∣∣∣∣ = (W1 − Jℓ)2 −K2
ℓ = 0 , ∴ W1 = Jℓ ±Kℓ

W1 = Jℓ +Kℓ のとき (
1 1

1 1

)(
c1

c2

)
= 0 , ∴ c1 = − c2 =

1√
2

これから
Ψ =

Ψ1 − Ψ2√
2

=
1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2) + ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)

)
|S=0 〉

W1 = Jℓ −Kℓ のとき c1 = c2 = 1/
√
2 になり

Ψ =
Ψ1 + Ψ2√

2
=

1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)− ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)

)
|S=1, MS=0 〉

である。全スピンの固有状態から出発しなくても同じ結果になるが, この系を扱う場合には全スピ
ンの固有状態を最初から用いた方が簡単である。
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MS = ± 1 の場合, 反対称化を無視すれば
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)| ± 〉1| ± 〉2 , ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)| ± 〉1| ± 〉2

の 2つあるが, 反対称化すれば
Ψ =

1√
2

(
ψ100(r1)ψ2ℓm(r2)− ψ2ℓm(r1)ψ100(r2)

)
|S=1, MS=±1 〉

だけになり W1 = 〈Ψ |V |Ψ 〉 = Jℓ −Kℓ である。
Jℓ と Kℓ を具体的の求めると, (17.45)から

Jℓ = αℏc
∫
dr1dΩ1dr2dΩ2 χ

2
10(r1)χ

2
2ℓ(r2)

1

4π
|Yℓm(Ω2)|2

∑
λµ

4π

2λ+ 1

rλ<
rλ+1
>

Yλµ(Ω1)Y
∗
λµ(Ω2)

Ω1 の積分を行うと λ = µ = 0 だけが残り
Jℓ = αℏc

∫
dr1dr2 χ

2
10(r1)χ

2
2ℓ(r2)

1

r>

∫
dΩ2 |Yℓm(Ω2)|2

= αℏc
∫
dr1dr2 χ

2
10(r1)χ

2
2ℓ(r2)

1

r>
= αℏc

∫ ∞

0

dr χ2
2ℓ(r) I(r)

ただし I(r) は (12.15)であり

χ2
20(r) =

r2

2a3z

(
1− r

2az

)2

e−r/az , χ21(r) =
r4

24a5z
e−r/az

同様にして fℓ(r) = χ10(r)χ2ℓ(r) とすると

Kℓ = αℏc
∑
λµ

1

2λ+ 1

∫
dr1dr2 fℓ(r1)fℓ(r2)

rλ<
rλ+1
>

×
∫
dΩ1 Yℓm(Ω1)Y

∗
λµ(Ω1)

∫
dΩ2 Y

∗
ℓm(Ω2)Yλµ(Ω2)

=
αℏc

2ℓ+ 1

∫
dr1dr2 fℓ(r1)fℓ(r2)

rℓ<
rℓ+1
>

=
αℏc

2ℓ+ 1

∫ ∞

0

dr1 fℓ(r1)

(
1

rℓ+1
1

∫ r1

0

dr2 r
ℓ
2fℓ(r2) + rℓ1

∫ ∞

r1

dr2
fℓ(r2)

rℓ+1
2

)
fℓ(r) の具体形は

f0(r) =

√
2 r2

a3z

(
1− r

2az

)
e−3r/(2az) , f1(r) =

r3√
6 a4z

e−3r/(2az)

になる。積分は ( rの多項式 ) × e−αr の積分になるから解析的に行える。手計算で行うには非常に
煩雑であるが, 数式処理ソフト ( 例えば, フリーの Maxima )を使えば, それほどの手間はかからな
い。結果は

J0 =
αℏc
2az

∫ ∞

0

dq q
(
1− q

2

)2
e−q
(
1− (1 + q) e−2q

)
=

34

81
ZEH = 0.42ZEH

J1 =
αℏc
24az

∫ ∞

0

dq q3e−q
(
1− (1 + q) e−2q

)
=

118

243
ZEH = 0.486ZEH

K0 =
8

27

αℏc
az

∫ ∞

0

dq q2
(
1− q

2

)(
1 +

3

2
q

)
e−3q =

32

729
ZEH = 0.044ZEH

K1 =
128

729

αℏc
az

∫ ∞

0

dq q e−3q/2

(
1−

(
1 +

3

2
q +

9

8
q2 +

27

64
q3
)
e−3q/2

)
=

224

6561
ZEH = 0.034ZEH

になる。J1 > J0 であり, 交換積分 Kℓ > 0 は直接積分 Jℓ に比べて 1桁程度小さい。
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12.4 置換演算子と状態の対称化
1粒子状態
スピン 1/2粒子を考える。|α 〉 を完全規格直交系の 1粒子状態とする。|α 〉 の波動関数 uα(r) は

uα(r) =
∑
σ=±1

uα,σ(r)χσ , ただし σzχσ = σχσ (12.19)

と表せる。あるいは, 行列形式で表して

uα(r) =

(
uα,+(r)

uα,−(r)

)
, u†α(r) =

(
u∗α,+(r) u∗α,−(r)

)
(12.20)

でもよい。規格直交性は

〈α |α′ 〉 =
∑
σ

∫
d3r u∗α,σ(r)uα′,σ(r) =

∫
d3r u†α(r)uα′(r) = δαα′ (12.21)

である。任意の 1粒子状態 |ψ 〉 は

|ψ 〉 =
∑
α

cα|α 〉 , cα = 〈α |ψ 〉 (12.22)

と展開できる。波動関数で表せば
ψ(r) =

∑
α

cαuα(r)

あるいは
ψ(r) =

∑
σ

ψσ(r)χσ , ただし ψσ(r) =
∑
α

cαuα,σ(r) (12.23)

係数 cα は
cα = 〈α |ψ 〉 =

∑
σ

∫
d3r u∗α,σ(r)ψσ(r) =

∫
d3r u†α(r)ψ(r)

である。これを ψσ(r) の展開式に代入すると

ψσ(r) =
∑
α

uα,σ(r)
∑
σ′

∫
d3r′ u∗α,σ′(r′)ψσ′(r′) =

∑
σ′

∫
d3r′

(∑
α

uα,σ(r)u
∗
α,σ′(r′)

)
ψσ′(r′)

したがって∑
α

uα,σ(r)u
∗
α,σ′(r′) = δ(r − r′) δσσ′ , あるいは

∑
α

uα(r)u
†
α(r

′) = δ(r − r′) (12.24)

である。ただし, 第 2式は 2×2行列で, 右辺では単位行列を省略した。粒子がスピンを持つ場合, 完
全性 (1.27)は上式になる。

置換演算子
一般に i番目の粒子が 1粒子状態 |ψ 〉 にあるとき, 添字 i を付けて |ψ 〉i で表すことにする。粒子 1

が状態 | a 〉 , 粒子 2が | b 〉 にある 2粒子系の状態は | a 〉1| b 〉2 である。粒子 1と粒子 2を入れ換える
演算子 P12

P12| a 〉1| b 〉2 = | b 〉1| a 〉2

を定義し
|Ψ 〉S =

(
1 + P12

)
| a 〉1| b 〉2 , |Ψ 〉A =

(
1− P12

)
| a 〉1| b 〉2
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とすると, |Ψ 〉S は対称, |Ψ 〉A は反対称な 2粒子状態になる。
このような操作を N 粒子系に一般化するためには, N 個の粒子の入れ換え (置換)を考える必要

がある。p1, p2, · · · , pN は 1 から N までの整数で互いに異なるとする。1, 2, · · · , N をそれぞれ p1,

p2, · · · , pN に置換することを
p =

(
1 2 · · · N

p1 p2 · · · pN

)
(12.25)

で表す。特に, ある 2つ i, j のみを入れ換える置換を互換といい ( i j ) で表す。任意の置換は互換を
繰り返せば得られる。p1 6= 1 ならば 1 と p1 を入れ換え (互換), この操作を i 6= pi に対しても行え
ば置換 p になる。ある置換を表す互換の表現は一意には決まらない。例えば, 同じ互換を 2回繰り
返せば元の戻るから, 異なる互換の表現が同じ置換を表す。ところで

f(x1, x2, · · · , xn) =
∏
i<j

(xi − xj)

は 2つの変数の 1回の互換で符号が変わる。置換 (12.25)に対して

f(xp1 , xp2 , · · · , xpn) = f(x1, x2, · · · , xn) または f(xp1 , xp2 , · · · , xpn) = − f(x1, x2, · · · , xn)

であるから, 前者ならば互換の回数は偶数, 後者ならば奇数でなければならない。したがって, ある
置換を表現する互換の回数が偶数か奇数かは一意に決まる。偶数 (奇数)回の互換で表せる置換を偶
置換 (奇置換)という。N = 3 のとき 3! = 6個の置換があるが

偶置換
(

1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
(12.26)

奇置換
(

1 2 3

2 1 3

)
= ( 1 2 ) ,

(
1 2 3

1 3 2

)
= ( 2 3 ) ,

(
1 2 3

3 2 1

)
= ( 3 1 ) (12.27)

である。
N 個の同種粒子系を考える。粒子 1が状態 |α1 〉, 粒子 2が状態 |α2 〉, · · · , 粒子 N が状態 |αN 〉

にあるN 粒子系の状態を

|α1, α2, · · · , αN 〉 = |α1 〉1|α2 〉2 · · · |αN 〉N (12.28)

と表す。(12.25)の置換 p に対応した置換演算子 P を

P |α1 〉1|α2 〉2 · · · |αN 〉N = |αp1〉1|αp2〉2 · · · |αpN 〉N

で定義する。
|Ψ 〉 = P |α1, α2, · · · , αN 〉 , |Ψ ′ 〉 = P |α′

1, α
′
2, · · · , α′

N 〉

とすると
〈Ψ ′ |Ψ 〉 = 1〈α′

p1 |αp1 〉1 2〈α′
p2 |αp2 〉2 · · · N 〈α

′
pN |αpN 〉N

ところで
i〈α′ |α 〉i =

∫
d3ri u

†
α′(ri)uα(ri) =

∫
d3r u†α′(r)uα(r) = 〈α′ |α 〉

であるから, 粒子を識別する添字 i は落としてよい。p1, p2, · · · , pN は互いの異なる 1から N まで
の整数であるから

〈Ψ ′ |Ψ 〉 = 〈α′
1 |α1 〉 〈α′

2 |α2 〉 · · · 〈α′
N |αN 〉 = 〈α′

1, α
′
2, · · · , α′

N |α1, α2, · · · , αN 〉
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一方
〈Ψ ′ |Ψ 〉 = 〈α′

1, α
′
2, · · · , α′

N |P †P |α1, α2, · · · , αN 〉 , ∴ P †P = 1

置換演算子 P はユニタリ演算子である。P † = P−1 は P の逆置換である。

状態の対称化
対称化の要請 (12.4)を満たすN 粒子系の状態を求めるために

S =
1

N !

∑
P

P , A =
1

N !

∑
P

(−1)pP ただし (−1)p =

{
+1 , 置換 p が偶置換
− 1 , 置換 p が奇置換

(12.29)

を導入する。P の和は N !個のすべての置換演算子についての和を表す。ある置換演算子 P1 に対
して

P1S =
1

N !

∑
P

P1P

2つの置換 p1, p を行った結果はある 1つの置換 p′ = p1p を行ったことと同じであるから

P1S =
1

N !

∑
P ′

P ′ = S

(−1)p′ = (−1)p1(−1)p より

P1A =
1

N !

∑
P

(−)pP1P =
(−1)p1
N !

∑
P ′

(−1)p
′
P ′ = (−1)p1A

P1 を右側から作用させたときも同様であるから

P1S = SP1 = S , P1A = AP1 = (−1)p1A (12.30)

になる。P1 について和をとると
1

N !

∑
P1

P1S = S2 =
1

N !

∑
P1

S = S

1

N !

∑
P1

(−1)p1P1A = A2 =
1

N !

∑
P1

(−1)p1(−1)p1A = A

したがって
S2 = S , A2 = A (12.31)

P † = P−1 は P の逆置換であり偶奇性は P と同じである。すべての P についての和は, すべての
P−1 についての和であるから

A† =
1

N !

∑
P

(−1)pP † =
1

N !

∑
P−1

(−1)p
−1

P−1 = A , S† = S (12.32)

A と S はエルミート演算子である。
必ずしも条件 (12.4)を満たさないN 粒子系の状態 |Ψ 〉 に S または A を作用させ

|ΨS 〉 = S |Ψ 〉 , |ΨA 〉 = A |Ψ 〉 (12.33)

とする。互換 Pij の場合 (−1)p = − 1 であるから (12.30)より

Pij |ΨS 〉 = PijS |Ψ 〉 = S |Ψ 〉 = |ΨS 〉 , Pij |ΨA 〉 = PijA |Ψ 〉 = −A |Ψ 〉 = − |ΨA 〉
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になるから, 任意の 2粒子の交換に対して |ΨS 〉 は完全対称な状態 , |ΨA 〉 は完全反対称な状態であ
り, 対称化の要請 (12.4)を満たす。したがって, 求める状態は (12.33)である。ただし, |ΨS 〉 = 0 あ
るいは |ΨA 〉 = 0 になることもある。
|α1, α2, · · · , αN 〉 で粒子 i と j が同じ 1粒子状態を占めているとき, i と j を交換しても不変であ

るから
Pij |α1, α2, · · · , αN 〉 = |α1, α2, · · · , αN 〉

(12.30)より APij = −A になるから, 上式に A を作用させると

−A|α1, α2, · · · , αN 〉 = A|α1, α2, · · · , αN 〉 = 0

したがって, 2個の同種フェルミオンが同じ 1粒子状態を占めることはできない ( パウリの排他原
理 )。一方, ボソンの場合にはこのような制限はない。粒子は 1粒子状態に何個でも入る。

スレーター ( Slater )行列式
|Ψ 〉 が直積 (12.28)で与えられるとき, N 個の同種フェルミオンの状態

|ΨA 〉 = CNA|α1, α2, · · · , αN 〉 =
CN
N !

∑
p

(−1)p|αp1〉1|αp2〉2 · · · |αpN 〉N

の規格化定数 CN を求める。ただし, α1 , α2 , · · · , αN はすべて異なる。(12.31), (12.32)より

〈ΨA |ΨA 〉 = |CN |2〈Ψ |A†A|Ψ 〉 = |CN |2〈Ψ |A |Ψ 〉

=
|CN |2

N !

∑
p

(−1)p〈α1, α2, · · · , αN |αp1 , αp2 , · · · , αpN 〉

=
|CN |2

N !

∑
p

(−1)p〈α1 |αp1 〉 〈α2 |αp2 〉 · · · 〈αN |αpN 〉

規格直交性 〈αi |αj 〉 = δij より恒等置換 p1 = 1, p2 = 2, · · · , pN = N 以外は寄与しないから

〈ΨA |ΨA 〉 =
|CN |2

N !

したがって CN =
√
N ! とすればよいから, 規格化した状態は

|ΨA 〉 =
√
N !A|α1, α2, · · · , αN 〉 =

1√
N !

∑
p

(−1)p|αp1〉1|αp2〉2 · · · |αpN 〉N

になる。ところで, N×N 行列 (mij) の行列式 det(mij ) の定義は

det(mij ) =
∑
p

(−1)pmp11mp22 · · · mpNN

であるから, 形式的に mij = |αi 〉j とおけば

|ΨA 〉 =
1√
N !

det( |αi 〉j ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|α1 〉1 |α1 〉2 · · · |α1 〉N
|α2 〉1 |α2 〉2 · · · |α2 〉N

...
...

...

|αN 〉1 |αN 〉2 · · · |αN 〉N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12.34)
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である。これをスレーター行列式という。2つの粒子の入れ換えは 2つの行の入れ換えに対応し符
号が変わる。また, 2つの行 (列)が等しい行列式は 0 であるから, パウリの排他原理を満たす。最も
簡単な N = 2 のとき

|ΨA 〉 =
1√
2

(
1− P12

)
|α1 〉1|α2 〉2 =

1√
2

(
|α1 〉1|α2 〉2 − |α2 〉1|α1 〉2

)

=
1√
2

∣∣∣∣∣ |α1 〉1 |α1 〉2
|α2 〉1 |α2 〉2

∣∣∣∣∣
になり, 確かに 2×2行列の行列式で表せる。

問題 12.3 N = 3 のとき (12.26), (12.27)より (12.34)を確かめよ。

1粒子だけに依存あるいは作用する 1体演算子を f とする。i番目の粒子に作用する場合 fi で表
すと, N 粒子系全体では

F =

N∑
i=1

fi (12.35)

である。

PF |α1, α2, · · · , αN 〉 =
∑
i

|αp1〉1|αp2〉2 · · · fpi |αpi〉i · · · |αpN 〉N =
∑
i

fpiP |α1, α2, · · · , αN 〉

= FP |α1, α2, · · · , αN 〉

になり F と置換演算子は可換である。したがって

〈ΨA |F |ΨA 〉 = N ! 〈Ψ |A†FA |Ψ 〉 = N ! 〈Ψ |FA |Ψ 〉

=

N∑
i=1

∑
p

(−1)p〈α1, α2, · · · , αN | fi |αp1 , αp2 , · · · , αpN 〉

fi は粒子 i だけに作用するから

〈ΨA |F |ΨA 〉 =
N∑
i=1

∑
p

(−1)p〈α1 |αp1 〉 · · · 〈αi−1 |αpi−1
〉〈αi| f |αpi〉

× 〈αi+1 |αpi+1
〉 · · · 〈αN |αpN 〉

k 6= i のとき pk = k である置換だけが寄与する。このとき pi = i になり恒等置換だけが残り

〈ΨA |F |ΨA 〉 =
N∑
i=1

〈αi| f |αi 〉 = 〈Ψ |F |Ψ 〉 (12.36)

になる。1体演算子の場合, 恒等置換だけが寄与し反対称の効果はない。
2粒子に依存する 2体演算子の期待値を求める。粒子 i と j に作用するとき vij で表す。同種粒

子であるから vij = vji である。系全体では

V =
∑
i,j
i<j

vij =
1

2

∑′

i,j

vij (12.37)

である。′ は i 6= j を意味する。V も置換演算子と可換であるから

〈ΨA |V |ΨA 〉 = N ! 〈Ψ |V A |Ψ 〉 = 1

2

∑′

i,j

∑
p

(−1)p〈α1, α2, · · · , αN | vij |αp1 , αp2 , · · · , αpN 〉
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vij は粒子 i と j だけに作用するから

〈ΨA |V |ΨA 〉 =
1

2

∑′

i,j

∑
p

(−1)p〈αi, αj | vij |αpi , αpj 〉
∏
k ̸=i,j

〈αk |αpk 〉

になる。ただし

〈 a, b | vij | c, d 〉 =
∫
d3rid

3rj u
†
a(ri)u

†
b(rj) vij uc(ri)ud(rj)

=

∫
d3r1d

3r2 u
†
a(r1)u

†
b(r2) v12 uc(r1)ud(r2) = 〈 a, b | v12 | c, d 〉

である。k 6= i, j のとき pk = k でなければならない。したがって, pi = i, pj = j あるいは pi = j,

pj = i になる。置換 p は恒等置換か互換 (ij) だけになり

〈ΨA |V |ΨA 〉 =
1

2

∑′

i,j

(
〈αi, αj | v12 |αi, αj 〉 − 〈αi, αj | v12 |αj , αi 〉

)
(12.38)

=
1

2

∑′

i,j

〈αi, αj | v12
(
1− P12

)
|αi, αj 〉 (12.39)

i = j のとき第 1項と第 2項は打ち消しあうから i 6= j の制限はなくてもよい。直積での期待値には
右辺第 2項はないから, 2体演算子では反対称の効果が現れる。v12 = 1/|r1 − r2| のとき

〈αi, αj | v12 |αi, αj 〉 =
∫
d3r1d

3r2
1

|r1 − r2|
|uαi(r1)|2|uαj (r2)|2

〈αi, αj | v12 |αj , αi 〉 =
∫
d3r1d

3r2
1

|r1 − r2|
u†αi

(r1)uαj (r1)u
†
αj
(r2)uαi(r2)

になるが, これらは直接積分 (12.17)と交換積分 (12.18)である。

12.5 相互作用しない同種粒子系
N 個の同種粒子が互いに相互作用せず, 共通のポテンシャル V (r) 内を運動する系を考える。系

のハミルトニアン H は各粒子のハミルトニアン h の和

H =

N∑
i=1

hi , hi = −
ℏ2

2M
∇2
i + V (ri)

である。この系は同種粒子の多粒子系を扱うときの基礎になる。
完全規格直交系である |α 〉 としてハミルトニアン h の固有関数を考える。固有値を εα とすると

h|α 〉 = εα|α 〉

hi は粒子 i にだけ作用するから, 直積 |α1, α2, · · · , αN 〉 = |α1 〉1|α2 〉2 · · · |αN 〉N に対して

hi|α1, α2, · · · , αN 〉 = |α1 〉1 · · · |αi−1 〉i−1

(
hi|αi 〉i

)
|αi+1 〉i+1 · · · |αN 〉N

= εαi
|α1, α2, · · · , αN 〉

これから
H|α1, α2, · · · , αN 〉 = Eα1···αN

|α1, α2, · · · , αN 〉 , Eα1···αN
=

N∑
i=1

εαi
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H は置換演算子と可換であるから

HS|α1, α2, · · · , αN 〉 = Eα1···αN
S|α1, α2, · · · , αN 〉

HA|α1, α2, · · · , αN 〉 = Eα1···αN
A|α1, α2, · · · , αN 〉

ボソン, フェルミオンに関係なく, N 個の粒子が状態 α1, α2, · · · , αN を占めるとき, 系のエネルギー
固有値は個々の 1粒子状態のエネルギー固有値の和になる。
ボソンの場合, N 粒子系の基底状態は, εα が最低の 1粒子状態にN 個の粒子すべてが占める状態

である。これをボーズ・アインシュタイン凝縮という。これは粒子間の相互作用が無視できる理想
系での現象である。最近, 理想系に近い巨視的な系において, ボーズ・アインシュタイン凝縮が実際
に観測されている。

Science 269 (1996) 198

http://www.sciencemag.org/cgi/content/abstract/269/5221/198

フェルミオンの場合, α1, α2, · · · , αN は全て異なる状態である。したがって, N 粒子系の基底状
態は, εα が低い方から順に 1個ずつN 個まで詰めた状態である。εα が最も大きいN 番目の 1粒子
エネルギーをフェルミエネルギーという。

原子の周期律
元素の化学的性質は原子番号に従い周期的に変化するが ( 周期律 ), これを説明する上でパウリの排
他原理が決定的な役割をする。原子番号 Z の中性原子には Z個の電子が束縛されている。電子 –電
子間のクーロン斥力を無視し, 電荷 Zeの原子核から受けるクーロン引力だけとすると, 1粒子状態
のエネルギーは (6.30)より

εn = − (Zα)2Mc2

2n2
, n = 1, 2, · · ·

であり, 軌道角運動量 ℓ = 0, 1, · · · , n − 1 の状態が縮退する。電子 –電子間のクーロン斥力を考慮
すると, 電子の感じるポテンシャル V (r) は, r が十分遠方では, 他の Z − 1個の電子により原子核
の電荷 Ze が遮蔽されるため, 電荷 e によるポテンシャルになり引力は非常に弱くなる。外側での
存在確率が大きい状態ほど, この遮蔽効果を受ける。(6.12)より, 軌道角運動量 ℓ の状態の存在確率
は原点近傍では r2ℓ+2 に比例し, ℓ が大きいほど外側に押し出される。したがって, ℓ が大きいほど
弱い引力を感じるため ℓ の大きな状態はエネルギーが高くなり, 純粋なクーロンポテンシャルでの
ℓ の縮退はとける。状態 n ℓ のエネルギー固有値を εnℓ とすると εn0 < εn1 < · · · である。εnℓ が近
似的に縮退している組を低い方から順に表にすると下表になる。

n ℓ 2(2ℓ+ 1)の和 累計
1s 2 2

2s 2p 2 + 6 = 8 10

3s 3p 2 + 6 = 8 18

3d 4s 4p 10 + 2 + 6 = 18 36

4d 5s 5p 10 + 2 + 6 = 18 54

4f 5d 6s 6p 14 + 10 + 2 + 6 = 32 86

パウリの排他原理により, 原子の基底状態は εnℓ
の低い状態から順に Z 個の電子を詰めた状態であ
る。ところで,軌道角運動量 ℓの状態は 2ℓ+1個あ
り, 更に, スピン状態 | ± 〉 が 2つあるから, εnℓ の
縮退度は 2 (2ℓ+ 1) である。したがって, εnℓ には
最大 2 (2ℓ+ 1) 個の電子を詰められる。表の 2 列
目は各組に収容可能な電子数である。表の累計ま
で電子を詰めると, 電子を励起するには 1 つ上の
組の状態に励起する必要があり, 比較的大きなエネルギーを要する。このため化学的に不活性にな
る。これが希ガス元素である。このようにして, パウリの排他原理により電子をエネルギーの低い
状態から順に詰めることで, 原子の周期律を説明できる。

http://www.sciencemag.org/cgi/content/abstract/269/5221/198


12 同種粒子系 333

フェルミガス
自由なフェルミオンの多粒子系をフェルミガスという。この系は簡単ではあるが, 物理の様々な分
野で重要な役割する。1粒子ハミルトニアン h = − ℏ2∇2/2M の固有状態 |α 〉 は運動量 ℏk と σz

の固有値 σ で指定できるから |k σ 〉 で表すと

ukσ(r) =
1

L3/2
exp(ik·r)χσ , εkσ =

ℏ2k2

2M
(12.40)

ただし, 259ページと同様に, 1辺 L の立方体で規格化した。また, 周期的境界条件を設定すると

kx =
2π

L
nx , ky =

2π

L
ny , kz =

2π

L
nz , nx, ny, nz は整数

になる。
パウリの排他原理から N 粒子系の基底状態は, εkσ の小さい方から順に N 個の ukσ に粒子を詰

めた状態である。このとき, 占有した状態のうち, 最大の |k| を kF で表す。これをフェルミ波数と
いう。占有した 1粒子状態の数は粒子数に等しいから ( s = 1/2 )

N =
∑

|k|≤kF

∑
σ

1 = (2s+ 1)
∑

|k|≤kF

1 (12.41)

である。(10.67)より和を k の積分で置き換えると

N = (2s+ 1)
L3

(2π)3

∫
k≤kF

d3k = (2s+ 1)
L3

6π2
k3F

したがって
密度 ρ =

N

L3
=

2s+ 1

6π2
k3F , kF =

(
6π2

2s+ 1
ρ

)1/3

(12.42)

になる。フェルミエネルギー εF は

εF =
ℏ2k2F
2M

=
ℏ2

2M

(
6π2

2s+ 1
ρ

)2/3

である。基底状態のエネルギー E0 は

E0 =
∑

|k|≤kF

∑
σ

ℏ2k2

2M
= (2s+ 1)

L3

(2π)3

∫
k<kF

d3k
ℏ2k2

2M
=

(2s+ 1)L3

10π2

ℏ2k5F
2M

=
3

5

ℏ2k2F
2M

N (12.43)

になる。1粒子当たりのエネルギーは E0

N
=

3

5
εF である。

12.6 ハートリー・フォック近似
互いに相互作用する N 個のフェルミオンの多粒子系を考える。ハミルトニアンを

H =

N∑
i=1

hi +
1

2

∑′

i,j

vij (12.44)

とする ( ′ は i 6= j を意味する)。hi は粒子 iに作用する 1体のハミルトニアン, vij は 2粒子 i, j 間
の相互作用を表す。例えば, 原点に静止した電荷 Ze の原子核と N 個の電子からなる原子では

hi = −
ℏ2

2M
∇2
i −

Zαℏc
|ri|

, vij =
αℏc
|ri − rj |

α =微細構造定数 (12.45)
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である。以下の議論は hi, vij の具体形には依存しない。
一般に H の固有値問題 H|Ψ 〉 = E |Ψ 〉 を正確に解くことは困難であり, 何らかの近似が必要に

なる。出発点になる近似が平均場近似である。粒子間の相互作用 vij を一体のポテンシャル (平均
場ポテンシャル ) V (r) として取り込む。各粒子は 1体ハミルトニアン h + V の固有状態 |αi 〉 を
占め, 互いに独立に運動すると見なす。これは |Ψ 〉 を (12.34)のスレーター行列式 |ΨA 〉 で近似す
ることである。V あるいは 1粒子状態をどのように決めるか, が問題である。基底状態の場合, 221

ページの変分法より, H の期待値 〈ΨA |H |ΨA 〉 を最小にする 1粒子状態 |αi 〉 が最も最適である。
|αi 〉 は規格直交系であるから, N2個の条件 〈αi |αj 〉 = δij のもとで 〈ΨA |H |ΨA 〉 を最小にする必
要がある。したがって, ラグランジュの未定乗数法 ( 415ページ ) により εij を未定乗数として

F = 〈ΨA |H |ΨA 〉 −
N∑

i,j=1

εij〈αi |αj 〉

を最小にする (条件 〈αi |αj 〉 = δij を付加しない場合については問題 12.4 )。∑ εij〈αi |αj 〉 は実数
であるから, N×N 行列 (εij) はエルミート行列とする。ユニタリ行列 U で(

U†εU
)
ij
= εi δij

と対角化できるから∑
i,j

εij〈αi |αj 〉 =
∑
i,j

(
U εU†)

ij
〈αi |αj 〉 =

∑
i

εi〈αi |αi 〉 , |αi 〉 =
∑
j

(
U†)

ij
|αj 〉

になる。粒子 j の状態を Bij = |αi 〉j , Bij = |αi 〉j で表すと, B = U †B, B = UB であるから

|ΨA 〉 =
1√
N !

det(B) =
1√
N !

det
(
UB

)
= det(U) |ΨA 〉 , |ΨA 〉 =

1√
N !

det( |αi 〉j )

|detU | = 1 より
F = 〈ΨA |H |ΨA 〉 −

∑
i

εi〈αi |αi 〉

である。以下ではこの表現を用い は省略する。(12.36), (12.39)より

〈ΨA |H |ΨA 〉 =
∑
i

〈αi |h |αi 〉+
1

2

∑′

i,j

〈αi, αj | v12
(
1− P12

)
|αi, αj 〉 (12.46)

積分で表すと

F =
∑
i

∫
d3r1u

†
αi
(r1)

(
h1 − εi

)
uαi(r1)

+
1

2

∑′

i,j

∫
d3r1d

3r2 u
†
αi
(r1)u

†
αj
(r2)v12

(
1− P12

)
uαi

(r1)uαj
(r2)

になる。221ページで示したが, 変分を行うとき u†α と uα は独立と見なせる。1つの状態 u†αk
を微

小変化 δu†αk
させると, i = k, j = k 以外は変化しないから

δFk =

∫
d3r1 δu

†
αk

(r1)
(
h1 − εk

)
uαk

(r1)

+
1

2

∑
j ̸=k

∫
d3r1d

3r2 δu
†
αk

(r1)u
†
αj
(r2)v12

(
1− P12

)
uαk

(r1)uαj (r2)

+
1

2

∑
i ̸=k

∫
d3r1d

3r2 u
†
αi
(r1)δu

†
αk

(r2)v12
(
1− P12

)
uαi

(r1)uαk
(r2)
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3行目で 1 と 2 を入れ替えれば v21 = v12 より 3行目 = 2行目 になり

δFk =

∫
d3r1 δu

†
αk

(r1)

[(
h1 − εk

)
uαk

(r1)

+
∑
i ̸=k

∫
d3r2 u

†
αi
(r2)v12

(
uαi

(r2)uαk
(r1)− uαk

(r2)uαi
(r1)

)]

になる。したがって, F が最小で δFk = 0 になるためには [
· · ·
]
= 0 より

h1uαk
(r1) +

∑
i ̸=k

∫
d3r2 u

†
αi
(r2)v12

(
uαi

(r2)uαk
(r1)− uαk

(r2)uαi
(r1)

)
= εkuαk

(r1) (12.47)

である。N 個の uαk
についての連立微積分方程式 (12.47) をハートリー・フォック方程式 (HF方程

式 )という。

V
(k)
H (r1) =

∑
i ̸=k

∫
d3r2 u

†
αi
(r2)v12uαi

(r2) , V
(k)
F (r1, r2) = −

∑
i ̸=k

u†αi
(r2)v12uαi

(r1)

とすれば, HF方程式は

h1uαk
(r1) + V

(k)
H (r1)uαk

(r1) +

∫
d3r2 V

(k)
F (r1, r2)uαk

(r2) = εkuαk
(r1)

と表せる。あるいは
hHF|αk 〉 = εk|αk 〉 , hHF = h+ VHF (12.48)

ただし
〈α |VHF |β 〉 =

N∑
i=1

〈α, αi | v12
(
1− P12

)
|β, αi 〉 (12.49)

である。(12.47)から分かるように, i = k の寄与は打ち消しあうから, V
(k)
H と V

(k)
F を同時に考慮す

る場合, i 6= k の条件は不要であり, VHF は全ての 1粒子状態について共通になる。N 粒子系の状態
をスレーター行列式で近似する場合, 1粒子状態としては HF方程式の解が最も最適である。

HF方程式の性質
• VHF は 2 つの部分 VH と VF からなる。局所的ポテンシャル V

(k)
H (r) を直接項, 非局所的な

V
(k)
F (r1, r2) を交換項という。交換項は粒子交換 P12 に起因し反対称化の効果である。試行関
数が直積 ∏

i |αi 〉 の場合, (12.46) で P12 の項は現れないから VF は存在しない。このため,

V
(k)
H における和の制限 i 6= k は省略できず, ポテンシャルは k に依存する。i 6= j のとき
V

(i)
H 6= V

(j)
H であるから |αi 〉 と |αj 〉 は直交しない。一方, VHF は 1粒子状態に共通であるか

ら, HF方程式の解は 〈αi |αj 〉 = δij を満たす。
• 未定乗数 εi はハミルトニアン hHF のエネルギー固有値を表す。

εi = 〈αi |hHF |αi 〉 = 〈αi |h |αi 〉+
∑
k

〈αi, αk | v12
(
1− P12

)
|αi, αk 〉 (12.50)

であるから (12.46)は

〈ΨA |H |ΨA 〉 =
∑
i

εi −
1

2

∑
i,j

〈αi, αj | v12
(
1− P12

)
|αi, αj 〉 =

∑
i

(
εi −

1

2
〈αi |VHF|αi 〉

)
になる。系のエネルギー 〈ΨA |H |ΨA 〉 は |ΨA 〉 で占有している 1粒子状態のエネルギー εi の
和ではない。これは ∑

i εi では相互作用 vij が二重に取り込まれるためである。
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• N 粒子系から状態 |αk 〉 の粒子を取り除いたN−1粒子系を考える。N 粒子系とN−1粒子系
では HFポテンシャル (12.49)は異なるが, この違いは無視し 1粒子状態は 2つの系で同じと
する。N 粒子系のエネルギー EN で αk を含む部分を取り出すと (12.46)より

EN =
∑
i ̸=k

〈αi |h |αi 〉+
1

2

∑
i,j ̸=k

〈αi, αj | v12
(
1− P12

)
|αi, αj 〉

+ 〈αk |h |αk 〉+
∑
i

〈αk, αi | v12
(
1− P12

)
|αk, αi 〉

である。右辺 1行目は状態 |αk 〉 の粒子を取り除いたN−1粒子系のエネルギー EN−1, 2行目
は (12.50)より εk であるから EN−1 = EN − εk になる。したがって, − εk は状態 |αk 〉 の粒
子を取り除くのに必要なエネルギーである。これをクープマンの定理という。

• (12.49) の VHF は 1 粒子状態の uαi
が分かっていなければ決まらない。一方, uαi

を求める
には VHF が求まっている必要がある。(12.48)を数値計算で解く場合, 次のような反復法を行
い自己無撞着 ( self–consistent )に解く。適当な規格直交系 u

(0)
α により

〈α |V (0)
HF |β 〉 =

N∑
i=1

〈α, α(0)
i | v12

(
1− P12

)
|β, α(0)

i 〉

を求め, 次に(
h+V

(0)
HF

)
u(1)α = ε(1)α u(1)α ⇒ V

(1)
HF を求める ⇒

(
h+V

(1)
HF

)
u(2)α = ε(2)α u(2)α ⇒ · · · (12.51)

u
(n+1)
α ≈ u(n)α になるまで, この操作を繰り返す。

• 2粒子系の場合, HF方程式は (12.47)より(
h+ U22(r)

)
uα1(r)− U21(r)uα2(r) = ε1uα1(r)(

h+ U11(r)
)
uα2

(r)− U12(r)uα1
(r) = ε2uα2

(r)
(12.52)

ただし
Uij(r1) =

∫
d3r2 u

†
αi
(r2)v12uαj

(r2)

になる。
• h, v がスピンに依存しない場合, 1粒子状態 uα(r) は軌道部分 φµ(r) とスピン部分 χσ=±1 の
直積 uα(r) = φµ(r)χσ で表せる。(12.47)は

(
h1 − εµ

)
φµ(r1)χσ(1) +

∑
µi,σi

χ†
σi
(2)χσi

(2)χσ(1)

∫
d3r2 v12|φ∗

µi
(r2)|2φµ(r1)

−
∑
µi,σi

χ†
σi
(2)χσ(2)χσi(1)

∫
d3r2 v12φ

∗
µi
(r2)φµi(r1)φµ(r2) = 0

になる。和の制限 i 6= k は不要である。χσ(1) は粒子 1, χσ(2) は粒子 2のスピン状態であるか
ら χ†

σ(2)χσ′(1) は内積ではないが, χ†
σ(2)χσ′(2) は内積であり χ†

σ(2)χσ′(2) = δσσ′ になる。こ
れから χσ(1) は省略でき, HF方程式は軌道部分に関する方程式

h1φµ(r1) + VH(r1)φµ(r1) +

∫
d3r2 VF(r1, r2)φµ(r2) = εµφµ(r1) (12.53)
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ただし

VH(r1) =

∫
d3r2 v12

∑
µi,σi

|φ∗
µi
(r2)|2 = 2

∫
d3r2 v12

∑
µi

|φ∗
µi
(r2)|2 (12.54)

VF(r1, r2) = − v12
∑
µi,σi

δσσiφ
∗
µi
(r2)φµi(r1) = − v12

∑
µi

φ∗
µi
(r2)φµi(r1) (12.55)

になる。

問題 12.4 2粒子系を考える。H = h1 + h2 + v12 である。1粒子状態を ψ1 , ψ2 とし

Ψ =
1√
2

(
ψ1(r1)ψ2(r2)− ψ2(r1)ψ1(r2)

)
とする。変分後に 〈ψi |ψj 〉 = δij を適用することにして E = 〈Ψ |H |Ψ 〉/〈Ψ |Ψ 〉 を極小にする。こ
の場合 (8.105)より 〈 δΨ | (H − E ) |Ψ 〉 = 0 である。(

h+ V22(r) −V21(r)
−V12(r) h+ V11(r)

)(
ψ1(r)

ψ2(r)

)
=

(
E − h22 h21

h12 E − h11

)(
ψ1(r)

ψ2(r)

)

を示せ。ただし
hij = 〈ψi |h |ψj 〉 , Vij(r1) =

∫
d3r2 ψ

†
i (r2)v12ψj(r2)

である (ランダウ 量子力学 298ページ )。右辺の 2×2行列を対角化し (12.52)を求めよ。

例題 1

N 個の自由なフェルミオンに相対位置だけに依存する相互作用が作用する場合を考える。

H = − ℏ2

2M

∑
i

∇2
i +

1

2

∑′

i,j

v(ri − rj) , v(ri − rj) = v(rj − ri)

である。(12.40) の平面波 ukσ(r) = φk(r)χσ = L−3/2eik·rχσ が HF 方程式を満たすことを示す。
フェルミ波数を kF とすると, 占有状態についての和は |k| ≤ kF を満たす k の和になる。(12.54)は

VH(r1) =

∫
d3r2 v(r2 − r1)

∑
|k|≤kF

∑
σ

1

L3
=
N

L3

∫
d3r2 v(r2 − r1)

ここで (12.41)を用いた。(12.55)は∫
d3r2 VF(r1, r2)φk(r2) = −

∫
d3r2 v(r2 − r1)

eik·r2

L3/2

∑
|k′|≤kF

eik
′·(r1−r2)

L3

= −φk(r1)
∑

|k′|≤kF

∫
d3r2 v(r2 − r1)

ei(k−k′)·(r2−r1)

L3

積分領域は体積 L3 の領域であるが L→∞ の極限を考えるから, 積分変数を r2 から r2 − r1 に変
更しても積分領域は変わらない。したがって

VH(r1) =
N

L3
V(0) =定数 ,

∫
d3r2 VF(r1, r2)φk(r2) = VF(k)φk(r1)

ただし
V(q) =

∫
d3r eiq·rv(r) , VF(k) = −

1

L3

∑
|k′|≤kF

V(k − k′) (12.56)
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である。以上から HF方程式は(
− ℏ2

2M
∇2 + VH + VF(k)

)
φk(r) = εkφk(r) , εk =

ℏ2k2

2M
+ VH + VF(k)

になり, 平面波 φk(r) は HF方程式を満たす。

[P , H ] = − iℏ
2

∑
i ̸=j

[
∇i +∇j , v(ri − rj)

]
= 0 , P = − iℏ

∑
i

∇i

であるから, H と系の運動量 P の同時固有状態が存在する。したがって, 運動量の固有状態である
平面波を用いればよい。系の並進不変性のため, 平面波は HF方程式の解になる。
µ > 0 として v(r) = g e−µr/r の場合, VF(k) を求める。(11.34)より V(q) = 4πg/(q2 + µ2) であ

る。(10.67)を用いて k′ の和を積分で置き換えると

VF(k) = −
4πg

L3

∑
|k′|≤kF

1

|k − k′|2 + µ2
= − 4πg

(2π)3

∫ kF

0

d3k′
1

|k − k′|2 + µ2

k と k′ のなす角を θ とすれば

VF(k) = −
4πgc
(2π)3

2π

∫ kF

0

dk′ k′2
∫ π

0

dθ
sin θ

k2 + k′2 + µ2 − 2kk′ cos θ

= − g

π

[
kF +

k2F − k2 + µ2

4k
log

(kF + k)2 + µ2

(kF − k)2 + µ2
− µ

(
tan−1 kF + k

µ
+ tan−1 kF − k

µ

)]
になる。クーロン相互作用の場合 ( g = αℏc, µ→ 0 )

VF(k) = −
αℏc
π
kFF (k/kF) , F (x) = 1 +

1− x2

2x
log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ ≈
{

2− 2x2/3 , x ≈ 0

2/(3x2) x� 1
(12.57)

である (F (1) = 1 )。一方, V(0) = 4πg/µ2 より VH = NV(0)/L3 µ→0−−−→ ∞ になる。ここで, 全体で
は電気的に中性な電離気体 (プラズマ )を考える。密度 ρ+(r) = 一定 = N/L3 の正電荷の媒質中に
おけるN 個の電子系である。電子の 1体ハミルトニアン h0 は

h0 = − ℏ2

2M
∇2 + V0(r) , V0(r) = − g

∫
d3r′

ρ+(r
′)

|r − r′|
(12.58)

V0 は媒質による引力のクーロンポテンシャルである。r′ の代わりに r′ − r を積分変数にすれば

V0(r) = − g
N

L3

∫
d3r′

1

|r′|
= − N

L3
V(0) = −VH

発散する斥力の VH は引力の V0 と打ち消しあい

hHF = h0 + VHF = − ℏ2

2M
∇2 + VF(k) , εk =

ℏ2k2

2M
+ VF(k) =

ℏ2k2

2M
− αℏc

π
kFF (k/kF)

になる。
原子の電子系の場合, ハミルトニアン (12.45)を HF近似で扱うとき, 交換項 VF(r1, r2) の処理は

非常に面倒になる。そこで, 平均化した自由電子の交換項 (12.57)

〈VF 〉 =
∫ kF

0

d3k VF(k)

/∫ kF

0

d3k = − 3αℏc
π

kF

∫ 1

0

dxx2F (x)

= − 3αℏc
π

kF

[
x+ x3

4
− (1− x2)2

8
log

1 + x

1− x

]1
0

= − 3αℏc
2π

kF
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を考える。(12.42)より kF を密度 ρ = N/L3 で表すと kF = (3π2ρ)1/3 である。自由電子系の場合 ρ

は一定であるが, 原子中の電子系では ρ は r の関数になる。〈VF 〉 の kF を
(
3π2ρ(r)

)1/3 で置き換
えて交換項 VF(r) を近似する。これを交換項に対する局所密度近似という。HF方程式 (12.53)は(

− ℏ2

2M
∇2 − Zαℏc

r
+ αℏc

∫
d3r′

ρ(r′)

|r − r′|
+ VF(r)− εµ

)
φµ(r) = 0

ただし
VF(r) = −

3

2
αℏc

(
3

π
ρ(r)

)1/3

, ρ(r) =
∑
µi,σi

|φµi
(r)|2 (12.59)

になる。これをハートリー・フォック・スレーター方程式という。

問題 12.5 〈ΨA |H |ΨA 〉 における交換項の寄与

Eex = − 1

2

∑
i,j

〈αi, αj | v12P12 |αi, αj 〉 = −
1

2

∑
|k|≤kF

∑
|k′|≤kF

∑
σσ′

〈kσ, k′σ′ | v(r1 − r2) |k′σ′, kσ 〉

を考える。
1. Eex =

∑
|k|≤kF

VF(k) を示せ。ただし VF(k) は (12.56)である。クーロン相互作用の場合

Eex = − αℏc
4π3

k4FL
3 = − αℏc

4π3

∫
d3r k4F

になることを示せ。
2. 局所密度近似により kF を

(
3π2ρ(r)

)1/3 で置き換える。φ∗
µk
(r) の変分に対して

δEex =

∫
d3r δφ∗

µk
(r)VF(r)φµk

(r) , VF(r) = −αℏc
(
3

π
ρ(r)

)1/3

を示せ。この VF(r) は (12.59) の VF(r) とは因子 3/2 だけ異なる。変分した後で局所密度近
似を行うか, 局所密度近似をした後で変分を行うか, の違いである。

例題 2

調和振動子ポテンシャル中の 2粒子系に v12 = g (r1 − r2)
2 が作用する場合を考える。定数 g は結

合定数である。ℏ = 2M = ω/2 = 1 の単位系を用いると, ハミルトニアンは

H =

2∑
i=1

hi + g (r1 − r2)
2 , hi = −∇2

i + r2i (12.60)

である。まず, 正確に解く。R = (r1 + r2)/
√
2 と r = (r1 − r2)/

√
2 で表すと ( (6.3)参照 )

∇1 =
∇R +∇r√

2
, ∇2 =

∇R −∇r√
2

, ∴ H = −∇2
R +R2 −∇2

r + (2g + 1)r2

であり g > − 1/2のとき ω/2 = 1,
√
2g + 1の 2つの独立な振動子になる。基底状態のエネルギーは

E0 = 3
(
1 +

√
2g + 1

)
(12.61)

規格化した軌道部分の波動関数は (6.76)より

Φ0(r1, r2) =
(2g + 1)3/8

π3/2
exp
(
−R2/2−

√
2g + 1 r2/2

)
(12.62)
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である。Φ0(r2, r1) = Φ0(r1, r2) は粒子の交換に対して対称であるが, スピン状態も考慮した全波動
関数 Ψ0(1, 2) は反対称でなければならない。2つのスピン 1/2を合成した状態 (5.110)を |SMS 〉 と
すると, S = 0 は粒子の交換に対して反対称であるから Ψ0(1, 2) = Φ0(r1, r2)|S = 0 〉 とすればよい。
なお, Φ0(r1, r2) には r1 ·r2 の項が存在するから Φ0(r1, r2) は 1粒子状態の直積ではない。
HF方程式により基底状態を求める。スピン状態を S = 0 とすれば, 軌道部分の波動関数は粒子

の交換に対して対称である。2粒子が最もエネルギーの低い 1粒子状態を占有するとき, 2粒子系の
エネルギーは最低になるから

ΨHF(1, 2) = φ(r1)φ(r2)|S = 0 〉 = u+(r1)u−(r2)− u−(r1)u+(r2)√
2

, u±(r) = φ(r)χ±

とする。(12.52)において uα1 = u+ , uα2 = u− とすれば

Uij(r) = χ†
iχj g

∫
d3r (r − r′)2|φ(r′)|2 = δij g

∫
d3r (r − r′)2|φ(r′)|2

であるから (12.52)は (
−∇2 + r2 + g

∫
d3r′ (r − r′)2|φ(r′)|2

)
φ(r) = εφ(r) (12.63)

になる。φ(r) がパリティの固有状態ならば∫
d3r′ (r − r′)2|φ(r′)|2 = r2 +

∫
d3r′ r′2|φ(r′)|2

であるから (12.63)は(
−∇2 + (g + 1)r2

)
φ(r) = ε′φ(r) , ε′ = ε− g

∫
d3r r2|φ(r)|2

したがって, この方程式の基底状態は

φ(r) =
(g + 1)3/8

π3/4
exp
(
−
√
g + 1 r2/2

)
, ε′ = 3

√
g + 1 , ε = 3

√
g + 1 +

3g

2
√
g + 1

(12.64)

になり

ΨHF(1, 2) = φ(r1)φ(r2)|S = 0 〉 = (g + 1)3/4

π3/2
exp
(
−
√
g + 1

(
r21 + r22

)
/2
)
|S = 0 〉

である。(12.60)の H は (
r1 − r2

)2 を展開すれば
H = H0 +H ′ , H0 =

2∑
i=1

(
−∇2

i + (g + 1)r2i

)
, H ′ = − 2g r1 ·r2

と表せるから
EHF = 〈ΨHF |H |ΨHF 〉 = 〈ΨHF |H0 |ΨHF 〉 = 2ε′ = 6

√
g + 1

EHF は 1粒子エネルギーの和 2ε ではない。H0|ΨHF 〉 = EHF|ΨHF 〉 であり |ΨHF 〉 は H0 の固有状
態になる。この問題の場合, HF近似は H ′ を無視する近似である。
ΨHF, EHF を正確な結果 (12.61), (12.62)と比較する。シュワルツの不等式 (1.42)及び (8.106) よ

り |〈ΨHF |Ψ0 〉|2 ≤ 1 , EHF/E0 ≥ 1 である。r21 + r22 = R2 + r2 , ヤコビアン ∂(r1, r2)/∂(R, r) = − 1
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であるから

〈ΨHF |Ψ0 〉 =
(g + 1)3/4(2g + 1)3/8

π3

∫
d3Rd3r exp

(
− 1 +

√
g + 1

2
R2 −

√
2g + 1 +

√
g + 1

2
r2
)

=
8
(
g + 1

)3/4(
2g + 1

)3/8[(
1 +

√
g + 1

)(√
g + 1 +

√
2g + 1

)]3/2 =


1− 3g2/32 , g → 0

8
(√

2− 1
)3/2

(g/2)3/8
, g →∞

EHF/E0

〈ΨHF |Ψ0 〉

0 2 4 6 g
0.8

1.0

1.2エネルギーの比は

EHF

E0
=

2
√
g + 1

1 +
√
2g + 1

=

 1 + g2/8 , g → 0
√
2− 1/

√
g , g →∞

になる。右図に実線で 〈ΨHF |Ψ0 〉とEHF/E0を示す。HF近似
は − 1/4 ≲ g ≲ 1 の場合よい近似である。EHF

g→∞−−−−→
√
2E0

であるが, 〈ΨHF |Ψ0 〉
g→∞−−−−→ 0 になり ΨHF は Ψ0 を全く近似し

ない。(8.108)より, 通例, 変分法は波動関数よりもエネルギー
に対してよい近似になる。
HF近似で無視した H ′ = − 2g r1 ·r2 を摂動として取り込む。1次元調和振動子の直積 (6.74)を

n = (n1, n2, n3) として |n 〉 で表すと, H0 の固有状態は

H0|n, m 〉 = Enm|n, m 〉 , Enm = 2
√
g + 1

3∑
i=1

(ni +mi + 1)

である。|ΨHF 〉 = |0, 0 〉|S = 0 〉 になる。H ′ はスピンに依存しないから, 以下の議論では |S = 0 〉
だけ考えればよく, H ′ と |0, 0 〉 が対称であるため |n, m 〉 を対称化する必要はない。(8.29)より

W1 = 〈ΨHF |H ′ |ΨHF 〉 = 0 , W2 = 4g2
∑

(n,m) ̸=(0,0)

∣∣〈n, m | r1 ·r2 |0, 0 〉∣∣2
E00 − Enm

< 0

n = m = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) のとき 〈n, m | r1 ·r2 |0, 0 〉 6= 0 になるから E00 − Enm を
− 4
√
g + 1 で置き換え任意の n, m の和にしてよい。|n, m 〉 の完全性を使うと

W2 = − g2√
g + 1

〈0, 0 |
(
r1 ·r2

)2 |0, 0 〉 = − 3g2√
g + 1

〈 0 |x2 | 0 〉2 = − 1

8

(
g

g + 1

)2

EHF (12.65)

になる。ただし, (4.29)より 〈 0 |x2 | 0 〉 = 1/
(
2
√
g + 1

) である。前図に (EHF +W2)/E0 を太い破
線で示す。EHF +W2 は E0 を非常によく再現する。(EHF +W2)/E0

g→0−−−→ 1 + 5g4/128 である。

問題 12.6 (12.63)を反復法 (12.51)で解く。φ(n)(r) から φ(n+1)(r) を(
−∇2 + r2 + V (n)(r)

)
φ(n+1)(r) = ε(n+1)φ(n+1)(r) , V (n)(r) = g

∫
d3r′ (r − r′)2|φ(n)(r′)|2

で求める。φ(0)(r) を h の基底状態 e−r
2/2/π3/4 とし φ(n+1)(r) = φ(n)(r) になるまで繰り返し

(12.64)を示せ。

問題 12.7 〈n, m | r1 ·r2 |0, 0 〉 = 〈n | r |0 〉·〈m | r |0 〉 を具体的に求めて (12.65)を導け。
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問題 12.8 (8.18), (8.32), (8.34) より規格化した状態が

| Ψ̃HF 〉 =

(
1− H ′

4
√
g + 1

+
H ′2

32(g + 1)
− 〈ΨHF |H ′2 |ΨHF 〉

16(g + 1)

)
|ΨHF 〉 (12.66)

になることを示せ。前図に 〈 Ψ̃HF |Ψ0 〉 を細い破線で示す。〈 Ψ̃HF |Ψ0 〉
g→0−−−→ 1 +O(g4) になる。

12.7 和則
多粒子系のハミルトニアン (12.44)の固有状態を |n 〉 , 固有値を En とする。多粒子系の演算子 F

に対して
S ≡

∑
n

(
En − E0

)∣∣〈n |F | 0 〉∣∣2 =
∑
n

(
En − E0

)
〈 0 |F † |n 〉〈n |F | 0 〉

を考える。S を和則 ( sum rule )という。|n 〉 と En を正確に求めることは困難であるが, S は正確
に求まることがある。 |n 〉 の完全性と

〈n | [H , F ] | 0 〉 =
(
En − E0

)
〈n |F | 0 〉

より
S =

∑
n

〈 0 |F † |n 〉〈n | [H , F ] | 0 〉 = 〈 0 |F †[H , F ] | 0 〉

同様にして

〈 0 | [F † , H ] |n 〉 =
(
En − E0

)
〈 0 |F † |n 〉 , ∴ S = 〈 0 | [F † , H ]F | 0 〉

であるから
S =

1

2
〈 0 |
(
F †[H , F ]− [H , F † ]F

)
| 0 〉 (12.67)

F がエルミート演算子ならば
S =

1

2
〈 0 |
[
F , [H , F ]

]
| 0 〉 (12.68)

になり二重交換子の期待値で表せる。
粒子の位置だけに依存する 1体演算子

F =

N∑
i=1

f(ri) , G =

N∑
i=1

g(ri)

の場合, (12.44)の H で F と非可換な部分は, 運動エネルギーだけとしてもよかろう。このとき
[
G , [H , F ]

]
= − ℏ2

2M

∑
i

[
g(ri) , [∇2

i , f(ri) ]
]

になる。[∇, f ] = (∇f) であるが, [∇2, f ] = (∇2f) ではない。

[∇2, f(r) ] = ∇·[∇, f ] + [∇, f ]·∇ = ∇·(∇f) + (∇f)·∇ = (∇2f) + 2(∇f)·∇

である。 [
g , [∇2, f ]

]
=
[
g , (∇2f) + 2(∇f)·∇

]
= − 2

(
∇g
)
·
(
∇f
)

になるから [
G , [H , F ]

]
=

ℏ2

M

∑
i

(
∇ig(ri)

)
·
(
∇if(ri)

)
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である。したがって, F がエルミート演算子 ( f(r) が実数 )の場合

S =
ℏ2

2M
〈 0 |

N∑
i=1

(
∇if(ri)

)2 | 0 〉
になる。例えば f(r) = z のとき (

∇f
)2

= 1 になるから∑
n

(
En − E0

)∣∣〈n | N∑
i=1

zi | 0 〉
∣∣2 =

ℏ2

2M
〈 0 |

N∑
i=1

1 | 0 〉 = ℏ2

2M
N (12.69)

と正確に求まる。
f(r) を実関数, Yλµ を球面調和関数 (5.35)として

Fλµ =
∑
i

fλµ(ri) , fλµ(r) = f(r)Yλµ(θ, ϕ)

を考える。µ 6= 0 のとき Yλµ は実数ではないから, S は二重交換子 (12.68)にはならない (時間反転
不変性を仮定すれば二重交換子になる)。µ について和をとった

Sλ =

λ∑
µ=−λ

∑
n

(
En − E0

)∣∣〈n |Fλµ | 0 〉∣∣2 =
1

2

∑
µ

〈 0 |
(
F †
λµ[H , Fλµ ]− [H , F †

λµ ]Fλµ

)
| 0 〉

を求める。(17.37)より F †
λµ = (−1)µFλ,−µ になるから∑

µ

〈 0 | [H , F †
λµ ]Fλµ | 0 〉 =

∑
µ

〈 0 | [H , (−1)µFλ,−µ ]Fλµ | 0 〉

=
∑
µ

〈 0 | [H , Fλµ ](−1)µFλ,−µ | 0 〉 =
∑
µ

〈 0 | [H , Fλµ ]F
†
λµ | 0 〉

である。ただし, 2行目で −µ を µ と置き換えた。Sλ は二重交換子になり

Sλ =
1

2

∑
µ

〈 0 |
[
F †
λµ , [H , Fλµ ]

]
| 0 〉 = ℏ2

2M

∑
µ

〈 0 |
N∑
i=1

(
∇if

∗
λµ(ri)

)
·
(
∇ifλµ(ri)

)
| 0 〉

=
ℏ2

2M

∑
µ

∫
d3r

(
∇f∗λµ(r)

)
·
(
∇fλµ(r)

)
ρ(r)

ただし
ρ(r) = 〈 0 |

N∑
i=1

δ(r − ri) | 0 〉

は | 0 〉 での粒子数密度である。(6.5)より

∇2fλµ =

(
1

r

d2

dr2
rf(r)− λ(λ+ 1)

r2
f

)
Yλµ = Yλµ

(
∇2f − λ(λ+ 1)

r2
f

)
になるから

2
(
∇f∗λµ

)
·
(
∇fλµ

)
= ∇2|fλµ|2 − fλµ∇2f∗λµ − f∗λµ∇2fλµ

= ∇2f2|Yλµ|2 − 2|Yλµ|2
(
f∇2f − λ(λ+ 1)

r2
f2
)

(17.44)より ∑
µ |Yλµ|2 = (2λ+ 1)/4π であり∇2f2 − 2f∇2f = 2(∇f)2 = 2(df/dr)2 であるから

Sλ =
2λ+ 1

4π

ℏ2

2M

∫
d3r

((
df

dr

)2

+
λ(λ+ 1)

r2
f2

)
ρ(r)

になる。ρ(r) が分かれば, 和則 Sλ は求まる。λ = 1, f(r) = r のとき (12.69)を再現する。ただし,

rY10 =
√
3/4π z であり S1 では µ = 0, ± 1 の 3成分について和をとるから 9/4π の違いがある。
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12.8 第二量子化 (フェルミオン)

2つの演算子 A, B に対して交換関係は [A , B ] = AB−BA であるが, {A , B } = AB+BA で反
交換関係を定義する。{A , B } = 0 のとき反可換という。

生成・消滅演算子
1粒子状態 |α 〉 に対応して, 反交換関係

{ aα , a
†
α′ } = δαα′ , { aα , aα′ } = 0 , { a†α , a

†
α′ } = 0 (12.70)

を満たす演算子を考える。
aα| 0 〉 = 0 , 〈 0 | 0 〉 = 1

で定義される状態 | 0 〉 を粒子が 1つも存在しない真空とし

|α1, α2, · · · , αN 〉a = a†α1
a†α2
· · · a†αN

| 0 〉 =
N∏
i=1

a†αi
| 0 〉 (12.71)

を 1粒子状態 α1 , α2 , · · · , αN に粒子が存在するN 粒子系の状態とする。
αi と αi+k を占める粒子の入れ換えをする。(12.70)より a† を交換すると符号が変わるから

a†αi
( k−1個の a† ) a†αi+k

= (−1)ka†αi+k
a†αi

( k−1個の a† )

= (−1)k(−1)k−1a†αi+k
( k−1個の a† ) a†αi

= − a†αi+k
( k−1個の a† ) a†αi

になり, 任意の 2粒子の入れ換えに対して符号変わる。また, αi+k = αi ならば

a†αi
( k−1個の a† ) a†αi

= (−1)k
(
a†αi

)2
( k−1個の a† )

であるが, (12.70)より (a†α)2 = 0 になるから

a†αi
( k−1個の a† ) a†αi

= 0

つまり, 2個の粒子が同じ 1粒子状態を占めることはできず, α1 , α2 , · · · , αN はすべて異なる状態
でなければならない ( パウリの排他原理 )。したがって, N 粒子系の状態 (12.71) は対称化の要請
(12.4)を満たす。
反対称な N 粒子系の状態 (12.71)は

|α1, α2, · · · , αN 〉a = U | 0 〉 , U = a†α1
a†α2
· · · a†αN

と表せるから (1.30)より

a〈α1, α2, · · · , αN |α1, α2, · · · , αN 〉a = 〈 0 |U†U | 0 〉

(1.20)から U † = aαN
· · · aα2aα1 になるから

a〈α1, α2, · · · , αN |α1, α2, · · · , αN 〉a = 〈 0 | aαN
· · · aα2

aα1
a†α1

a†α2
· · · a†αN

| 0 〉

aα1
a†α1

= 1− a†α1
aα1
より

aαN
· · · aα2

aα1
a†α1

a†α2
· · · a†αN

= aαN
· · · aα2

a†α2
· · · a†αN

− aαN
· · · aα2

a†α1
aα1

a†α2
· · · a†αN
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α1 は α2, · · · ,αN とは異なるから aα1
と a†α2

, · · · , a†αN
は反可換である。したがって

aα1
a†α2
· · · a†αN

| 0 〉 = (−1)N−1a†α2
· · · a†αN

aα1
| 0 〉 = 0

∴ 〈 0 | aαN
· · · aα2

aα1
a†α1

a†α2
· · · a†αN

| 0 〉 = 〈 0 | aαN
· · · aα2

a†α2
· · · a†αN

| 0 〉

これを繰り返せば

a〈α1, α2, · · · , αN |α1, α2, · · · , αN 〉a = 〈 0 | aαN
· · · aα3

a†α3
· · · a†αN

| 0 〉 = · · · = 〈 0 | 0 〉 = 1

になり規格化されている。N 個の同種フェルミオンの状態として, スレーター行列 (12.34)の代わり
に (12.71)を用いてもよい。
(12.71)の状態に aαk

, ( k = 1, 2, · · · , N ) を作用させる。(12.70)より k 6= i のとき αk と αi は
異なるから aαk

と a†αi
は反可換である。したがって

U1 = a†α1
· · · a†αk−1

, U2 = a†αk+1
· · · a†αN

とすると
aαk

U1 = (−1)k−1U1aαk
, aαk

U2 = (−1)N−kU2aαk

になるから

aαk
|α1, α2, · · · , αN 〉a = aαk

U1a
†
αk
U2| 0 〉 = (−1)k−1U1aαk

a†αk
U2| 0 〉

= (−1)k−1U1

(
1− a†αk

aαk

)
U2| 0 〉

= (−1)k−1U1U2| 0 〉+ (−1)NU1U2aαk
| 0 〉

aαk
| 0 〉 = 0 であるから

aαk
|α1, α2, · · · , αN 〉a = (−1)k−1U1U2| 0 〉 (12.72)

= (−1)k−1|α1, α2, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αN 〉a

になる。|α1, α2, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αN 〉a は状態 αk に粒子が存在しない N−1粒子系の状態で
ある。一般に aα は 1粒子状態 α の粒子を消滅させる。aα を消滅演算子という。一方, a†α は 1粒
子状態 α の粒子を生成するから生成演算子という。α 6= αk , ( k = 1, 2, · · · , N ) ならば

aα|α1, α2, · · · , αN 〉a = (−1)N
N∏
i=1

a†αi
aα| 0 〉 = 0 (12.73)

状態 α に粒子が存在ないから, 粒子を消滅させようがない。
エルミート演算子 Nα = a†αaα は

N2
α = a†αaαa

†
αaα = a†α

(
1− a†αaα

)
aα = a†αaα = Nα

であるから, 固有値 nα は n2α = nα より nα = 0 または nα = 1 である。(12.72)より

Nαk
|α1, α2, · · · , αN 〉a = a†αk

(−1)k−1U1U2| 0 〉 = U1a
†
αk
U2| 0 〉 = |α1, α2, · · · , αN 〉a

(12.73)より α 6= αk , ( k = 1, · · · , N ) ならば

Nα|α1, α2, · · · , αN 〉a = 0
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まとめると

Nα|α1, α2, · · · , αN 〉a = nα|α1, α2, · · · , αN 〉a , nα =

{
1 , α = αk , ( k = 1, · · · , N )

0 , 上記以外

であり, nα は 1粒子状態 α に存在する粒子数を表す。Nα を個数演算子という。

N̂ =
∑
α

Nα =
∑
α

a†αaα

とすると
N̂ |α1, α2, · · · , αN 〉a = N |α1, α2, · · · , αN 〉a

になり, N̂ の固有値は系の粒子数である。

演算子の表現
生成・消滅演算子を用いた演算子

Fa =
∑
αα′

fαα′ a†αaα′ , ただし fαα′ = 〈α | f |α′ 〉 (12.74)

を考える。(12.22)より, 1粒子状態 |ψ 〉 における 1体演算子 f の期待値は

〈ψ | f |ψ 〉 =
∑
αα′

〈α | f |α′ 〉 c∗αcα′

であるが, 係数 c∗, c をそれぞれ生成演算子, 消滅演算子で置き換えると Fa になる。Fa が一体演算
子 (12.35)

F =

N∑
i=1

fi

と同等であることを 2粒子系の場合で示す。2粒子系の反対称な状態を

|Ψ 〉 =
√
2A|α 〉1 |β 〉2 =

1√
2

(
|α 〉1 |β 〉2 − |β 〉1 |α 〉2

)
|Ψ ′ 〉 =

√
2A|α′ 〉1 |β′ 〉2 =

1√
2

(
|α′ 〉1 |β′ 〉2 − |β′ 〉1 |α′ 〉2

)
とする。F は反対称演算子 A と可換であるから

〈Ψ |F |Ψ ′ 〉 = 2 1〈α | 2〈β |FA |α′ 〉1|β′ 〉2

= 1〈α | 2〈β |
(
f1 + f2

)(
|α′ 〉1|β′ 〉2 − |β′ 〉1|α′ 〉2

)
になる。f1 は粒子 1の状態だけ, f2 は粒子 2の状態だけに作用するから, 例えば

1〈α | 2〈β | f1 |α′ 〉1|β′ 〉2 = 〈α | f |α′ 〉〈β |β′ 〉 = fαα′δββ′

他の項も同様にすると

〈Ψ |F |Ψ ′ 〉 = fαα′δββ′ + fββ′δαα′ − fαβ′δβα′ − fβα′δαβ′ (12.75)

である。次に, 生成・消滅演算子を用いて求める。2粒子系の状態は

|α, β 〉a = a†αa
†
β | 0 〉 , |α′, β′ 〉a = a†α′a

†
β′ | 0 〉
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であるから
a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a =

∑
µν

fµν a〈α, β | a†µaνa
†
α′a

†
β′ | 0 〉

反交換関係 (12.70)を使うと

aνa
†
α′a

†
β′ =

(
δνα′ − a†α′aν

)
a†β′ = δνα′a†β′ − δνβ′a†α′ + a†α′a

†
β′aν (12.76)

になるから

a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a =
∑
µ

(
fµα′ a〈α, β | a†µa

†
β′ | 0 〉 − fµβ′ a〈α, β | a†µa

†
α′ | 0 〉

)
ところでエルミート共役の定義から

a〈α, β | a†µa
†
β′ | 0 〉 = 〈 0 |

(
a†µa

†
β′

)†
|α, β 〉∗a = 〈 0 |aβ′aµa

†
αa

†
β | 0 〉

∗

= 〈 0 |aβ′

(
δµαa

†
β − δµβa

†
α

)
| 0 〉∗

= δµα〈 0 |aβa
†
β′ | 0 〉 − δµβ〈 0 |aαa

†
β′ | 0 〉

〈 0 |aβa†β′ | 0 〉 = 〈 0 |
(
δββ′ − a†β′aβ

)
| 0 〉 = δββ′ であるから

a〈α, β | a†µa
†
β′ | 0 〉 = δµα δββ′ − δµβ δαβ′ (12.77)

になる。したがって

a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a =
∑
µ

(
fµα′

(
δµα δββ′ − δµβ δαβ′

)
− fµβ′

(
δµα δβα′ − δµβ δαα′

))
= fαα′δββ′ + fββ′δαα′ − fαβ′δβα′ − fβα′δαβ′

になり
〈Ψ |F |Ψ ′ 〉 = a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a

である。これはN 粒子系の場合にも成り立つ。
2体の演算子 (12.37)に対しては

Va =
1

2

∑
αβα′β′

vαβ,α′β′ a†αa
†
βaβ′aα′ , vαβ,α′β′ = 〈α, β | v12 |α′, β′ 〉 (12.78)

になる。ただし |α, β 〉 = |α 〉1|β 〉2 である。生成・消滅演算子の順序に注意せよ。v21 = v12 である
から

vαβ,α′β′ = vβα,β′α′ (12.79)

である。2粒子系の場合 V = v12 より

〈Ψ |V |Ψ ′ 〉 = 2 1〈α | 2〈β | v12A |α′ 〉1|β′ 〉2 = 1〈α | 2〈β | v12
(
|α′ 〉1|β′ 〉2 − |β′ 〉1|α′ 〉2

)
= vαβ,α′β′ − vαβ,β′α′

になる。一方

a〈α, β |Va |α′, β′ 〉a =
1

2

∑
µνµ′ν′

vµν,µ′ν′ a〈α, β | a†µa†νaν′aµ′a
†
α′aβ′ | 0 〉
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(12.76)より

a〈α, β |Va |α′, β′ 〉a =
1

2

∑
µνν′

(
vµν,α′ν′ a〈α, β | a†µa†νaν′a

†
β′ | 0 〉 − vµν,β′ν′ a〈α, β | a†µa†νaν′a

†
α′ | 0 〉

)
=

1

2

∑
µν

(
vµν,α′β′ a〈α, β | a†µa†ν | 0 〉 − vµν,β′α′ a〈α, β | a†µa†ν | 0 〉

)
(12.77), (12.79)より

a〈α, β |Va |α′, β′ 〉a =
1

2

(
vαβ,α′β′ − vβα,α′β′ − vαβ,β′α′ + vβα,β′α′

)
= vαβ,α′β′ − vαβ,β′α′

したがって 〈Ψ |V |Ψ ′ 〉 = a〈α, β |Va |α′, β′ 〉a である。
フェルミオンの同種 N 粒子系を扱うとき, 次の 2つの形式がある。
1. スレーター行列式で状態を表し, 1体演算子, 2体演算子として

F =

N∑
i=1

fi , V =
1

2

∑
i ̸=j

vij

を使う。
2. 状態と演算子を生成・消滅演算子を用いて状態を

|α1, α2, · · · , αN 〉a = a†α1
a†α2
· · · a†αN

| 0 〉

とし, 1体演算子, 2体演算子を

F =
∑
αα′

fαα′ a†αaα′ , V =
1

2

∑
αβα′β′

vαβ,α′β′ a†αa
†
βaβ′aα′

とする。この場合, 粒子 1, 2 などの区別はそもそもない。

量子化された場
(12.23)において係数 cα を消滅演算子 aα で置き換えた演算子

ψ̂σ(r) =
∑
α

uα,σ(r) aα

を考える。ψ̂σ(r) が演算子であることを明確にするため ˆを付けた。ψ̂σ と ψ̂†
σ は反交換関係

{ ψ̂σ(r) , ψ̂†
σ′(r

′) } =
∑
αα′

uα,σ(r)u
∗
α′,σ′(r′) { aα , a

†
α′ }

=
∑
α

uα,σ(r)u
∗
α,σ′(r′) = δ(r − r′)δσσ′ (12.80)

{ ψ̂†
σ(r) , ψ̂

†
σ′(r

′) } = 0 , { ψ̂σ(r) , ψ̂σ′(r′) } = 0 (12.81)

を満たす。
aα を ψ̂ で表すと∑

σ

∫
d3r u∗α,σ(r)ψ̂σ(r) =

∑
α′

aα′

∑
σ

∫
d3r u∗α,σ(r)uα′,σ(r) =

∑
α′

aα′δαα′ = aα
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である。これを多粒子系の 1体演算子 Fa に代入すると

Fa =
∑
αα′

fαα′ a†αaα′ =
∑
σσ′

∫
d3r d3r′ ψ̂†

σ(r)ψ̂σ′(r′)Sσσ′ , Sσσ′ =
∑
αα′

uα,σ(r)fαα′u∗α′,σ′(r′)

ところで

Sσσ′ =
∑
αα′

uα,σ(r)〈α | f |α′ 〉u∗α′,σ′(r′)

=
∑
σ1σ2

∫
d3x

∑
α

uα,σ(r)u
∗
α,σ1

(x)〈σ1 | f(x) |σ2 〉
∑
α′

uα′,σ2
(x)u∗α′,σ′(r′)

f = f(r) は空間的には局所演算子とし一点 r だけに依存するとする。微分演算子を含んでもよい。

例えば f(r) = − ℏ2

2M
∇2 である。このような場合, 上の f(x) に含まれる微分は uα′,σ2(x) にだけ作

用する。f(r) はスピンに依存してもよい。(12.24)より

Sσσ′ =
∑
σ1σ2

∫
d3x δ(r − x)δσσ1

〈σ1 | f(x) |σ2 〉 δ(x− r′)δσ′σ2
= 〈σ | f(r) |σ′ 〉δ(r − r′)

になるから
Fa =

∑
σσ′

∫
d3r ψ̂†

σ(r)〈σ | f(r) |σ′ 〉ψ̂σ′(r) =

∫
d3r ψ̂†(r) f(r) ψ̂(r) (12.82)

ただし, f(r) は 〈σ | f(r) |σ′ 〉 を行列要素とする 2× 2行列である。結局, 1粒子状態 |ψ 〉 における
f の期待値

〈ψ | f |ψ 〉 =
∑
σσ′

∫
d3r ψ∗

σ(r)〈σ | f(r) |σ′ 〉ψσ′(r)

において, 波動関数 ψ を演算子 ψ̂ で置き換えると Fa になる。2体演算子 Va の場合, 同様にすれば

Va =
1

2

∑
σ1σ2σ′

1σ
′
2

∫
d3r1d

3r2 ψ̂
†
σ1
(r1)ψ̂

†
σ2
(r2)〈σ1, σ2 | v(r1, r2)|σ′

1, σ
′
2 〉ψσ′

2
(r2)ψσ′

1
(r1) (12.83)

である。
演算子 ψ̂(r) は普通の波動関数の展開係数 cα を消滅演算子 aα に置き換えたものであり, 量子力

学の波動関数をいわば再度 “量子化”したことになる。このため, 生成・消滅演算子を用いた多体系
の扱いを第二量子化という。あるいは, 波動関数 ψ(r)を古典場とし, これを量子化した場 ψ̂(r) に置
き換えると見なせるから, 場の量子化と言ってもよい ( 357ページ参照 )。1粒子状態

ψ̂†
σ(r0)| 0 〉 =

∑
α

u∗α,σ(r0) a
†
α| 0 〉

に対応する波動関数 φσ(r) を求める。波動関数の変数 r と区別するため ψ̂†(r) の r を r0 とする。
a†α| 0 〉 に対応する波動関数 uα(r) は (12.19)あるいは (12.20)であるから

φσ(r) =
∑
α

u∗α,σ(r0)
∑
σ′

uα,σ′(r)|σ′ 〉 =
∑
σ′

∑
α

u∗α,σ(r0)uα,σ′(r)|σ′ 〉

(12.24)より
φσ(r) =

∑
σ′

δ(r − r0) δσσ′ |σ′ 〉 = δ(r − r0)|σ 〉

になる。ψ̂†
σ(r0) は点 r = r0 に粒子を生成する場である。
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問題 12.9 (12.82)で f = sz とした演算子を Sz とする。ψ̂†
σ(r)| 0 〉 は Sz の固有状態で固有値は

σ になることを示せ。したがって, ψ̂†
σ(r)| 0 〉 の波動関数のスピン部分は |σ 〉 になる。

ハートリー・フォック近似
第二量子化の形式で多体系を扱う場合, ウィックの定理は重要である。ウィックの定理は割愛する
が (講義ノート 多体問題または相対論的量子力学 参照 ), その内容に沿ってハートリー・フォック
近似を行う。ハミルトニアン (12.44)を a† , a で表すと

H =
∑
αβ

hαβa
†
αaβ + V , V =

1

2

∑
αβα′β′

vαβ,α′β′ a†αa
†
βaβ′aα′

である。2体の相互作用を 1体ポテンシャルで近似する。そこで, a†a†a a において a†a の 1組を基
底状態 |Ψ0 〉 での期待値 〈 · · · 〉 で置き換え, a†a†a a を 1体演算子 a†a にする。基底状態期待値に置
き換える a†a を a†... a で表すと(

a†αa
†
βaβ′aα′

)
one
≡ a†αa

†
βaβ′aα′ + a†αa

†
βaβ′aα′ + a†α a

†
βaβ′aα′ + a†α a

†
βaβ′aα′

a†, a の反交換性を考慮して, 奇数回入れ換えるとき符号を変える。つまり(
a†αa

†
βaβ′aα′

)
one

= − a†αaβ′a
†
βaα′ + a†αaα′a

†
βaβ′ + a†βaβ′a

†
αaα′ − a†βaα′a

†
αaβ′

= 〈 a†αaα′〉 a†βaβ′ + 〈 a†βaβ′〉 a†αaα′ − 〈 a†αaβ′〉 a†βaα′ − 〈 a†βaα′〉 a†αaβ′

である。vαβ,α′β′ = vβα,β′α′ であるから

Vone ≡
1

2

∑
αβα′β′

vαβ,α′β′

(
a†αa

†
βaβ′aα′

)
one

=
∑

αβα′β′

vαβ,α′β′

(
〈 a†βaβ′〉 a†αaα′ − 〈 a†βaα′〉 a†αaβ′

)
=

∑
αβα′β′

(
vαβ,α′β′ − vαβ,β′α′

)
〈 a†βaβ′〉 a†αaα′

になる。基底状態 |Ψ0 〉 をスレーター行列式とする。簡単のため占有されている 1粒子状態を | i 〉 ,
i = 1, 2, · · · , N で表すと

|Ψ0 〉 = a†1a
†
2 · · · a

†
N | 0 〉 ,

β′ > N のとき aβ′ |Ψ0 〉 = 0 , a†β′ |Ψ0 〉 6= 0

β′ ≤ N のとき aβ′ |Ψ0 〉 6= 0 , a†β′ |Ψ0 〉 = 0

である。これから β′ > N のとき 〈 a†βaβ′〉 = 0 , β′ ≤ N のとき

〈 a†βaβ′〉 = 〈 δββ′ − aβ′a
†
β 〉 = δββ′ − 〈 aβa

†
β′ 〉∗ = δββ′

したがって
Vone =

∑
αβ

N∑
i=1

(
vαi,βi − vαi,iβ

)
a†αaβ =

∑
αβ

〈α |VHF |β 〉 a†αaβ

ここで VHF は (12.49)で定義した HFポテンシャルである。H は

H =
∑
αβ

〈α |hHF |β 〉 a†αaβ + V − Vone =
∑
α

εαa†αaα + V − Vone , hHF = h+ VHF

になる。ただし, 1粒子状態として HF方程式 (12.48)の解を用いた。HF近似は V − Vone を無視す
る近似である。
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平面波による表現
1粒子状態 |α 〉 として平面波 (12.40)を用いる。反交換関係は

{akσ , a
†
k′σ′} = δkk′ δσσ′ , {a†kσ , a

†
k′σ′} = {akσ , ak′σ′} = 0

である。
ポテンシャル V0(r) と 2体の相互作用 v12 が粒子に作用する系を考える。V0(r) と v12 はスピン

に依存しないとする。h0 = − ℏ2

2M
∇2 + V0(r) の行列要素は

〈k σ |h0 |k′ σ′ 〉 =
∫
d3r u†kσ(r)

(
− ℏ2

2M
∇2 + V0(r)

)
uk′σ′(r) = εkδkk′δσσ′ +

δσσ′

L3
U0(k

′ − k)

ただし
εk =

ℏ2k2

2M
, U0(q) =

∫
d3r eiq·rV0(r)

になるから

H0 =
∑
k σ

∑
k′ σ′

〈k σ |h0 |k′ σ′ 〉 a†kσak′σ′ =
∑
k σ

εka
†
kσakσ +

1

L3

∑
kk′

∑
σ

U0(k
′ − k) a†kσak′σ

である。v12 が相対位置 r1 − r2 だけに依存する v12 = v(r1 − r2) の場合

〈k1σ1,k2σ2 | v12 |k′
1σ

′
1,k

′
2σ

′
2 〉 =

∫
d3r1d

3r2 u
†
k1σ1

(r1)u
†
k2σ2

(r2)v(r1 − r2)uk′
1σ

′
1
(r1)uk′

2σ
′
2
(r2)

=
δσ1σ′

1
δσ2σ′

2

(L3)2

∫
d3rd3r2 e

ir2·(k′
1+k′

2−k1−k2)eir·(k
′
1−k1)v(r)

ただし r1 = r2+r とした。積分領域は, 例えば |x2| ≤ L/2, |x1| = |x2+x| ≤ L/2 であるが, L→∞
では r2 と r の積分領域は両者ともに全空間になり独立に積分してよい。これから

〈k1σ1,k2σ2 | v12 |k′
1σ

′
1,k

′
2σ

′
2 〉 =

δσ1σ′
1
δσ2σ′

2

L3
δk′

1+k′
2,k1+k2

V(k′
1 − k1) , V(q) = (12.56)

v12 が相対位置だけに依存する場合 k1 + k2 = k′
1 + k′

2 になり運動量の和は保存する。

〈k+q σ′
1,k

′+q′ σ′
2 | v12 |kσ1,k′σ2 〉 =

1

L3
V(q)δq,−q′δσ1σ′

1
δσ2σ′

2

とも書けるから (12.78)は

V =
1

2

∑
q

∑
kσ

∑
k′σ′

〈k+q σ,k′−q σ′ | v12 |kσ,k′σ′ 〉a†k+q σa
†
k′−q σ′ak′σ′akσ

=
1

2L3

∑
q

V(q)
∑
kσ

∑
k′σ′

a†k+q σa
†
k′−q σ′ak′σ′akσ (12.84)

になる。

問題 12.10 v12 がクーロン相互作用の場合, (11.34)で µ = 0 とすると V(q) = 4πg/q2 , g = αℏc
になるから, (12.84)において q = 0 の寄与 V(0) は発散する。プラズマ中の電子系の場合 ( 338ペー
ジ ), この発散は除去できる。

1. 電子には電子間の v12 だけでなく, 一様な密度 ρ+(r) = N/L3 の正電荷による引力のポテン
シャル (12.58) も作用する。また, 正電荷のクーロン・エネルギー VC も考慮する。

U0(q) =

∫
d3r eiq·rV0(r) = −Nδq,0V(0) , VC =

g

2

∫
d3rd3r′

ρ+(r)ρ+(r
′)

|r − r′|
=
V(0)
2L3

N2

を示せ。
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2. 全ハミルトニアン H = H0 + V + VC が

H =
∑
k σ

εka
†
kσakσ +

1

2L3

∑
q ̸=0

V(q)
∑
kσ

∑
k′σ′

a†k+q σa
†
k′−q σ′ak′σ′akσ + V∞

ただし
V∞ = v0

((
N̂ −N

)2 − N̂) , v0 =
V(0)
2L3

, N̂ =
∑
kσ

a†kσakσ

になることを示せ。
以上から ∑

k σ

εka
†
kσakσ + V∞ =

∑
k σ

(
εk − v0

)
a†kσakσ + v0

(
N̂ −N

)2
である。N, L → ∞ (ただし N/L3 = 有限 ) の後で µ → 0 とすれば v0 → 0 になり, 右辺第 1項の
v0 は無視できる。一方, N →∞ であるから v0 → 0 であっても第 2項は不定である。ところで, N

粒子系の任意の状態 |Ψ 〉 に対して N̂ |Ψ 〉 = N |Ψ 〉 であり N̂ −N = 0 としてよい。したがって, 第
2項も 0 になり H から発散項 V∞ は消える。

kが連続の場合
(10.67)より k の和を積分に置き換えると

H0 =
L3

(2π)3

∑
σ

∫
d3k εk a

†
kσakσ +

L3

(2π)6

∑
σ

∫
d3k d3k′ U0(k

′ − k) a†kσak′σ

=
∑
σ

∫
d3k εk ã

†
kσãkσ +

1

(2π)3

∑
σ

∫
d3k d3k′ U0(k

′ − k) ã†kσãk′σ (12.85)

ただし
ãkσ ≡

L3/2

(2π)3/2
akσ , {ãkσ , ã

†
k′σ′} =

L3

(2π)3
δkk′ δσσ′ = δ(k − k′) δσσ′ (12.86)

ここで (10.68)を用いた。(12.84)は

V =
1

2(2π)3

∫
d3q V(q)

∫
d3kd3k′

∑
σσ′

ã†k+q σã
†
k′−q σ′ ãk′σ′ ãkσ

になる。場は
ψ̂σ(r) =

∑
k

ukσ(r) akσ =
1

(2π)3/2

∫
d3k exp(ik·r) ãkσ (12.87)

と表せる。

問題 12.11 (12.87)をフーリエ逆変換して ãkσ を ψ̂σ(r) で表し反交換関係 (12.86)を示せ。

12.9 第二量子化 (ボソン)

反交換関係ではなく交換関係

[ aα , a
†
α′ ] = δαα′ , [ aα , aα′ ] = 0 , [ a†α , a

†
α′ ] = 0 (12.88)

を満たす演算子を考える。これは調和振動子の生成・消滅演算子と同じ代数である。フェルミオン
と同様に

aα| 0 〉 = 0 , 〈 0 | 0 〉 = 1
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で真空を定義し
|α1, α2, · · · , αN 〉a = a†α1

a†α2
· · · a†αN

| 0 〉 =
N∏
i=1

a†αi
| 0 〉 (12.89)

を 1粒子状態 α1 , α2 , · · · , αN に粒子が存在する N 粒子系の状態とする。a†α と a†α′ は可換である
から (12.89)は 2粒子の入れ換えに対して不変であり, 対称化の要請 (12.4)を満たす。フェルミオン
と異なり αi は同じ状態があってもよい。α1 に n1 個, α2 に n2 個, · · · , αm に nm 個ある状態を

|αn1
1 , αn2

2 , · · · , αnm
m 〉a =

(
a†α1

)n1
(
a†α2

)n2 · · ·
(
a†αm

)nm | 0 〉 , ただし
m∑
k=1

nk = N (12.90)

で表す。この場合, α1, · · · , αm は互いに異なる状態である。調和振動子で導いた (4.20)と同様に

anα
(
a†α
)n | 0 〉 = n! | 0 〉

が成り立つから

a〈αn1
1 , αn2

2 , · · · , αnm
m |α

n1
1 , αn2

2 , · · · , αnm
m 〉a = 〈 0 | an1

α1

(
a†α1

)n1 · · · anm
αm

(
a†αm

)nm | 0 〉

= n1!n2! · · ·nm!

したがって, 規格化した状態は

|αn1
1 , αn2

2 , · · · , αnm
m 〉a =

m∏
k=1

1√
nk!

(
a†αk

)nk | 0 〉

になる。
規格化した対称な 2粒子系の状態は

|Ψ 〉 = 1√
2(1 + δαβ)

(
|α 〉1|β 〉2 + |β 〉1|α 〉2

)
=

√
2

1 + δαβ
S |α 〉1|β 〉2

|Ψ ′ 〉 =

√
2

1 + δα′β′
S |α′ 〉1|β′ 〉2

ただし, S = (1+P12)/2 は (12.29)で定義した状態を対称にする置換演算子である。1体演算子に対
して

〈Ψ |F |Ψ ′ 〉 = 2√
(1 + δαβ)(1 + δα′β′)

1〈α | 2〈β |
(
f1 + f2

)
S|α′ 〉1|β′ 〉2

=
1√

(1 + δαβ)(1 + δα′β′)

(
fαα′δββ′ + fαβ′δβα′ + fββ′δαα′ + fβα′δαβ′

)
になる。2粒子系の状態は生成演算子で表すと

|α, β 〉a =
1√

1 + δαβ
a†αa

†
β | 0 〉 , |α′, β′ 〉a =

1√
1 + δα′β′

a†α′a
†
β′ | 0 〉

である。フェルミオンと同様に
Fa =

∑
αβ

fαβ a
†
αaβ

とする。

aνa
†
α′a

†
β′ | 0 〉 =

(
δνα′a†β′ + δνβ′a†α′ + a†α′a

†
β′aν

)
| 0 〉 =

(
δνα′a†β′ + δνβ′a†α′

)
| 0 〉 (12.91)
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であるから

a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a =
1√

1 + δα′β′

∑
µν

fµν a〈α, β | a†µaνa
†
α′a

†
β′ | 0 〉

=
1√

1 + δα′β′

∑
µ

(
fµα′ a〈α, β | a†µa

†
β′ | 0 〉+ fµβ′ a〈α, β | a†µa

†
α′ | 0 〉

)
ところで

a〈α, β | a†µa
†
β′ | 0 〉∗ = 〈 0 |aβ′aµ |α, β 〉a =

1√
1 + δαβ

〈 0 |aβ′aµa
†
αa

†
β | 0 〉

に (12.91)を適用すると

a〈α, β | a†µa
†
β′ | 0 〉∗ =

1√
1 + δαβ

(
δµα〈 0 |aβ′a

†
β | 0 〉+ δµβ〈 0 |aβ′a

†
α | 0 〉

)
=

1√
1 + δαβ

(
δµα δββ′ + δµβ δαβ′

)
したがって

a〈α, β |Fa |α′, β′ 〉a =
1√

(1 + δαβ)(1 + δα′β′)

(
fαα′ δββ′ + fβα′ δαβ′ + fαβ′ δβα′ + fββ′ δαα′

)
= 〈Ψ |F |Ψ ′ 〉

である。2体演算子も, 生成・消滅演算子で表すと, フェルミオンと同じ表現 (12.78)になる。
ボソンの場

ψ̂σ(r) =
∑
α

uα,σ(r) aα

は交換関係

[ ψ̂σ(r) , ψ̂
†
σ′(r

′) ] =
∑
αα′

uα,σ(r)u
∗
α′,σ′(r′) [ aα , a

†
α′ ]

=
∑
α

uα,σ(r)u
∗
α,σ′(r′) = δ(r − r′) δσσ′ (12.92)

[ ψ̂†
σ(r) , ψ̂

†
σ′(r

′) ] = 0 , [ ψ̂σ(r) , ψ̂σ′(r′) ] = 0 (12.93)

を満たす。
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13 場の量子化
ある物理量が空間的に分布するとき, その物理量の場を考えることができる。一般に, 場は空間の

各点 r で時間的にも変化し, r と時間 tの関数である。これまでは古典力学的粒子の量子力学を扱っ
たが, 古典力学的な場も量子力学の対象である。量子化した場は粒子的性質を示す。古典的電磁場
を量子化すると, 光子の量子系を扱う理論形式になり, 光子の生成・消滅を含む過程を扱える。また,

1粒子の波動関数 ψ(r, t) を古典場と見なした量子化は, 348ページの第二量子化と同等である。

13.1 正準量子化
最小作用の原理により運動方程式を与えるラグランジアンを L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n) とする。n

は系の自由度である。一般化座標 qi(t)に対する正準共役な運動量は πi = ∂L/∂q̇i であるが, (10.31)

と同様に, 同時刻において交換関係

[ qi(t) , πj(t) ] = iℏ δij , [ qi(t) , qj(t) ] = [πi(t) , πj(t) ] = 0 (13.1)

を満たす演算子 qi, πi で置き換える。これを正準量子化という。qi, πi はハイゼンベルク描像での
演算子である。
実関数の古典場 ϕ(r, t) を考える。複素数及び複数の場に拡張することは容易である。ここで, 座

標 r は 3 次元空間の位置を表すパラメータであり, 時刻 t における粒子の座標といった一般座標
qi(t) ではない。qi(t) に対応する物理量は各点 r における場 ϕ(r, t) になる。偏微分を

ϕ̇(r, t) = ∂0ϕ(r, t) =
∂ϕ

∂t
, ∂kϕ(r, t) =

∂ϕ

∂xk
, k = 1, 2, 3

まとめて ∂µϕ , µ = 0, 1, 2, 3 で表す。

L =

∫
d3rL , L = L(ϕ, ∂µϕ)

とする。ラグランジアン密度 L は ϕ(r, t) と 4つの導関数 ∂µϕ(r, t) の関数で, 例えば

L(ϕ, ∂µϕ) =
1

2

(
1

c2
(∂0ϕ)

2 −
(
∇ϕ
)
·
(
∇ϕ
)
−
(mc

ℏ

)2
ϕ2
)

(13.2)

である。ϕ(r, t) を微小変化 ϕ(r, t) + δϕ(r, t) させたとき, 作用積分

I =

∫ t2

t1

dtL =

∫ t2

t1

dt

∫
d3rL

の変分 δI を求める。ただし δϕ(r, t1) = δϕ(r, t2) = 0 とする。テイラー展開すると

L(ϕ+ δϕ, ϕµ + ∂µδϕ) = L(ϕ, ϕµ) +
∂L
∂ϕ

δϕ+

3∑
µ=0

∂L
∂ϕµ

∂µδϕ+ · · · , ϕµ = ∂µϕ

である。上式では ϕ, ϕµ を独立変数として見なして偏微分する。これから

δI =

∫ t2

t1

dt

∫
d3r

(
∂L
∂ϕ

δϕ+
∑
µ

∂L
∂ϕµ

∂µδϕ

)
=

∫ t2

t1

dt

∫
d3r δϕ

(
∂L
∂ϕ
−
∑
µ

∂µ
∂L
∂ϕµ

)

第 2項は部分積分した。任意の微小変分 δϕ に対して δI = 0 であるためには
3∑

µ=0

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
=
∂L
∂ϕ

(13.3)
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でなければならない。これをオイラー・ラグランジュ方程式という。
空間を微小体積 ∆V に分割し, i番目の微小部分の位置を ri とすると

L =
∑
i

L(ϕi, ∂µϕi)∆V , ϕi(t) = ϕ(ri, t)

である。qi(t) = ϕi(t)∆V を一般化座標と見なすと, これに共役な運動量 πi は

πi =
∂L

∂q̇i
=

∂

∂
(
ϕ̇i∆V

) ∑
j

L(ϕj , ∂µϕj)∆V =
∂L(ϕi, ∂µϕi)

∂ϕ̇i
, つまり π =

∂L

∂ϕ̇

である。系のハミルトニアン H は

H =
∑
i

πi q̇i − L =
∑
i

πi ϕ̇i∆V − L =

∫
d3rH , H = π(r, t) ϕ̇(r, t)−L

になる。
量子力学に移行するには, 座標 qi(t) = ϕi(t)∆V と共役運動量 πi(t) を (13.1)を満たす演算子に置
き換える。δij/∆V ∆V→0−−−−−→ δ(ri − rj) であるから, 同時刻では[

ϕ(r, t) , π(r′, t)
]
= iℏ δ(r − r′) ,

[
ϕ(r, t) , ϕ(r′, t)

]
=
[
π(r, t) , π(r′, t)

]
= 0 (13.4)

になる。これはボソンに対する量子化条件であり, フェルミオンの場合, 反交換関係にする。ϕ(r, t),
π(r, t) はハイゼンベルグ描像での演算子である。以上は相対論にも適用できる。(13.2) は質量 m,

スピン 0粒子の相対論的ラグランジアン密度である。

例題 (13.2)の場合
∂L

∂(∂0ϕ)
=

1

c2
∂0ϕ ,

∂L
∂(∂kϕ)

= − ∂kϕ ,
∂L
∂ϕ

= −
(mc

ℏ

)2
ϕ

であるから (13.3)はクライン・ゴルドン方程式(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 +

(mc
ℏ

)2)
ϕ(r, t) = 0 (13.5)

になる (問題 13.3参照 )。

13.2 シュレーディンガー方程式の量子化
第二量子化 ( 348 ページ ) を正準量子化で導く。フェルミオンの場合を考える。シュレーディン

ガー方程式
iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= h(r)ψ(r, t) , h(r) = − ℏ2

2M
∇2 + V (r,σ) (13.6)

を満たす波動関数 ψ(r, t) を古典場と見なす。ψ は 2成分スピノール

ψ(r, t) =

(
ψ+(r, t)

ψ−(r, t)

)
, ψ†(r, t) =

(
ψ∗
+(r, t) ψ∗

−(r, t)
)

である。V はスピンに依存してもよい。ラグランジア密度は実数であるから

Lψ =
iℏ
2

(
ψ† ∂ψ

∂t
− ∂ψ†

∂t
ψ

)
− ℏ2

2M

(
∇ψ†)·(∇ψ

)
− ψ†V ψ (13.7)
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とする。独立な実数場 u, v を用いて ψσ = uσ + ivσ と表し (σ = ± ), u と v について (13.3)を求め
てもよいが, 221ページで示したように ψσ と ψ∗

σ を独立と見なしてもよい。

∂Lψ

∂ψ̇∗
σ

= − iℏ
2
ψσ ,

∂Lψ

∂(∂iψ∗
σ)

= − ℏ2

2M
∂iψσ ,

∂Lψ

∂ψ∗
σ

=
iℏ
2

∂ψσ
∂t
− (V ψ)σ

であるから (13.3)は

− iℏ
2

∂ψ

∂t
− ℏ2

2M
∇2ψ =

iℏ
2

∂ψ

∂t
− V ψ , ∴ iℏ

∂ψ

∂t
= h(r)ψ(r, t)

になり (13.6)を満たす。ψ の変分からはこれのエルミート共役が求まる。ψσ, ψ∗
σ の正準運動量は

πσ =
∂Lψ

∂ψ̇σ
=
iℏ
2
ψ∗
σ , π̄σ =

∂Lψ

∂ψ̇∗
σ

= − iℏ
2
ψσ

であるが, (ψσ, ψ
∗
σ) と共役変数 (πσ, π̄σ) が独立ではないため, 簡単には量子化できない。これを回

避するために

Lψ = (13.7) +
iℏ
2

∂

∂t

(
ψ†ψ

)
= iℏψ† ∂ψ

∂t
− ℏ2

2M

(
∇ψ†)·(∇ψ

)
− ψ†V ψ (13.8)

とする。∂(場の積 )/∂t は (13.3)には寄与しないから, ψ は (13.6)を満たす。

πσ =
∂Lψ

∂ψ̇σ
= iℏψ∗

σ(r, t) , π̄σ =
∂Lψ

∂ψ̇∗
σ

= 0

になるから ψσ と πσ = iℏψ∗
σ だけが正準共役である。ハミルトニアンは, 部分積分すれば

Hψ =

∫
d3r

(∑
σ

πσψ̇σ −Lψ

)
=

∫
d3r ψ†(r, t)h(r)ψ(r, t) (13.9)

である。

量子化 (第二量子化 )

フェルミオンの場合, (13.4)に対応して同時刻での反交換関係{
ψσ(r, t) , πσ′(r′, t)

}
= iℏ δ(r − r′) δσσ′ ,

{
ψσ(r, t) , ψσ′(r′, t)

}
= 0

を設定する。ただし {A , B } ≡ AB +BA である。複素共役 ψ∗
σ は, 演算子ではエルミート共役 ψ†

σ

に置き換わるから, 上式は{
ψσ(r, t) , ψ

†
σ′(r

′, t)
}
= δ(r − r′) δσσ′ ,

{
ψσ(r, t) , ψσ′(r′, t)

}
= 0 (13.10)

になる。これは (12.80), (12.81)である。ψσ が複素数の場合 ψσ と ψ∗
σ の順番は任意であるが, 演算

子で置き換えるとき ψσ と ψ†
σ は非可換であるため, 順番が問題になる。ψ†

σ が ψσ の左側に来るよ
うにする。ハミルトニアンは (13.9) , ただし ψ†(r, t) =

(
ψ†
+(r, t) ψ†

−(r, t)
) である。

演算子
F =

∫
d3r ψ†(r, t)f(r)ψ(r, t) =

∑
σ,σ′

∫
d3r ψ†

σ(r, t)fσσ′(r)ψσ′(r, t)

を考える。2×2行列 f(r) は微分演算子を含んでもよい。

ψσ(r, t)ψ
†
σ′(r

′, t)fσ′σ′′(r′)ψσ′′(r′, t) =
(
δ(r − r′) δσσ′ − ψ†

σ′(r
′, t)ψσ(r, t)

)
fσ′σ′′(r′)ψσ′′(r′, t)
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f が微分演算子を含む場合, f(r′) の微分演算子は r′ についてであるから, fσ′σ′′(r′) と ψσ(r, t) は
可換である。したがって[

ψσ(r, t) , ψ
†
σ′(r

′, t)fσ′σ′′(r′)ψσ′′(r
′, t)

]
= δ(r − r′)δσσ′fσσ′′(r)ψσ′′(r, t)

になるから r′ について積分すると[
ψσ(r, t) , F

]
=
(
f(r)ψ(r, t)

)
σ
, F =

∫
d3r ψ†(r, t)f(r)ψ(r, t) (13.11)

である。f = h とすれば, ハイゼンベルグの運動方程式 (10.30)は

iℏ
∂

∂t
ψσ(r, t) =

[
ψσ(r, t) , Hψ

]
=
(
h(r)ψ(r, t)

)
σ

になり, 場の演算子 ψ(r, t) はシュレーディンガー方程式 (13.6)を満たす。
(13.6)を満たす ψ は aα を任意の演算子として

ψ(r, t) =
∑
α

aα e
−iEαt/ℏuα(r) , ただし h(r)uα(r) = Eαuα(r) (13.12)

と展開できる。2成分スピノール uα は h の固有関数である。直交性 (12.21)より∫
d3r u†α(r)ψ(r, t) =

∑
α′

aα′e−iEα′ t/ℏ
∫
d3r u†α(r)uα′(r) = aα e

−iEαt

したがって{
aα , a

†
α′

}
= ei(Eα−Eα′ )t/ℏ

∑
σσ′

∫
d3r d3r′ u∗α,σ(r)uα′,σ′(r

′)
{
ψσ(r, t) , ψ

†
σ′(r

′, t)
}

= ei(Eα−Eα′ )t/ℏ
∑
σ

∫
d3r u∗α,σ(r)uα′,σ(r) = δαα′

同様にして {
aα , aα′

}
= 0 になり (12.70)を得る。Hψ は

Hψ =
∑
αα′

∫
d3r a†αe

iEαt/ℏu†α(r)h(r) aα′e−iEα′ t/ℏuα′(r) =
∑
α

Eαa
†
αaα (13.13)

になり時間に依存しない。ハイゼンベルグの運動方程式より iℏ dHψ/dt =
[
Hψ , Hψ

]
= 0 である。

スピン 0 のボソンの場合, ψ を 1成分とし (13.10)の代わりに[
ψ(r, t) , ψ†(r′, t)

]
= δ(r − r′) ,

[
ψ(r, t) , ψ(r′, t)

]
= 0

とする。場の演算子 ψ(r, t) は (13.6)を満たし, (12.88)が成り立つ。

13.3 真空中の古典電磁場
電場を E(r, t) , 磁場を B(r, t) とすると, 真空中のマクスウェル方程式は

∇·E(r, t) = 0 , ∇×B(r, t)− 1

c2
∂E(r, t)

∂t
= 0 (13.14)

∇·B(r, t) = 0 , ∇×E(r, t) +
∂B(r, t)

∂t
= 0 (13.15)
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である。c = 1/
√
ε0µ0 は真空中での光速である。(13.15)は (7.3)

E(r, t) = −∇A0(r, t)−
∂

∂t
A(r, t) , B(r, t) = ∇×A(r, t)

とすれば自動的に満たされる。これを (13.14)に代入すると

∇2A0 +
∂

∂t
∇·A = 0 ,

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A+∇

(
∇·A+

1

c2
∂A0

∂t

)
= 0 (13.16)

になる。ラグランジアン密度を

Lem =
ε0
2
E2 − µ0

2
B2 =

ε0
2

(
∇A0 +

∂A

∂t

)2

− 1

2µ0

(
∇×A

)2
(13.17)

=
ε0
2

3∑
m=1

(
∂mA0 + Ȧm

)2 − 1

2µ0

3∑
m,n=1

((
∂mAn

)2 − (∂mAn)(∂nAm))
とする。

∂Lem

∂Ȧ0

= 0 ,
∂Lem

∂(∂iA0)
= ε0

(
∂iA0 + Ȧi

)
,

∂Lem

∂A0
= 0

∂Lem

∂Ȧk
= ε0

(
∂kA0 + Ȧk

)
,

∂Lem

∂(∂iAk)
= − 1

µ0

(
∂iAk − ∂kAi

)
,

∂Lem

∂Ak
= 0

であるから, オイラー・ラグランジュ方程式 (13.3)は∑
i

∂i

(
∂iA0 + Ȧi

)
= 0 , ε0

(
∂kȦ0 + Äk

)
− 1

µ0

∑
i

(
∂2iAk − ∂k∂iAi

)
= 0

になり (13.16)を再現する。正準運動量は

π0 =
∂Lem

∂Ȧ0

= 0 , πi =
∂Lem

∂Ȧi
= ε0

(
∂iA0 + Ȧi

)
(13.18)

になるから
Hem =

∑
i

πiȦi −Lem =
ε0
2

(
Ȧ2 −

(
∇A0

)2 )
+

1

2µ0

(
∇×A

)2
(13.19)

π0 = 0 より A0 は正準変数ではない。正準量子化するには A0 が現れない形式にする。

クーロン・ゲージ
∇·A(r, t) = 0 を満たすゲージをクーロン・ゲージという。これは常に可能である。∇·A(r, t) 6= 0

のとき, ゲージ変換 (7.13)において

λ(r, t) =

∫
d3r′

1

4π|r − r′|
∇′ ·A(r′, t)

とする。(16.29)より
∇2 1

4π|r − r′|
= ∇′2 1

4π|r − r′|
= − δ(r − r′) (13.20)

であるから ∇2λ(r, t) = −∇·A(r, t) になり, A′ = A+∇λ は∇·A′(r, t) = 0 を満たす。A0 は

A′
0(r, t) = A0(r, t)−

∂λ

∂t
= A0(r, t)−

∫
d3r′

1

4π|r − r′|
∂

∂t
∇′ ·A(r′, t)
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になる。一般に, 電荷密度 ρe(r, t) が存在するとき, (13.16)の第 1式は

∇·E(r, t) =
1

ε0
ρe(r, t) , つまり ∇2A0 +

∂

∂t
∇·A = − 1

ε0
ρe(r, t)

になるから

A′
0(r, t) = A0(r, t) +

∫
d3r′

1

4π|r − r′|

(
∇′2A0(r

′, t) +
1

ε0
ρe(r

′, t)

)
=

1

4πε0

∫
d3r′

ρe(r
′, t)

|r − r′|

ただし ∇′2 では部分積分し (13.20)を用いた。したがって, クーロン・ゲージでは

A0(r, t) =
1

4πε0

∫
d3r′

ρe(r
′, t)

|r − r′|
, ∇·A(r, t) = 0 (13.21)

である。A0 は静電場でのクーロン・ポテンシャルと同じ表現である。
自由場の場合 ( ρe = 0 ), クーロン・ゲージでは A0 = 0 になり A0 は消える。部分積分すると∫

d3r
(
∇×A

)2
=

∫
d3rA·

(
∇×

(
∇×A

))
=

∫
d3rA·

(
∇∇·A−∇2A

)
= −

∫
d3rA·∇2A

であるから, (13.19)よりハミルトニアンは

Hem =

∫
d3rHem =

∫
d3r

(
ε0
2
Ȧ2 − 1

2µ0
A·∇2A

)
(13.22)

になる。

平面波による展開
クーロン・ゲージ A0 = ∇·A = 0 では (13.16)の第 1式は自動的に成り立つ。第 2式は(

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A(r, t) = 0 (13.23)

になる。C を複素ベクトルとして C exp
(
ik·r ± ic|k|t

) は上式を満たすから, 実数の一般解は

A(r, t) =
∑
k

(
Ck exp

(
ik·r − iωkt

)
+C∗

k exp
(
− ik·r + iωkt

))
, ωk = c|k|

である。k は連続変数であるが ( 364ページ参照 ), 1辺 L の立方体で周期的境界条件を設定し離散
化する。k は (10.62)で与えられる。(13.23)は時間について 2階であるから, (13.12)と異なり, 2つ
の時間依存性 e±iωkt が現れる。

nk1

nk2

k/|k|∇·A = 0 である A(r, t) を表すには, i軸方向の単位ベクトル ei ではなく

ek±1 = ∓
(
nk1 ± ink2

)
/
√
2 , ek0 = nk3 = k/|k| (13.24)

を用いた方が簡潔になる。ただし

nki ·nkj = δij , nki×nkj =
∑
n

εijnnkn (13.25)

である ( (5.136)参照 )。nk1, nk2 は一意には決まらないが, (13.25)を満たせばよい。A を

ukλ(r) =
1

L3/2
ekλ exp

(
ik·r

)
, λ = 0, ± 1 (13.26)

で展開する。λ = ± 1 のとき k·ekλ = 0 より∇·ukλ = ik·ukλ = 0 になるから, ∇·A = 0 を満たす
(13.23)の実数解は Ckλ を任意の複素数として

A(r, t) =
∑
λ=±1

∑
k

(
Ckλukλ(r) e

−iωkt + C∗
kλu

∗
kλ(r) e

iωkt
)

(13.27)
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とおける。A(r, t) は k方向に対して垂直に振動する横波 uk,±1 の重ね合わせである。
ekλ の性質をまとめておく。(13.24), (13.25)より

e∗kλ ·ekλ′ = δλλ′ , e∗kλ = (−1)λek−λ

ek0×ekλ = − iλ ekλ , λ, λ′ = ± 1 のとき ekλ×e∗kλ′ = − iλ ek0 δλλ′

任意のベクトル V は

V =
∑

λ=0,±1

ekλ e
∗
kλ ·V , ∴ Vi = ei ·V =

∑
j

Vj
∑
λ

(ekλ)i(ekλ)
∗
j , (ekλ)i = ei ·ekλ

になるから ∑
λ=0,±1

(ekλ)i(ekλ)
∗
j = δij , Pij(k) ≡

∑
λ=±1

(ekλ)i(ekλ)
∗
j = δij −

kikj
k2

(13.28)

である。ekλ を列ベクトルで表すと

e†kλekλ′ = δλλ′ ,
∑

λ=0,±1

ekλe
†
kλ = 1 = 3×3の単位行列

である。
ukλ(r) は規格直交性∫

d3ru∗
kλ(r)·uk′λ′(r) = e∗kλ ·ek′λ′

∫
d3r

L3
exp
(
i(k′ − k)·r

)
= δλλ′ δkk′ (13.29)

を満たす。137 ページで示したように, 波動関数がベクトル場の場合, 粒子のスピンは 1 である。
(5.126) のスピン 1 行列 Σ の k 方向成分 Σk = ek0 ·Σ を考える。運動量方向のスピン成分をヘ
リシティという。(5.127)より

Σk ekλ = i ek0×ekλ = λ ekλ

になるから, ekλ はヘリシティの固有ベクトルで固有値は λ である。ukλ(r) はスピン 1粒子のヘリ
シティ λ , 運動量 ℏk の状態である。上式より∑

λ

λekλe
†
kλ = Σk , つまり

∑
λ

λ(ekλ)i(ekλ)
∗
j =

(
Σk

)
ij
= − i

∑
n

εnij
kn
|k|

である。λ = 0 は寄与しない。

13.4 自由な電磁場の量子化
(13.18)より π0 = 0 であるから, 交換関係は A と π について設定する。(13.4)と同様に[

Ai(r, t) , πj(r
′, t)

]
= iℏ δij δ(r − r′) , ただし π = ε0

(
∇A0 + Ȧ

)
とすると [

Ai(r, t) , ∇′ ·π(r′, t)
]
6= 0 であるが, (13.16)より∇ ·π(r, t) = 0 であり矛盾する。そこ

で, クーロン・ゲージ ∇·A = 0 を採用して A1, A2, A3 が独立でないようにする。自由場のクーロ
ン・ゲージでは A0 = 0 になるから π = ε0Ȧ である。[

Ai(r, t) , ε0Ȧj(r
′, t)

]
= iℏ

(
δij δ(r − r′) + fij(r − r′)

)
= iℏ

∫
d3k

(2π)3

(
δij + fij(k)

)
eik·(r−r′)
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とする。ただし, fij(r) をフーリエ変換した。∇·A = 0 より
[
∇·A(r, t) , Ȧj(r

′, t)
]
=
iℏ
ε0

∫
d3k

(2π)3

∑
i

(
δij + fij(k)

)
∂ie

ik·(r−r′)

= − ℏ
ε0

∫
d3k

(2π)3

(
kj +

∑
i

kifij(k)
)
eik·(r−r′) = 0

座標系の回転に対して fij はベクトルの i成分と j成分の積と同じ変換するから fij(k) = − kikj/k2

になる。したがって [
Ai(r, t) , Ȧj(r

′, t)
]
=
iℏ
ε0

∫
d3k

(2π)3

(
δij −

kikj
k2

)
eik·(r−r′) (13.30)

右辺の (
· · ·
) は (13.28)の Pij である。 任意の f(r) に対して

∇2∆−1f(r) = ∆−1∇2f(r) = f(r)

により ∇2 の逆演算 ∆−1 を定義する。

∇2

∫
d3k

(2π)3
eik·(r−r′)

k2
= −

∫
d3k

(2π)3
eik·(r−r′) = − δ(r − r′)

であるから

∆−1δ(r − r′) = −
∫

d3k

(2π)3
eik·(r−r′)

k2
, ∴ ∂i∂j∆

−1δ(r − r′) =

∫
d3k

(2π)3
kikj
k2

eik·(r−r′)

(13.30)は[
Ai(r, t) , Ȧj(r

′, t)
]
=
iℏ
ε0

∫
d3k

(2π)3
Pij(k) e

ik·(r−r′) =
iℏ
ε0

(
δij − ∂i∂j∆−1

)
δ(r − r′) (13.31)

と表せる。他の交換関係は[
Ai(r, t) , Aj(r

′, t)
]
=
[
Ȧi(r, t) , Ȧj(r

′, t)
]
= 0 (13.32)

とする。ハイゼンベルグの運動方程式がマクスウェル方程式になることは (13.43)で示す。Hψ と同
様に, (13.22)のハミルトニアン Hem は時間に依存しない。

平面波による展開
(13.27)より C =

√
ℏ/(2ε0ωk) b とすると

A(r, t) =
∑
λ=±1

∑
k

√
ℏ

2ε0ωk

(
bkλukλ(r) e

−iωkt + b†kλu
∗
kλ(r) e

iωkt
)
, ωk = c|k| (13.33)

とおける。b は演算子であるから複素共役はエルミート共役に置き換わる。(13.31), (13.32)は[
bkλ , bk′λ′

]
= 0 ,

[
bkλ , b

†
k′λ′

]
= δλλ′ δkk′ , λ, λ′ = ± 1 (13.34)

と同等である。(13.34) =⇒ (13.31), (13.32) を示す (問題 13.1 参照 )。(13.33) に ukλ の具体形
(13.26)を代入すると[

Ai(r, t) , Aj(r
′, t′)

]
=

ℏ
2ε0L3

∑
λ=±1

∑
k

1

ωk

(
(ekλ)i(ekλ)

∗
j e

−iωk(t−t′) eik·(r−r′)

− (ekλ)
∗
i (ekλ)j e

iωk(t−t′) e−ik·(r−r′)
)
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2行目で k を −k とし (13.28)を用いると
[
Ai(r, t) , Aj(r

′, t′)
]
=

ℏ
2ε0L3

∑
k

Pij(k) e
ik·(r−r′) 1

ωk

(
e−iωk(t−t′) − eiωk(t−t′)

)

=
ℏ
2ε0

∫
d3k

(2π)3
Pij(k) e

ik·(r−r′) 1

ωk

(
e−iωk(t−t′) − eiωk(t−t′)

)
(13.35)

ただし, (10.67)により和を積分で置き換えた。t, t′ で微分すると
[
Ai(r, t) , Ȧj(r

′, t′)
]
=

iℏ
2ε0

∫
d3k

(2π)3
Pij(k) e

ik·(r−r′)
(
e−iωk(t−t′) + eiωk(t−t′)

)
[
Ȧi(r, t) , Ȧj(r

′, t′)
]
=

ℏ
2ε0

∫
d3k

(2π)3
Pij(k) e

ik·(r−r′)ωk

(
e−iωk(t−t′) − eiωk(t−t′)

)
t′ = t では (13.31), (13.32)を満たす。正準交換関係は生成・消滅演算子を用いて (13.34)になる。

問題 13.1 (13.33)より

bkλ = eiωkt

√
ε0ωk
2ℏ

∫
d3ru∗

kλ(r)·
(
A(r, t) +

i

ωk
Ȧ(r, t)

)
を示せ。これから (13.31), (13.32) =⇒ (13.34)を示せ。

ハミルトニアン (13.22)を b , b† で表す。

A
(±)
kλ (r, t) = ukλ(r) e

−iωktbkλ ± u∗
kλ(r) e

iωktb†kλ

とすると

Ȧ = − i
∑
λ=±1

∑
k

√
ℏωk
2ε0

A
(−)
kλ (r, t) , ∇2A = − 1

c2

∑
λ=±1

∑
k

√
ℏ

2ε0ωk
ω2
kA

(+)
kλ (r, t) (13.36)

であるから

Hem =
ℏ
4

∑
λλ′

∑
k,k′

√
ωkωk′

∫
d3r

(
−A

(−)
kλ (r, t)·A(−)

k′λ′(r, t) +
ωk′

ωk
A

(+)
kλ (r, t)·A(+)

k′λ′(r, t)

)

である。(13.29)より∫
d3rA

(±)
kλ (r, t)·A(±)

k′λ′(r, t) = δk,−k′

(
ekλ ·e−kλ′e−2iωktbkλb−kλ′ + e∗kλ ·e∗−kλ′e2iωktb†kλb

†
−kλ′

)
± δλλ′ δkk′

(
bkλb

†
kλ + b†kλbkλ

)
したがって

Hem =
∑
λ=±1

∑
k

ℏωk b†kλbkλ + Evac , Evac =
∑
λ=±1

∑
k

ℏωk
2

になる。bkλ| 0 〉 = 0 である真空 | 0 〉 に対して Hem| 0 〉 = Evac| 0 〉 であるから Evac は真空のエネル
ギーである。Evac は調和振動子の零点振動の和で発散するが, Evac をエネルギーの基準にとれば

Hem =
∑
λ=±1

∑
k

ℏωk b†kλbkλ (13.37)

になる。
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電磁場の運動量 P はポインティング・ベクトル

P = ε0

∫
d3rE(r, t)×B(r, t) = − ε0

∫
d3r Ȧ(r, t)×

(
∇×A(r, t)

)
= ε0

∫
d3r

∑
i

Ai∇Ȧi

で与えられる。ただし, 最後では部分積分し ∇·Ȧ = 0 を用いた。

P =
ℏ
2

∑
λ,λ′

∑
k,k′

√
ωk
ωk′

k

∫
d3rA

(+)
kλ (r, t)·A(+)

k′λ′(r, t)

=
ℏ
2

∑
λ

∑
k

k
(
bkλb

†
kλ + b†kλbkλ

)
+

ℏ
2

(
K +K†)

ただし
K =

∑
λλ′

∑
k

k ekλ ·e−kλ′bkλb−kλ′ e−2iωkt

k を −k に置き換えれば K = −K = 0 になるから

P =
∑
λ=±1

∑
k

ℏk b†kλbkλ

である。
交換関係 (13.34)より [ b†k′λ′bk′λ′ , b

†
kλ

]
= δλλ′δkk′ b†kλ になるから

Hemb
†
kλ| 0 〉 =

[
Hem , b

†
kλ

]
| 0 〉 = ℏωkb†kλ| 0 〉 , P b†kλ| 0 〉 =

[
P , b†kλ

]
| 0 〉 = ℏk b†kλ| 0 〉

b†kλ| 0 〉 は Hem と P の固有状態であり, 固有値はそれぞれ cℏk, ℏk になる。b†kλ は運動量 ℏk の光
子を生成する。

k が連続的な場合
最初から k を連続にすればよいが L→∞ の極限として求める。

Ukλ(r) =
L3/2

(2π)3/2
ukλ(r) =

1

(2π)3/2
exp
(
ik·r

)
ekλ , Bkλ =

L3/2

(2π)3/2
bkλ

とする。(10.68)より交換関係は
[
Bkλ , B

†
k′λ′

]
=

L3

(2π)3
[
bkλ , b

†
k′λ′

]
=

L3

(2π)3
δkk′δλλ′

L→∞−−−−→ δ(k − k′) δλλ′

になる。また, (10.67)より

A(r, t) =
∑
λ=±1

(2π)3

L3

∑
k

√
ℏ

2ε0ωk

(
Ukλ(r)e

−iωktBkλ +U∗
kλ(r)e

iωktB†
kλ

)
L→∞−−−−→

∑
λ=±1

∫
d3k

√
ℏ

2ε0ωk

(
Ukλ(r)e

−iωktBkλ +U∗
kλ(r)e

iωktB†
kλ

)

Hem =
∑
λ=±1

(2π)3

L3

∑
k

ℏωk B†
kλBkλ

L→∞−−−−→
∑
λ=±1

∫
d3k ℏωk B†

kλBkλ

である。P についても同様である。規格直交性は∫
d3rU∗

kλ(r)·Uk′λ′(r) = δ(k − k′) δλλ′

になる。
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問題 13.2 異なる時刻での交換関係を求める。

G(r, t) ≡
∫

d3k

(2π)3
eik·r

eiωkt − e−iωkt

2iωk
=

1

4πcr

(
δ(r − ct)− δ(r + ct)

)
を示せ。 (

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
G(r, t) = 0 , G(r, 0) = 0 ,

∂G

∂t

∣∣∣∣
t=0

= δ(r)

である。(13.35)は [
Ai(r, t) , Aj(r

′, t′)
]
= − iℏ

ε0

(
δij − ∂i∂j∆−1

)
G(r − r′, t− t′)

と書ける。これから 電場 E = − Ȧ と磁場 B = ∇×A の交換関係
1

c2
[
Ei(r, t) , Ej(r

′, t′)
]
=
[
Bi(r, t) , Bj(r

′, t′)
]
=
iℏ
ε0

(
δij∇2 − ∂i∂j

)
G(r − r′, t− t′)

[
Ei(r, t) , Bj(r

′, t′)
]
= − iℏ

ε0

∑
m

εijm∂m∂0G(r − r′, t− t′)

を示せ。また, 同時刻での交換関係を求めよ。

問題 13.3 クライン・ゴルドン方程式 (13.5)の実数解は ak を複素数として

ϕ(r, t) =

∫
d3k

(2π)3/2
ℏc√
2Ek

(
e−iEkt/ℏ+ik·rak + eiEkt/ℏ−ik·ra∗k

)
, Ek =

√
(mc2)2 + (ℏc|k|)2

と展開できることを示せ。演算子では複素共役 a∗ はエルミート共役 a† に置き換わる。(13.4)より[
ak , a

†
k′

]
= δ(k − k′) ,

[
ak , ak′

]
= 0 を示せ。

13.5 荷電粒子と電磁場の相互作用
古典場
電磁場と相互作用する電荷 q のフェルミオンを考える。フェルミオンはシュレーディンガー方程式
で記述されるとする。電磁場中での Lψ は (13.8)において (7.8)のミニマル結合

iℏ
∂ψ

∂t
→
(
iℏ
∂

∂t
− qA0

)
ψ , ∇ψ →Dψ , D ≡∇+

q

iℏ
A

の置き換えをして

Lψ = iℏψ† ∂ψ

∂t
− ℏ2

2M

(
Dψ

)†·(Dψ
)
− ψ†(qA0 + V

)
ψ +

ℏq
2M

ψ†σψ ·
(
∇×A

)
とする。磁場とスピンの相互作用 (最後の項) を加えた。ここでの † はスピンに関するものであり
D† = D∗ = ∇− qA/iℏ である。系全体では電磁場の (13.17)を加えて L = Lψ + Lem になる。

∂L

∂ψ̇σ
= iℏψ∗

σ ,
∂L

∂
(
∂iψσ

) = − ℏ2

2M

(
Diψσ

)∗
∂L
∂ψσ

= − ℏ2

2M

q

iℏ
A·
(
Dψσ

)∗ − (ψ†(qA0 + V )
)
σ
+

ℏq
2M

(
ψ†σ

)
σ
·
(
∇×A

)
であるから, (13.3)はエルミート共役をとれば

iℏ
∂ψ

∂t
=

(
− ℏ2

2M
D2 + qA0 + V − ℏq

2M
σ ·
(
∇×A

))
ψ (13.38)
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になり (7.9)を再現する。
∂L

∂Ȧµ
=
∂Lem

∂Ȧµ
,

∂L
∂(∂iA0)

=
∂Lem

∂(∂iA0)
,

∂L
∂A0

= − q ψ†ψ

∂L
∂(∂iAk)

=
∂Lem

∂(∂iAk)
− ℏq

2M

∑
j

εijkψ
†σjψ ,

∂L
∂Ak

=
iℏq
2M

((
Dkψ

)†
ψ − ψ†Dkψ

)
であるから

ρ = ψ†ψ , j =
iℏ
2M

((
Dψ

)†
ψ − ψ†Dψ

)
+Σ , Σ =

ℏ
2M

∇×
(
ψ†σψ

)
(13.39)

とすると (13.3)は

∇2A0 +∇·Ȧ = − 1

ε0
qρ ,

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A+∇

(
∇·A+

1

c2
∂A0

∂t

)
= µ0 qj (13.40)

になる。Aµ は電荷密度 qρ(r, t) , 電流密度 qj(r, t) が存在する場合のマクスウェル方程式を満たす。
j(r, t) は (7.21)である。(13.38)より連続の方程式 ∂ρ/∂t+∇·j = 0 は成り立つ。
ψσ の正準運動量は iℏψ∗

σ , A の正準運動量は π = ε0
(
∇A0 + Ȧ

) になる。ハミルトニアンは
H =

∫
d3r

(
iℏψ†ψ̇ + π ·Ȧ−L

)
=

∫
d3r

(
ℏ2

2M

(
Dψ

)†·(Dψ
)
+ ψ†V ψ − qA·Σ

)
+Hem +HC (13.41)

ただし, 磁場とスピンの相互作用では部分積分した。

Hem =

∫
d3r

(
ε0
2
Ȧ2 +

1

2µ0

(
∇×A

)2)
, HC =

∫
d3r

(
qA0ρ−

ε0
2

(
∇A0

)2)
である。クーロン・ゲージ (13.21)の場合 Hem は (13.22)になる。

ε0

∫
d3r

(
∇A0

)2
= − ε0

∫
d3r A0∇2A0 = q

∫
d3r A0ρ

であるから
HC =

q

2

∫
d3r A0(r, t)ρ(r, t) =

1

2

q2

4πε0

∫
d3r d3r′

ρ(r, t) ρ(r′, t)

|r − r′|

HC はクーロンエネルギーである。H は正準変数でない A0 を含まない表現になる。

問題 13.4 電場 E を用いると ε0
2

∫
d3r Ȧ2 +HC =

ε0
2

∫
d3rE2 になることを示せ。

量子化
以下では ψ†(r, t) =

(
ψ†
+(r, t) ψ†

−(r, t)
) である。ψ と A は独立な正準変数であるから, 同時刻では[

ψσ(r, t) , A(r′, t)
]
=
[
ψσ(r, t) , Ȧ(r′, t)

]
= 0

とする。ψσ の正準運動量は iℏψ†
σ , A の正準運動量は π = ε0

(
∇A0 + Ȧ

) である。ρ = ψ†ψ より
(13.21)の A0(r, t) は A0(r

′, t), A(r′, t), Ȧ(r′, t) とは可換になるから, 同時刻 (反)交換関係は自由
場と同じ (13.10), (13.31), (13.32)である。ただし, ψ は A0, π とは非可換になる。また, 自由場と
は異なる運動方程式を満たすから, (13.12), (13.33)は適用できない。
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ψ を場の演算子で置き換えるとき ψ†
σ が ψσ の左側に来るようにする。更に

HC =
1

2

q2

4πε0

∫
d3r1 d

3r2
vc12

|r1 − r2|
, vc12 =

∑
σ1σ2

ψ∗
σ1
(r1, t)ψσ1(r1, t)ψ

∗
σ2
(r2, t)ψσ2(r2, t)

の場合, (12.83)に従い

vc12 =
∑
σ1σ2

ψ†
σ1
(r1, t)ψ

†
σ2
(r2, t)ψσ2

(r2, t)ψσ1
(r1, t) = ρ(r1, t)

(
ρ(r2, t)− δ(r1 − r2)

)
(13.42)

とする。
H が (13.41)のときハイゼンベルグの運動方程式

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
=
[
ψ(r, t) , H

]
, iℏ

∂Ȧ(r, t)

∂t
=
[
Ȧ(r, t) , H

]
(13.43)

がシュレーディンガー方程式 (13.38)とマクスウェル方程式 (13.40)になることを示す。

HψA =

∫
d3r

(
ℏ2

2M

(
Dψ

)†·(Dψ
)
+ ψ†V ψ − qA·Σ

)
(13.44)

=

∫
d3r

(
− ℏ2

2M
ψ†D2ψ + ψ†V ψ − ℏq

2M
ψ†σψ ·

(
∇×A

))
(13.45)

とする。部分積分すると 1行目から 2行目になる。ψ は Hem とは可換であるから[
ψ(r, t) , H

]
=
[
ψ(r, t) , HψA

]
+
[
ψ(r, t) , HC

]
である。(13.11)において f(r) を D2 , V (r) , σ ·

(
∇×A

) とすれば (13.45)より
[
ψ(r, t) , HψA

]
= − ℏ2

2M
D2ψ(r, t) + V (r)ψ(r, t)− ℏq

2M

(
∇×A

)
·σψ(r, t)

になる。簡単のため t依存性を省略すると

ψσ(r)v
c
12 =

∑
σ1σ2

(
δσσ1

δ(r − r1)− ψ†
σ1
(r1)ψσ(r)

)
ψ†
σ2
(r2)ψσ2

(r2)ψσ1
(r1)

= δ(r − r1)ρ(r2)ψσ(r)−
∑
σ1σ2

ψ†
σ1
(r1)

(
δσσ2

δ(r − r2)− ψ†
σ2
(r2)ψσ(r)

)
ψσ2

(r2)ψσ1
(r1)

= δ(r − r1)ρ(r2)ψσ(r) + δ(r − r2)ρ(r1)ψσ(r) + vc12ψσ(r)

であるから [
ψσ(r, t) , HC

]
=

q2

4πε0

∫
d3r1

ρ(r1, t)

|r − r1|
ψσ(r, t) = qA0(r, t)ψσ(r, t)

以上から, ψ のハイゼンベルグ方程式は (13.38)になる。
次に, (13.44)を用いて[

Ȧ(r, t) , H
]
=
[
Ȧ(r, t) , HψA

]
+
[
Ȧ(r, t) , Hem

]
を求める。t を省略すると (13.31)より[

Ȧi(r) , Ak(r
′)Σk(r

′)
]
= − iℏ

ε0
Dikδ(r − r′)Σk(r) , Dik = δik − ∂i∂k∆−1

[
Ȧi(r) , D

′
kψ(r

′)
]
=

q

iℏ
[
Ȧi(r) , Ak(r

′)ψ(r′)
]
= − q

ε0
Dikδ(r − r′)ψ(r)
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である。(1.11)より[
Ȧi(r) ,

(
D′
kψ(r

′)
)†
D′
kψ(r

′)
]
=
(
D′
kψ(r

′)
)†[

Ȧi(r) , D
′
kψ(r

′)
]
−
[
Ȧi(r) , D

′
kψ(r

′)
]†
D′
kψ(r

′)

= − q

ε0
Dikδ(r − r′)

((
Dkψ(r)

)†
ψ(r)− ψ†(r)Dkψ(r)

)
になるから [

Ȧi(r, t) , HψA

]
=
iℏq
ε0

∑
k

Dikjk(r, t) =
iℏq
ε0

(
ji − ∂i∆−1∇·j

)
ただし j は (13.39)である。(13.22)より[

Ȧi(r) , Hem

]
= − 1

2µ0

∫
d3r′

∑
j

([
Ȧi(r) , Aj(r

′)
]
∇′2Aj(r

′) +Aj(r
′)∇′2[ Ȧi(r) , Aj(r′) ])

=
iℏ
µ0ε0

∑
j

(
δij − ∂i∂j∆−1

)
∇2Aj(r) = iℏ c2

(
∇2Ai − ∂i∇·A

)
したがって [

Ȧ(r, t) , H
]
= iℏ

q

ε0

(
j −∇∆−1∇·j

)
+ iℏ c2

(
∇2A−∇∇·A

)
連続の方程式と (13.21)より

∆−1∇·j = −∆−1ρ̇ , ∇2A0 = − qρ/ε0 , ∴ q∆−1∇·j = ε0Ȧ0

であるから A のハイゼンベルグ方程式は (13.40) になる。(13.41)の H は時間に依存しない。

問題 13.5 交換子 [
A(r, t) , H

] が iℏȦ になることを確かめよ。

摂動展開
自由場 (荷電粒子と電磁場間に相互作用がない場合 )の運動方程式は, ψ と A を独立に解くことが
でき, 生成・消滅演算子を用いて (13.12), (13.33)と表せる。一方, 荷電粒子と電磁場の相互作用があ
る場合, ψ と A の運動方程式 (13.38), (13.40)は独立ではない。(13.41)は

H = H0 +Hint , H0 = Hψ +Hem , Hint = HC −
∫
d3r

(
q j0 ·A−

q2

2M
ρA2

)
(13.46)

と表せる。Hψ, Hem はそれぞれ (13.9), (13.22)で与えられ

ρ(r, t) = ψ†(r, t)ψ(r, t) , j0(r, t) = j(A = 0) =
iℏ
2M

((
∇ψ†)ψ − ψ†∇ψ − i∇×

(
ψ†σψ

))
である。Hint を無視すれば自由場のハミルトニアンになるから Hint を摂動として近似的に扱う。
ただし, (13.46)の H0, Hint を構成する場は自由場ではないから, 摂動展開する前に (13.46)を自由
場で表す。
場の演算子 ψσ, ψ

†
σ, Ai, Ȧi をまとめて ϕµ(r, t) で表す。自由場の ϕµ と相互作用がある場合の ϕµ

は異なる演算子であるから, 後者を Φµ で表す。ϕµ の (反)交換関係と Φµ の (反)交換関係は同じで
ある。ユニタリ変換で (反)交換関係は不変であるから, ユニタリ演算子 U を用いて

Φµ(r, t) = U†(t)ϕµ(r, t)U(t)

とおけるとする。UU † = 1 を時間で微分すれば U̇U † + UU̇† = 0 になるから U̇† = −U †U̇U † であ
る。これから

Φ̇µ(r, t) =
∂

∂t

(
U†ϕµU

)
= U †

(
ϕ̇µ(r, t) +

[
ϕµ(r, t) , U̇U

† ])U (13.47)
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である。H は Φµ, ∇Φµ の積の空間積分であり, 例えば∫
d3r Φµ(r, t)Φµ(r, t) =

∫
d3r U †(t)ϕµ(r, t)U(t)U †(t)ϕµ(r, t)U(t)

= U†(t)

(∫
d3r ϕµ(r, t)ϕµ(r, t)

)
U(t)

であるから H(Φ) = U †(t)H(ϕ)U(t) になる。H は場の汎関数である。H0(ϕ) と H(Φ) は時間に依
存しないが, H(ϕ) は時間に依存するから H(ϕ, t) と書く。[

Φµ(r, t) , H(Φ)
]
=
[
U †ϕµ(r, t)U , U

†H(ϕ, t)U
]
= U †[ϕµ(r, t) , H(ϕ, t)

]
U

ハイゼンベルグの運動方程式 iℏ Φ̇µ(r, t) =
[
Φµ(r, t) , H(Φ)

] は
iℏ
(
ϕ̇µ(r, t) +

[
ϕµ(r, t) , U̇U

† ]) =
[
ϕµ(r, t) , H(ϕ, t)

]
になる。H(ϕ, t) = H0(ϕ) +Hint(ϕ, t) と iℏ ϕ̇µ(r, t) =

[
ϕµ(r, t) , H0(ϕ)

] より
iℏ
[
ϕµ(r, t) , U̇U

† ] = [ϕµ(r, t) , Hint(ϕ, t)
]

(13.48)

iℏ U̇U † −Hint(ϕ, t) は全ての ϕµ と可換になるから, dε/dt を実関数として (演算子ではない )

iℏ U̇U † −Hint(ϕ, t) = dε/dt , つまり iℏ U̇(t) =
(
Hint(ϕ, t) + ε̇(t)

)
U(t)

になる。V (t) = eiε(t)/ℏU(t) , V (t, t0) = V (t)V †(t0) とすると, 相互作用描像の (10.17)

iℏ
∂

∂t
V (t, t0) = Hint(ϕ, t)V (t, t0) , V (t0, t0) = 1

を得る。(10.25)より V (t, t0) は自由場で表した Hint(ϕ, t) のベキ級数で表せる。H と同様に, 場の
汎関数である演算子は F (Φ, t) = V †(t)F (ϕ, t)V (t) になるから

〈 f |F (Φ, t) | i 〉 = I〈 f(t) |F (ϕ, t) | i(t) 〉I , |α(t) 〉I = V (t)|α 〉

と書ける。F (ϕ, t) は自由場の汎関数であり

iℏ
d

dt
|α(t) 〉I = iℏ

dV

dt
|α 〉 = Hint(ϕ, t)|α(t) 〉I

は (10.29)である。以上で, ハイゼンベルグ描像から相互作用描像に移行したことになる。
H0(ϕ) は時間に依存しないから, ϕµ のハイゼンベルグ方程式は

ϕµ(r, t) = eiH0t/ℏϕµ(r, 0)e
−iH0t/ℏ , H0 = H0(ϕ)

になる。これから F (ϕ, t) = eiH0t/ℏF (ϕ, 0)e−iH0t/ℏ である。行列要素は

〈 f |F (Φ, t) | i 〉 = 〈 f(t) |F (ϕ, 0) | i(t) 〉

ただし
|α(t) 〉 = e−iH0t/ℏV (t)|α 〉 = e−iH0t/ℏV (t, t0)e

iH0t0/ℏ|α(t0) 〉

と表せる。これは状態がすべての時間依存を担うシュレーディンガー描像である。

iℏ
d

dt
|α(t) 〉 =

(
H0 + e−iH0t/ℏHint(ϕ, t)e

iH0t/ℏ
)
|α(t) 〉 =

(
H0 +Hint(ϕ, 0)

)
|α(t) 〉
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であるから, 自由場で表した H(ϕ, 0) = H0 +Hint(ϕ, 0) がシュレーディンガー描像でのハミルトニ
アンになる。時刻 t0 で状態が | i 〉 のとき, 時刻 t で状態 | f 〉 を見出す確率 Pif (t) は

Pif (t0, t) =
∣∣∣〈 f | e−iH0t/ℏ V (t, t0)e

iH0t0/ℏ| i 〉
∣∣∣2

になる。

問題 13.6 ϕµ は Ai と Ȧi を含むから, ϕ = Ai とすると Φ = U†ϕU , Φ̇ = U†ϕ̇ U である。(13.47),

(13.48) 及び Φ = U †ϕU から Φ̇ = U†ϕ̇ U を導け。ϕ = ψσ の場合 Φ̇ = U†ϕ̇ U は成り立たない。

(13.46)より Hint(ϕ, t) は Hint(ϕ, t) = H1(t) +H2(t) +HC(t) , ただし

H1(t) = − q
∫
d3r j0(r, t)·A(r, t) , H2(t) =

q2

2M

∫
d3r ρ(r, t)A(r, t)2

である。場 ψ, A は自由場である。V (t, t0) は電荷 q を摂動パラメータとする摂動展開になる。qの
1次では H1 の 1次だけであるが, q の 2次では H1 の 2次と H2 + HC の 1次を扱う必要がある。
Hint(ϕ, t)を自由場の生成・消滅演算子で表す。H0 = Hψ+Hem については (13.13), (13.37)である。

ραβ(r) = u†α(r)uβ(r) , ραβ(k) =

∫
d3r eik·rραβ(r)

jαβ(r) =
iℏ
2M

((
∇u†α(r)

)
uβ(r)− u†α(r)∇uβ(r)

)
+

ℏ
2M

∇×
(
u†α(r)σuβ(r)

)
jαβ(k) =

∫
d3r eik·rjαβ(r)

とする。(13.12)より

ρ(r, t) =
∑
αβ

eiωαβtραβ(r)a
†
αaβ , j0(r, t) =

∑
αβ

eiωαβtjαβ(r)a
†
αaβ , ℏωαβ = Eα − Eβ

である。これと (13.33)から

H1(t) = −
q

L3/2

∑
αβ

∑
λ=±1

∑
k

√
ℏ

2ε0ωk

(
ei(ωαβ−ωk)tekλ ·jαβ(k) bkλa†αaβ (13.49)

+ ei(ωαβ+ωk)te∗kλ ·jαβ(−k) b
†
kλa

†
αaβ

)
(13.50)

k, λ

α

β

(13.49)

H1

k, λ
α

β

H1

(13.50)

である。(13.49)では, 荷電粒子は光子を吸収 (消滅)して状態 β から α に
遷移する。−∞ < t <∞ で時間積分すれば ei(ωαβ−ωk)t は δ(ωαβ − ωk) に
なるから Eα = Eβ + ℏωk の遷移だけ起こりエネルギー保存が成り立つ。
(13.50)では, 光子を放出 (生成)して荷電粒子は状態 β から α に遷移する。
このとき Eα = Eβ − ℏωk である。右図にファインマン図形を示す。矢印
の実線はフェルミオンの状態,波線は光子の状態を表し,下から上に向かっ
て時間が経過する。H2 は

H2(t) =
ℏq2

4Mε0L3

∑
αβ

∑
λλ′

∑
k,k′

eiωαβt

√
ωkωk′

(
e−i(ωk+ωk′ )tekλ ·ek′λ′ραβ(k + k′) bkλbk′λ′

+ ei(ωk+ωk′ )te∗kλ ·e∗k′λ′ραβ(−k − k′) b†kλb
†
k′λ′

+ 2 ei(ωk−ωk′ )te∗kλ ·ek′λ′ραβ(k
′ − k) b†kλbk′λ′

)
a†αaβ
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最後の行では
b†kλbk′λ′ + bk′λ′b

†
kλ = 2b†kλbk′λ′ + δλλ′ δkk′ =⇒ 2b†kλbk′λ′

とした。2光子の吸収・放出を伴う荷電粒子の遷移と光子・荷電粒子の散乱である。同じ過程は H1

の 2次, つまり, 前図を 2つ組み合わせても起こる。光子・荷電粒子散乱に対しては下の右図である。

k′, λ′k, λ

α

β

H2

k′, λ′k, λ
α

β

H2

k, λ

k′, λ′

α

β

H2

H2 の 1次

α

β
k′, λ′

H1

k, λH1

α

β
k′, λ′

H1
k, λ

H1

H1 の 2次

クーロンエネルギーに対応する HC は (13.42)から

HC =
1

2

∑
αβγδ

ei(ωαδ+ωβγ)t V
(c)
αβ,δγ a

†
αa

†
βaγaδ , V

(c)
αβ,δγ =

q2

4πε0

∫
d3rd3r′

ραδ(r)ρβγ(r
′)

|r − r′|
= V

(c)
βα,γδ

になる。クーロンポテンシャルにより 2粒子は散乱され, 状態 γ, δ から α, β に遷移する。

問題 13.7 2粒子系 a†1a
†
2| 0 〉 における HC の期待値が 〈 0 | a2a1HC a

†
1a

†
2 | 0 〉 = V

(c)
12,12 − V

(c)
12,21 にな

ることを示せ。V (c)
12,12 は直接積分, V

(c)
12,21 は交換積分である。

例題 双極子遷移
水素原子中の電子を考える。(13.6)の V (r) は V (r) = −αℏc/r であり q = − e である。励起状態
a†i | 0 〉 にある電子が, 光子 |k, λ 〉 = b†kλ| 0 〉 を放出してエネルギーの低い状態 a†f | 0 〉 に遷移する確
率を求める。始状態は | i 〉 = a†i | 0 〉 , 終状態は | f 〉 = b†kλa

†
f | 0 〉 であるから, 遷移確率は

Pif (t0, t) = |〈 f |V (t, t0)| i 〉|2 , V (t, t0) = 1 +
1

iℏ

∫ t

t0

dt′Hint(ϕ, t
′) + · · ·

である。q について 1次の摂動では, (13.50)だけが | i 〉 = a†i | 0 〉 → | f 〉 = b†kλa
†
f | 0 〉 の遷移を引き起

こす。t0 → −∞ , t→ +∞ とすれば

〈 f |V (t, t0)| i 〉 = −
q

iℏL3/2

∫ ∞

−∞
dt′
∑
αβ

∑
λ′=±1

∑
k′

√
ℏ

2ε0ωk′
ei(ωαβ+ωk′ )t′e∗k′λ′ ·jαβ(−k′)

ek′λ′ ·jαβ(−k′) 〈 0 | afbkλ b
†
k′λ′a

†
αaβ a

†
i | 0 〉

= − q

iℏ

√
ℏ

4πε0ωk

(2π)3/2

L3/2
e∗kλ ·jfi(−k) δ(ωfi + ωk)

j∗if (k) = jfi(−k) であるから

Pif =
q2

4πε0 ℏωk
(2π)3

L3

∣∣ekλ ·jif (k)∣∣2(δ(ωfi + ωk)
)2

(10.42)より単位時間当たりの遷移確率 pif は

pif =
1

2π

q2

4πε0 ℏωk
(2π)3

L3

∣∣ekλ ·jif (k)∣∣2δ(ωfi + ωk)
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になる。δ(ωfi + ωk) はエネルギー保存則であり ℏωk = ℏc|k| = Ei −Ef になる。k の大きさは決ま
るが, 方向は任意である。可能な状態 |k, λ 〉 について pif を足し合わせると, 単位時間当たりの全
遷移確率 Wif になる。(10.64)より k 近傍の微小領域 d3k における運動量状態の数は

L3

(2π)3
d3k =

L3

(2π)3
1

c3
dωk ω

2
kdΩk

であるから

Wif =
∑
λ=±1

1

c3
L3

(2π)3

∫
dωk ω

2
kdΩk pif =

αωif
2πc2

∑
λ=±1

∫
dΩk

∣∣ekλ ·jif (k)∣∣2
ただし α = q2/(4πε0ℏc) は微細構造定数である。Wif は仮想的な箱の大きさ L に依存しない。
jif (k)を軌道部分 j

(0)
if (k)とスピン部分 j

(σ)
if (k)に分け jif (k) = j

(0)
if (k)+j

(σ)
if (k)とする。ただし

j
(0)
if (k) =

iℏ
2M

∫
d3r eik·r

((
∇u†i (r)

)
uf (r)− u†i (r)∇uf (r)

)
j
(σ)
if (k) =

ℏ
2M

∫
d3r eik·r ∇×

(
u†i (r)σuf (r)

)
=

iℏ
2M

∫
d3r eik·ru†i (r)σ×k uf (r)

である。積分に寄与する領域を評価する。水素原子の場合 ℏωif = ℏc|k| < α2Mc2/2 である。波動
関数の広がりは (6.41)の期待値 〈 r 〉 の 2倍程度であるから, ui の主量子数を n とすると, 積分に寄
与する領域は

kr ≲ α2Mc2

2ℏc
2n2

ℏ
αMc

= αn2 ≈ n2

137

n� 10 ならば kr � 1 になり eik·r ≈ 1 としてよい。これから

j
(σ)
if (k) ≈ iℏ

2M

∫
d3r u†i (r)σ×k uf (r) =

iℏ
2M
〈ui |σ |uf 〉×k

ui と uf の軌道部分の状態が異なる場合 〈ui |σ |uf 〉 = 0 になるから j
(σ)
if (k) は無視する。

j
(0)
if (k) ≈ − iℏ

M

∫
d3r u†i (r)∇uf (r) =

1

M
〈ui |p |uf 〉 , p = − iℏ∇

[ r , h ] = iℏp/M より

j
(0)
if (k) ≈ 1

iℏ
〈ui | [ r , h ] |uf 〉 =

Ef − Ei
iℏ

〈ui | r |uf 〉 = iωif d , d = 〈ui | r |uf 〉

になる。(13.28)より∑
λ=±1

|ekλ ·d |2 =
∑
mn

∑
λ=±1

(ekλ)m(ekλ)
∗
ndmd

∗
n =

∑
mn

(
δmn −

kmkn
k2

)
dmd

∗
n

であるから

Wif =
αω3

if

2πc2

∫
dΩk

∑
λ=±1

∣∣ekλ ·d ∣∣2 =
αω3

if

2πc2

∑
mn

4π

(
δmn −

1

3
δmn

)
dmd

∗
n =

4αω3
if

3c2
d·d∗

になる。(5.30)より

r =

√
4π

3

∑
µ=0,±1

(−1)µrY1µ(θ, ϕ)e−µ , e±1 = ∓ex ± iey√
2

, e0 = ez
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と表せる。e∗µ ·eν = δµν であるから

Wif =
4αω3

if

3c2
4π

3

∑
µ

|dµ|2 , dµ = 〈ui | rY1µ |uf 〉

r はスピン状態を変えないから, 軌道部分の状態だけ考えればよい。このとき

dµ =

∫ ∞

0

dr rχniℓi(r)χnf ℓf (r)

∫
dΩ Y ∗

ℓimi
Y1µYℓfmf

, ただし u(r) =
χnℓ(r)

r
Yℓm(θ, ϕ)

である。
基底状態への遷移の場合 nf = 1, ℓf = mf = 0 より

dµ =

∫ ∞

0

dr rχniℓi(r)χ10(r)
1√
4π

∫
dΩ Y ∗

ℓimi
Y1µ =

δℓi1δmiµ√
4π

∫ ∞

0

dr rχniℓi(r)χ10(r)

したがって
Wif =

4αω3
if

9c2
I2ni
δℓi1 , In =

∫ ∞

0

dr rχn1(r)χ10(r)

1次の摂動で eik·r ≈ 1 の近似では, ℓ = 1 の状態だけが基底状態に遷移する。ℓ = 1 で最も低励起の
状態は n = 2 である。(6.37), (6.39)より

I2 =
1√
6 a4

∫ ∞

0

dr r4e−3r/(2a) =
1√
6

28

34
a , a =

ℏ
αMc

ℏωif = E2p − E1s = 3α2Mc2/8 であるから, 2p→ 1s の単位時間当たりの遷移確率は

Wif =
28

38
Mc2

ℏ
α5

(6.43)の値を代入すると Wif = 6.267×108 sec−1 である。寿命は τ = 1/Wif = 1.596 ×10−9 sec に
なり, 実験値 τexp = 1.60×10−9 sec を再現する。
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14 ブラ・ケットによる量子力学の定式化
14.1 ブラベクトルとケットベクトル
量子力学の状態はヒルベルト空間と呼ばれるベクトル空間内のベクトルである。このベクトルを

普通の 3次元ベクトルと同様に α, −→α などで表わしてもよい。しかし, 量子力学を定式化する場合,

ディラックにより導入されたブラとケットの表記法を用いた方が, 簡潔で見通しのよい方法を与え
る。状態ベクトルを |α 〉 と書く。ただし, α は複数のベクトルを区別するためのラベルである。こ
のベクトルをケットベクトル ( ket vector )という。ケットベクトルは物理状態の情報を完全に含ん
でいると仮定する。ケットベクトルからどのようにして物理情報を引き出すかは次第に明らかにな
る。また, ケットと波動関数の関係についてはこの章の最後で述べる。ここでは, |α 〉 なる抽象的な
もので量子力学の状態が記述できるということを認めればよい。
ここで次の仮定をする。
1. 任意の物理状態は 1 つのケットベクトルに対応する。状態が他の幾つかの状態の重ね合わせ
である場合, その状態に対応するケットもそれらの幾つかの状態に対応するケットの 1次結合
として表わされ, そしてこの逆も成り立つ。

2. ある状態をそれ自身と重ね合わせても, もとの状態が再び現れるにすぎない。もとの状態を表
わすケットを |α 〉 とすると, それ自身と重ね合わせた状態は

c1|α 〉+ c2|α 〉 = (c1 + c2)|α 〉 , ( c1, c2 は複素数 )

である。したがって, ケットにゼロでない任意の複素数を掛けたケットは前と同じ状態を表
わし, 物理状態はケットの大きさに依らずに方向だけで決まる。ケットにゼロをかけてできる
ケットを零ケットという。

ケットベクトル空間と対をなす別のベクトル空間が存在することを要請する。この空間のベクト
ルをブラベクトル ( bra vector )と呼ぶ。任意のケット |α 〉 に対して 〈α | と書かれる 1つのブラが
対応する。c を複素数とするとき c |α 〉 に対応するブラベクトルは c 〈α | ではなく c∗〈α | とする。
ケットとブラの関係は列ベクトルと行ベクトル

A ≡


a1

a2

a3
...

⇐⇒ A† = ( a∗1 a∗2 a∗3 · · · )

の関係に似ている。ブラとケットは別空間のベクトルであるから, |α 〉+ 〈β | は無意味である。
内積をブラベクトルとケットベクトルから作られる複素数であると定義する。ブラベクトルが
〈α |, ケットベクトルが |β 〉 のとき, 内積を 〈α |β 〉 で表わす。上の行列との対応関係で言えば

( a∗1 a∗2 a∗3 · · · )


b1

b2

b3
...

 = a∗1b1 + a∗2b2 + a∗3b3 + · · ·

を考えることに相当する。内積の基本的性質として次のことを要請する。
1. 〈α |

(
c |β 〉+ c′|β′ 〉

)
= c 〈α |β 〉+ c′〈α |β′ 〉 ,

(
c 〈β |+ c′〈β′ |

)
|α 〉 = c 〈β |α 〉+ c′〈β′ |α 〉
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2. 〈α |α 〉 は実数で
〈α |α 〉 ≥ 0 (等号は |α 〉が零ケットのときのみ )

が成り立つとする。
√
〈α |α 〉 を |α 〉 のノルムという。

3. |β 〉 = c |α 〉 とすると 〈β | = c∗〈α | であるから 〈β |α 〉 = c∗〈α |α 〉 である。〈α |α 〉 は実数で
あるから

〈β |α 〉∗ = c 〈α |α 〉 = 〈α |β 〉

になる。そこで, 一般に任意のベクトルに対して

〈α |β 〉 = 〈β |α 〉∗ (14.1)

とする。これは通常の実ベクトルの内積 a·b = b·a と異なる点である。

|α 〉 が零ケットでないとき,

|α ′〉 = 1√
〈α |α 〉

|α 〉

とすると 〈α ′|α ′〉 = 1 である。ノルムが 1 であるケットを規格化 ( normalization )されたケット
という。物理状態はケットの方向だけで決まるから, 物理状態を表わすケットとして規格化された
ケットを使う。〈α |β 〉 = 0 であるとき, 2つのベクトルは直交しているという。

14.2 演算子
量子力学では, 粒子の位置や運動量などの力学変数は, ベクトルに作用し別のベクトルを作る演算

子 ( operator )として表わされる。演算子X をケットベクトル |α 〉 に作用すると, 別のケットベク
トル |α′ 〉 になるが, これを

|α′ 〉 = X|α 〉

と書く。演算子はケットベクトルに左側から作用すると定義する。
時間反転の演算子を除くと, 演算子は線形である。つまり, cα と cβ を複素数とするとき

X
(
cα |α 〉+ cβ |β 〉

)
= cαX|α 〉+ cβ X|β 〉

が成り立つ。時間反転については次章で扱う。
ブラベクトル 〈α | とケットベクトル X|β 〉 の内積 〈α |(X|β 〉) は |β 〉 について線形であるから
〈α |

(
X|β 〉

)
= 〈α′ |β 〉 とおける。〈α′ | は 〈α | に X が作用して生じたと見なせるから

〈α′ | = 〈α |X , つまり (
〈α |X

)
|β 〉 = 〈α |

(
X|β 〉

)
(14.2)

で 〈α |X を定義する。ブラベクトルに対して, 演算子は右側から作用し, 別のブラベクトルを生成
する。線形演算子はブラ, ケットのどちらに作用しても同じであるから, 括弧を省略して 〈α |X |β 〉
でよい。X はブラベクトルに対しても線形である。
一般に積の順序は交換できない。XY = Y X が成り立つ特別な場合, X と Y は可換であると

いう。
エルミート共役 演算子 X のエルミート共役 ( Hermitian conjugate ) X† を

〈β |X†|α 〉 = 〈α |X|β 〉∗ (14.3)
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で定義する。| γ 〉 = X|β 〉 とすると

〈β |X†|α 〉 = 〈α | γ 〉∗ = 〈 γ |α 〉 , したがって 〈 γ | = 〈β |X†

であるから X|β 〉 に対応するブラは 〈β |X† であり 〈β |X ではない。X = X† であるとき, X はエ
ルミート ( Hermitian )であるという。

1. 演算子の積のエルミート共役 定義から

〈α |XY |β 〉 = 〈β |(XY )†|α 〉∗

| γ 〉 = Y |β 〉 とすると 〈 γ | = 〈β |Y † であるから

〈α |XY |β 〉 = 〈α |X| γ 〉 = 〈 γ |X†|α 〉∗ = 〈β |Y †X†|α 〉∗

したがって
(XY )

†
= Y †X† (14.4)

になる。これを n個の演算子の積に拡張するのは簡単である。
2. (14.3)から

〈β |
(
X†)† |α 〉 = 〈α |X†|β 〉∗ = 〈β |X|α 〉

つまり (
X†)† = X である。

3. ブラとケットの積 |α 〉〈β | を考える。ブラとケットに対する作用を(
|α 〉〈β |

)
| γ 〉 = |α 〉〈β | γ 〉 , 〈 γ |

(
|α 〉〈β |

)
= 〈 γ |α 〉〈β |

で定義する。|α 〉〈β | はケット | γ 〉 から |α 〉 に数 〈β | γ 〉 を掛けたケットを作る。ブラの場合
も同様である。したがって, |α 〉〈β | は演算子である。X = |α 〉〈β | とすると

〈α′ |X|β′ 〉∗ = 〈β′ |X†|α′ 〉

であるが

〈α′ |X|β′ 〉∗ = (〈α′ |α 〉〈β |β′ 〉)∗ = 〈α |α′ 〉〈β′ |β 〉 = 〈β′ |
(
|β 〉〈α |

)
|α′ 〉

より X† = |β 〉〈α |, すなわち (
|α 〉〈β |

)†
= |β 〉〈α |

である。

14.3 固有値と固有ベクトル
演算子 A が与えられたとき次の方程式を考える:

A| a 〉 = a| a 〉 (14.5)

ここで a は単なる数である。任意の |α 〉 に対して A|α 〉 が |α 〉 の定数倍になるわけではない。
(14.5)はある特別な | a 〉 について成り立つ。a を演算子 A あるいはそれに対応する力学変数の固有
値 ( eigenvalue )といい, | a 〉 を固有ケットという。また, 固有ケット | a 〉 は固有値 a に属するとい
う。(14.5)を満たす固有値 a と固有ケット | a 〉 を求めることは量子力学の基本的な問題である。
量子力学では, 通常, 演算子としてエルミート演算子 ( A† = A )を扱う。以下, エルミート演算子

を考える。エルミート演算子の次の 2つの性質は重要である。
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1. エルミート演算子の固有値は実数である。
(14.5) と 〈 a | との内積をとると 〈 a |A| a 〉 = a〈 a | a 〉 である。この両辺の複素共役をとり,

(14.1) と 〈 a | a 〉 が実数であることを使うと

a∗〈 a | a 〉 = 〈 a |A| a 〉∗ = 〈 a |A†| a 〉 = 〈 a |A| a 〉 = a〈 a | a 〉

である。したがって, a = a∗ になるから a は実数である。
2. エルミート演算子の異なる固有値に属する固有ベクトルは直交する。
A の 2つの固有値を a, a′ とする:

A| a 〉 = a| a 〉 (14.6)

A| a′ 〉 = a′| a′ 〉 (14.7)

A† = A 及び a′ が実数であることを使うと, 2番目の式から

〈 a′ |A = a′〈 a′ | (14.8)

(14.6)に 〈 a′ | を掛けると 〈 a′ |A| a 〉 = a〈 a′ | a 〉 であり, (14.8)に | a 〉 を掛けると 〈 a′ |A| a 〉 =
a′〈 a′ | a 〉 である。この 2式の差をとると

(a− a′)〈 a′ | a 〉 = 0

したがって, a 6= a′ ならば 〈 a′ | a 〉 = 0 であり, | a 〉 と | a′ 〉 は直交する。クロネッカーのデル
タ記号

δa′a =

{
1 , a′ = a のとき
0 , a′ 6= a のとき

を用いれば, 直交性は
〈 a′ | a 〉 = δa′a〈 a | a 〉

になる。固有ケットが 〈 a | a 〉 = 1 と規格化されているならば

〈 a′ | a 〉 = δa′a (14.9)

である。

物理系を数学的に表現するために, これまでいくつかの仮定を設けた。この様な理論形式が自然
を記述するには, 観測結果と数学的形式を結び付ける必要がある。そこで, 以下のような仮定を更に
設定する:

1. 力学変数 A を観測すると, 系の状態は A の様々な固有状態の中のある 1つに跳び移る。この
とき, その固有状態の固有値が A の観測値になる。どの固有状態になるかはあらかじめ分ら
ないが, ある固有値 a を得る確率は

|〈 a |α 〉|2

で与えられる。ここで, |α 〉 は観測前の系の状態ベクトルであり, | a 〉, |α 〉 は規格化されてい
るとする。

2. 観測値は常に実数であるから, 固有値は実数でなければならない。これは, 力学変数がエル
ミートであれば満たされる。そこで, 力学変数はエルミートであると仮定する。
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3. 力学変数の固有ケットの組みは完全系 ( complete system )をなす, つまり, 任意のケット |α 〉
は固有ケットだけで展開できると仮定する。

|α 〉 =
∑
a

ca| a 〉 (14.10)

である。(14.9) を使うと

〈 a |α 〉 =
∑
a′

ca′〈 a | a′ 〉 =
∑
a′

ca′δa a′ = ca (14.11)

になるから, 観測値が a である確率は |ca|2 である。任意の固有状態へ跳び移れる可能性を保
証するには, (14.10)の展開はすべての固有ケットを含まねばならない。このため, 固有ケット
の組みが完全系をなすという仮定が必要になる。

2.と 3.の条件を満たす力学変数を特に観測量とかオブザーバブル ( observable )とよぶ。

(14.11)を (14.10)に代入すると

|α 〉 =
∑
a

| a 〉〈 a |α 〉 =

(∑
a

| a 〉〈 a |

)
|α 〉

|α 〉 は任意のケットであるからエルミート演算子
∑
a

| a 〉〈 a | は恒等演算子

∑
a

| a 〉〈 a | = 1 (14.12)

である。これを完備性 ( completeness ) といい, A の固有ケットの組みが完全系であることを表わ
す。完備性を使うと, すべての確率の和は

∑
a

|〈 a |α 〉|2 =
∑
a

〈α | a 〉〈 a |α 〉 = 〈α |

(∑
a

| a 〉〈 a |

)
|α 〉 = 〈α |α 〉 = 1

になる。また, |α 〉 における A の期待値 (平均値) 〈A〉α は

〈A〉α =
∑
a

a|〈 a |α 〉|2 =
∑
a

a〈α | a 〉〈 a |α 〉 =
∑
a

〈α |A| a 〉〈 a |α 〉 = 〈α |A|α 〉 (14.13)

である。
(14.9)と (14.12)は固有ケットの組みが完全規格直交系であることを表わす。完全規格直交系をな

すケットの組みは, 普通の 3次元空間における互いに直交する 3つの単位ベクトル ei の組みと同じ
役割をする。固有ケットの規格直交性 (14.9)は, 単位ベクトル ei の規格直交性 ei ·ej = δij に対応
する。任意のベクトル A の i成分 Ai は Ai = ei ·A であるから

A =

3∑
i=1

Aiei =
∑
i

ei (ei ·A)

と展開できる。これに対応するのは

|α 〉 =
∑
a

| a 〉〈 a |α 〉

である。完全規格直交系をなす固有ケットの組は, ヒルベルト空間の基底ベクトルをなす。
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問題 14.1 2つのケットベクトル | 1 〉 , | 2 〉 が完全規格直交系をなす場合を考える。E0, λ を実数
の定数としたとき

H = E0| 1 〉〈 1 | − E0| 2 〉〈 2 |+ λ
(
| 1 〉〈 2 |+ | 2 〉〈 1 |

)
とする。

1. 演算子 H がエルミートであることを示せ。
2. | 1 〉 , | 2 〉 は完全系をなすから, H の固有ケットは c1, c2 を定数として

c1| 1 〉+ c2| 2 〉

と表わすことができる。H の固有値と固有ケットを求めよ。

14.4 行列表現
行列による表示法を明確にするため, この節だけ完全規格直交系の状態ベクトルを 1,2,· · · の番号

で指定し
αi = 〈 i |α 〉 , Xij = 〈 i |X| j 〉 , i, j = 1, 2, 3, · · ·

などと記す。| i 〉 は完全規格直交系ならば何でもよい。
量子力学は行列形式で表現できる。

α ≡


α1

α2

...

 , α† = (α∗
1 α∗

2 · · · ) , X ≡


X11 X12 · · ·
X21 X22 · · ·
...

...
. . .


とすると, 例えば

〈α |X|β 〉 =
∑
ij

〈α | i 〉〈 i |X| j 〉〈 j |β 〉 = α†Xβ

になる。また, |β 〉 = X|α 〉 は 〈 i |β 〉 = 〈 i |X|α 〉 =
∑
j

〈 i |X| j 〉〈 j |α 〉 より

βi =
∑
j

Xij αj = (Xα)i つまり β = Xα

である。したがって

演算子→行列, ケット→列ベクトル, ブラ→行ベクトル

を対応させれば, 量子力学を行列形式で定式化できる。この表現では基底ケット | i 〉 は

| 1 〉 ⇒


1

0

0
...

 , | 2 〉 ⇒


0

1

0
...

 , · · ·

に対応し, 単位ベクトルになる。
オブザーバブル A の固有ケット | a 〉 と固有値 a

A| a 〉 = a| a 〉
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を求めよう。 | a 〉 に対応する列ベクトルを a とすると

Aa = aa , Aij = 〈 i|A| j〉 (14.14)

である。A がエルミート演算子であるとき

A∗
ij = 〈 i |A| j 〉∗ = 〈 j |A†| i 〉 = 〈 j |A| i 〉 = Aji

であるから, 行列 A はエルミート行列である。(14.14)はエルミート行列の固有値問題である。し
たがって, 固有値 a は行列式

det (Aij − a δij) = 0

から求まる。

問題 14.2 問題 14.1で
| 1 〉 ⇒

(
1

0

)
, | 2 〉 ⇒

(
0

1

)
としたとき, H に対応する行列を求めよ。また, H の固有ケットを基底としたときについても求
めよ。

14.5 可換な観測量
2つの観測量 A, B が可換な場合を考える。AB −BA = 0 であるから

〈 a′ | (AB −BA) | a 〉 = (a′ − a)〈 a′ |B| a 〉 = 0

したがって,

〈 a′ |B| a 〉 = δa′a〈 a |B| a 〉

である。両辺に | a′ 〉 を掛け a′ について和をとると∑
a′

| a′ 〉〈 a′ |B| a 〉 =
∑
a′

| a′ 〉δa′a〈 a |B| a 〉 = | a 〉〈 a |B| a 〉

(14.12)を使うと
B| a 〉 = | a 〉〈 a |B| a 〉

になる。したがって, | a 〉 は A の固有ケットであると同時に, 固有値が b = 〈 a |B| a 〉 である B の
固有ケットでもある。A と B の同時固有ケットであること明確にするために | a, b 〉 と書くことに
する。

A|a, b〉 = a| a, b 〉 , B| a, b 〉 = b| a, b 〉

である。
固有値 a に属する固有ケットが 1つしかない場合, 固有ケットは | a 〉 と書けば一意に指定できる

から, | a, b 〉 の b は必要ない。しかし, 1次独立な 2つ以上の固有ケットが同じ固有値 a に属する場
合 ( 縮退 ( degeneracy ) ), 縮退した各々の固有ケットの b は一般には異なるから, b を指定すること
で縮退した固有ケットを区別できる。a と b を指定すると | a, b 〉 がただ一つに決まるとき, 規格直
交性と完備性は

〈 a, b | a′, b′ 〉 = δa a′δb b′ ,
∑
a,b

| a, b 〉〈 a, b | = 1
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になる。これは, 3つ以上の互いに可換な観測量がある場合にも一般化できる。可換な観測量の最大
の集合が分かったとする。これらの演算子 A, B, C,· · · の各々の固有値は縮退していてもよいが, 1

つの組み合わせ a, b, c, · · · を指定すると, A, B, C,· · · の同時固有ケット | a, b, c, · · · 〉 がただ 1つ決
まるとする。このとき, 規格直交性と完備性は

〈 a, b, c, · · · | a′, b′, c′, · · · 〉 = δa a′δb b′δc c′ · · · ,
∑
a,b,c,···

| a, b, c, · · · 〉〈a, b, c, · · · | = 1

である。
n個の演算子 Ai が互いに可換ではあるが, 固有値 a = (a1, · · · , an) を指定しても同時固有ケット

が一意に決まらない場合を考える。a とは独立な実変数 λ を指定すると, 同時固有ケットが一意に
決まるとする。

Ai|a, λ 〉 = ai|a, λ 〉 , 〈a, λ |a′, λ′ 〉 = δa,a′δλλ′

である。ここで, エルミート演算子

Λ =
∑
a,λ

λ |a, λ 〉〈a, λ |

を考えると
Λ|a, λ 〉 =

∑
a′,λ′

λ′ |a′, λ′ 〉〈a′, λ′ |a, λ 〉 = λ |a, λ 〉

であり |a, λ 〉 は Λ の固有ケットでもある。

AiΛ =
∑
a,λ

λai|a, λ 〉〈a, λ | =
∑
a,λ

λ |a, λ 〉〈a, λ |Ai = ΛAi

になるから, n個の Ai と Λ が可換な観測量の最大の集合である。

14.6 連続的固有値
これまで考えてきた観測量は, 固有値が離散的であると仮定してきた。しかし, 位置や運動量など

は連続的固有値をとる。ここで, 離散的固有値で得られた結果を連続的な場合に拡張する。
連続的固有値をとる観測量を Q, 固有値を q とする。固有値方程式 (14.5)は

Q| q 〉 = q| q 〉

である。ここで f(q) と g(q) を連続関数として

|α 〉 =
∫
dq f(q)| q 〉 , |β 〉 =

∫
dq g(q)| q 〉 (14.15)

を考える。積分範囲は固有値 q が存在する領域である。内積は

〈α |β 〉 =
∫
dq f∗(q)

∫
dq′ g(q′)〈 q | q′ 〉 =

∫
dq f∗(q)G(q) , G(q) =

∫
dq′ g(q′)〈 q | q′ 〉

になる。離散的固有値の場合と同様に, q′ 6= q のとき 〈 q | q′ 〉 = 0 である。したがって, 〈 q | q 〉 が有
限ならば G(q) = 0 になり, 常に 〈α |β 〉 = 0 となってしまう。〈α |β 〉 がゼロ以外の値を取りうるた
めには, 〈 q | q 〉は無限大であってしかも G(q)を有限にする程度のものでなければならない。このた
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め, 連続的固有値の場合の固有ケットの規格化は, (14.9)のクロネッカー記号の代わりにディラック
のデルタ関数を使い

〈 q | q′ 〉 = δ(q − q′) (14.16)

とする。すると G(q) = g(q) であるから

〈α |β 〉 =
∫
dq f∗(q) g(q)

となり, ゼロ以外の値になりうる。
| q 〉 が完全系であるならば, 任意のケット |α 〉 は (14.15)の様に展開できる。このとき

〈 q |α 〉 =
∫
dq′ f(q′)〈 q | q′ 〉 =

∫
dq′ f(q′)δ(q − q′) = f(q)

これから
|α 〉 =

∫
dq | q 〉f(q) =

∫
dq | q 〉〈 q |α 〉

つまり ∫
dq | q 〉〈 q | = 1 (14.17)

になる。これが連続的固有値の場合の完備性である。
連続的固有値を∆の微小な幅で離散化し qk = k∆ とする。(14.16), (14.17)は

〈 qi | qj 〉 =
δij
∆
, ∆

∑
i

| qi 〉〈 qi | = 1

になるから | qi 〉 =
√
∆ | qi 〉 とすると

〈 qi | qj 〉 = δij ,
∑
i

| qi 〉〈 qi | = 1 , |α 〉 =
∑
i

| qi 〉〈 qi |α 〉

であり，離散的固有値の場合と同じになる。Qを測定して qi を得る確率は
∣∣〈 qi |α 〉∣∣2 =

∣∣〈 qi |α 〉∣∣2∆
になる。したがって, 連続的固有値の場合, Q を観測したとき, 観測値を q と q + dq の微小区間に
見出す確率は

|〈 q |α 〉|2dq

である。完備性 (14.17)から全確率は∫
dq |〈 q |α 〉|2 =

∫
dq 〈α | q 〉〈 q |α 〉 = 〈α |

(∫
dq | q 〉〈 q |

)
|α 〉 = 〈α |α 〉 = 1

である。|α 〉 における Q の期待値 〈Q 〉α は

〈Q 〉α =

∫
dq q|〈 q |α 〉|2 =

∫
dq q〈α | q 〉〈 q |α 〉

=

∫
dq 〈α |Q| q 〉〈 q |α 〉 = 〈α |Q

(∫
dq | q 〉〈 q |

)
|α 〉

= 〈α |Q|α 〉

となり, 離散的固有値の場合の結果 (14.13)に一致する。
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14.7 位置と運動量, 波動関数
簡単のため 1次元を考える。位置演算子を x̂ とし, 運動量演算子を p̂ で表わす。ここでは演算子

と固有値を区別するため, 演算子にハットˆを付けた。x̂ と p̂ の交換関係は

[ x̂ , p̂ ] ≡ x̂p̂− p̂x̂ = iℏ (14.18)

である。位置演算子 x̂ の固有ケット |x 〉

x̂|x 〉 = x|x 〉 , 〈x |x′ 〉 = δ(x− x′) (14.19)

は完全系を作ると仮定する。x̂ は演算子であるが, x は固有値であり単なる数である。
∂x = ∂/∂x と略記する。

〈x | p̂ |x′ 〉 = − iℏ ∂xδ(x− x′) (14.20)

を示す。(14.18)より

〈x | (x̂p̂− p̂x̂) |x′ 〉 = (x− x′)〈x | p̂ |x′ 〉 = iℏ〈x |x′〉 = iℏ δ(x− x′)

2変数関数 F (x, x′) が F (x, x) = 定数 = λ のとき, F (x, x′)δ(x − x′) = λδ(x − x′) の両辺を x で微
分すると

F (x, x′)
∂δ(x− x′)

∂x
= λ

∂δ(x− x′)
∂x

− ∂F (x, x′)

∂x
δ(x− x′) (14.21)

を得る。F (x, x′) = x− x′ とすれば (x− x′) ∂xδ(x− x′) = − δ(x− x′) になるから

(x− x′)
(
〈x | p̂ |x′ 〉+ iℏ∂xδ(x− x′)

)
= 0

である。これから (14.20)になりそうだが, x δ(x) = 0 を考慮すれば f(x) を任意関数として

〈x | p̂ |x′ 〉 = − iℏ ∂xδ(x− x′) + f(x) δ(x− x′)

である。ただし p̂ はエルミート演算子であるから f(x) は実関数である。(14.19) で |x 〉 が完全に
決まるわけではない。θ(x) を任意の実関数として |x 〉θ ≡ eiθ(x)|x 〉 も (14.19)を満たす。上式より

θ〈x | p̂ |x′ 〉θ = − iℏ eiθ(x
′)−iθ(x)∂xδ(x− x′) + f(x) δ(x− x′) (14.22)

である。(14.21)で F (x, x′) = eiθ(x
′)−iθ(x) とすると λ = F (x, x) = 1 より

eiθ(x
′)−iθ(x)∂xδ(x− x′) = ∂xδ(x− x′) + i

dθ

dx
δ(x− x′)

になるから
θ〈x | p̂ |x′ 〉θ = − iℏ ∂xδ(x− x′) +

(
ℏ
dθ

dx
+ f(x)

)
δ(x− x′)

したがって
ℏ
dθ

dx
+ f(x) = 0 , つまり θ(x) = − 1

ℏ

∫
dx f(x)

とし |x 〉θ を単に |x 〉 と表せば (14.20)が成り立つ。
再度, (14.18)から

[ x̂ , p̂2 ] = p̂ [ x̂ , p̂ ] + [ x̂ , p̂ ]p̂ = 2iℏ p̂ , [ x̂ , p̂3 ] = p̂ [ x̂ , p̂2 ] + [ x̂ , p̂ ]p̂2 = 3iℏ p̂2
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同様に [ x̂ , p̂n ] = n iℏ p̂n−1 であるから, 一般に

[ x̂ , F (p̂) ] = iℏF ′(p̂) (14.23)

である。ただし F ′(x) は F (x) の導関数である。特に S(x, α) = e−iαx/ℏ とすると

[ x̂ , S(p̂, α) ] = αS(p̂, α)

これから (
x̂S(p̂, α)− S(p̂, α)x̂

)
|x 〉 = x̂S(p̂, α)|x 〉 − xS(p̂, α)|x 〉 = αS(p̂, α)|x 〉

したがって
x̂S(p̂, α)|x 〉 = (x+ α)S(p̂, α)|x 〉

S(p̂, α)|x 〉 は x̂ の固有ケットで固有値は x+ α であるから, |x 〉 の位相を適当にとれば

S(p̂, α)|x 〉 = |x+ α 〉

になる。α→ 0 のとき S(p̂, α) = 1− iαp̂/ℏ であるから

p̂ |x 〉 = iℏ lim
α→0

|x+ α 〉 − |x 〉
α

= iℏ
∂

∂x
|x 〉

したがって
〈x | p̂ |x′ 〉 = iℏ ∂x′〈x |x′ 〉 = iℏ ∂x′δ(x− x′) = − iℏ ∂xδ(x− x′)

になり (14.20)が成り立つ。

〈x | p̂2 |x′ 〉 =
∫
dy 〈x | p̂ | y 〉〈 y | p̂ |x′ 〉 = (−iℏ)2

∫
dy
(
∂xδ(x− y)

)
∂yδ(y − x′)

= (−iℏ)2∂x
∫
dy δ(x− y)∂yδ(y − x′)

= (−iℏ∂x)2 δ(x− x′)

同様にして
〈x | p̂n |x′ 〉 = (−iℏ∂x)n δ(x− x′)

になる。一般に演算子 F (p̂) に対しては

〈x |F (p̂)|x′ 〉 = F (−iℏ∂x) δ(x− x′) (14.24)

である。〈x |x′ 〉 = δ(x− x′) であるから

〈x |F (p̂)|x′ 〉 = F (−iℏ∂x) 〈x |x′ 〉

これに 〈x′ | をかけ x′ で積分すれば (14.24)は

〈x |F (p̂) = F (−iℏ∂x) 〈x | (14.25)

と表せる。したがって, 任意のケット |α 〉 に対して

〈x |F (p̂)|α 〉 = F (−iℏ∂x) 〈x |α 〉 (14.26)
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になる。一方, x̂ の関数 F (x̂) は 〈x |F (x̂) = 〈x |F (x) であるから

〈x |F (x̂)|x′ 〉 = F (x)〈x |x′ 〉 = F (x)δ(x− x′) , 〈x |F (x̂)|α 〉 = F (x)〈x |α 〉 (14.27)

になる。F (x̂) は演算子であるが, F (x) は演算子ではなく単なる数である。

波動関数による量子力学の定式化は, 基底ケットとして位置の固有ケット |x 〉 を採用した 1つの
表現である。この表現では, 運動量演算子 p̂ は − iℏ∂x で置き換わる。

1. ψα(x) = 〈x |α 〉 とおく。すなわち

|α 〉 =
∫
dx |x 〉ψα(x)

である。粒子を x と x+ dx の間に見出す確率は

|〈x |α 〉|2dx = |ψα(x)|2 dx

である。規格化は

〈α |α 〉 =
∫
dx 〈α |x 〉〈x |α 〉 =

∫
dx |ψα(x)|2 = 1

以上から分かるように ψα(x) は波動関数である。波動関数は状態 |α 〉 を位置の固有ケット
|x 〉 で展開したときの展開係数である。

2. 〈β |A|α 〉 は

〈β |A|α 〉 =
∫
dx

∫
dx′ 〈β |x 〉〈x |A|x′ 〉〈x′ |α 〉 =

∫
dx

∫
dx′ ψ∗

β(x)〈x |A|x′ 〉ψα(x′)

である。波動関数により 〈β |A|α 〉 を求めるには, 一般に非局所的な 2 点 x と x′ の関数
〈x |A|x′ 〉 が必要である。しかし, A が x̂ または p̂ の関数の場合には, (14.26)と (14.27)から

〈β |F (x̂)|α 〉 =
∫
dx〈β |x 〉〈x |F (x̂)|α 〉 =

∫
dxψ∗

β(x)F (x)ψα(x)

〈β |F (p̂)|α 〉 =
∫
dx〈β |x 〉〈x |F (p̂)|α 〉 =

∫
dxψ∗

β(x)F (−iℏ∂x)ψα(x) (14.28)

と簡単になる。
3. 時刻 t におけるケットを | t 〉 とすると, | t 〉 の時間変化は(

p̂2

2m
+ V (x̂)

)
| t 〉 = iℏ

d

dt
| t 〉 (14.29)

から求まる。ここで, m は粒子の質量, V はポテンシャルである。この式と 〈x | の内積をとる
と, (14.26)と (14.27)から(

− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(x, t) = iℏ

∂

∂t
ψ(x, t) , ψ(x, t) = 〈x | t 〉 (14.30)

になる。これはシュレーディンガーの波動方程式に他ならない。(14.28), (14.30)から分かる
ように, 基底ケットとして位置の固有ケットを用いた場合, 演算子 p̂ は −iℏ∂x に置き換わる。

4. 運動量 p̂ の固有ケット | p 〉
p̂ | p 〉 = p | p 〉 (14.31)
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の固有関数 up(x) = 〈x | p 〉 を求める。(14.26) より 〈x | p̂ | p 〉 = −iℏ ∂

∂x
〈x | p 〉 であるから,

up(x) は
−iℏ ∂

∂x
up(x) = p up(x)

の解である。したがって
up(x) = Np exp (ipx/ℏ)

になる。Np は規格化定数であり 〈 p | p′ 〉 = δ(p− p′) から決める。

〈 p | p′ 〉 =
∫
dx 〈 p |x 〉〈x | p′ 〉 = N∗

pNp′

∫
dx exp (i(p′ − p)x/ℏ) = |Np|22πℏ δ(p− p′)

であるから, Np = 1/
√
2πℏ ととればよい。結局

up(x) =
1√
2πℏ

exp (ipx/ℏ) (14.32)

である。|α 〉 を | p 〉 で展開してもよい。ψα(p) = 〈p|α 〉 とすると

ψα(p) =

∫
dx 〈 p |x 〉〈x |α 〉 =

∫
dxup(x)

∗ψα(x) =
1√
2πℏ

∫
dx exp (−ipx/ℏ)ψα(x)

同様に
ψα(x) =

∫
dp 〈x | p 〉〈 p |α 〉 = 1√

2πℏ

∫
dp exp (ipx/ℏ)ψα(p)

これらはフーリエ変換に他ならない。
5. 離散的固有値を持つ演算子 A の固有ケット | a 〉 による展開

|α 〉 =
∑
a

| a 〉〈 a |α 〉

を波動関数で表わすと

ψα(x) = 〈x |α 〉 =
∑
a

〈x | a 〉〈 a |α 〉 =
∑
a

caua(x)

ただし
ca = 〈 a |α 〉 , ua(x) = 〈x | a 〉

ua(x) は A の固有ケット | a 〉 の波動関数であり, 固有関数 ( eigenfunction )と呼ばれる。完
備性 ∑

a

| a 〉〈 a | = 1

は ∑
a

〈x | a 〉〈 a |x′ 〉 = 〈x |x′ 〉 = δ(x− x′)

であるから固有関数で表すと ∑
a

ua(x)u
∗
a(x

′) = δ(x− x′)

である。
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以上の議論は 3次元に拡張できる。基底ケットとして位置 x̂ の固有ケット |x 〉

x̂|x 〉 = x|x 〉 , x̂ = (x̂, ŷ, ẑ) , x = (x, y, z)

を用いる。規格直交性と完備性は

〈x |x′ 〉 = δ(x− x′) ,

∫
d3x |x 〉〈x | = 1

である。[ x̂i , p̂j ] = iℏ δij より

(xi − x′i)〈x | p̂j |x′ 〉 = iℏ δijδ(x− x′) , ただし δ(x) = δ(x)δ(y)δ(z)

である。見やすくするため j = 1 の場合を考えると (x− x′)〈x | p̂x |x′ 〉 = iℏ δ(x− x′) より

〈x | p̂x |x′ 〉 = − iℏ ∂δ(x− x
′)

∂x
δ(y − y′)δ(z − z′) + fx(x, y, y

′, z, z′)δ(x− x′)

である。(y − y′)〈x | p̂x |x′ 〉 = (z − z′)〈x | p̂x |x′ 〉 = 0 であるから

(y − y′)fx(x, y, y′, z, z′)δ(x− x′) = (z − z′)fx(x, y, y′, z, z′)δ(x− x′) = 0

したがって
fx(x, y, y

′, z, z′) = fx(x, y, z)δ(y − y′)δ(z − z′)

とおけるから
〈x | p̂x |x′ 〉 = − iℏ ∂xδ(x− x′) + fx(x)δ(x− x′)

になる。y成分, z成分についても同様にすれば

〈x | p̂i |x′ 〉 = − iℏ ∂iδ(x− x′) + fi(x)δ(x− x′)

である。

〈x | p̂i p̂j |x′ 〉 =
∫
d3x′′〈x | p̂i |x′′ 〉〈x′′ | p̂j |x′ 〉

=

∫
d3x′′

(
− iℏ ∂ δ(x− x′′)

∂xi
+ fi(x)δ(x− x′′)

)
×
(
− iℏ ∂ δ(x

′′ − x′)

∂x′′j
+ fj(x

′)δ(x′′ − x′)

)

= ℏ2
∂2

∂xi∂x′j
δ(x− x′)− iℏ fj(x′)

∂

∂xi
δ(x− x′)− iℏ fi(x)

∂

∂xj
δ(x− x′)

+ fi(x)fj(x)δ(x− x′)

[ p̂i , p̂j ] = 0 より(
fj(x)− fj(x′)

) ∂

∂xi
δ(x− x′)−

(
fi(x)− fi(x′)

) ∂

∂xj
δ(x− x′) = 0

である。(14.21)で F (x,x′) = fj(x)− fj(x′) とすると λ = F (x,x) = 0 より(
∂fj
∂xi
− ∂fi
∂xj

)
δ(x− x′) = 0
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になるから
∂fj
∂xi
− ∂fi
∂xj

= 0 , ∴ ∇×f(x) = 0

である。f(x) = ∇ϕ(x) とおけるから

〈x | p̂i |x′ 〉 = − iℏ ∂iδ(x− x′) + δ(x− x′) ∂iϕ(x)

になる。p̂i はエルミート演算子であるから ϕ は実数である。(14.22)と同様に |x 〉θ = eiθ(x)|x 〉 と
すれば

θ〈x | p̂i |x′ 〉θ = − iℏ eiθ(x
′)−iθ(x)∂iδ(x− x′) + δ(x− x′) ∂iϕ(x)

= − iℏ ∂iδ(x− x′) +
(
ℏ∂iθ + ∂iϕ

)
δ(x− x′)

θ = −ϕ/ℏ ととれば
θ〈x | p̂i |x′ 〉θ = − iℏ ∂iδ(x− x′)

になる。したがって, 運動量演算子 p̂ は |x 〉 を基底にとる表現では − iℏ∇ に置き換えればよい。

問題 14.3 運動量演算子 p̂ の固有ケットを | p 〉 とする。任意の状態 |α 〉 に対して

〈 p | x̂ |α 〉 = iℏ
∂〈 p |α 〉
∂p

になることを (14.32)を用いて示せ。また, (14.29)は(
p2

2m
+ V

(
iℏ
∂

∂p

))
ψ(p, t) = iℏ

∂

∂t
ψ(p, t) , ψ(p, t) = 〈 p | t 〉

になることを示せ。
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15 時間反転
15.1 反線形演算子
c1, c2 を定数とするとき

T
(
c1|a1〉+ c2|a2〉

)
= c∗1

(
T |a1〉

)
+ c∗2

(
T |a2〉

)
を満たす演算子 T を反線形演算子という。F ( | a 〉 ) = [〈 b |(T | a 〉)]∗ を | a 〉 の関数と見なすと

F
(
c1| a1 〉+ c2| a2 〉

)
=
[
c∗1〈 b |

(
T | a1 〉

)
+ c∗2〈 b |

(
T | a2 〉

)]∗
= c1F

(
| a1 〉

)
+ c2F

(
| a2 〉

)
になるから F

(
| a 〉

) は | a 〉 について線形である。したがって F
(
| a 〉

)
= 〈 b′ | a 〉 とおける。ブラに

対する線形演算子の作用 (14.2)と同様に, 〈 b′ | = 〈 b |T と定義する。つまり(
〈 b |T

)
| a 〉 =

[
〈 b |
(
T | a 〉

) ]∗
(15.1)

である。線形演算子 F の場合 (
〈 b |F

)
| a 〉 = 〈 b |

(
F | a 〉

) であるから括弧は省略できるが, 反線形演
算子では括弧は省略できない。[(

c1〈 a1 |+ c2〈 a2 |
)
T
]
| b 〉 =

[(
c1〈 a1 |+ c2〈 a2 |

)(
T | b 〉

)]∗
= c∗1

[
〈 a1 |

(
T | b 〉

)]∗
+ c∗2

[
〈 a2 |

(
T | b 〉

)]∗
=
[
c∗1
(
〈 a1 |T

)
+ c∗2

(
〈 a2 |T

)]
| b 〉

であるから, ブラに対しても T は反線形である。
2つの反線形演算子 T1, T2 の積 T1T2 を(

T1T2
)
| a 〉 = T1

(
T2| a 〉

)
で定義する。T1T2 は線形演算子であるから

〈 a |(T1T2)| b 〉 = 〈 a |
(
T1T2| b 〉

)
=
(
〈 a |T1T2

)
| b 〉

である。〈 a |(T1T2)| b 〉 における括弧を省略すると

〈 a |T1T2 | b 〉 =
(
〈a|T1

)(
T2| b 〉

)
=
[
〈a|
(
T1T2| b 〉

)]∗
とも解釈でき混乱する。括弧は省略できない。
線形演算子 P = | a 〉〈 b | と反線形演算子 T との積 (P )T を考える。括弧を省略すると

| a 〉〈 b |T |ψ 〉 = | a 〉
(
〈 b |T

)
|ψ 〉 または | a 〉〈 b |T |ψ 〉 = | a 〉〈 b |

(
T |ψ 〉

)
= | a 〉

[(
〈 b |T

)
|ψ 〉

]∗
のどちらとも解釈でき, この場合も括弧は省略できない。(P )T が 〈β | に作用する場合 〈β | a 〉〈 b |
に T が作用し, |α 〉 に作用する場合 T |α 〉 に P が作用するから

〈β |(P )T =
(
〈β | a 〉〈 b |

)
T = 〈β | a 〉∗

(
〈 b |T

)
, (P )T |α 〉 = | a 〉〈 b |

(
T |α 〉

)
(15.2)

である。これから(
〈β |(P )T

)
|α 〉 = 〈β | a 〉∗

(
〈 b |T

)
|α 〉 = 〈β | a 〉∗〈 b |

(
T |α 〉

)∗
=
[
〈β |

(
(P )T |α 〉

)]∗
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になり (15.1)が成り立つ。

エルミート共役 線形演算子 F の場合, エルミート共役 F † は 〈 a |F †| b 〉 = 〈 b |F | a 〉∗ で定義され
る線形演算子である。反線形演算子 T のエルミート共役 T † を

〈 a |
(
T †| b 〉

)
= 〈 b |

(
T | a 〉

)
(15.3)

で定義する。右辺で複素共役はとらない。|α 〉 = c1| b1 〉 + c2| b2 〉 のとき 〈α | = c∗1〈 b1 | + c∗2〈 b2 | で
あるから 〈 a |(T †|α 〉

)
= 〈α |

(
T | a 〉

) は
〈 a |
(
T †|α 〉

)
= c∗1〈 b1 |

(
T | a 〉

)
+ c∗2〈 b2 |

(
T | a 〉

)
= 〈 a |

[
c∗1
(
T †| b1 〉

)
+ c∗2

(
T †| b2 〉

)]
になり T † も反線形演算子である。|α 〉 = T | a 〉 とおくと

〈α | b 〉 = 〈 b |α 〉∗ =
[
〈 a |
(
T †| b 〉

)]∗
=
(
〈 a |T †)| b 〉

|α 〉 = T | a 〉 のとき 〈α | = 〈 a |T † になる。これは線形演算子と同じである。

反ユニタリ演算子 T が反線形演算子で

TT † = T †T = 1

であるとき, T を反ユニタリ演算子という。反ユニタリ演算子 T により反ユニタリ変換

| a 〉 = T | a 〉 , 〈 a | = 〈 a |T † , F = TFT †

が定まる。ただし, F は線形演算子である。T がユニタリ演算子ならば 〈 a1 |F | a2 〉 = 〈 a1 |F | a2 〉
であるが, 反ユニタリ演算子の場合

〈 a1 |F | a2 〉 =
(
〈 a1 |T †)(TFT †)(T | a2 〉) = [〈 a1 |(T †TFT †T | a2 〉

)]∗
= 〈 a1 |F | a2 〉∗ (15.4)

である。内積はその共役複素数に変換される。
交換関係 [x , p ] は

[x , p ] = TxT †TpT † − TpT †TxT † = T (xp− px)T † = T iℏT † = − iℏTT † = − iℏ

である。定数 c に対しては Tc T † = c∗ になることに注意する。一般に, 演算子の間の関係式は係数
を複素共役に置き換えたものになる。

15.2 反線形演算子の表現
{ | a 〉 } を完全規格直交系とする。KA を

KA| a 〉 = | a 〉 (15.5)

を満たす反線形演算子とする。これで KA の作用は完全に決まる。任意のケット |α 〉 に対しては

KA|α 〉 = KA

∑
a

| a 〉〈 a |α 〉 =
∑
a

〈 a |α 〉∗KA| a 〉 =
∑
a

〈 a |α 〉∗ | a 〉 (15.6)

である。全ての係数 〈 a |α 〉 が実数ならば KA|α 〉 = |α 〉 であるが, 一般に 〈 a |α 〉 は複素数である
から任意の |α 〉 に対して KA|α 〉 = |α 〉 は成り立たず KA 6= 1 である。
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線形演算子 K2
A は

K2
A|α 〉 = KA

∑
a

〈 a |α 〉∗ | a 〉 =
∑
a

〈 a |α 〉 | a 〉 = |α 〉 , ∴ K2
A = 1

である。更に

K†
A|α 〉 =

∑
a

| a 〉〈 a |
(
K†

A|α 〉
)
=
∑
a

| a 〉〈α |
(
KA| a 〉

)
=
∑
a

| a 〉〈α | a 〉 = KA|α 〉

になるから K†
A = KA である。K†

AKA = KAK
†
A = K2

A = 1, つまり KA は反ユニタリである。
表現 {| a 〉} における状態 |α 〉 の波動関数は ψα(a) = 〈 a |α 〉 である。一方, |α 〉 = KA|α 〉 の波動

関数は (15.6)より
ψα(a) ≡ 〈 a |

(
KA|α 〉

)
= 〈 a |α 〉∗ = ψ∗

α(a)

である。KA は表現 {| a 〉} における波動関数をその複素共役に変換する複素共役演算子である。ま
た, 線形演算子 F = KAFK

†
A の行列要素は | a 〉 = KA| a 〉 = | a 〉 と (15.4)から

〈 a |F | a′ 〉 = 〈 a |F | a′ 〉 = 〈 a |F | a′ 〉∗

であり複素共役になる。特別な場合として

KAFK
†
A =

 F , 全ての 〈 a |F | a′ 〉 が実数
− F , 全ての 〈 a |F | a′ 〉 が純虚数

(15.7)

である。
{ | a 〉 } とは別の完全規格直交系を { | b 〉 } とする。KA と同様に KB| b 〉 = | b 〉 を満たす反線形演

算子 KB を考える。任意の状態 |α 〉 に対して

KB|α 〉 = KB

∑
b

| b 〉〈 b |α 〉 =
∑
b

| b 〉〈 b |α 〉∗ =
∑
ab

| b 〉〈 b | a 〉∗〈 a |α 〉∗

である。〈 a |(KA|α 〉
)
= 〈 a |α 〉∗ 及び (15.2)より

KB|α 〉 = (U)KA|α 〉 , U =
∑
ab

| b 〉〈 b | a 〉∗〈 a |

になるからKB = (U)KA である。〈 a | b 〉がすべての a, bについて実数ならば U = 1よりKB = KA

であるが, 一般には KB 6= KA であり複素共役演算子は基底に依存する。
反線形演算子 T と複素共役演算子 K との積 F = TK は線形演算子である。T = TK2 = FK に

なるから, 任意の反線形演算子は線形演算子と K の積で表わせる。

問題 15.1 UU † = U †U = 1 , (U)KA = KA(U
†) を示せ。

15.3 時間反転 : スピン 0 の場合
ニュートン方程式

dp(t)

dt
= F (r(t)) , p(t) = m

dr(t)

dt

を考える。
r(t) = r(−t) (15.8)
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とすると ( s = − t )

p(t) = m
dr(t)

dt
= m

ds

dt

dr(s)

ds
= −p(s) = −p(−t) (15.9)

dp(t)

dt
= − dp(s)

dt
=
dp(s)

ds
= F (r(s)) = F (r(t))

したがって, 保存力が作用する場合, 時間を反転した運動 r(t) もニュートン方程式の解である。こ
れがニュートン力学での時間反転不変性である。
波動関数の時間変化はシュレーディンガー方程式

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r, t)

で決まる。古典力学と異なり r と t は独立な変数である。ψ(r, t) ≡ ψ∗(r,−t) とすると

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= iℏ

ds

dt

∂ψ∗(r, s)

∂s
= − iℏ∂ψ

∗(r, s)

∂s
=

[
iℏ
∂ψ(r, s)

∂s

]∗
であるから

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
=

[(
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r, s)

]∗
=

(
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r, t)

になり ψ(r, t) = ψ∗(r,−t) もシュレーディンガー方程式を満たす。単に t を − t にした ψ(r,−t) は
シュレーディンガー方程式を満たさない。
位置と運動量に期待値を考える。

rav(t) =

∫
d3r r|ψ(r, t)|2 , rav(t) =

∫
d3r r|ψ(r, t)|2

pav(t) = − iℏ
∫
d3r ψ∗(r, t)∇ψ(r, t) , pav(t) = − iℏ

∫
d3r ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)

とすると ψ(r, t) の定義から
rav(t) = rav(−t) (15.10)

である。また, 部分積分を使うと

pav(t) = iℏ
∫
d3r ψ∗(r,−t)∇ψ(r,−t) = −pav(−t) (15.11)

である。(15.10) と (15.11) はそれぞれニュートン力学における (15.8) と (15.9) に対応する。した
がって, 波動関数 ψ(r, t) の時間反転した状態は ψ∗(r,−t) で記述される。
位置演算子 x̂ と運動量演算子 p̂ とする。古典力学との対応関係から, 時間反転演算子 T を

T x̂T † = x̂ , T p̂T † = − p̂ , TT † = T †T = 1 (15.12)

で定義する。この変換は交換関係の符号を変えるから T は反ユニタリ演算子である。
位置演算子 x̂ の固有ケット | r 〉

x̂| r 〉 = r| r 〉

に対して
K| r 〉 = | r 〉 , KK† = K†K = 1 (15.13)
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を満たす反線形演算子を考える。位置と運動量の演算子 x̂, p̂ は

〈 r | x̂ | r′ 〉 = rδ(r − r′) =実数 , 〈 r | p̂ | r′ 〉 = − iℏ∂δ(r − r′)

∂r
=純虚数

であるから, (15.7)より
Kx̂K† = x̂ , Kp̂K† = − p̂

したがって T = K とすればよい。
ハミルトニアン H が

H =
p̂2

2m
+ V (x̂)

である場合, (15.12)より THT † = H , つまり [H , T ] = 0 を満たす。H は時間反転に関して不変で
ある。シュレーディンガー方程式

iℏ
∂

∂t
| t 〉 = H| t 〉

に反線形演算子 T を作用させると, Ti = − iT , TH = HT であるから

− iℏ ∂
∂t
T | t 〉 = HT | t 〉 , ∴ iℏ

∂

∂t
T | − t 〉 = HT | − t 〉

| t 〉 がシュレーディンガー方程式の解ならば | t 〉 ≡ T | − t 〉 も解である。波動関数で書けば

ψ(r, t) ≡ 〈 r |
(
T | − t 〉

)
=
[(
〈 r |T

)
| − t 〉

]∗
= 〈 r | − t 〉∗ = ψ∗(r,−t)

である。これは前に導いた結果である。x̂, p̂ がエルミート演算子であることと (15.12)を使うと

〈 t | x̂ | t 〉 =
[
〈− t |

(
T †x̂T | − t 〉

)]∗
= 〈− t | x̂ | − t 〉∗ = 〈− t | x̂ | − t 〉

同様にして 〈 t | p̂ | t 〉 = − 〈− t | p̂ | − t 〉 である。これらは (15.10), (15.11)である。
状態 |α 〉 が時間に依存しない場合でも |α 〉 = T |α 〉 を時間反転した状態というが, これは運動を

時間的に反転した状態を表し, 波動関数は ψα(r) = ψ∗
α(r) になる。例えば, 運動量の固有状態 |p 〉

は p̂T = −T p̂ より
p̂ |p 〉 = −p |p 〉 , |p 〉 ≡ T |p 〉

であるから, 位相因子は別にして |p 〉 = | − p 〉 であり運動量の方向が逆転する。|p 〉 の波動関数
ψp(r) は

ψp(r) =
1

(2π)3/2
exp (ip·r/ℏ)

であるから
ψp(r) = ψ∗

p(r) =
1

(2π)3/2
exp (−ip·r/ℏ) = ψ−p(r)

である。
軌道角運動量 L = x̂×p̂ は TLT † = −L であるから, L2 と T は可換であり, Lz と T は反可換で

ある。したがって, L2, Lz の同時固有状態 | ℓ, m 〉

L2| ℓ, m 〉 = ℏ2ℓ(ℓ+ 1)| ℓ, m 〉 , Lz| ℓ, m 〉 = ℏm| ℓ, m 〉

の時間反転した状態 | ℓ, m 〉 は, 位相は別にして | ℓ, −m 〉 になる。| ℓ, m 〉 の波動関数は球面調和関
数 Yℓm(θ, ϕ) であるから | ℓ, m 〉 の波動関数は Y ∗

ℓm(θ, ϕ) になる。球面調和関数の性質 (17.37)より

Y ∗
ℓm(θ, ϕ) = (−1)mYℓ,−m(θ, ϕ)
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であるから, 位相まで含めると | ℓ, m 〉 = (−1)m| ℓ, −m 〉 である。古典力学的に考えると, Lz 6= 0 の
運動は, z軸まわりの回転運動であり, これを反転した運動は Lz の符号が逆転する。
|α 〉 をハミルトニアン H の固有状態とする :

H|α 〉 = Eα|α 〉

これに T を作用すると, 固有値 Eα は実数であるから

TH|α 〉 = EαT |α 〉

H が時間反転に対して不変, つまり H と T が可換な場合

HT |α 〉 = EαT |α 〉 (15.14)

になり, T |α 〉 も H の固有状態で |α 〉 と同じ固有値である。Eα に縮退がなければ

T |α 〉 = eiθ|α 〉

である。波動関数で表せば
ψα(r) = ψ∗

α(r) = eiθψα(r)

eiθ/2ψα(r) を改めて ψα(r) とおけば ψ∗
α(r) = ψα(r) である。したがって, 時間反転に関して不変な

ハミルトニアンの固有状態で縮退がない場合には, 波動関数は実数である。

問題 15.2 |α 〉 を時間反転に関して不変なハミルトニアン H の固有状態で縮退がないとする。T
と反可換なエルミート演算子 F の期待値 〈α |F |α 〉 は 0 になることを示せ。

問題 15.3 運動量演算子の固有ケット |p 〉 に対して Kp|p 〉 = |p 〉 である複素共役演算子を考え
る。時間反転演算子 T は T = PKp になることを示せ。ここで線形演算子 P は

P x̂P † = − x̂ , P p̂P † = − p̂ , P † = P

で定義されるパリティ演算子である。ψα(p) = 〈p |α 〉 とすると, ψα(p) = ψ∗
α(−p) を示せ。|p 〉 を

基底にした波動関数では, 時間反転は単に複素共役をとるだけではない。

15.4 時間反転 : スピンが 0 でない場合
時間反転をスピン S を持つ粒子に拡張する。軌道角運動量 x̂×p̂ は

T x̂×p̂T † = − x̂×p̂

である。スピンも角運動量の一種であるから軌道角運動量と同じ変換をしなければならない。した
がって

T x̂T † = x̂ , T p̂T † = − p̂ , TST † = − S (15.15)

を満たす反線形演算子 T を求める必要がある。
x̂, S2, Sz の同時固有ケットを | r, m 〉 とする:

x̂| r, m 〉 = r| r, m 〉 , S2| r, m 〉 = s(s+ 1)| r, m 〉 , Sz| r, m 〉 = m| r, m 〉
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(15.13)と同様に複素共役演算子 K を

K| r, m 〉 = | r, m 〉 (15.16)

で定義する。S± ≡ Sx ± iSy とすると

〈m|S+|m′〉 = δmm′+1

√
s(s+ 1)−m′(m′ + 1) , 〈m|S−|m′〉 = δmm′−1

√
s(s+ 1)−m′(m′ − 1)

であるから, 行列要素 〈m |S|m′ 〉 は Sz と Sx = (S+ + S−)/2 の場合は実数, Sy = (S+ − S−)/(2i)

は純虚数になる。(15.7)から
Kx̂K† = x̂ , Kp̂K† = − p̂

KSxK
† = Sx , KSyK

† = − Sy , KSzK
† = Sz

である。スピンを持つ粒子に対しては複素共役演算子 K だけでは時間反転 (15.15) を満たさない。
ところで, 一般に, 反線形演算子 T は線形演算子 F を用いて T = FK と表せるから, (15.15)が成
り立つように F を定めよう。K2 = 1 より F = TK, F † = K†T † である。したがって, 上の K に
よる変換と (15.15)より

F x̂F † = x̂ , F p̂F † = p̂

FSxF
† = − Sx , FSyF

† = Sy , FSzF
† = − Sz

F は Sx と Sz の向きだけを変えるら, スピンについて y 軸のまわりに π 回転させる演算子をとれ
ばよい。したがって

F = η e−iπSy , |η|2 = 1

位相 η は物理的意味を持たないから適当にとればよい。以上から, スピンを持つ粒子に対する時間
反転演算子 T は

T = η e−iπSyK (15.17)

である。ただし, 反線形演算子 K は (15.16) で定義される。KiSyK = iSy に右側から K をかけ
K2 = 1 を使うと KiSy = iSyK であり K と iSy は可換である。したがって

T = η e−iπSyK = Kη∗e−iπSy , T 2 = e−2πiSy = (−1)2s

である。T 2 = (−1)2s になることは, 状態を S2, Sy の同時固有状態で展開すれば明らかである。

スピン 1/2 の場合

e−iπSy = e−iπσy/2 = cos(π/2)− iσy sin(π/2) = −iσy

であるから
T = − iσyK = −Kiσy , T 2 = cosπ − iσy sinπ = − 1

になる。T †T = TT † = 1 を使うと T † = −T である。したがって, エルミート共役の性質 (15.3)か
ら, 任意の状態 |α 〉 に対して

〈α |
(
T |α 〉

)
= 〈α |

(
T †|α 〉

)
= − 〈α |

(
T |α 〉

)
= 0

|α 〉 と T |α 〉 は直交する。
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|α 〉 をハミルトニアン H の固有状態とすると, H が時間反転に対して不変である場合, (15.14)か
ら T |α 〉 も H の固有状態である。スピン 1/2 では |α 〉 と T |α 〉 は直交し別の状態であるから, 時間
反転に対して不変な H の各固有値は少なくとも 2重に縮退し, 縮退度は必ず偶数である。これをク
ラマースの縮退という。n個のスピン 1/2粒子系の場合, k 番目の粒子のスピン演算子を S(k) とす
ると, (15.17)の Sy は全スピンの y成分

n∑
k=1

S(k)
y

に置き換わるから
T 2 =

n∏
k=1

e−2πiS(k)
y = (−1)n

である。したがって, 一般に奇数個のスピン 1/2粒子系ではクラマースの縮退が起こる。
時間反転した状態は

〈 r, m |α 〉 = −〈 r, m |
(
Kiσy|α 〉

)
= −

[(
〈 r, m |K

)
iσy|α 〉

]∗
= i 〈 r, m |σy|α 〉∗ = i

∑
m′

〈m |σy |m′ 〉∗〈 r, m′ |α 〉∗

パウリ行列の具体形を使うと
ψα(r) =

(
0 −1
1 0

)
ψ∗
α(r)

である。ここで ψ は 2成分スピノールである。

問題 15.4 ψα として (5.72)で求めた n·σ の固有値 ± 1 の固有状態を考える。時間反転した状態
ψα は n·σ の固有値 ∓ 1 の状態になることを示せ。
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16 数学的補足
16.1 レビ・チビタの記号
i, j, k を 1, 2, 3 のどれかとする。i, j, k がすべて異なる 3つの並び ijk を考える。このうち 2つ

を交換することを互換という。互換を繰り返すと, ある並び ijk から別の並び i′j′k′ が得られる。最
初の並び ijk と最後の並び i′j′k′ を与えても, 繰り返す互換の組み合わせは, 一意には決まらない。
例えば 123 から 213 を得るには 123 → 213 , 123 → 321 → 231 → 213 など, いろいろある。しか
し, 現れる互換の回数が偶数回か奇数回かは定まる。偶 (奇)数回必要な置換 ijk → i′j′k′ を偶 (奇)

置換という。3階反対称テンソル εijk を

εijk =


0 2つの添字が等しいとき

+1 ijk が 123の偶置換であるとき
−1 ijk が 123の奇置換であるとき

(16.1)

で定義する。具体的には

ε123 = ε231 = ε312 = 1 , ε132 = ε213 = ε321 = −1 , その他の εijk = 0

である。εijk をレビ・チビタ ( Levi - Civita )の記号という。
• ikj は ijk から互換を 1回行えば得られる。したがって, ijk が偶置換 (奇置換)なら ikj は奇
置換 (偶置換)であるから εijk = − εikj である。また εijk = εkij である。ijk の順番を入れ替
えるときには符号に注意する。

• 便利な関係式
3∑
k=1

εkij εkmn = δimδjn − δinδjm (16.2)

が成り立つ。i = j または m = n のとき両辺ともに 0 になり成り立つ。i 6= j かつ m 6= n の
場合, εkij εkmn 6= 0 になるには, 4個の i, j, m, n は k と異なる 2つ整数になる必要があるが,

これが可能なのは i = m, j = n または i = n, j = m だけである。したがって∑
k

εkij εkmn = δimδjn
∑
k

ε2kij + δinδjm
∑
k

εkijεkji =
(
δimδjn − δinδjm

)∑
k

ε2kij

i 6= j のとき ε2kij = 1 になる k が必ず 1つだけ存在するから (16.2)が成り立つ。
• ベクトル A の x, y, z成分をそれぞれ A1, A2, A3 とする。ベクトル積 A×B の k成分は

(A×B)k =
∑
ij

εkijAiBj (16.3)

と書ける。例えば

(A×B)1 = ε123A2B3 + ε132A3B2 = ε123A2B3 − ε123A3B2 = A2B3 −A3B2

である。

問題 16.1 (16.2), (16.3)を使い

A×(B×C) = B(C ·A)−C(A·B) , つまり
(
A×(B×C)

)
i
= BiA·C − CiA·B

(A×B)·(C×D) = (A·C)(B ·D)− (B ·C)(A·D)

を示せ。
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16.2 合成関数の高階微分
F (x) = f(g(x)) の n階微分を求める。g0 = g(x0) とする。f(g) を g = g0 でテイラー展開すると

F (x) =

∞∑
k=0

f (k)(g0)

k!

(
g(x)− g0

)k
, f (k)(g0) =

dkf(x)

dxk

∣∣∣∣
x=g0

である。これに
g(x) = g0 +

∞∑
n=1

g(n)(x0)

n!

(
∆x
)n
, ∆x = x− x0

を代入すると (16.6)を得るが, ここでは g(x) = x2 を考える。g(x)− g0 = 2x0∆x+
(
∆x
)2 より

k

n
F (x) =

∞∑
k=0

f (k)(g0)

k!

k∑
ℓ=0

k!

ℓ! (k − ℓ)!
(2x0)

k−ℓ(∆x)k+ℓ
=

∞∑
k=0

2k∑
n=k

f (k)(g0)

(n− k)! (2k − n)!
(2x0)

2k−n(∆x)n
和の順番を入れ換えると ( [n/2] = n/2を超えない最大の整数 )

F (x) =

∞∑
n=0

(
∆x
)n n∑
k=[n+1

2 ]

f (k)(g0)

(n− k)! (2k − n)!
(2x0)

2k−n , 一方 F (x) =

∞∑
n=0

F (n)(x0)

n!

(
∆x
)n

であるから

F (n)(x) =
dn

dxn
f
(
x2
)
=

n∑
k=[n+1

2 ]

n! f (k)(x2)

(n− k)! (2k − n)!
(2x)2k−n =

[n/2]∑
m=0

n! f (n−m)
(
x2
)

m! (n− 2m)!
(2x)n−2m (16.4)

になる。例えば, f(x) = e−x のとき f (k)(x) = (−1)ke−x より

dn

dxn
e−x

2

= (−1)ne−x
2
[n/2]∑
m=0

(−1)mn!
m! (n− 2m)!

(2x)n−2m (16.5)

である。

問題 16.2 一般に n ≥ 1 のとき
dn

dxn
f
(
g(x)

)
= n!

n∑
k=1

f (k)
(
g(x)

)∑
m1

· · ·
∑
mn

n∏
i=1

1

mi!

(
g(i)(x)

i!

)mi

(16.6)

を示せ。非負の整数 m1, m2, · · · , mn の和は

m1 +m2 + · · ·+mn = k , m1 + 2m2 + · · ·+ nmn = n

を満たす組合せについて行う。ただし, g(i) = 0 のとき mi = 0 である (解析概論, 練習問題 (2) )。
(16.6)から (16.4)を求めよ。

16.3 ディラックのデルタ関数
次の条件を満たす “関数” δ(x) をディラックのデルタ関数という:

δ(x) =

{
∞ , x = 0

0 , x 6= 0
,

∫ ∞

−∞
δ(x) dx = 1
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−ε ε

1

2ε

x

δε(x)

面積=1

デルタ関数の最も簡単な具体例は

δ(x) = lim
ε→+0

δε(x) , δε(x) =
θ(ε− |x|)

2ε
=

{
1/(2ε) , |x| < ε

0 , |x| > ε
(16.7)

ただし θ(x) は階段関数 (ヘビサイド関数 )

θ(x) =

{
1 , x > 0 のとき
0 , x < 0 のとき (16.8)

である。関数 f(x) に対して∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x− a) = f(a)

∫ ∞

−∞
dx δ(x− a) = f(a)

が成り立つ。x 6= a では δ(x− a) = 0 であるから, x 6= a での関数の値を f(a) で置き換えてもよい。
デルタ関数を含む積分は, −∞ から ∞ までする必要はなく, デルタ関数が発散する点を含めばよ
い。以下では積分領域が明示されていない場合は, デルタ関数の発散点を含んでいるとする。

デルタ関数の基本的性質

f(x)δ(x− a) = f(a)δ(x− a) (16.9)

δ(x) = δ(−x) (16.10)

x δ(x) = 0 (16.11)

x δ′(x) = − δ(x) (16.12)

δ(cx) =
1

|c|
δ(x) , ( c 6= 0 ) (16.13)

δ(x2 − c2) = 1

2|c|

(
δ(x− c) + δ(x+ c)

)
, ( c 6= 0 ) (16.14)

δ(g(x)) =
∑
n

1

|g′(xn)|
δ(x− xn) , ( g(xn) = 0 , g′(xn) 6= 0 ) (16.15)

である。これらの等式は, 両辺に任意の関数を掛け積分すると同じ結果を与えることを意味する。
なお, δ′(x) は δ(x) の 1階導関数である。また, (16.15)では, g(x) のすべての零点について和をと
る。g(x) と g′(x) が同時に 0 になる点 x がある場合, δ(g(x)) は意味をもたない。(16.13), (16.14)

は (16.15) の具体例である。
(16.12)は部分積分を使うと∫ ∞

−∞
dx f(x)x δ′(x) =

[
f(x)xδ(x)

]∞
−∞
−
∫ ∞

−∞
dx
(
f(x)x

)′
δ(x)

= −
∫ ∞

−∞
dx
(
f ′(x)xδ(x) + f(x) δ(x)

)
= − f(0)

になるから成り立つ。
(16.13)は t = cx とすると c > 0 のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(cx) =

1

c

∫ ∞

−∞
dt f(t/c) δ(t) =

1

c
f(0)
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c < 0 のとき∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(cx) =

1

c

∫ −∞

∞
dt f(t/c) δ(t) = − 1

c

∫ ∞

−∞
dt f(t/c) δ(t) = − 1

c
f(0)

まとめれば ∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(cx) =

1

|c|
f(0) =

1

|c|

∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(x) , ∴ δ(cx) =

1

|c|
δ(x)

である。
(16.15)

I =

∫ ∞

−∞
dx f(x) δ(g(x))

とする。g(x) 6= 0 のとき δ(g(x)) = 0 であるから ε を正の微小量として

I =
∑
n

∫ xn+ε

xn−ε
dx f(x) δ(g(x))

x = xn 近傍では cn = g′(xn) とすると g(x) = cn(x− xn) になるから

I =
∑
n

∫ xn+ε

xn−ε
dx f(x) δ( cn(x− xn) ) =

∑
n

1

|cn|

∫ xn+ε

xn−ε
dx f(x) δ(x− xn) =

∑
n

1

|cn|
f(xn)

したがって, (16.15)が成り立つ。g(x) = x2 − c2 とすれば (16.14)である。

デルタ関数の具体例
ε > 0 として

δε(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp(ikx− ε|k| ) = 1

2π

([
exp(ikx− εk)

ix− ε

]∞
0

+

[
exp(ikx+ εk)

ix+ ε

]0
−∞

)

=
i

2π

(
1

x+ iε
− 1

x− iε

)
=

1

π

ε

x2 + ε2
(16.16)

を考えると, x 6= 0 のとき δε(x)
ε→0−−−−→ 0 であり, a, b を正の定数とすると∫ b

−a
dx δε(x) =

1

π

[
tan−1 x

ε

]b
−a

ε→+0−−−−→ 1

π

(
tan−1(∞)− tan−1(−∞)

)
= 1

である。したがって, ε→ +0 の極限では δε(x) はデルタ関数 δ(x) になる:

δ(x) = lim
ε→+0

1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp(ikx− ε|k| ) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx (16.17)

これから
δ(x) = lim

R→∞

1

2π

∫ R

−R
dk eikx = lim

R→∞

sinRx

πx
(16.18)

を得る。 ∫ x

−∞
dt δ(t) =

{
1 , x > 0

0 , x < 0
= θ(x) , ∴ dθ(x)

dx
= δ(x) (16.19)

階段関数 θ(x) の導関数はデルタ関数になる。
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多変数の場合 以上は 1変数の場合であるが,多変数の場合に拡張するのは容易である。例えば 3変
数の場合, r = (x, y, z ) とするとき, デルタ関数の積により

δ(r) ≡ δ(x) δ(y) δ(z)

を定義すると ( d3r = dx dy dz )∫
d3r δ(r) =

∫
dx δ(x)

∫
dy δ(y)

∫
dz δ(z) = 1

である。F (x, y, z) を F (r) と略記すると∫
d3r F (r) δ(r − r0) = F (r0)

が成り立つ。(16.17)から
δ(r) =

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3k exp (ik·r) (16.20)

と表せる。ただし k·r = kxx+ kyy + kzz , d
3k = dkx dky dkz である。

問題 16.3 デルタ関数を (16.16)

δ(x) =
i

2π
lim
ε→+0

(
1

x+ iε
− 1

x− iε

)
で定義するとき ∫ ∞

−∞
dx δ(x− a) δ(x− b) = δ(a− b)

を複素 x平面上に積分路を拡張して示せ。

16.4 フーリエ変換
関数 F (x) は形式的に

F (x) =

∫ ∞

−∞
dy δ(x− y)F (y)

と表せる。
δ(x− y) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp (ik(x− y))

を代入すると

F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx

∫ ∞

−∞
dy e−iky F (y) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikx F̃ (k) (16.21)

ただし
F̃ (k) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikx F (x) (16.22)

F̃ (k) を F (x) のフーリエ変換, F (x) を F̃ (k) のフーリエ逆変換という。また, F (x) と F̃ (k) の相互
の変換をフーリエ変換と呼ぶこともある。本によっては

F̃ (k) =

∫ ∞

−∞
dx e−ikx F (x) , F (x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx F̃ (k) (16.23)

で定義する場合もある。
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3次元の場合には

F̃ (k) =
1

(2π)3/2

∫ ∞

−∞
d3r exp(−ik·r)F (r) , F (r) =

1

(2π)3/2

∫ ∞

−∞
d3k exp(ik·r) F̃ (k)

である。フーリエ逆変換を量子力学的に言えば, 任意の波動関数は平面波 exp(ik ·r) の重ね合わせ
で表せるということである。

例題
F (x) =

{
1 , |x| < a

0 , |x| > a

のとき
F̃ (k) =

∫ a

−a
dx e−ikx =

[
− e−ikx

ik

]a
−a

=
2 sin ak

k

である。したがって

F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikxF̃ (k) =

1

π

∫ ∞

−∞
dk eikx

sin ak

k

オイラーの公式を使うと
1

π

∫ ∞

−∞
dk

cos kx sin ak

k
= F (x) =

{
1 , |x| < a

0 , |x| > a

になる。特に x = 0 とすると ∫ ∞

−∞
dk

sin ak

k
= π , ただし a > 0 (16.24)

である。

フーリエ変換による微分方程式の解法 例として(
∇2 −m2

)
F (r) = − g δ(r) (16.25)

の解を求めてみよう。ただし, m, g は定数であり ( m > 0 )

∇2 = ∇·∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

である。F (r) をフーリエ変換して

F (r) =

∫
d3k

(2π)3
exp(ik·r) F̃ (k) (16.26)

とする。右辺で x に依存するのは exp(ikxx) の部分だけであるから
∂2

∂x2
F (r) =

∫
d3k

(2π)3
F̃ (k)

∂2

∂x2
exp(ik·r) = −

∫
d3k

(2π)3
F̃ (k) k2x exp(ik·r)

y, z についても同様にすると

∇2F (r) = −
∫

d3k

(2π)3
F̃ (k)k2 exp(ik·r) , ただし k2 = k·k = k2x + k2y + k2z

になる。デルタ関数が (16.20)で表せることに注意すると, (16.25)は∫
d3k

(2π)3
F̃ (k)

(
k2 +m2

)
exp(ik·r) = g

∫
d3k

(2π)3
exp(ik·r)
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になるから (k2 +m2)F̃ (k) = g を得る。フーリエ変換を使うと, 微分方程式は簡単な代数方程式
になる。以上から, 求める解は

F (r) =
g

(2π)3

∫
d3k

exp(ik·r)
k2 +m2

(16.27)

である。後は 3重積分を実行すればよい。r と k のなす角を θ とする k の極座標 ( k, θ, ϕ ) を考え
ると, k·r = k r cos θ であるから

F (r) =
g

(2π)3

∫ ∞

0

dk k2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ
exp(ikr cos θ)

k2 +m2

=
g

(2π)2ir

∫ ∞

0

dk k
exp(ikr)− exp(−ikr)

k2 +m2

=
g

4iπ2r

∫ ∞

−∞
dk exp(ikr)

k

k2 +m2
=

g

4π

e−mr

r
(16.28)

(16.28)の積分の求め方は後で述べる。これで (16.25)の特解が求まった。m→ 0 とすると

∇2 1

4πr
= − δ(r) , 1

4πr
=

∫
d3k

(2π)3
exp(ik·r)

k2
(16.29)

である。
2次元の場合

∇2F (r) = δ(r) , ただし ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, δ(r) = δ(x)δ(y)

を満たす F (r) を求める。フーリエ変換して

F (r) =

∫
d2k

(2π)2
exp(ik·r) F̃ (k)

とする。3次元と同様にすれば − k2F̃ (k) = 1 になるから

F (r) = −
∫

d2k

(2π)2
exp(ik·r)

k2
= − 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 2π

0

dθ
eikr cos θ

k
, r =

√
x2 + y2

F (r) は r だけの関数である。

dF

dr
= − i

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 2π

0

dθ cos θ eikr cos θ

e−εk , ε→ +0 をかけて k の積分を行うと

dF

dr
= − i

(2π)2

∫ 2π

0

dθ cos θ

[
e(ir cos θ−ε)k

ir cos θ − ε

]k=∞

k=0

=
i

(2π)2

∫ 2π

0

dθ
cos θ

ir cos θ − ε
ε→+0−−−−→ 1

2πr

になる。したがって (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log r = 2πδ(r) , r =

√
x2 + y2 (16.30)

である。
素直に微分すれば r 6= 0 のとき (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log r = 0
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になる。また, 原点を中心とする半径 a の円 C の内部を D とすると∫
D

dxdy

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log r =

∫
D

dxdy

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
ただし

Ay =
∂ log r

∂x
=

x

x2 + y2
, Ax = − ∂ log r

∂y
= − y

x2 + y2

である。ストークスの定理から∫
D

dxdy

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log r =

∮
C

(
Axdx+Aydy

)
=

1

a2

∮
C

(
− ydx+ xdy

)
C 上では x = a cosϕ, y = a sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π とおけるから∫

D

dxdy

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log r =

∫ 2π

0

dϕ = 2π

したがって, (16.30)が成り立つ。

16.5 複素積分
正則関数 複素数 z の関数 f(z) の微分係数

lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)
∆z

が存在するとき, f(z) は微分可能であるという。微分可能性は複素平面のどの方向から z に近づい
ても, 同じ極限値に収束することを要求しており, 極めて強い条件である。f(z) の実部と虚部をそ
れぞれ u(z), v(z) とする。x, y を実数として z = x+ iy で表すと

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

である。

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)
∆z

= lim
∆z→0

(
u(x+∆x, y +∆y)− u(x, y)

∆x+ i∆y
+ i

v(x+∆x, y +∆y)− v(x, y)
∆x+ i∆y

)
特に

∆y = 0 とすると f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
, ∆x = 0 とすると f ′(z) =

∂v

∂y
− i ∂u

∂y

したがって
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= − ∂u

∂y

でなければならない。これをコーシー・リーマンの微分方程式という。逆に, u, v がコーシー・リー
マンの微分方程式を満たすならば f(z) は微分可能である。
複素平面上のある領域 D 内のすべての点で微分可能であるとき, f(z) は D で正則という。f(z)

が z = z0 で微分可能でないとき, この点を f(z) の特異点という。
ガウス平面 (複素平面)上の 2点 za, zb を考える。この 2点を結ぶ曲線 C 上の点 z が, 実数の変

数 t の関数 z = z(t) で表されるとする。このとき, ( za から zb に向かう)径路 C に沿った複素関数
f(z) の積分を ∫

C

dz f(z) ≡
∫ tb

ta

dt
dz

dt
f(z(t)) , ただし za = z(ta) , zb = z(tb)
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O

で定義する。例えば, C が右図のような半径 R の半円ならば z =

Reiθ , ( 0 ≤ θ ≤ π ) であるから∫
C

dz f(z) = i R

∫ π

0

dθ eiθf(Reiθ)

である。

コーシーの定理
ガウス平面のある領域 D で関数 f(z) が正則で, この領域内の任意の閉曲線 C がその内部も含めて
D に属するとき, 積分を実部と虚部で表せば∫

C

dz f(z) =

∫
C

(
u(x, y) + iv(x, y)

)
(dx+ idy)

=

∫
C

(
u(x, y)dx− v(x, y)dy

)
+ i

∫
C

(
v(x, y)dx+ u(x, y)dy

)
閉曲線 C の内部を R とすると, グリーンの定理，あるいは, ストークスの定理より∫

C

dz f(z) = −
∫
R

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
dxdy + i

∫
R

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy

である。u, v はコーシー・リーマンの微分方程式を満たすから, 上の被積分関数は 0 になり∫
C

dz f(z) = 0

が成り立つ。これをコーシーの定理という。
C2

C1

R−R

iR

O
− im

(16.28)の積分を複素積分を用いて求める。

f(z) =
z

z2 +m2
eirz

とする。f(z) は z = ± im で発散するから, これらの点で
f(z) は正則でない。そこで, 図のような閉曲線 C を考える。
C は実軸上の区間 [−R, R ], 反時計周りの原点を中心とした半径 Rの半円 CR, 時計周りの z = im

を中心とした半径 ε の円 Cε, 半円と円を結ぶ直線 C1, C2 からなる。C1 と C2 は補助的な径路で
ある。これらは同じ線であるが, 分かりやすくするため, ずらして描いてある。C1 と C2 の積分方
向は逆であるから, 2つの積分は打ち消し合う。f(z) の 2つの特異点は閉曲線 C の外側にあるから,

f(z) を C について 1周積分すると 0 になる。∫
C

dz f(z) =

∫ R

−R
dx f(x) +

∫
CR

dz f(z) +

∫
Cε

dz f(z) = 0 (16.31)

である。CR 上では z = Reiθ = R cos θ + iR sin θ とおける。このとき

|eirz| = | exp(−rR sin θ + irR cos θ)| = exp(−rR sin θ)

であるから
|f(z)| = Re−rR sin θ

|R2ei2θ +m2|
≤ Re−rR sin θ

R2 −m2

これから ∣∣∣∣∫
CR

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ R ∫ π

0

dθ
∣∣eiRθf(Reiθ)∣∣ ≤ R2

R2 −m2

∫ π

0

dθ e−rR sin θ



16 数学的補足 406

さらに 0 ≤ θ ≤ π/2 のとき sin θ ≥ 2θ/π であるから∫ π

0

dθ e−rR sin θ = 2

∫ π/2

0

dθ e−rR sin θ ≤ 2

∫ π/2

0

dθ e−2rR θ/π =
π

rR

(
1− e−rR

)
結局 ∣∣∣∣∫

CR

dz f(z)

∣∣∣∣ ≤ π

rR

R2

R2 −m2

(
1− e−rR

)
−→ 0 ( R −→∞ )

したがって, (16.31)で R −→∞ とすると∫ ∞

−∞
dx f(x) = −

∫
Cε

dz f(z) = i

∫ 2π

0

dθ α f(im+ α) =

∫ 2π

0

dθ
im+ α

2m− iα
e−mr+irα

になる。ただし α = εeiθ である。ε −→ + 0 の極限を考えると∫ ∞

−∞
dx f(x) =

i

2
e−mr

∫ 2π

0

dθ = iπe−mr

これから (16.28)が求まる。
以上の結果は留数定理を用いれば容易に求まる。z = α が f(z) の特異点であるとき, f(z) は

f(z) =

∞∑
k=−∞

ak (z − α)k

と展開できる。z = α を中心とする半径 ε の周上を反時計まわりに一周する経路を C とすると, C

上では
z = α+ ε eiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π

とおけるから∫
C

(z − α)k dz =
∫ 2π

0

(
ε eiθ

)k
iε eiθ dθ = i εk+1

∫ 2π

0

ei(k+1)θ dθ =

{
0 , k 6= −1
2πi , k = −1

したがって ∫
C

f(z) dz = 2πi a−1 (16.32)

になる。a−1 を f(z) の α における留数といい a−1 = Res(α) で表す。(16.32)の積分路は円である
必要はない。z = α を含む任意の閉曲線 D ならばよいことは, コーシーの定理から明らかである。
また, 閉曲線 D 内に複数の特異点 α1, α2, · · · , αm がある場合は∫

D

f(z) dz = 2πi

m∑
k=1

Res(αm) (16.33)

になる。これを留数定理という。
留数を直接 f(z) を用いて表そう。ℓ を正の整数として

f(z) =

∞∑
k=−ℓ

ak (z − α)k , a−ℓ 6= 0

であるとする。

(z − α)ℓ f(z) = a−ℓ + a−ℓ+1 (z − α) + a−ℓ+2 (z − α)2 + · · ·+ a−1 (z − α)ℓ−1
+ · · ·
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であるから
dℓ−1

dzℓ−1
(z − α)ℓ f(z) = (ℓ− 1)! a−1 + ℓ! a0(z − α) + · · ·

したがって
Res(α) = a−1 =

1

(ℓ− 1)!
lim
z→α

dℓ−1

dzℓ−1
(z − α)ℓ f(z)

である。
f(z) = eirz/(z2 +m2) の場合, z = im は ℓ = 1 の特異点であるから

Res(im) = lim
z→im

(z − im)f(z) =
e−mr

2im

したがって ∫ ∞

−∞
dx f(x) = −

∫
Cε

dz f(z) = 2πi
e−mr

2im
=
πe−mr

m

を得る。この結果 ∫ ∞

−∞
dx

eirx

x2 +m2
=
πe−mr

m

の両辺を r で微分すると ∫ ∞

−∞
dx

x

x2 +m2
eirx = iπe−mr

である。これから (16.28)の積分は

F (r) =
i

4π2r

∫ ∞

−∞
dk

k

k2 +m2
eikr = − 1

4π

e−mr

r

になる。
ガウス積分 複素定数 a = reiϕ が Re a ≥ 0 の場合∫ ∞

−∞
dx e−ax

2

=

√
π

a
, ただし √

a =
√
r eiϕ/2 (16.34)

C1 C2

C4

C3 R

−R ϕ/2

を示す。Re a ≥ 0 であるから |ϕ| ≤ π/2 である。z = eiϕ/2x

とおくと

I =

∫ ∞

−∞
dx e−ax

2

= e−iϕ/2
∫
C1

dz e−rz
2

ここで C1 は複素平面上で原点を通る傾き tan(ϕ/2) の直線で
ある。図のような閉曲線 C1 + C2 + C3 + C4 を考えると ( R→∞ ), e−rz

2 は正則であるから

I1 + I2 + I3 + I4 = 0 , Ik =

∫
Ck

dz e−rz
2

C2 上では z = Reiθ/2 とおける。ただし, θ は ϕ から 0 まで変化する。したがって

I2 =
iR

2

∫ 0

ϕ

dθ exp
(
−rR2eiθ

)
これから

|I2| ≤
R

2

∫ |ϕ|

0

dθ
∣∣exp(−rR2eiθ

)∣∣ = R

2

∫ |ϕ|

0

dθ exp
(
−rR2 cos θ

)
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cos θ と直線 1 − 2θ/π の図を書けば明らかなように 0 < θ < |ϕ| ≤ π/2 では cos θ > 1 − 2θ/π にな
るから

|I2| ≤
R

2

∫ |ϕ|

0

dθ exp

(
−rR2

(
1− 2θ

π

))
=

π

4rR

[
exp

(
−
(
1− 2|ϕ|

π

)
rR2

)
− exp

(
−rR2

)]
1− 2|ϕ|/π ≥ 0 より R→∞ のとき I2 → 0 になる。同様にして I4 → 0 であるから

I1 = − I3 = −
∫ −R

R

dz e−rz
2

=

∫ R

−R
dz e−rz

2

→
√
π

r
, R→∞

したがって I = e−iϕ/2I1 は (16.34)になる。
Re a = 0 の場合 a = ik とする。k > 0 ならば ϕ = π/2 であるから∫ ∞

−∞
dx e−ikx

2

=

√
π

k
e−iπ/4 =

√
π

2k
(1− i )

実部と虚部に分ければフレネル積分∫ ∞

−∞
dx cos

(
kx2
)
=

∫ ∞

−∞
dx sin

(
kx2
)
=

√
π

2k

を得る。
(16.34)の両辺を a で n回微分すると∫ ∞

−∞
dxx2ne−ax

2

=

√
π

a

1·3 · · ·(2n− 1)

(2a)n
(16.35)

になる。
C1

C3

C2C4

−R R

b一般に, a, b を複素定数として∫ ∞

−∞
dx e−a(x+b)

2

の場合, 図のような径路について積分すると ( R→∞ )∫ ∞

−∞
dx e−a(x+b)

2

=

∫
C1

dz e−az
2

= −
∫
C2

dz e−az
2

−
∫
C3

dz e−az
2

−
∫
C4

dz e−az
2

C2 上では z = R+ iy で y は bi = Im b から 0 まで変化するから

I2 =

∫
C2

dz e−az
2

= i

∫ 0

bi

dy e−a(R+iy)2

になる。

a(R+ iy)2 = ar
(
R2 − y2

)
− 2aiRy + i

(
ai
(
R2 − y2

)
+ 2arRy

)
, ar = Re a , ai = Im ai

より ar > 0 ならば R→∞ のとき I2 → 0 になる。C4 についても同様であるから∫ ∞

−∞
dx e−a(x+b)

2

= −
∫
C2

dz e−az
2

=

∫ ∞

−∞
dx e−ax

2

=

√
π

a
, ただし Re a > 0 (16.36)

ar = 0 の場合, bi = 0 ならば上式が成り立つ。bi 6= 0 では e−a(x+b)
2 は x→∞ あるいは x→ −∞

のどちらか一方で発散する。
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16.6 鞍点法
正則な関数 f(z) = u(z) + iv(z) を考える。ある点 z0 近傍での f(z) の変化は

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · ·

であるが, f ′(z0) = |f ′(z0)|eiα , z − z0 = reiθ とおくと

f(z) = f(z0) + |f ′(z0)|rei(α+θ) + · · ·

になるから

u(z) = u(z0) + |f ′(z0)|r cos(θ + α) + · · · , v(z) = v(z0) + |f ′(z0)|r sin(θ + α) + · · ·

したがって, v が変化しない sin(θ + α) = 0 の方向に z を変化させると u は最も大きく変化する。
つまり、v(z) =一定 の曲線上では u は最も大きく変化する。
f(z) が z = z0 = x0 + iy0 で停留値になるとする。この点では df/dz = 0 より

f(z) = f(z0) +
f ′′(z0)

2
(z − z0)2 + · · · = f(z0) +

|f ′′(z0)|
2

r2ei(2θ+β) + · · ·

ただし, f ′′(z0) = |f ′′(z0)|eiβ , z − z0 = reiθ とした。これから

u(z) = u(z0) +
|f ′′(z0)|

2
r2 cos (2θ + β) + · · · , v(z) = v(z0) +

|f ′′(z0)|
2

r2 sin (2θ + β) + · · ·

A

BC
D

z0

である。θ が cos (2θ + β) > 0 を満たす方向では u(z0) は極小にな
り cos (2θ + β) < 0 の方向では極大になる。したがって, z = z0 を
通り u(z) =一定 = u(z0)の 2つの曲線を境にして,曲面 u = u(z)は
山と谷に分かれる。f ′(z0) = 0 を満たす点で u(z) は極大でも極小
でもない。図では u(z) の等高線を細い実線で示した。影をつけた
部分が谷を表す。z = z0 は曲面 u = u(z) の峠になっており, z = z0

近傍ではこの曲面は馬の鞍の形をしているので z0 を鞍点 ( saddle

point )という。曲線 v(z) = 一定 は u(z) が最も大きく変化する方
向を表すが, 特に鞍点 z = z0 を通る曲線は図に示した太い実線 C と破線 Dの 2本ある。これらの
曲線の z = z0 での接線方向は, 実線の場合 2θ + β = π , 破線では 2θ + β = 0 である。谷を通る C

上では u(z) が最も急速に減少するから, C を最急降下曲線という。
複素積分で定義される関数

F (t) =

∫
C0

dz etf(z)g(z)

の | t | → ∞ での近似式を求める。tf(z) = u(z) + iv(z) とすると

etf(z) = eu(z)
(
cos v(z) + i sin v(z)

)
である。積分路 C0 を u(z) の鞍点を通る最急降下曲線 C に変更できるとする。| t | → ∞ のとき鞍
点近傍では eu(z) は非常に鋭いピークになるだろうから, 積分を z = z0近傍でだけで近似できよう。
一般に, | t | → ∞ では cos v(z) と sin v(z) は z が変化すると激しく振動するため積分の評価は困難
であるが, 最急降下曲線上の積分では v(z) は定数である。z = z0 近傍では

tf(z) = tf(z0) +
tf ′′(z0)

2
(z − z0)2 + · · ·
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である。
tf ′′(z0) = |tf ′′(z0)|eiβ , z − z0 = reiθ

とおく。ただし, θ は z = z0 で曲線 C と接する直線の角度であり, r > 0 の方向が積分路の方向に
なるように θ をとる。上図でいえば, 積分方向が A→B と B→A では θ は π だけ異なる。最急降
下曲線 C では ei(2θ+β) = − 1 , つまり 2θ + β = (2n+ 1)π より

tf(z) = tf(z0) +
|tf ′′(z0)|

2
r2ei(2θ+β) + · · · = tf(z0)−

|tf ′′(z0)|
2

r2 + · · ·

あるいは
u(z) = u(z0)−

|tf ′′(z0)|
2

r2 + · · · , v(z) = v(z0)

になる。| t | → ∞ のとき, r = 0 近傍以外では etf(z) ≈ 0 になるから, 積分区間を −∞ < r <∞ と
し, tf(z) を上式で近似する。また, g(z) ≈ g(z0) としてよい。dz = eiθdr より

F (t) =

∫
C

dz etf(z)g(z) ≈ etf(z0)g(z0)
∫ ∞

−∞
dr eiθe−|tf ′′(z0)|r2/2 = etf(z0)+iθg(z0)

√
2π

|tf ′′(z0)|

になる。
√
tf ′′(z0) =

√
|tf ′′(z0)| eiβ/2 =

√
|tf ′′(z0)| ie−iθ+iπn より∫

C0

dz etf(z)g(z) ≈ ± i etf(z0)g(z0)

√
2π

tf ′′(z0)

とも表せる。符号は積分路 C0 と鞍点を通る積分路 C の向きで決まる。この近似法を鞍点法という。

16.7 極座標, 円柱座標, 放物線座標

x

y

z
P(x, y, z)

x′

erθ

eθ
ϕ

θ

ϕeϕ

極座標
図のような互いに直交する単位ベクトル er, eθ, eϕ を考える。
eϕ は xy 平面上にある。ベクトル r の方向が変化すると, こ
れらの単位ベクトルの方向も変化する。図から

er = ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ

eθ = ex cos θ cosϕ+ ey cos θ sinϕ− ez sin θ (16.37)

eϕ = − ex sinϕ+ ey cosϕ

である。∂x = ∂/∂x などと略記する。上式より

∂θer = eθ , ∂θeθ = − er , ∂θeϕ = 0

∂ϕer = eϕ sin θ , ∂ϕeθ = eϕ cos θ , ∂ϕeϕ = − er sin θ − eθ cos θ
(16.38)

になる。r = r er(θ, ϕ) より

dr = dr er + r der = dr er + r
(
dθ ∂θer + dϕ ∂ϕer

)
= dr er + r dθ eθ + r sin θ dϕ eϕ

である。任意の関数 F (r) の全微分は

dF = dx ∂xF + dy ∂yF + dz ∂zF = dr ∂rF + dθ ∂θF + dϕ ∂ϕF
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つまり

dr ·∇F =
(
dr er + r dθ eθ + r sin θ dϕ eϕ

)
·
(
er ∂rF +

eθ
r
∂θF +

eϕ
r sin θ

∂ϕF
)

= dr ·
(
er ∂rF +

eθ
r
∂θF +

eϕ
r sin θ

∂ϕF
)

であるから
∇ = er ∂r +

eθ
r
∂θ +

eϕ
r sin θ

∂ϕ (16.39)

になる。ラプラシアンは er, eθ, eϕ の直交性と (16.38)より

∇2 =
(
er ∂r +

eθ
r
∂θ +

eϕ
r sin θ

∂ϕ

)
·
(
er ∂r +

eθ
r
∂θ +

eϕ
r sin θ

∂ϕ

)
= ∂2r +

1

r

(
∂r +

1

r
∂2θ

)
+

1

r sin θ

(
sin θ ∂r +

cos θ

r
∂θ +

1

r sin θ
∂2ϕ

)
= ∂2r +

2

r
∂r +

1

r2

(
∂2θ + cot θ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2ϕ

)
(16.40)

である。

問題 16.4 A(r) = Ar(r)er +Aθ(r)eθ +Aϕ(r)eϕ とすると

∇·A =
1

r2
∂r(r

2Ar) +
1

r sin θ

(
∂θ(Aθ sin θ) + ∂ϕAϕ

)
(16.41)

∇×A =
er

r sin θ

(
∂θ(Aϕ sin θ)− ∂ϕAθ

)
+

eθ
r sin θ

(
∂ϕAr − sin θ ∂r(rAϕ)

)
+

eϕ
r

(
∂r(rAθ)− ∂θAr

)
(16.42)

になることを示せ。

円柱座標
x = r cos θ , y = r sin θ , あるいは r =

√
x2 + y2 , tan θ =

y

x
(16.43)

とし, x, y, z の代わりに r, θ, z を用いる。

r = xex + yey + zez = rer + zez

dr = erdr + r
der
dθ

dθ + ezdz = erdr + reθdθ + ezdz

ただし
er = ex cos θ + ey sin θ , eθ = − ex sin θ + ey cos θ (16.44)

er, eθ, ez は互いに直交する単位ベクトルである。ある関数 F (r) の全微分は

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz =

∂F

∂r
dr +

∂F

∂θ
dθ +

∂F

∂z
dz

∴ dr ·∇F =
(
erdr + reθdθ + ezdz

)
·
(
er
∂F

∂r
+ eθ

1

r

∂F

∂θ
+ ez

∂F

∂z

)
したがって

∇ = er∂r +
eθ
r
∂θ + ez∂z (16.45)
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である。der
dθ

= eθ ,
deθ
dθ

= − er より

∇2 =
(
er∂r +

eθ
r
∂θ + ez∂z

)
·
(
er∂r +

eθ
r
∂θ + ez∂z

)
= ∂2r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2θ + ∂2z (16.46)

になる。z =一定 の場合, 円柱座標は 2次元の極座標である。

問題 16.5 A(r) = Ar(r)er +Aθ(r)eθ +Az(r)ez とすると

∇·A =
1

r
∂r
(
rAr

)
+

1

r
∂θAθ + ∂zAz (16.47)

∇×A = er

(
1

r
∂θAz − ∂zAθ

)
+ eθ

(
∂zAr − ∂rAz

)
+

ez
r

(
∂r
(
rAθ

)
− ∂θAr

)
(16.48)

になることを示せ。

放物線座標
放物線座標 u, v, ϕ を

x =
√
uv cosϕ , y =

√
uv sinϕ , z =

u− v
2

, u ≥ 0 , v ≥ 0 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π (16.49)

で定義する。u, v, ϕ を x, y, z で表すと

0.1

0.1

0.5

0.5

1.0

1.0

0 1

−0.5

0

0.5

z

ρ

u = r + z , v = r − z , ϕ = tan−1 y

x

である。ρ =
√
x2 + y2 とする。u2 = ρ2 + 2z2 + 2zr より

z = − ρ2 − u2

2u
, z =

ρ2 − v2

2v

u を与えたとき z = z(ρ) を図示すると右図の実線になる。破線
は v を与えたときである。3 次元空間では, 放物線を z 軸まわ
りに回転させた放物面になる。u, v, ϕ を与えると, 実線と破線の放物線の交点から x, y, z が決ま
る。2つの放物線の交点では ρ =

√
uv である。この点における放物線の接線の傾きは, 実線の場合

dz/dρ = −
√
v/u, 破線の場合 dz/dρ =

√
u/v になるから, 実線と破線の放物線は直交する。u, v, ϕ

の 1つが一定の面 (座標面)は互いの直交するから, 放物線座標は直交曲線座標である。
ラプラシアンを放物線座標で表す。u = r(1 + cos θ), v = r(1− cos θ) より

∂r =
∂u

∂r
∂u +

∂v

∂r
∂v =

1

r

(
u∂u + v∂v

)
, ∂θ =

∂u

∂θ
∂u +

∂v

∂θ
∂v = r sin θ

(
∂v − ∂u

)
∂2r = − 1

r2
(
u∂u + v∂v

)
+

1

r2
(
u∂u + v∂v

)2
, ∂2θ = r cos θ

(
∂v − ∂u

)
+ r2 sin2 θ

(
∂v − ∂u

)2
r2 sin2 θ = uv, 2r cos θ = u− v より

r2∂2r + 2r∂r + ∂2θ + cot θ ∂θ =
(
u∂u + v∂v

)2
+ u∂u + v∂v + uv

(
∂v − ∂u

)2
+ (u− v)

(
∂v − ∂u

)
= (u∂u)

2 + (v∂v)
2 + v∂uu∂u + u∂vv∂v

=
(
u+ v

)(
∂uu∂u + ∂vv∂v

)
したがって, (16.40)は

∇2 =
4

u+ v

(
∂uu∂u + ∂vv∂v

)
+

1

uv
∂2ϕ (16.50)

になる。
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16.8 曲線座標でのラプラシアン
行列の基本的性質として, 正方行列 A = (aij) の余因子を ∆ij とすると, 行列式と逆行列は

detA =
∑
k

aik∆ik , (A−1)ij =
∆ji

detA

で与えられる。∆ik は aij を含まないから
∂

∂aij
detA =

∂

∂aij

∑
k

aik∆ik = ∆ij = (A−1)ji detA

したがって, aij が変数 t の関数のとき

∂

∂t
detA =

∑
ij

∂aij
∂t

∂

∂aij
detA = detA

∑
ij

(A−1)ji
∂aij
∂t

= detATr

(
A−1 ∂A

∂t

)
(16.51)

になる。
デカルト座標 x = x1, y = x2, z = x3 が 3つの変数 q1, q2, q3 の関数の場合を考える。qi = 一定

は一般に曲面になる。2つの平面 x2 =一定, x3 =一定 の交線が x1軸になるが, これと同様に, 2つ
の曲面 q2 =一定, q3 =一定 の交線が q1軸である。この軸は一般に曲線になる。
xi の微分と qi の微分は

∂

∂xi
=
∑
j

aij
∂

∂qj
,

∂

∂qi
=
∑
j

bij
∂

∂xj
, ただし aij =

∂qj
∂xi

, bij =
∂xj
∂qi

(16.52)

で結ばれる。

δij =
∂xj
∂xi

=
∑
k

∂qk
∂xi

∂xj
∂qk

=
∑
k

aikbkj = (AB)ij , ∴ AB = BA = I =単位行列

行列 A = (aij), B = (bij) は互いに逆行列である。積分変数を xi から qi に変換するときのヤコビ
アン detB は (16.51)より

1

detB

∂ detB

∂qk
=
∑
ij

(B−1)ij
∂bji
∂qk

=
∑
ij

aij
∂bji
∂qk

ところで
∂bji
∂qk

=
∂

∂qk

∂xi
∂qj

=
∂bki
∂qj

, ∴ 1

detB

∂ detB

∂qk
=
∑
ij

aij
∂bki
∂qj

=
∑
i

∂bki
∂xi

になる。任意関数 f(r) に対して∑
ik

∂

∂xi

(
ankbkif

)
=
∑
i

∂

∂xi

(
δnif

)
=

∂f

∂xn

である。一方∑
ik

∂

∂xi

(
ankbkif

)
=
∑
ik

(
∂bki
∂xi

ankf + bki
∂

∂xi

(
ankf

))

=
∑
k

(
1

detB

∂ detB

∂qk
ankf +

∂

∂qk

(
ankf

))
=

1

detB

∑
k

∂

∂qk

(
(detB)ankf

)
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したがって
∂

∂xn
=

1

detB

∑
k

∂

∂qk
(detB)ank

である。これと (16.52)から

∇2 =
∑
n

∂2

∂x2n
=

1

detB

∑
nkℓ

∂

∂qk
(detB)ankanℓ

∂

∂qℓ

になる。
hkℓ =

∑
n

ankanℓ =
∑
n

∂qk
∂xn

∂qℓ
∂xn

, gkℓ =
∑
n

bknbℓn =
∑
n

∂xn
∂qk

∂xn
∂qℓ

(16.53)

を定義する。これらは対称行列である。行列 A の転置行列を Ã で表すと, H = ÃA , G = BB̃ よ
り HG = GH = I であり G = (gij) と H = (hij) は互いに逆行列である。(detH)−1 = detG =

(detB)
2 になるから

∇2 =
√
detH

∑
kℓ

∂

∂qk

hkℓ√
detH

∂

∂qℓ
=

1√
detG

∑
kℓ

∂

∂qk

√
detG (G−1)kℓ

∂

∂qℓ
(16.54)

と表せる。dxi =
∑
k

bki dqk より qi と qi + dqi の 2点間の距離 ds は

(ds)2 =
∑
i

(dxi)
2 =

∑
i

∑
kℓ

bkidqk bℓidqℓ =
∑
kℓ

gkℓ dqk dqℓ

になる。G を計量テンソルという。
直交曲線座標
qi = 一定 の座標面が互いに直交する曲線座標を直交曲線座標という。qi = 一定 の曲面上の 2点を
r, r + dr とすると ( ei = xi軸の単位ベクトル )

dqi =
∑
j

∂qi
∂xj

dxj =
∑
j

aji dxj = ai ·dr = 0 , ただし ai =
∑
j

ajiej

になるから, ai は qi =一定 の曲面に直交する法線ベクトルである。したがって, 直交曲線座標であ
る条件は

i 6= j のとき ai ·aj =
∑
n

anianj = hij = 0 , つまり G, H が対角行列

である。このとき

∇2 =
√
detH

∑
k

∂

∂qk

hkk√
detH

∂

∂qk
=

1√
detG

∑
k

∂

∂qk

√
detG

gkk

∂

∂qk
(16.55)

行列式及び ds は (
detB

)2
= detG =

∏
k

gkk , (ds)2 =
∑
k

gkk(dqk)
2

になる。勾配, 発散, 回転も直交曲線座標で表せる。詳細は 物理数学 の講義ノートを見よ。
極座標
q1 = r , q2 = θ , q3 = ϕ とすれば

B =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ − r sin θ
− r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0

 , ∴ G = BB̃ =

 1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ


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あるいは
(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sin2 θ (dϕ)2

から行列 G は直ちに求まる。極座標は直交曲線座標である。
√
detG = r2 sin θ より (16.55)は

∇2 =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r
r2 sin θ

∂

∂r
+

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

∂

∂ϕ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
=

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
になる。これは (16.40)である。

問題 16.6 (16.55)より (16.46), (16.50)を求めよ。

16.9 ラグランジュの未定乗数法
例題 1

関数 F (x1, x2, x3) を条件 G(x1, x2, x3) =一定 = c のもとで停留値にする場合を考える。x1, x2, x3
は独立ではない。∂G/∂x3 6= 0 ならば, G(x1, x2, x3) = c より x3 は x1, x2 の関数 x3 = x3(x1, x2)

になる (陰関数の存在定理 )。2つの独立な変数 x1, x2 の関数

f(x1, x2) = F
(
x1, x2, x3(x1, x2)

)
の停留値を求めればよいから ∂k = ∂/∂xk と略記すると

∂f

∂x1
=
∂F

∂x1
+
∂x3
∂x1

∂F

∂x3
= ∂1F + (∂1x3)∂3F = 0 ,

∂f

∂x2
= ∂2F + (∂2x3)∂3F = 0

である。G(x1, x2, x3(x1, x2)) = c より

∂1G+ (∂1x3)∂3G = 0 , ∂2G+ (∂2x3)∂3G = 0 , ∴ ∂1x3 = − ∂1G

∂3G
, ∂2x3 = − ∂2G

∂3G

になるから
∂1F −

∂3F

∂3G
∂1G = 0 , ∂2F −

∂3F

∂3G
∂2G = 0 (16.56)

が停留値の条件である。次に, λ を任意定数として

F̃ (x1, x2, x3) = F (x1, x2, x3) + λG(x1, x2, x3) (16.57)

の停留値を求める。ただし, 条件 G(x1, x2, x3) = c は考慮せず x1, x2, x3 は独立とする。停留値の
条件は

∂kF̃ = ∂kF + λ∂kG = 0 , k = 1, 2, 3

k = 3 より λ = − ∂3F/∂3G であるから k = 1, 2 の条件は (16.56)になる。したがって, F (x1, x2, x3)

を条件 G(x1, x2, x3) = c のもとで停留値にする問題は, x1, x2, x3 を独立変数として (16.57)の停留
値を求めはよい。これをラグランジュの未定乗数 (係数)法という。
一般に, n個の変数の関数 F (x1, · · · , xn) を条件 Gi(x1, · · · , xn) =一定 = ci , i = 1, 2, · · · , m < n

のもとで停留値にする場合, λi を未定乗数として

F̃ (x1, · · · , xn) = F (x1, · · · , xn) +
m∑
i=1

λiGi(x1, · · · , xn)
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とし ∂1F̃ = · · · = ∂nF̃ = 0 である。

例題 2

関数 x(t) の関数 F (x(t), ẋ(t), t) , G(x(t), ẋ(t), t) を考える。条件

x(a) =一定 = xa , x(b) =一定 = xb ,

∫ b

a

dtG(x(t), ẋ(t), t) =一定 = c (16.58)

のもとで
IF =

∫ b

a

dt F (x(t), ẋ(t), t)

を停留値にする x(t) を求める。a ≤ x ≤ b を n個の等分割すると ∆t = (b− a)/n として

IF =

n∑
k=0

F (xk, ẋk, tk)∆t , tk = a+ k∆t , xk = x(tk)

と表せるから IF は x1, x2, · · · , xn−1 の関数である。したがって λ を未定乗数として

ĨF =

n∑
k=0

F (xk, ẋk, tk)∆t+ λ

n∑
k=0

G(xk, ẋk, tk)∆t

を停留値にすればよい。積分で表すと

ĨF =

∫ b

a

dt F̃ (x(t), ẋ(t), t) , F̃ (x(t), ẋ(t), t) = F (x(t), ẋ(t), t) + λG(x(t), ẋ(t), t)

である。x(t) を微小変化 x(t) + δx(t) させると

δF̃ = F̃ (x+ δx, ẋ+ δẋ, t)− F̃ (x, ẋ, t) = ∂F̃

∂x
δx+

∂F̃

∂ẋ
δẋ

になるから
δĨF =

∫ b

a

dt δF̃ =

∫ b

a

dt

(
∂F̃

∂x
δx+

∂F̃

∂ẋ
δẋ

)
δẋ = d δx/dt より部分積分すると∫ b

a

dt
∂F̃

∂ẋ
δẋ =

[
∂F̃

∂ẋ
δx

]t=b
t=a

−
∫ b

a

dt δx
d

dt

∂F̃

∂ẋ

x(a) =一定, x(b) =一定 より δx(a) = δx(b) = 0 になるから

δĨF =

∫ b

a

dt δF̃ =

∫ b

a

dt δx(t)

(
∂F̃

∂x
− d

dt

∂F̃

∂ẋ

)

停留値 δĨF = 0 であるためには

∂F̃

∂x
− d

dt

∂F̃

∂ẋ
= 0 , F̃ = F (x(t), ẋ(t), t) + λG(x(t), ẋ(t), t)

これはオイラー・ラグランジュ方程式であるが, この方程式から x = x(t) が求まる。x に含まれる
λ と任意定数は束縛条件 (16.58)を満たすように決める。
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16.10 汎関数微分
1変数の関数 f(x) を考えるが, 多変数の関数 f(x1, x2, · · · ) の場合に拡張するのは容易である。関

数 f(x) は変数 x に値 f を対応させるが, 関数 f(x) に値 F を対応させるものを汎関数という。定
積分 ∫ b

a
dx f(x) は汎関数の最も簡単な例である。汎関数は特定の x における値 f(x) に依存するの

ではなく関数 f(x) 全体に依存する。汎関数は [ ] に関数名を入れて F [ f ] などで表す。
x の区間を微小間隔 ∆x で分割し i番目の点を xi とする。fi = f(xi) とおくと汎関数 F [ f ] はす

べての fi に依存する多変数の関数 F ( · · · , fi, fi+1, · · · ) と見なせる。f(x) を f(x) + η(x) に変化さ
せたとき, テイラー展開すれば

F [ f + η ] = F ( · · · , fi + ηi, · · · ) = F [ f ] +
∑
i

∂F

∂fi
ηi +

1

2

∑
ij

∂2F

∂fi∂fj
ηiηj + · · ·

= F [ f ] +
∑
i

K
(1)
i ηi∆x+

1

2

∑
ij

K
(2)
ij ηiηj∆x∆x+ · · ·

ただし
K

(1)
i =

1

∆x

∂F

∂fi
, K

(2)
ij =

1

(∆x)2
∂2F

∂fi∂fj

∆x→ 0 とすると和は積分に置き変わるから x = xi , y = xj として

F [ f + η ] = F [ f ] +

∫
dxK(1)(x)η(x) +

1

2

∫
dx dyK(2)(x, y)η(x)η(y) + · · ·

になる。K(1), K(2) を

K(1)(x) =
δF

δf(x)
= lim
∆x→0

1

∆x

∂F

∂fi
, K(2)(x, y) =

δ2F

δf(x) δf(y)
= lim
∆x→0

1

(∆x)2
∂2F

∂fi∂fj

と書き F [ f ] の f に関する汎関数微分という。汎関数微分は関数 f 全体に依存するだけではなく x

または y にも依存する。一般には

F [ f + η ] =

∞∑
n=0

1

n!

∫
dx1dx2 · · · dxn

δnF

δf(x1) δf(x2) · · · δf(xn)
η(x1)η(x2) · · · η(xn)

により n階の汎関数微分を定義する。
f(x) の関数 F と g(x) の積分

G[ f, g ] =

∫ b

a

dx g(x)F
(
f(x)

)
=
∑
k

gkF
(
fk
)
∆x

の場合
1

∆x

∂G

∂fi
= giF

′(fi) ,
1

(∆x)2
∂2G

∂fi ∂fj
= giF

′′(fi)
δij
∆x

になるから a < x, y < b のとき
δG

δf(x)
= g(x)F ′(f(x)) , δ2G

δf(x) δf(y)
= g(x)F ′′(f(x)) δ(x− y)

特に g(x) = δ(x− y) , F (f) = f とすれば∫ ∞

−∞
dx g(x)F

(
f(x)

)
=

∫ ∞

−∞
dx δ(x− y)f(x) = f(y) , ∴ δf(y)

δf(x)
= δ(x− y)
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である。
δG

δg(x)
=

∫ b

a

dy
δg(y)

δg(x)
F
(
f(y)

)
= F

(
f(x)

)
,

δ2G

δg(x) δg(y)
= 0

になる。
x(t), ẋ = dx/dt の関数 L(t) = L

(
x(t), ẋ(t)

) に対して
S[x ] =

∫ b

a

dtL
(
x(t), ẋ(t)

)
の汎関数微分は a < t < b のとき

δS

δx(t)
=

∫ b

a

ds

(
∂L(s)

∂x(s)

δx(s)

δx(t)
+
∂L(s)

∂ẋ(s))

δẋ(s)

δx(t)

)

=

∫ b

a

ds

(
∂L(s)

∂x(s)
δ(s− t) + ∂L(s)

∂ẋ(s)

d

ds
δ(s− t)

)
=
∂L(t)

∂x(t)
− d

dt

∂L(t)

∂ẋ(t)

である。

問題 16.7

F [ f ] = exp

(
1

2

∫
dx

∫
dy f(x)D(x, y)f(y)

)
, ただし D(x, y) = D(y, x)

の場合
δF

δf(x)
= F [ f ]

∫
dy D(x, y)f(y) ,

δ2F

δf(x) δf(y)

∣∣∣∣
f=0

= D(x, y)

を示せ。
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17 特殊関数
17.1 エルミート多項式
定義

Hn(q) ≡ (−1)neq
2 dn

dqn
e−q

2

=

[n/2]∑
k=0

(−1)k n!
k! (n− 2k)!

(2q)n−2k (17.1)

2番目の等式は (16.5)である。具体的には

H0(q) = 1 , H1(q) = 2q , H2(q) = 4q2 − 2 , H3(q) = 8q3 − 12q (17.2)

である。H2m(0) に寄与するのは k = m だけであるから

H2m(0) = (−1)m (2m)!

m!
= (− 2)m(2m− 1)!! , H2m+1(0) = 0 (17.3)

になる。

漸化式 ライプニッツの公式より
dn

dqn
qf(q) = q

dnf

dqn
+ n

dn−1f

dqn−1

であるから
dn+1

dqn+1
e−q

2

= − 2
dn

dqn
qe−q

2

= − 2

(
q
dn

dqn
e−q

2

+ n
dn−1

dqn−1
e−q

2

)
これに (−1)n+1eq

2 をかければ

Hn+1(q) = 2qHn(q)− 2nHn−1(q) (17.4)

Hn の定義から
dHn

dq
= (−1)n d

dq

(
eq

2 dn

dqn
e−q

2

)
= (−1)n

(
2q eq

2 dn

dqn
e−q

2

+ eq
2 dn+1

dqn+1
e−q

2

)
したがって

dHn

dq
= 2qHn(q)−Hn+1(q) = 2nHn−1(q) (17.5)

である。

微分方程式 (17.5)から

d2Hn

dq2
=

d

dq

(
2qHn −Hn+1

)
= 2Hn + 2q

dHn

dq
− dHn+1

dq
= 2Hn + 2q

dHn

dq
− 2(n+ 1)Hn

したがって (
d2

dq2
− 2q

d

dq
+ 2n

)
Hn = 0 (17.6)

あるいは (
d

dq
e−q

2 d

dq
+ 2ne−q

2

)
Hn = 0 (17.7)

である。
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母関数 f(q) = e−q
2 とすると Hn(q) = (−1)neq2f (n)(q) であるから, テイラー展開

f(q + t) =

∞∑
n=0

f (n)(q)

n!
tn

に注意すると
∞∑
n=0

Hn(q)

n!
tn = eq

2
∞∑
n=0

f (n)(q)

n!
(−t)n = eq

2

f(q − t) , ∴
∞∑
n=0

Hn(q)

n!
tn = e−t

2+2tq (17.8)

である。(4.25)から
∞∑
n=0

φn(q)√
n!

tn =

√
α

π1/2
e−q

2/2
∞∑
n=0

Hn(q)

n!

(
t√
2

)n
=

√
α

π1/2
e−(q2+t2)/2+

√
2 tq (17.9)

になる。

直交性
I(n, n′) =

∫ ∞

−∞
dq e−q

2

Hn(q)Hn′(q)

とする。n ≥ n′ としても一般性を失わない。Hn を定義式で書き直すと

I(n, n′) = (−1)n
∫ ∞

−∞
dq
dne−q

2

dqn
Hn′(q) = (−1)n

[
dn−1e−q

2

dqn−1
Hn′

]∞
−∞

− (−1)n
∫ ∞

−∞
dq
dn−1e−q

2

dqn−1

dHn′

dq

= (−1)n+1

∫ ∞

−∞
dq
dn−1e−q

2

dqn−1

dHn′

dq

ただし, 部分積分を行い
dke−q

2

dqk
= qの多項式× e−q2 q→±∞−−−−−→ 0

を使った。部分積分を繰り返し Hn′ に (17.1)のベキ展開を代入すると

I(n, n′) =

∫ ∞

−∞
dq e−q

2 dnHn′

dqn
=

∫ ∞

−∞
dq e−q

2 dn

dqn

(
(2q)n

′
− n′(n′ − 1)(2q)n

′−2 + · · ·
)

=


0 , n > n′

2n n!

∫ ∞

−∞
dq e−q

2

= 2n n!
√
π , n′ = n

になり ∫ ∞

−∞
dq e−q

2

Hn(q)Hn′(q) =
√
π n! 2nδnn′ (17.10)

である。これから固有関数 (4.25)の規格直交性∫ ∞

−∞
dxφn(x)φn′(x) = δnn′

を導ける。なお, 母関数 (17.8)を用いれば
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn(q)

n!

Hm(q)

m!
tnsm = e−t

2+2tq−s2+2sq
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である。これに e−q
2 をかけて積分すると

∞∑
n=0

∞∑
m=0

tnsm

n!m!

∫ ∞

−∞
dq e−q

2

Hn(q)Hm(q) =

∫ ∞

−∞
dq exp

(
2ts− (q − s− t)2

)
=
√
π e2ts (17.11)

e2ts をテイラー展開すれば
∞∑
n=0

∞∑
m=0

tnsm

n!m!

∫ ∞

−∞
dq e−q

2

Hn(q)Hm(q) =
√
π

∞∑
n=0

2ntnsn

n!

両辺の tnsm の係数を比較すれば (17.10)を得る。

問題 17.1 (17.7)に Hn′(x) をかけた式と n と n′ を入れ換えた式の差を積分することで n 6= n′ の
とき I(n, n′) = 0 を示せ。

問題 17.2 母関数 (17.8)を用いて ∫ ∞

−∞
dq q2e−q

2

Hn(q)Hn′(q)

を求めよ。この結果から 〈n′ |x2 |n 〉 を求め (4.28)と比較せよ。

17.2 ルジャンドル多項式
定義
ルジャンドル ( Legendre )陪関数

Pmℓ (x) =
1

2ℓℓ!
(1− x2)m/2 d

ℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ , ただし − ℓ ≤ m ≤ ℓ , |x| ≤ 1 (17.12)

Pmℓ (x) は (1− x2)m/2 と ℓ−m次の多項式の積である。m = 0 のとき単に Pℓ(x) と書く。Pℓ(x) は
ℓ次の多項式でルジャンドル多項式という。m ≥ 0 のとき

Pmℓ (x) = (1− x2)m/2 d
m

dxm
Pℓ(x)

である。定義より
Pmℓ (−x) = (−1)ℓ+mPmℓ (x) (17.13)

また

P ℓℓ (x) =
(2ℓ)!

2ℓℓ!
(1− x2)ℓ/2 = (2ℓ− 1)!! (1− x2)ℓ/2 , P ℓℓ+1(x) = (2ℓ+ 1)xP ℓℓ (x) (17.14)

具体形は
P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =

3x2 − 1

2
, P3(x) =

5x3 − 3x

2

対称性 P−m
ℓ (x) は

P−m
ℓ (x) =

(−1)m

2ℓℓ!
(1− x2)m/2F (x) , F (x) = (x2 − 1)−m

dℓ−m

dxℓ−m
(x2 − 1)ℓ
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と表せる。u = x− 1 , v = x+ 1 とし, ライプニッツの公式を用いると

F (x) = u−mv−m
dℓ−m

dxℓ−m
uℓvℓ = u−mv−m

ℓ−m∑
k=0

(ℓ−m)!

k! (ℓ−m− k)!
dkuℓ

dxk
dℓ−m−kvℓ

dxℓ−m−k

=
∑
k

(ℓ−m)!

k! (ℓ−m− k)!
ℓ!

(ℓ− k)!
ℓ!

(k +m)!
uℓ−k−mvk

k についての和は全ての階乗が負にならない範囲で行う。n = k +m とおくと

F (x) =
∑
n

(ℓ−m)!

(n−m)! (ℓ− n)!
ℓ!

(ℓ+m− n)!
ℓ!

n!
uℓ−nvn−m

同様に, ライプニッツの公式を用いると
dℓ+m

dxℓ+m
uℓvℓ =

∑
k

(ℓ+m)!

k! (ℓ+m− k)!
ℓ!

(ℓ− k)!
ℓ!

(k −m)!
uℓ−kvk−m =

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
F (x)

になるから
P−m
ℓ (x) = (−1)m (ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pmℓ (x) (17.15)

ベキ展開 (
x2 − 1

)ℓ を二項定理で展開すると
1

2ℓℓ!

dℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ =

1

2ℓℓ!

ℓ∑
k=0

(−1)kℓ!
k! (ℓ− k)!

dℓ+m

dxℓ+m
x2ℓ−2k

=
∑
k

(−1)k(2ℓ− 2k)!

2ℓk! (ℓ− k)! (ℓ−m− 2k)!
xℓ−m−2k

k についての和は全ての階乗が非負の範囲で行う。m = 0 とすれば

Pℓ(x) =

[ℓ/2]∑
k=0

(−1)k(2ℓ− 2k)!

2ℓk! (ℓ− k)! (ℓ− 2k)!
xℓ−2k (17.16)

x = 0 での値は

Pmℓ (0) =


(−1)(ℓ−m)/2 (ℓ+m)!

2ℓ
(
(ℓ−m)/2

)
!
(
(ℓ+m)/2

)
!

ℓ−m が偶数

0 ℓ−m が奇数
(17.17)

になる。
x = 1− 2u とし二項定理を用いると

1

2ℓℓ!

dℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ =

(−1)ℓ+m

2mℓ!

dℓ+m

duℓ+m
uℓ(u− 1)ℓ =

1

2m

ℓ∑
k=0

(−1)k+m

k! (ℓ− k)!
dℓ+m

duℓ+m
uℓ+k

=
1

2m

∑
k

(−1)k+m(ℓ+ k)!

k! (k −m)! (ℓ− k)!
uk−m (17.18)

m ≥ 0 のとき k ≥ m , m ≤ 0 のとき k ≥ 0 であるから

Pmℓ (x) =


um/2(1− u)m/2 (ℓ+m)!

m! (ℓ−m)!

(
1− (ℓ+ 1 +m)(ℓ−m)

m+ 1
u+ · · ·

)
, m ≥ 0

u−m/2(1− u)m/2 (−1)
m

(−m)!

(
1 +

ℓ(ℓ+ 1)

m− 1
u+ · · ·

)
, m ≤ 0

(17.19)
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したがって x = 1 ( u = 0 )とすると

Pℓ(1) = 1 , Pℓ(−1) = (−1)ℓ , Pmℓ (± 1) = 0 ( m 6= 0 ) , P ′
ℓ(1) =

ℓ(ℓ+ 1)

2
(17.20)

母関数 1/
√
1− x のマクローリン展開を用いれば

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
n=0

(2n)!

(2nn!)2
(
2xt− t2

)n
(
2xt− t2

)n に二項定理を用いると
1√

1− 2xt+ t2
=

∞∑
n=0

(2n)!

(2nn!)2

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
(2xt)n−k(−t2)k

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k(2n)!
2n+kn! k! (n− k)!

xn−k tn+k =

∞∑
ℓ=0

[ℓ/2]∑
k=0

(−1)k(2ℓ− 2k)!

2ℓ(ℓ− k)! k! (ℓ− 2k)!
xℓ−2k tℓ

したがって
1√

1− 2xt+ t2
=

∞∑
ℓ=0

Pℓ(x) t
ℓ (17.21)

である。これを x について m回微分すると
(2m− 1)!! (1− x2)m/2

(1− 2xt+ t2)m+1/2
=

∞∑
ℓ=m

tℓ−mPmℓ (x) , ただし m ≥ 0 (17.22)

になる。(17.21), (17.22)は, 一般に複素数 x, t に対して | t | < min
∣∣x±√x2 − 1

∣∣ であれば成立す
る。x が実数で |x| ≤ 1 の場合 | t | < 1 である。

漸化式 (17.22)を t で微分すると

(2m− 1)!! (1− x2)m/2 (2m+ 1)(x− t)
(1− 2xt+ t2)m+3/2

=

∞∑
ℓ=m

(ℓ−m)tℓ−m−1Pmℓ (x) (17.23)

1− 2xt+ t2 をかけ左辺に (17.22)を代入すると
∞∑
ℓ=m

(
(2m+ 1)(x− t)tℓ−mPmℓ (x)− (ℓ−m)tℓ−m−1(1− 2xt+ t2)Pmℓ (x)

)
= 0

整理すれば
∞∑
ℓ=m

(
(ℓ+m)Pmℓ−1 − (2ℓ+ 1)xPmℓ + (ℓ+ 1−m)Pmℓ+1

)
tℓ−m = 0

したがって
(ℓ+ 1−m)Pmℓ+1 − (2ℓ+ 1)xPmℓ + (ℓ+m)Pmℓ−1 = 0 (17.24)

である。(17.15)より m < 0 でも成り立つ。また, (17.14)より Pmm−1 = 0 と規約すれば ℓ = m のと
きも成り立つ。m ≥ 0 を与えたとき Pmm−1 = 0 及び (17.14)を初期値として, ℓ ≥ m である Pmℓ (x)

を求めることができる。
(17.22)を x で微分すると

∞∑
ℓ=m

(1− x2)dP
m
ℓ

dx
tℓ−m =

(2m− 1)!!(1− x2)m/2

(1− 2xt+ t2)m+1/2

(
−mx+

t(2m+ 1)(1− x2)
1− 2xt+ t2

)
(17.25)
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である。
1− x2

1− 2xt+ t2
= 1− (x− t)2

1− 2xt+ t2

とすると
∞∑
ℓ=m

(1− x2)dP
m
ℓ

dx
tℓ−m =

(
(2m+ 1)t−mx

) (2m− 1)!!(1− x2)m/2

(1− 2xt+ t2)m+1/2

− t(x− t) (2m− 1)!!(1− x2)m/2(2m+ 1)(x− t)
(1− 2xt+ t2)m+3/2

(17.22), (17.23)を代入すると
∞∑
ℓ=m

(1− x2)dP
m
ℓ

dx
tℓ−m =

∞∑
ℓ=m

((
(2m+ 1)t−mx

)
tℓ−m − (x− t)(ℓ−m)tℓ−m

)
Pmℓ

=

∞∑
ℓ=m

(
(ℓ+m)Pmℓ−1 − ℓxPmℓ

)
tℓ−m

したがって

(1− x2)dP
m
ℓ

dx
= (ℓ+m)Pmℓ−1 − ℓxPmℓ = (ℓ+ 1)xPmℓ − (ℓ+ 1−m)Pmℓ+1 (17.26)

最後の等式では (17.24)を用いた。m < 0 でも成り立つ。

微分方程式 (17.25)より
∞∑
ℓ=m

(x− t)dP
m
ℓ

dx
tℓ−m =

(2m− 1)!!(1− x2)m/2

(1− 2xt+ t2)m+1/2

(
− mx(x− t)

1− x2
+ t

(2m+ 1)(x− t)
1− 2xt+ t2

)
(17.22), (17.23)を代入すると

∞∑
ℓ=m

(x− t)dP
m
ℓ

dx
tℓ−m = − mx(x− t)

1− x2
∞∑
ℓ=m

tℓ−mPmℓ (x) +

∞∑
ℓ=m

(ℓ−m)tℓ−mPmℓ (x)

t のベキをそろえれば

x
dPmℓ
dx
−
dPmℓ−1

dx
=

(
ℓ− m

1− x2

)
Pmℓ +

mx

1− x2
Pmℓ−1

(17.26)より Pmℓ−1 を代入すると

(ℓ+m)
dPmℓ−1

dx
= ℓx

dPmℓ
dx

+

(
m2

1− x2
− ℓ2

)
Pmℓ

(17.26)を x で微分した式にこれを代入すると(
d

dx
(1− x2) d

dx
− m2

1− x2
+ ℓ(ℓ+ 1)

)
Pmℓ (x) = 0 (17.27)

を得る。x = cos θ とすると(
1

sin θ

d

dθ
sin θ

d

dθ
− m2

sin2 θ
+ ℓ(ℓ+ 1)

)
Pmℓ (cos θ) = 0 (17.28)

である。
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直交性 (17.27)より

Pmℓ
d

dx

(
(1− x2)dP

m
k

dx

)
− Pmk

d

dx

(
(1− x2)dP

m
ℓ

dx

)
+
(
k(k + 1)− ℓ(ℓ+ 1)

)
Pmℓ Pmk = 0

積分すると (
ℓ(ℓ+ 1)− k(k + 1)

)∫ 1

−1

dxPmℓ Pmk

=

∫ 1

−1

dx

(
Pmℓ

d

dx

(
(1− x2)dP

m
k

dx

)
− Pmk

d

dx

(
(1− x2)dP

m
ℓ

dx

))

=

[
Pmℓ (x) (1− x2)dP

m
k

dx
− Pmk (x) (1− x2)dP

m
ℓ

dx

]1
−1

= 0

最後は部分積分を行った。したがって ℓ 6= k のとき∫ 1

−1

dxPmℓ (x)Pmk (x) = 0

である。F (x) = x2 − 1 とすると∫ 1

−1

dx (Pmℓ (x))
2
=

∫ 1

−1

dx
dℓ+mF ℓ

dxℓ+m
H(x) , H(x) ≡ (−1)m

(2ℓℓ!)
2F

m d
ℓ+mF ℓ

dxℓ+m

部分積分を行うと ∫ 1

−1

dx (Pmℓ (x))
2
=

[
dℓ+m−1F ℓ

dxℓ+m−1
H

]1
−1

−
∫ 1

−1

dx
dℓ+m−1F ℓ

dxℓ+m−1

dH

dx

[· · · ] 内の関数は 2ℓ+ 1次の奇関数であるから右辺第 1項は 0 である。したがって∫ 1

−1

dx (Pmℓ (x))
2
= −

∫ 1

−1

dx
dℓ+m−1F ℓ

dxℓ+m−1

dH

dx

部分積分を繰り返し行えば∫ 1

−1

dx (Pmℓ (x))
2
= (−1)ℓ+m

∫ 1

−1

dxF ℓ
dℓ+mH

dxℓ+m
=

(−1)ℓ

(2ℓℓ!)
2

∫ 1

−1

dxF ℓ
dℓ+m

dxℓ+m

(
Fm

dℓ+mF ℓ

dxℓ+m

)
になる。ところで F ℓ = x2ℓ − ℓx2ℓ−2 + · · · であるから

dℓ+mF ℓ

dxℓ+m
= 2ℓ(2ℓ− 1) · · · (ℓ−m+ 1)xℓ−m + · · · = (2ℓ)!

(ℓ−m)!
xℓ−m + · · ·

したがって
dℓ+m

dxℓ+m

(
Fm

dℓ+mF ℓ

dxℓ+m

)
=

dℓ+m

dxℓ+m

(
(2ℓ)!

(ℓ−m)!
xℓ+m + · · ·

)
= (2ℓ)!

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

これから ∫ 1

−1

dx (Pmℓ (x))
2
=

(2ℓ)!

(2ℓℓ!)2
(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

∫ 1

−1

dx (1− x2)ℓ = 2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

ここで (5.28)を用いた。まとめると∫ 1

−1

dxPmℓ (x)Pmk (x) =
2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
δℓk (17.29)

である。
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問題 17.3

∫ 1

−1

dxF (x)Pℓ(x) =
1

2ℓℓ!

∫ 1

−1

dx
dℓF

dxℓ
(1− x2)ℓ を示せ。したがって, F (x) が n次の多項

式ならば ℓ > n のとき積分は 0 になる。

問題 17.4

∫ 1

−1

dx
(
P ′
ℓ(x)

)2
= ℓ(ℓ+ 1) を示せ。

問題 17.5 |x| ≤ 1 で定義された関数 F (x) は

F (x) =

∞∑
ℓ=0

aℓPℓ(x) (17.30)

と展開できる。
aℓ =

2ℓ+ 1

2

∫ 1

−1

dxF (x)Pℓ(x) =
2ℓ+ 1

2ℓ+1ℓ!

∫ 1

−1

dx
dℓF

dxℓ
(1− x2)ℓ

を示せ。また
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(x)Pℓ(x
′) = 2δ(x− x′) ,

∞∑
n=0

(−1)n(4n+ 1)(2n)!

22n+1(n!)2
P2n(x) = δ(x) (17.31)

を示せ。x′ = ± 1 の場合, 発散点が積分の端点になるから∫ 1

−1

dx δ(x± 1) =
1

2

である。したがって
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Pℓ(x) = 4δ(x− 1) ,

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)(−1)ℓPℓ(x) = 4δ(x+ 1) (17.32)

になる。

17.3 球面調和関数
定義 球面調和関数 Yℓm(θ, ϕ) を

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)m
√

2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
eimϕPmℓ (cos θ) , − ℓ ≤ m ≤ ℓ (17.33)

で定義する。(17.14)より

Yℓℓ(θ, ϕ) =
(−1)ℓ

2ℓℓ!

√
2ℓ+ 1

4π
(2ℓ)! sinℓ θ eiℓϕ (17.34)

また, (17.20)から
Yℓm(0, ϕ) =

√
2ℓ+ 1

4π
δm0 (17.35)

である。

対称性
Cℓm ≡ (−1)m

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
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とする。(17.13), (17.15)から

Yℓm(π − θ, ϕ+ π) = Cℓm(−1)meimϕPmℓ (− cos θ) = (−1)ℓ Yℓm(θ, ϕ) (17.36)

Y ∗
ℓm(θ, ϕ) = Cℓme

−imϕ(−1)m (ℓ+m)!

(ℓ−m)!
P−m
ℓ (cos θ) = (−1)mYℓ−m(θ, ϕ) (17.37)

微分方程式 (17.28)より

L2Yℓm = ℓ(ℓ+ 1)Yℓm , ただし L2 = (−ir×∇)
2
= − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

である。
L± = e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)
に対しては x = cos θ とすると

L±Yℓm(θ, ϕ) = Cℓm
ei(m±1)ϕ

√
1− x2

(
∓ (1− x2) d

dx
−mx

)
Pmℓ (x)

Pmℓ (x) の定義 (17.12)から

(1− x2)dP
m
ℓ

dx
=

1

2ℓℓ!

(
−mx(1− x2)m/2 d

ℓ+m

dxℓ+m
+ (1− x2)m/2+1 d

ℓ+m+1

dxℓ+m+1

)
(x2 − 1)ℓ

= −mxPmℓ +
√
1− x2 Pm+1

ℓ

したがって
L+Yℓm(θ, ϕ) = −Cℓmei(m+1)ϕPm+1

ℓ =
√
(ℓ−m)(ℓ+m+ 1)Yℓm+1 (17.38)

である。一方

L−Yℓm(θ, ϕ) = Cℓm
ei(m−1)ϕ

√
1− x2

(
(1− x2) d

dx
−mx

)
F (x)√
1− x2

= Cℓme
i(m−1)ϕ

(
dF

dx
− m− 1

1− x2
xF

)
ただし

F (x) =

(
(1− x2) d

dx
+ (m− 1)x

)
Pm−1
ℓ

(17.27)より
dF

dx
=

(
(m− 1)2

1− x2
− ℓ(ℓ+ 1) +m− 1

)
Pm−1
ℓ + (m− 1)x

dPm−1
ℓ

dx

になるから

L−Yℓm(θ, ϕ) = −Cℓmei(m−1)ϕ
(
ℓ(ℓ+ 1)−m(m− 1)

)
Pm−1
ℓ =

√
(ℓ+m)(ℓ−m+ 1)Yℓm−1 (17.39)

L±Yℓm(θ, ϕ) は角運動量の交換関係から導けるが, ここでは Yℓm の定義から求めた。

完全規格直交性 (17.29)より∫
dΩ Yℓm(θ, ϕ)Y ∗

ℓ′m′(θ, ϕ) = δℓℓ′ δmm′ , ただし
∫
dΩ · · · =

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ · · · (17.40)

を満たす。



17 特殊関数 428

θ , ϕ の関数 F (θ, ϕ) は Yℓm(θ, ϕ) により

F (θ, ϕ) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

aℓm Yℓm(θ, ϕ)

と展開できる。規格直交性 (17.40)から
∫
dΩ F (θ, ϕ)Y ∗

ℓm(θ, ϕ) =

∞∑
ℓ′=0

ℓ′∑
m′=−ℓ′

aℓ′m′

∫
dΩ Y ∗

ℓmY
∗
ℓ′m′ = aℓm

である。この表現を展開式に代入すると

F (θ, ϕ) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(θ, ϕ)

∫
dΩ′ F (θ′, ϕ′)Y ∗

ℓm(θ′, ϕ′)

=

∫ π

0

dθ′
∫ 2π

0

dϕ′ F (θ′, ϕ′) sin θ′
∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(θ, ϕ)Y ∗
ℓm(θ′, ϕ′)

したがって
sin θ′

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(θ, ϕ)Y ∗
ℓm(θ′, ϕ′) = δ(θ − θ′) δ(ϕ− ϕ′)

あるいは
∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(θ, ϕ)Y ∗
ℓm(θ′, ϕ′) = δ(Ω −Ω′) , δ(Ω −Ω′) ≡ δ(θ − θ′) δ(ϕ− ϕ′)

sin θ
(17.41)

これは球面調和関数の完全性を表す。なお, δ(Ω −Ω′) の定義から∫
dΩ F (θ, ϕ) δ(Ω −Ω0) =

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕF (θ, ϕ) δ(θ − θ0) δ(ϕ− ϕ0) = F (θ0, ϕ0)

である。

加法定理 2つの位置ベクトル r1 と r2 を極座標で表して

r1 = r1( sin θ1 cosϕ1, sin θ1 sinϕ1, cos θ1 ) , r2 = r2( sin θ2 cosϕ2, sin θ2 sinϕ2, cos θ2 )

とする。r1 と r2 のなす角 α は

cosα =
r1 ·r2
r1r2

= sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + cos θ1 cos θ2

である。簡単のため c1 = cos θ1 , s1 = sin θ1 などと略記すると, u = cosα の関数 F (u) に対して

s1
∂

∂θ1
F (u) = s1

∂u

∂θ1

dF

du
=
(
c1u− c2

)dF
du

1

s1

∂

∂θ1

(
s1

∂

∂θ1
F (u)

)
=

(
u− c1c2

s21
− 2u

)
dF

du
+

(
(u− c1c2)2

s21
+ c22 − u2

)
d2F

du2

また
∂F

∂ϕ1
= − s1s2 sin(ϕ1 − ϕ2)

dF

du
,

∂2F

∂ϕ21
= − (u− c1c2)

dF

du
+
(
s21s

2
2 − (u− c1c2)2

) d2F
du2
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したがって L1 = − i r1×∇1 に対して

L2
1F (u) = −

(
1

s1

∂

∂θ1
s1

∂

∂θ1
+

1

s21

∂2

∂ϕ21

)
F (u) =

(
u2 − 1

) d2F
du2

+ 2u
dF

du
(17.42)

L2
2F (u) も同じになる。ただし, L2 = − i r2×∇2 である。次に

(L1)±F (u) = e±iϕ1

(
± ∂

∂θ1
+ i cot θ1

∂

∂ϕ1

)
F = ±

(
c1s2e

±iϕ2 − s1c2e±iϕ1

)dF
du

より
(L1 +L2)±F (u) = 0

である。また
(L1 +L2)zF (u) = − i

(
∂

∂ϕ1
+

∂

∂ϕ2

)
F (u) = 0

である。
F (u) = Pℓ(u) の場合, (17.27), (17.42)より

L2
1Pℓ(u) =

(
u2 − 1

) d2Pℓ
du2

+ 2u
dPℓ
du

= ℓ(ℓ+ 1)Pℓ(u)

Yℓm(θ1, ϕ1) と同じ微分方程式を満たすから

Pℓ(u) =

ℓ∑
m=−ℓ

am(θ2, ϕ2)Yℓm(θ1, ϕ1)

と展開できる。L2
2Pℓ(u) = ℓ(ℓ+ 1)Pℓ(u) 及び (L2)zPℓ(u) = − (L1)zPℓ(u) に代入すると

L2
2am(θ2, ϕ2) = ℓ(ℓ+ 1) am(θ2, ϕ2) , (L2)zam(θ2, ϕ2) = −mam(θ2, ϕ2)

でなければならないから am(θ2, ϕ2) = cmYℓ−m(θ2, ϕ2) とおける。このとき, (17.38), (17.39) から

(L1)+Pℓ(u) =
∑
m

cm
√
(ℓ−m)(ℓ+m+ 1)Yℓm+1(θ1, ϕ1)Yℓ−m(θ2, ϕ2)

(L2)+Pℓ(u) =
∑
m

cm
√

(ℓ+m)(ℓ−m+ 1)Yℓm(θ1, ϕ1)Yℓ−m+1(θ2, ϕ2)

=
∑
m

cm+1

√
(ℓ+m+ 1)(ℓ−m)Yℓm+1(θ1, ϕ1)Yℓ−m(θ2, ϕ2)

(L1 +L2)+Pℓ(u) = 0 より cm + cm+1 = 0 になるから cm = (−1)mc0 とおけ

Pℓ(u) = c0
∑
m

(−1)mYℓm(θ1, ϕ1)Yℓ−m(θ2, ϕ2) = c0
∑
m

Yℓm(θ1, ϕ1)Y
∗
ℓm(θ2, ϕ2)

θ2 = 0 とすると (17.34)より

Pℓ(cos θ1) = c0
∑
m

Yℓm(θ1, ϕ1)

√
2ℓ+ 1

4π
δm0 = c0

2ℓ+ 1

4π
Pℓ(cos θ1)

したがって, 加法定理

Pℓ(cosα) =
4π

2ℓ+ 1

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(θ1, ϕ1)Y
∗
ℓm(θ2, ϕ2) (17.43)

が成り立つ。θ1 = θ2 = θ, ϕ1 = ϕ2 = ϕ とすると Pℓ(1) = 1 であるから
ℓ∑

m=−ℓ

|Yℓm(θ, ϕ)|2 =
2ℓ+ 1

4π
(17.44)

になる。
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問題 17.6

1. (17.21)より

1

|r1 − r2|
=

∞∑
ℓ=0

rℓ<
rℓ+1
>

Pℓ(cosα) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

4π

2ℓ+ 1

rℓ<
rℓ+1
>

Yℓm(r̂1)Y
∗
ℓm(r̂2) (17.45)

を証明せよ。ただし, |r1|, |r2| の大きい方を r>, 小さい方を r< で表し, α は r1 と r2 のなす
角である。

2. 1. の右辺を F (r1, r2) とすると

F (r1, r2) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

4π

2ℓ+ 1
Fℓ(r1, r2)Yℓm(r̂1)Y

∗
ℓm(r̂2)

ただし

Fℓ(r1, r2) = θ(r1 − r2)
rℓ2
rℓ+1
1

+ θ(r2 − r1)
rℓ1
rℓ+1
2

, θ(x) =

{
1 , x > 0

0 , x < 0

と表せる。これから

∇2
1F (r1, r2) = ∇2

2F (r1, r2) = − 4πδ(r1 − r2)

を示せ。これは ∇2 1

r
= − 4πδ(r) より当然成り立つべき式である。

17.4 ガンマ関数とベータ関数
ガンマ関数の定義

Γ (x) =

∫ ∞

0

dt e−ttx−1 (17.46)

ただし, 積分が下限で発散しないためには x− 1 > −1 でなければならない。部分積分を行うと

Γ (x+ 1) = −
[
e−ttx

]t=∞
t=0

+ x

∫ ∞

0

dt e−ttx−1 = xΓ (x) (17.47)

である。この関係式を用いて x < 0 に拡張する。

Γ (x) =
Γ (x+ 1)

x
=
Γ (x+ 2)

x(x+ 1)
= · · · = Γ (x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
(17.48)

x = 1 とすると
Γ (n+ 1) = n!Γ (1) = n! (17.49)

x = 1/2 とすると

Γ (n+ 1/2) =
1

2
· 3
2
· · · 2n− 1

2
Γ (1/2) =

(2n− 1)!!

2n
Γ (1/2)

ただし
(2n− 1)!! = 1·3 · · · (2n− 3)·(2n− 1) =

(2n)!

2nn!

である。u =
√
t とすると

Γ (1/2) =

∫ ∞

0

dt e−tt−1/2 = 2

∫ ∞

0

du e−u
2

=
√
π
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になるから
Γ (n+ 1/2) =

(2n− 1)!!

2n
√
π =

(2n)!

22nn!

√
π (17.50)

x = −n+ 1/2 とすれば

Γ (−n+ 1/2) =
Γ (1/2)

(−n+ 1/2)(−n+ 1 + 1/2) · · · (−3/2)·(−1/2)

=
(− 2)n

(2n− 1)!!

√
π =

(− 4)nn!

(2n)!

√
π (17.51)

である。
k を正の整数として x = − k + δ のとき, (17.48)で n = k + 1 とすると

Γ (−k + δ) =
Γ (1 + δ)

(−k + δ)(−k + 1 + δ) · · · (−1 + δ) δ

δ→0−−−−→ (−1)k

k!

1

δ
(17.52)

したがって, Γ (x) は x が 0 または負の整数のとき発散する。
(17.48)より y = 1− x− n とすると

Γ (1− x) = Γ (y + n) = y(y + 1) · · · (y + n− 2)(y + n− 1)Γ (y)

= (−1)n(x+ n− 1)(x+ n− 2) · · · (x+ 1)xΓ (1− x− n)

= (−1)nΓ (x+ n)

Γ (x)
Γ (1− x− n)

したがって
Γ (x)Γ (1− x) = (−1)nΓ (x+ n)Γ (1− x− n) (17.53)

である。(17.59)より Γ (x)Γ (1− x) = π/ sin(πx) になる。

ガンマ関数の複素積分表現

CΓ
D

上図に示したように, Re(z) > 0 である無限遠から出発して, 原点を反時計まわりに 1周し, 再び
Re(z) > 0 である無限遠に戻る経路 CΓ を考える。× で示した無限遠での z の偏角を 0 として

F (x) =

∫
CΓ

dz e−zzx−1

を求める。積分路 CΓ は実軸上を往復する部分と原点まわりの半径 ε の円周からなる積分路 D に
変更できる。最初に, 無限遠から ε に向かう経路では z = t , ∞ > t ≥ ε とおけるから

I− =

∫ ε

∞
dt e−ttx−1 = −

∫ ∞

ε

dt e−ttx−1

原点まわりの円周上では z = εeiθ , 0 ≤ θ ≤ 2π であるから

I0 = i ε

∫ 2π

0

dθ eiθ exp
(
− εeiθ

) (
εeiθ

)x−1
= i εx

∫ 2π

0

dθ eixθ exp
(
− εeiθ

)
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ε→ 0 の場合 exp
(
− εeiθ

)
→ 1 になるから

I0 = iεx
∫ 2π

0

dθ eixθ =
(
e2πix − 1

) εx
x

である。最後に, 実軸上で ε から無限遠に向かう経路では, z の偏角は 2π 増加して z = te2πi ,

ε ≤ t <∞ になるから

I+ =

∫ ∞

ε

dt e−t
(
te2πi

)x−1
= e2πix

∫ ∞

ε

dt e−ttx−1

したがって

F (x) =

∫
CΓ

dz e−zzx−1 =

∫
D

dz e−zzx−1 = I− + I0 + I+

=
(
e2πix − 1

)(εx
x

+

∫ ∞

ε

dt e−ttx−1

)
(17.54)

x > 0 のとき εx
ε→0−−−−→ 0 になるから F (x) =

(
e2πix − 1

)
Γ (x) , つまり

Γ (x) =
1

e2πix − 1

∫
CΓ

dz e−zzx−1 = − 1

2i sin(πx)

∫
CΓ

dz e−z(− z)x−1 , − z = e−iπz (17.55)

(17.55)は整数以外の任意の複素数 x に対して Γ (x) を定義する。Re(x) < 0 の場合 ε → 0 とする
と, I0 , I± の各々は発散するが, 和は有限になる。
x が整数のとき e2πix − 1 = 0 になり (17.55)は発散するが, 正の整数については, (17.54)より

1

e2πix − 1

∫
CΓ

dz e−zzx−1 =

∫ ∞

0

dt e−ttx−1 (17.56)

になり最初の定義式 (17.46)に一致するから, 正の整数 x は除去しうる特異点である。
(17.55)より整数以外の任意の複素数 x に対して

Γ (x+ 1) = − 1

e2πix − 1

∫
CΓ

dz
de−z

dz
zx

部分積分を行えば

Γ (x+ 1) = − 1

e2πix − 1

([
e−zzx

]
CΓ
− x

∫
CΓ

dz e−zzx−1

)
ここで [ f(z) ]CΓ

= f(終点)− f(始点) であるが, CΓ の終点と始点では Re(z)→ +∞ より e−z → 0

になるから
Γ (x+ 1) =

x

e2πix − 1

∫
CΓ

dz e−zzx−1 = xΓ (x)

である。

ベータ関数
B(p, q) =

∫ 1

0

dxxp−1(1− x)q−1 =

∫ ∞

0

dt
tp−1

(1 + t)p+q
(17.57)

をベータ関数という。Γ 関数の定義式で t = (1 + u)s , ( 1 + u > 0 ) とし x = p+ q とすると∫ ∞

0

ds e−(1+u)ssp+q−1 =
Γ (p+ q)

(1 + u)p+q
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up−1 をかけて u について積分すると∫ ∞

0

duup−1

∫ ∞

0

ds e−(1+u)ssp+q−1 = Γ (p+ q)

∫ ∞

0

du
up−1

(1 + u)p+q
= Γ (p+ q)B(p, q)

ところで
左辺 =

∫ ∞

0

ds e−ssp+q−1

∫ ∞

0

duup−1e−us

t = us とすると
左辺 =

∫ ∞

0

ds e−ssp+q−1 1

sp

∫ ∞

0

dt tp−1e−t = Γ (q)Γ (p)

したがって
B(p, q) =

Γ (p)Γ (q)

Γ (p+ q)
(17.58)

である。

D

DR

p = x , q = 1− x とすると

Γ (x)Γ (1− x) = B(x, 1− x) =
∫ ∞

0

dt
tx−1

t+ 1

である。積分路 D に DR を加えた閉曲線の経路 D + DR を考える。
(17.54)と同様に, e−z を 1/(z + 1) で置き換えれば, x > 0 のとき∫

D

dz
zx−1

z + 1
=
(
e2πix − 1

) ∫ ∞

0

dt
tx−1

t+ 1

DR では z = Reiθ , ( θ : 2π → 0 )であるから

IR =

∫
DR

dz
zx−1

z + 1
= −

∫ 2π

0

dθ
iRxei(x−1)θ

Reiθ + 1

R→∞−−−−→ −iRx−1

∫ 2π

0

dθ ei(x−1)θ

x− 1 < 0 のとき IR
R→∞−−−−→ 0 になるから, 0 < x < 1 の場合∮

D+DR

dz
zx−1

z + 1
=
(
e2πix − 1

) ∫ ∞

0

dt
tx−1

t+ 1

である。閉曲線内に zx−1/(z+1) は一位の極 z = − 1 = eiπ をもつから, 留数定理より ( D+DR は
反時計回りでなく時計回り )∮

D+DR

dz
zx−1

z + 1
= − 2πi (eiπ)x−1 = 2πi eiπx

したがって ∫ ∞

0

dt
tx−1

t+ 1
= 2πi

eiπx

e2πix − 1
=

π

sinπx
, ∴ Γ (x)Γ (1− x) = π

sinπx
(17.59)

この結果は任意の複素数 x について成り立つ。Γ (z)∗ = Γ (z∗) であるから, x が実数のとき

|Γ (1/2 + ix)|2 = Γ (1/2 + ix)Γ (1/2− ix) = π

sin(π/2 + ixπ)
=

π

cosh(πx)
(17.60)

である。

ガンマ関数の無限乗積表現
n を正の整数として

Fn(x) =

∫ n

0

dt tx−1

(
1− t

n

)n
= nx

∫ 1

0

ds sx−1(1− s)n
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とする。n→∞ のとき (1− t/n)n → e−t より Fn(x)
n→∞−−−−→ Γ (x) である。部分積分すると

Fn(x) =
nx

x

([
sx(1− s)n

]1
0
+ n

∫ 1

0

ds sx(1− s)n−1

)
= nx

n

x

∫ 1

0

ds sx(1− s)n−1

これを繰り返すと

Fn(x) = nx
n

x

n− 1

x+ 1
· · · 2

x+ n− 2

1

x+ n− 1

1

x+ n

=
nx

x

1

x+ 1

2

x+ 2
· · · n

x+ n

=
e−γnx

x

ex

1 + x

ex/2

1 + x/2
· · · ex/n

1 + x/n
, γn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n

になる。したがって
1

Γ (x)
= lim
n→∞

1

Fn(x)
= xeγx

∞∏
k=1

(
1 +

x

k

)
e−x/k (17.61)

ただし
γ = lim

n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n

)
=オイラー定数 = 0.57721 · · ·

である。

問題 17.7 ディ・ガンマ関数 ψ(x) は ψ(x) = Γ ′(x)/Γ (x) で定義される。(17.61)より

ψ(x) = − γ −
∞∑
k=0

(
1

x+ k
− 1

k + 1

)
(17.62)

を示せ。Γ (1) = 1, Γ ′(1) = Γ (1)ψ(1) = − γ より

Γ (1 + x) = 1− γx+O
(
x2
)
, Γ (x) =

Γ (1 + x)

x
=

1

x
− γ +O

(
x
)

(17.63)

である。

17.5 球ベッセル関数
ℓ を 0 または正の整数とするとき微分方程式(

1

x

d2

dx2
x+ 1− ℓ(ℓ+ 1)

x2

)
wℓ(x) =

(
d2

dx2
+

2

x

d

dx
+ 1− ℓ(ℓ+ 1)

x2

)
wℓ(x) = 0 (17.64)

の解を求める。オーソドックスな方法は 問 17.10 のベキ級数展開であるが, ここでは別な方法で求
める。wℓ(x) = xℓvℓ(x) とすると

1

x

d2

dx2
(
xwℓ

)
=

1

x

d2

dx2
(
xℓ+1vℓ

)
= xℓ

(
d2

dx2
+

2(ℓ+ 1)

x

d

dx
+
ℓ(ℓ+ 1)

x2

)
vℓ

であるから (
d2

dx2
+

2(ℓ+ 1)

x

d

dx
+ 1

)
vℓ = 0 (17.65)

になる。 (
d2

dx2
+

2(ℓ+ 2)

x

d

dx
+ 1

)
v′ℓ
x

=
1

x

(
v′′′ℓ +

2(ℓ+ 1)

x
v′′ℓ −

2(ℓ+ 1)

x2
v′ℓ + v′ℓ

)
=

1

x

d

dx

(
d2

dx2
+

2(ℓ+ 1)

x

d

dx
+ 1

)
vℓ = 0
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したがって v′ℓ/x は (17.65)で ℓ を ℓ+ 1 に置き換えた方程式を満たすから Cℓ を任意係数として

vℓ+1(x) =
Cℓ
x

dvℓ
dx

= Cℓ Cℓ−1

(
1

x

d

dx

)2

vℓ−1 = · · · = Nℓ+1

(
1

x

d

dx

)ℓ+1

v0

比例係数 Nℓ+1 は適当に取ればよい。Nℓ = (−1)ℓ とすれば

wℓ(x) = xℓ
(
− 1

x

d

dx

)ℓ
w0

(17.64)で ℓ = 0 とすると (xw0)
′′ + xw0 = 0 になるから xw0 は sinx と cosx の線形結合で表せる。

そこで, xw0 = sinx あるいは xw0 = − cosx とし, (17.64)の解として

jℓ(x) = xℓ
(
− 1

x

d

dx

)ℓ
sinx

x
, nℓ(x) = −xℓ

(
− 1

x

d

dx

)ℓ
cosx

x
(17.66)

を定義する。jℓ を球ベッセル関数, nℓ を球ノイマン関数という。また

h
(1)
ℓ (x) = jℓ(x) + inℓ(x) = − i xℓ

(
− 1

x

d

dx

)ℓ
eix

x
(17.67)

h
(2)
ℓ (x) = jℓ(x)− inℓ(x) = i xℓ

(
− 1

x

d

dx

)ℓ
e−ix

x
(17.68)

としたとき, h
(1)
ℓ (x) を第 1種球ハンケル関数, h

(2)
ℓ (x) を第 2種球ハンケル関数という。

(17.64)の一般解は jℓ(x), nℓ(x), h
(1)
ℓ (x), h

(2)
ℓ (x) の任意の 2つの線形結合で表せる。電磁気学な

どで馴染みのヘルムホルツ方程式 (
∇2 + k2

)
ψ(r) = 0 は, 球面調和関数 Yℓmℓ

を用いて

ψ(r) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

Fℓmℓ
(r)Yℓmℓ

(θ, ϕ)

と展開し (6.5)を使うと (
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ k2

)
Fℓmℓ

(r) = 0

になる。x = kr とすれば上式は (17.64)になるから Aℓmℓ
, Bℓmℓ

を任意定数として

Fℓmℓ
(r) = Aℓmℓ

jℓ(kr) +Bℓmℓ
nℓ(kr)

と表せる。h(1)ℓ (kr), h
(2)
ℓ (kr) を用いてもよい。したがって, ヘルムホルツ方程式の一般解は

ψ(r) =

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
mℓ=−ℓ

(
Aℓmℓ

jℓ(kr) +Bℓmℓ
nℓ(kr)

)
Yℓmℓ

(θ, ϕ) (17.69)

になる。要するに, jℓ, nℓ, h
(1)
ℓ , h

(2)
ℓ を代表的に fℓ と書けば

(
∇2 + k2

)
fℓ(kr)Yℓmℓ

= 0 であり,

fℓ(kr)Yℓmℓ
はヘルムホルツ方程式の特解である。k → 0 とし漸近形 (17.77), (17.78) を用いると,

(17.69)はラプラス方程式 ∇2ψ = 0 の一般解になる。なお, 平面波 eik·r は (∇2 + k2
)
ψ(r) = 0 を

満たすから (17.69)のように展開できる ( (17.83)参照 )。

具体形 ℓ が小さいとき (17.66)の微分を実行すれば

j0(x) =
sinx

x
, j1(x) =

sinx− x cosx
x2

, j2(x) =
(3− x2) sinx− 3x cosx

x3

n0(x) = −
cosx

x
, n1(x) = −

cosx+ x sinx

x2
, n2(x) = −

(3− x2) cosx+ 3x sinx

x3

h
(1)
0 (x) = − ie

ix

x
, h

(1)
1 (x) = − (x+ i)eix

x2
, h

(1)
2 (x) = − (3x+ i(3− x2))eix

x3

(17.70)



17 特殊関数 436

漸化式 jℓ, nℓ, h
(1)
ℓ , h

(2)
ℓ を代表的に fℓ と書けば

fℓ(x) = xℓ
(
− 1

x

d

dx

)ℓ
f0(x)

である。この定義から

dfℓ
dx

= ℓxℓ−1

(
− 1

x

d

dx

)ℓ
f0 + xℓ

d

dx

(
− 1

x

d

dx

)ℓ
f0 =

ℓ

x
fℓ − fℓ+1

これから
dfℓ+1

dx
=

d

dx

(
ℓ

x
fℓ −

dfℓ
dx

)
= − ℓ

x2
fℓ +

ℓ

x

dfℓ
dx
− d2fℓ
dx2

(17.64)より d2fℓ/dx
2 を書き換えれば

dfℓ+1

dx
=
ℓ+ 2

x

dfℓ
dx

+

(
1− ℓ(ℓ+ 2)

x2

)
fℓ =

ℓ+ 2

x

(
ℓ

x
fℓ − fℓ+1

)
+

(
1− ℓ(ℓ+ 2)

x2

)
fℓ

= fℓ −
ℓ+ 2

x
fℓ+1

したがって
dfℓ
dx

= fℓ−1 −
ℓ+ 1

x
fℓ =

ℓ

x
fℓ − fℓ+1 , fℓ−1 + fℓ+1 =

2ℓ+ 1

x
fℓ (17.71)

を満たす。なお, j−1 = −n0 , n−1 = j0 とすれば ℓ = 0 のときでも成り立つ。

ℓ
dfℓ
dx

= ℓfℓ−1 −
ℓ(ℓ+ 1)

x
fℓ , (ℓ+ 1)

dfℓ
dx

=
ℓ(ℓ+ 1)

x
fℓ − (ℓ+ 1)fℓ+1

両式をたせば
(2ℓ+ 1)

dfℓ
dx

= ℓfℓ−1 − (ℓ+ 1)fℓ+1

である。

ベキ展開 マクローリン展開
sinx

x
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n

を使うと
1

x

d

dx

sinx

x
=

∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)!
2nx2(n−1)

(
1

x

d

dx

)2
sinx

x
=

∞∑
n=2

(−1)n

(2n+ 1)!
22n(n− 1)x2(n−2)

一般に (
− 1

x

d

dx

)ℓ
sinx

x
= (−1)ℓ

∞∑
n=ℓ

(−1)n

(2n+ 1)!
2ℓn(n− 1) · · · (n− ℓ+ 1)x2(n−ℓ)

=

∞∑
k=0

(−1)k2ℓ(k + ℓ)!

(2k + 2ℓ+ 1)! k!
x2k =

∞∑
k=0

(−1)k

2k(2k + 2ℓ+ 1)!! k!
x2k

したがって
jℓ(x) = xℓ

∞∑
n=0

(−1)n

2n(2n+ 2ℓ+ 1)!!n!
x2n (17.72)
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(17.50)より
jℓ(x) =

√
π

2

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (ℓ+ n+ 3/2)

(x
2

)2n+ℓ
(17.73)

と表せる。次に
cosx

x
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n−1

であるから

1

x

d

dx

cosx

x
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2n− 1)x2n−3 ,

(
1

x

d

dx

)2
cosx

x
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(2n− 1)(2n− 3)x2n−5

ℓ回微分すると
nℓ(x) =

(−1)ℓ+1

xℓ+1

∞∑
n=0

(−1)nCnℓ
(2n)!

x2n (17.74)

ただし
Cnℓ =

{
1 , ℓ = 0

(2n− 1)(2n− 3) · · · (2n+ 1− 2ℓ) , ℓ > 0

(17.48), (17.50)より

Cnℓ =
2ℓΓ (n+ 1/2)

Γ (n− ℓ+ 1/2)
=

2ℓ

Γ (n− ℓ+ 1/2)

(2n)!

22nn!

√
π

になるから
nℓ(x) = (−1)ℓ+1

√
π

2

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ (n− ℓ+ 1/2)

(x
2

)2n−ℓ−1

(17.75)

である。ガンマ関数 Γ (x) は x が 0 または負の整数でなければよい。(17.73), (17.75) を ℓ が負の整
数の場合にも拡張すると, 任意の整数 ℓ に対して

j−ℓ−1(x) = (−1)ℓ+1nℓ(x) (17.76)

になる。

漸近形 x→ 0 のとき (17.72), (17.74)から

jℓ(x) =
xℓ

(2ℓ+ 1)!!

(
1− x2

2(2ℓ+ 3)
+ · · ·

)
(17.77)

nℓ(x) = −
(2ℓ− 1)!!

xℓ+1

(
1 +

x2

2(2ℓ− 1)
+ · · ·

)
(17.78)

nℓ(x) は原点で発散する。h(1)ℓ (x) = jℓ(x) + inℓ(x) は

h
(1)
ℓ (x) = − i(2ℓ− 1)!!

xℓ+1
×


(
1 + ix+

x2

2(2ℓ− 1)
+ · · ·

)
, ℓ = 0(

1 +
x2

2(2ℓ− 1)
+ · · ·

)
, ℓ > 0

(17.79)

になる。x→∞ のとき(
1

x

d

dx

)ℓ
f(x)

x
=

1

xℓ+1

(
dℓf

dxℓ
− ℓ(ℓ+ 1)

2x

dℓ−1f

dxℓ−1
+O

(
x−2

))
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である ( ℓ = 1, 2, 3 の場合に確かめてみよ )。したがって, (17.67), (17.68)より

h
(1)
ℓ (x) = − i

(
1 + i

ℓ(ℓ+ 1)

2x
+ · · ·

)
ei(x−ℓπ/2)

x

h
(2)
ℓ (x) = i

(
1− i ℓ(ℓ+ 1)

2x
+ · · ·

)
e−i(x−ℓπ/2)

x

(17.80)

これから
jℓ(x) =

1

x

(
sin(x− ℓπ/2) + ℓ(ℓ+ 1)

2x
cos(x− ℓπ/2) + · · ·

)
nℓ(x) =

1

x

(
− cos(x− ℓπ/2) + ℓ(ℓ+ 1)

2x
sin(x− ℓπ/2) + · · ·

) (17.81)

である。厳密な展開式は (18.22), (18.23)である。

ロンスキャン (17.71)より

jℓ
dnℓ
dx
− nℓ

djℓ
dx

= jℓ nℓ−1 − nℓ jℓ−1 = jℓ+1 nℓ − nℓ+1 jℓ

になるから ℓ に依存しない。したがって

x2
(
jℓ
dnℓ
dx
− nℓ

djℓ
dx

)
= x2

(
j1 n0 − n1 j0

)
= 1 (17.82)

である。

問題 17.8 (17.71)より d

dx
xℓ+1fℓ(x) = xℓ+1fℓ−1(x) ,

d

dx
x−ℓfℓ(x) = −x−ℓfℓ+1(x) を示せ。

問題 17.9 (17.64)から

xjℓ
d

dx
xnℓ − xnℓ

d

dx
xjℓ = x2

(
jℓ
dnℓ
dx
− nℓ

djℓ
dx

)
が定数になることを示せ。

問題 17.10 (17.64)を満たす wℓ(x) をベキ級数で表して

wℓ(x) = xα
∞∑
n=0

anx
n , a0 6= 0

とする。
1. 上のベキ級数を (17.64)に代入し α = ℓ, − ℓ− 1 , a1 = 0 及び(

(α+ 2 + n) (α+ 3 + n)− ℓ(ℓ+ 1)
)
an+2 + an = 0

でなければならないことを示せ。
2. n が奇数のとき an = 0 になるから, n が偶数 n = 2k の場合を考える。bk = a2k とすれば

bk = − bk−1

(α+ 2k) (α+ 1 + 2k)− ℓ(ℓ+ 1)

である。α = ℓ のとき, この漸化式を解き

bk =
(−1)k(2ℓ+ 1)!!

2kk! (2ℓ+ 2k + 1)!!
b0

になることを示せ。b0 = 1/(2ℓ + 1)!! とすれば (17.72)を得る。同様にして α = − ℓ − 1 のと
き b0 = − (2ℓ− 1)!! とすれば (17.74)が求まることを示せ。
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問題 17.11 |x| ≤ 1 のとき, 問題 17.5より

eiqx =

∞∑
ℓ=0

aℓ(q)Pℓ(x) , aℓ(q) =
2ℓ+ 1

2ℓ+1ℓ!

∫ 1

−1

dx
dℓeiqx

dxℓ
(1− x2)ℓ

と展開できる。
1. aℓ(q) = iℓ(2ℓ+ 1)Iℓ(q) になることを示せ。ただし

Iℓ(q) =
1

2ℓℓ!
qℓ
(
1 +

d2

dq2

)ℓ
j0(q)

2. 数学的帰納法により Iℓ(q) = jℓ(q) を示せ。
3. 以上の結果と加法定理 (17.43)から

exp(ik·r) = 4π

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

iℓjℓ(kr)Yℓm(r̂)Y ∗
ℓm(k̂) (17.83)

を示せ。â は a方向の単位ベクトルでその方向の角度を表す。

3次元自由粒子のグリーン関数
(11.18)のグリーン関数に関連して

F (r1, r2) =
eik|r1−r2|

|r1 − r2|

を多重極展開する。r1 と r2 のなす角を α とすると

|r1 − r2| =
√
r21 + r22 − 2r1r2 cosα , r1 = |r1| , r2 = |r2|

であるから, ルジャンドル多項式 Pℓ(x) を用いて

F (r1, r2) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Fℓ(r1, r2)Pℓ(cosα) = 4π

∞∑
ℓ=0

Fℓ(r1, r2)

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(r̂1)Y
∗
ℓm(r̂2)

と展開できる。F (r1, r2) は微分方程式(
∇2

1 + k2
)
F (r1, r2) = − 4πδ(r1 − r2) = − 4π

δ(r1 − r2)
r21

δ(r̂1 − r̂2)

を満たすから (6.5)より
∞∑
ℓ=0

(
1

r1

∂2

∂r21
r1 −

ℓ(ℓ+ 1)

r21
+ k2

)
Fℓ(r1, r2)

ℓ∑
m=−ℓ

Yℓm(r̂1)Y
∗
ℓm(r̂2) = −

δ(r1 − r2)
r21

δ(r̂1 − r̂2)

Yℓ′m′(r̂2) をかけ角度 r̂2 について積分すると Yℓm の直交性より(
1

r1

∂2

∂r21
r1 −

ℓ(ℓ+ 1)

r21
+ k2

)
Fℓ(r1, r2) = −

δ(r1 − r2)
r21

(17.84)

同様にして (
1

r2

∂2

∂r22
r2 −

ℓ(ℓ+ 1)

r22
+ k2

)
Fℓ(r1, r2) = −

δ(r1 − r2)
r21

(17.85)

である。r1 6= r2 の場合(
1

r1

∂2

∂r21
r1 −

ℓ(ℓ+ 1)

r21
+ k2

)
Fℓ(r1, r2) = 0 ,

(
1

r2

∂2

∂r22
r2 −

ℓ(ℓ+ 1)

r22
+ k2

)
Fℓ(r1, r2) = 0
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になる。この微分方程式は x = kr1 あるいは x = kr2 とすれば (17.64)である。r1 < r2 の場合を考
える。r2 を固定し r1 の関数と見なすと, Fℓ(r1, r2) は jℓ(kr1), nℓ(kr1) あるいは h

(1)
ℓ (kr1), h

(2)
ℓ (kr1)

の線形結合で表せるが, F (r1, r2) は r1 = 0 で有限であるから (17.77)より

Fℓ(r1, r2) = gℓ(r2)jℓ(kr1)

とおける。次に, r1 を固定し r2 の関数と見なすと, gℓ(r2) は jℓ(kr2), nℓ(kr2) あるいは h
(1)
ℓ (kr2),

h
(2)
ℓ (kr2) の線形結合で表せる。r2 > r1 であるから r2 = 0 とはできないが, r2 → ∞ としてよい。
このとき F (r1, r2)→ eikr2/r2 になる。この境界条件を満たすためには (17.81)より

gℓ(r2) = Cℓh
(1)(kr2) , Cℓ =定数

でなければならない。したがって r1 < r2 のとき
eik|r1−r2|

|r1 − r2|
=

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)Cℓjℓ(kr1)h
(1)
ℓ (kr2)Pℓ(cosα)

である。係数 Cℓ を求める。r2 →∞ のとき

|r1 − r2| = r2

√
1− 2

r1
r2

cosα+
r21
r22

= r2

(
1− r1

r2
cosα+ · · ·

)
これと h

(1)
ℓ の漸近形 (17.80)より

e−ikr1 cosα =
1

k

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)(−i)ℓ+1Cℓjℓ(kr1)Pℓ(cosα)

になる。この複素共役と (11.6)を比較すれば Cℓ = ik である。r1 > r2 の場合 r1 と r2 を入れ替え
ればよいから

eik|r1−r2|

|r1 − r2|
= ik

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)jℓ(kr<)h
(1)
ℓ (kr>)Pℓ(cosα) (17.86)

になる。ただし, r1, r2 の大きい方を r>, 小さい方を r< で表し, α は r1 と r2 のなす角である。
(17.86)は k が複素数でも成り立つ。k → 0 とすると (17.45)である。
ih

(1)
0 (x) = eix/x であるから (17.86)は

h
(1)
0 (k|r1 − r2|) =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)jℓ(kr<)h
(1)
ℓ (kr>)Pℓ(cosα)

とも表せる。h(1)ℓ を jℓ, nℓ で表せば

j0(k|r1 − r2|) =
sin k|r1 − r2|
k|r1 − r2|

=

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)jℓ(kr<)jℓ(kr>)Pℓ(cosα)

n0(k|r1 − r2|) = −
cos k|r1 − r2|
k|r1 − r2|

=

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)jℓ(kr<)nℓ(kr>)Pℓ(cosα)

になる。j0 の式で r1 → r2 とすれば
∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)j2ℓ (x) = 1 (17.87)

である。
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問題 17.12 Fℓ(r1, r2) = ikjℓ(kr<)h
(1)
ℓ (kr>) が (17.84)あるいは (17.85)を満たすことを確かめよ。

Fℓ(r1, r2) = ik
(
θ(r2 − r1)jℓ(kr1)h(1)ℓ (kr2) + θ(r1 − r2)jℓ(kr2)h(1)ℓ (kr1)

)
と表せる。

問題 17.13 p(x), q(x), f(x) を与えられた関数とすると, 2階の常微分方程式(
d2

dx2
+ p(x)

d

dx
+ q(x)

)
w(x) = f(x) (17.88)

の解 w(x) は a, b を適当な定数として

w(x) = w1(x)

∫ x

a

dx′
w2(x

′)f(x′)

W (x′)
− w2(x)

∫ x

b

dx′
w1(x

′)f(x′)

W (x′)
(17.89)

で与えられる。ただし
W (x) = w2(x)

dw1

dx
− w1(x)

dw2

dx

であり, w1(x), w2(x) は f(x) = 0 とした同次微分方程式の独立な解である。
1. (17.89)が (17.88)を満たすことを示せ。
2. r2 を定数と見なした (17.84)に (17.89)を適用して Fℓ(r1, r2) を求めよ。a = 0, b =∞ とする
と便利である。

17.6 ベッセル関数
ν を定数とするとき(

1

x

d

dx
x
d

dx
+ 1− ν2

x2

)
w(x) =

(
d2

dx2
+

1

x

d

dx
+ 1− ν2

x2

)
w(x) = 0 (17.90)

をベッセルの微分方程式という。

w(x) = xρ
∞∑
k=0

akx
k , a0 6= 0 (17.91)

として微分方程式に代入すると
∞∑
k=0

(
(k + ρ)2 − ν2

)
akx

k+ρ−2 +

∞∑
k=0

akx
k+ρ = 0

第 2項目で k = k′ − 2 とすると
∞∑
k=0

(
(k + ρ)2 − ν2

)
akx

k+ρ−2 +

∞∑
k′=2

ak′−2x
k′+ρ−2 = 0

したがって
(
ρ2 − ν2

)
a0x

ρ−2 +
(
(ρ+ 1)2 − ν2

)
a1x

ρ−1 +

∞∑
k=2

((
(k + ρ)2 − ν2

)
ak + ak−2

)
xk+ρ−2 = 0

これから(
ρ2 − ν2

)
a0 = 0 ,

(
(ρ+ 1)2 − ν2

)
a1 = 0 , k ≥ 2 のとき

(
(k + ρ)2 − ν2

)
ak + ak−2 = 0
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である。a0 6= 0 より ρ = ± ν になる。第 2式は (1+2ρ)a1 = 0 になるから ρ 6= − 1/2 ならば a1 = 0

である。ρ = − 1/2 の場合 a1 6= 0 とできるが, これは ρ = 1/2 と同じである。したがって a1 = 0 と
してよい。第 3式より k が奇数のとき ak = 0 であり, k が偶数のとき k = 2m とおくと

a2m = − 1

4m(m+ ρ)
a2(m−1) =

(−1)2

42m(m− 1)(m+ ρ)(m− 1 + ρ)
a2(m−2)

=
(−1)m

4mm! (m+ ρ)(m− 1 + ρ) · · · (1 + ρ)
a0

=
(−1)mΓ (ρ+ 1)

4mm!Γ (ρ+m+ 1)
a0

になる。ただし, ガンマ関数の性質 (17.48)を用いた。したがって

w(x) = xρ
∞∑
m=0

a2mx
2m = a0Γ (ρ+ 1)xρ

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ρ+m+ 1)

(x
2

)2m
a0 は任意定数であるが, a0 = 1/(2ρΓ (ρ+ 1)) とすれば

w(x) = Jρ(x) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ρ+m+ 1)

(x
2

)2m+ρ

, ただし ρ = ± ν (17.92)

になる。これを ρ次のベッセル関数という。
ν 6= 0 のとき微分方程式 (17.90)の解として Jν(x) と J−ν(x) の 2つの解が得られた。ν が整数で

ない場合 Jν(x) と J−ν(x) は 1次独立である。一方, n = 1, 2, 3, · · · のとき

Jn(x) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (n+m+ 1)

(x
2

)2m+n

=

∞∑
m=0

(−1)m

m! (n+m)!

(x
2

)2m+n

であるが
J−n(x) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (−n+m+ 1)

(x
2

)2m−n

では −n+m+1 ≤ 0 のとき Γ (−n+m+1) は発散するから m ≤ n− 1 の項は消える。m = n+ k

とすると
J−n(x) =

∞∑
k=0

(−1)n+k

(n+ k)!Γ (k + 1)

(x
2

)n+2k

= (−1)nJn(x)

になる。Jn(x) と J−n(x) は 1次独立ではない。
Jν(x) と 1次独立な解として

Nν(x) =
1

sinπν

(
Jν(x) cosπν − J−ν(x)

)
, ν 6=整数 (17.93)

がよく使われる。これを ν 次のノイマン ( Neumann )関数という。ν = n のとき, 分母と分子は
0 になるから Nn を

Nn(x) = lim
ν→n

Nν =

∂

∂ν

(
Jν(x) cosπν − J−ν(x)

)
∂ sinπν

∂ν

∣∣∣∣∣∣∣
ν=n

=
1

π

(
∂Jν
∂ν
− (−1)n ∂J−ν

∂ν

)
ν=n

で定義する。Nn(x) は Jn(x) と 1次独立である。
ℓ を整数として ν = ℓ+ 1/2 のとき (17.73)より

Jℓ+1/2(x) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ℓ+m+ 3/2)

(x
2

)2m+ℓ+1/2

=

√
2x

π
jℓ(x) (17.94)
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定義式 (17.93)よりNℓ+1/2(x) = (−1)ℓ+1J−ℓ−1/2(x) である。これと (17.76)から

Nℓ+1/2(x) = (−1)ℓ+1

√
2x

π
j−ℓ−1(x) =

√
2x

π
nℓ(x) (17.95)

になる。
x→∞ における Jν(x), Nν(x) の漸近形は (17.81)において ℓ = ν − 1/2 と置き換えればよい。

Jν(x) =

√
2

πx

(
sin

(
x− 2ν − 1

4
π

)
+

4ν2 − 1

8x
cos

(
x− 2ν − 1

4
π

)
+ · · ·

)
Nν(x) =

√
2

πx

(
− cos

(
x− 2ν − 1

4
π

)
+

4ν2 − 1

8x
sin

(
x− 2ν − 1

4
π

)
+ · · ·

) (17.96)

である。
漸化式 (17.92)に xν をかけ微分すると

d

dx
xνJν(x) =

∞∑
m=0

(−1)m(ν +m)

m!Γ (ν +m+ 1)

x2ν+2m−1

2ν+2m−1
= xν

∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ν +m)

(x
2

)2m+ν−1

= xνJν−1(x)

x−ν をかけ微分すると
d

dx
x−νJν(x) =

∞∑
m=1

(−1)m

(m− 1)!Γ (ν +m+ 1)

x2m−1

2ν+2m−1

=

∞∑
m=0

(−1)m+1

m!Γ (ν +m+ 2)

x2m+1

2ν+2m+1

= −x−ν
∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ (ν +m+ 2)

(x
2

)2m+ν+1

= −x−νJν+1(x)

したがって
x
dJν
dx

+ νJν − xJν−1 = 0 , x
dJν
dx
− νJν + xJν+1 = 0

両者の和と差から
2
dJν
dx

= Jν−1 − Jν+1 ,
2ν

x
Jν = Jν−1 + Jν+1 (17.97)

同じ関係式は Nν についても成り立つ。(17.94), (17.95)を上式に代入すれば (17.71)を得る。
ロンスキャン (17.90)より

d

dx
x

(
Jν(x)

dJ−ν
dx
− J−ν(x)

dJν
dx

)
= 0

である。漸近形 (17.96)を用いると

Jν(x)
dJ−ν
dx
− J−ν(x)

dJν
dx

= − 2 sinπν

πx
(17.98)

になる。J ′
ν = Jν−1 − (ν/x)Jν , J

′
−ν = − J−ν+1 − (ν/x)J−ν を代入すると

Jν(x)J−ν+1(x) + J−ν(x)Jν−1(x) =
2 sinπν

πx
(17.99)

を得る。
母関数

F (x, t) =

∞∑
n=−∞

Jn(x) t
n
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とすると
∂

∂x
F (x, t) =

1

2

∞∑
n=−∞

(
Jn−1(x)− Jn+1(x)

)
tn =

1

2

(
t− 1

t

)
F (x, t)

F (0, t) = J0(0) = 1 であるから
∞∑

n=−∞
Jn(x) t

n = exp

(
x

2

(
t− 1

t

))
(17.100)

になる。t = eiθ とすると
∞∑

n=−∞
Jn(x) e

inθ = eix sin θ (17.101)

θ を − θ としたものとの和あるいは差をとれば
∞∑

n=−∞
Jn(x) cosnθ = J0(x) + 2

∞∑
n=1

J2n(x) cos 2nθ = cos
(
x sin θ

)
∞∑

n=−∞
Jn(x) sinnθ = 2

∞∑
n=0

J2n+1(x) sin(2n+ 1)θ = sin
(
x sin θ

)
になる。θ = 0 とすると

J0(x) + 2

∞∑
n=1

J2n(x) = 1

である。複素 t平面上で原点を中心とした半径 1 の円の経路を C とすると, (17.100)より
∞∑

n=−∞
Jn(x)

∮
C

dt tn−k−1 =

∮
C

dt t−k−1 exp

(
x

2

(
t− 1

t

))

C 上では t = eiθ , −π ≤ θ ≤ π とおけるから, k が整数のとき

1

2π

∞∑
n=−∞

Jn(x)

∫ π

−π
dθ ei(n−k)θ = Jk(x) =

1

2π

∫ π

−π
dθ ei(x sin θ−kθ)

である。これと (17.101)から

J2
0 (x) + 2

∞∑
n=1

J2
n(x) =

∞∑
n=−∞

J2
n(x) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)
1

2π

∫ π

−π
dθ ei(x sin θ−nθ) = 1

になる。

17.7 合流型超幾何関数
a, b を任意定数とするとき (ただし b 6= −n , n = 0, 1, 2, · · · )(

x
d2

dx2
+ (b− x) d

dx
− a
)
w(x) = 0 (17.102)

を合流型超幾何微分方程式という。x = 0は確定特異点である。解 w(x) をベキ展開して

w(x) = xµ
∞∑
k=0

ckx
k , c0 6= 0
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とする。これを (17.102)に代入すると
∞∑
k=0

ck (µ+ k) (µ+ k − 1 + b)xµ+k−1 −
∞∑
k=0

ck (µ+ k + a)xµ+k = 0

第 1項目と第 2項目のベキを揃える。そのため第 1項で k′ = k − 1 とし k′ を改めて k とすれば
∞∑
k=0

ck (µ+ k) (µ+ k − 1 + b)xµ+k−1 =

∞∑
k=−1

ck+1 (µ+ k + 1) (µ+ k + b)xµ+k

k = −1 と k ≥ 0 に別ければ

c0 µ (µ− 1 + b)xµ−1 +

∞∑
k=0

(
ck+1 (µ+ k + 1) (µ+ k + b)− ck (µ+ k + a)

)
xµ+k = 0

これが任意の x で成り立つためには

c0 µ (µ− 1 + b) = 0 , ck+1 (µ+ k + 1) (µ+ k + b)− ck (µ+ k + a) = 0 (17.103)

c0 6= 0 であるから第 1式より µ = 0 または µ = 1− b でなければならない。
µ = 0 のとき (17.103)の第 2式より

ck+1 =
1

k + 1

a+ k

b+ k
ck (17.104)

になる。b は 0または負の整数ではないから k = 0, 1, 2, · · · のとき b+ k 6= 0 である。

c1 =
a

b
c0 , c2 =

1

2

a+ 1

b+ 1
c1 =

1

2

a(a+ 1)

b(b+ 1)
c0 , c3 =

1

3

a+ 2

b+ 2
c2 =

1

3!

a(a+ 1)(a+ 2)

b(b+ 1)(b+ 2)
c0

一般に
ck =

1

k!

(a)k
(b)k

c0 , (a)k ≡

{
1 , k = 0

a(a+ 1) · · · (a+ k − 1) , k > 0
(17.105)

であるから
w(x) = c0M(a, b, x) , ただし M(a, b, x) ≡

∞∑
k=0

(a)k
(b)k

xk

k!
(17.106)

になる。M(a, b, x) を合流型超幾何関数という。Handbook of Mathematical Functions (Dover )の
表記法を用いる。
µ = 1− b の場合, (17.103)の第 2式は

ck+1 =
1

k + 1

a− b+ 1 + k

2− b+ k
ck

になる。これは (17.104)で a , b をそれぞれ a− b+ 1 , 2− b で置き換えたものであるから

w(x) = c0 x
1−bM(a− b+ 1, 2− b, x)

になる。以上から, 合流型超幾何微分方程式の一般解は C , D を任意定数として

w(x) = CM(a, b, x) +Dx1−bM(a− b+ 1, 2− b, x) (17.107)

で与えられる。b が 2以上の整数の場合 M(a− b+ 1, 2− b, x) は一般に発散する。この場合も含め
た一般解は

w(x) = CM(a, b, x) +DU(a, b, x) (17.108)
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になる。ただし

U(a, b, x) =
π

sinπb

(
M(a, b, x)

Γ (1 + a− b)Γ (b)
− x1−b M(1 + a− b, 2− b, x)

Γ (a)Γ (2− b)

)
である。U(a, b, x) は b→ ±n でも発散しない。Re b ≥ 2 のとき

U(a, b, x)
x→0−−−→ Γ (b− 1)

Γ (a)
x1−b

になる。
(17.105), (17.48)より n = 0, 1, 2, · · · として

a = −n のとき (−n)k =


(−1)kn!
(n− k)!

, k ≤ n

0 , k > n

, a 6= −n のとき (a)k =
Γ (a+ k)

Γ (a)
(17.109)

である。なお, (17.52)より Γ (a+ k)/Γ (a)
a→−n−−−−→ (−n)k になる。

a = −n の場合 k > n のとき (a)k = 0 になるから M(−n, b, x) は x に関して n次の多項式にな
る。具体的には

M(0, b, x) = 1 , M(−1, b, x) = 1− x

b
, M(−2, b, x) = 1− 2

b
x+

x2

b(b+ 1)
(17.110)

などである。一方, a 6= −n のとき M(a, b, x) は無限級数である。k � 1 での係数比
ck
ck+1

= (k + 1)
b+ k

a+ k
≈ k + 1

は指数関数 ex の展開係数比 (k+1)!/k! と同じである。x→∞ では k →∞ の項が主な寄与をする
から, M(a, b, x) は x→∞ で ex のように振舞う ( 詳しい漸近形は (18.13) )。したがって

e−x/2M(a, b, x)
x→∞−−−−→ 0 になる条件は a = −n = 0, − 1, − 2, · · · (17.111)

である。この条件は束縛状態を扱うとき度々現れる。なお, ck/ck+1
k→∞−−−−→ ∞ であるから, 無限級

数 M(a, b, x) の収束半径は ∞ である。
b 6= −n としたが, これは b = −n のとき k ≥ n + 1 では (b)k = 0 になり M(a, b, x) が定義でき

ないためである。ところで a = −m, ( m = 0, 1, 2, · · · )のとき

m < n ならば M(−m,−n, x) =
m∑
k=0

(−m)k
(−n)k

xk

k!
=
m!

n!

m∑
k=0

(n− k)!
(m− k)! k!

xk (17.112)

になり係数が発散することはないから, b = −n であっても M(−m,−n, x) は存在する。

n次の多項式M(−n, b, x)

M(−n, b, x) =
n∑
k=0

(−1)kn!
k! (n− k)! (b)k

xk =

n∑
k=0

nCk
(b)k

(−x)k (17.113)

を考える。これはラゲール陪多項式 (17.124)である。ライプニッツの公式を用いると

dn

dxn
xb+n−1e−x =

n∑
k=0

n!

k! (n− k)!
dke−x

dxk
dn−kxb+n−1

dxn−k
= e−x

n∑
k=0

(−1)kn!
k! (n− k)!

dn−kxb+n−1

dxn−k
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である。
dn−kxb+n−1

dxn−k
= (b+ n− 1)(b+ n− 2) · · · (b+ n− 1− (n− k) + 1)xb−1+k

=
b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)

b(b+ 1) · · · (b+ k − 1)
xb−1+k =

(b)n
(b)k

xb−1+k

より
exx−b+1

(b)n

dn

dxn
xb+n−1e−x =

n∑
k=0

(−1)kn!
k! (n− k)! (b)k

xk =M(−n, b, x) (17.114)

になる。
ν + b > 0 のとき, 積分

Iν(n, b) =

∫ ∞

0

dx e−xxb+ν−1M2(−n, b, x) = 1

(b)n

∫ ∞

0

dxxνM(−n, b, x)d
nf

dxn
, f(x) = xb+n−1e−x

を求める。部分積分を行うと

Iν(n, b) =
1

(b)n

[
xνM(−n, b, x)d

n−1f

dxn−1

]∞
0

− 1

(b)n

∫ ∞

0

dx
(
xνM(−n, b, x)

)′ dn−1f

dxn−1

x→∞ のとき [· · · ]内の関数は 0 になる。x→ 0 でも xν+b に比例するから ν + b > 0 より 0 にな
る。したがって, 部分積分を繰り返せば

Iν(n, b) =
(−1)n

(b)n

∫ ∞

0

dxxb+n−1e−x
dn

dxn
xνM(−n, b, x) (17.115)

一般の ν について Iν を求められるが複雑になるので ν = 0, ± 1 の場合だけ求める。(17.113)より

xνM(−n, b, x) = (−1)n

(b)n

(
xn+ν − n(b+ n− 1)xn+ν−1 + · · ·

)
であるから

dn

dxn
M(−n, b, x) = (−1)n

(b)n
n! ,

dn

dxn
xM(−n, b, x) = (−1)n

(b)n
n!
(
(n+ 1)x− n(b+ n− 1)

)
したがって

I0(n, b) =
n!

[(b)n]2

∫ ∞

0

dxxb+n−1e−x =
n!

[(b)n]2
Γ (b+ n) =

n!Γ (b)

(b)n

I1(n, b) =
n!

[(b)n]2

∫ ∞

0

dxxb+ne−x
(
(n+ 1)x− n(b+ n− 1)

)
=
n!Γ (b)

(b)n

(
b+ 2n

)
ν = −1 のとき

dn

dxn
x−1M(−n, b, x) = dn

dxn

(
1

x
+ (n− 1)次の多項式

)
=

(−1)nn!
xn+1

になるから
I−1(n, b) =

n!

(b)n

∫ ∞

0

dxxb−2e−x =
n!Γ (b− 1)

(b)n

ν = ± 2 の場合も同様にすると, ν + b > 0 で ν = 0, ± 1, ± 2 のとき∫ ∞

0

dx e−xxb+ν−1M2(−n, b, x) = n!Γ (b+ ν)

(b)n

(
1 +

ν(ν + 1)n

b

+
(ν − 1)ν(ν + 1)(ν + 2)n(n− 1)

4b(b+ 1)

)
(17.116)
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になる。

漸化式
(a− 1)k =

a− 1

a+ k − 1
(a)k , (a+ 1)k =

a+ k

a
(a)k

より

(a− b)M(a− 1, b, x) + (b− 2a)M(a, b, x) + aM(a+ 1, b, x) =

∞∑
k=0

k(b+ k − 1)

a+ k − 1

(a)k
(b)k

xk

k!

である。k = 0 は寄与しない。k ≥ 1 のとき (a)k = (a+ k − 1)(a)k−1 になるから漸化式

(a− b)M(a− 1, b, x) + (b− 2a− x)M(a, b, x) + aM(a+ 1, b, x) = 0 (17.117)

が成り立つ。

17.8 超幾何関数
a, b を任意定数, c を 0 または負の整数でない定数とするとき

x(1− x)d
2w

dx2
+
(
c− (1 + a+ b)x

)dw
dx
− abw(x) = 0 (17.118)

を超幾何微分方程式という。この方程式は a , b について対称である。解 w(x) をベキ展開して

w(x) = xµ
∞∑
k=0

dkx
k , d0 6= 0

とする。これを (17.118)に代入すると
∞∑
k=0

(µ+ k)(µ+ k − 1 + c) dkx
µ+k−1 −

∞∑
k=0

(µ+ k + a)(µ+ k + b) dkx
µ+k = 0

第 1項目と第 2項目のベキを揃える。そのため第 1項で k′ = k − 1 とし k′ を改めて k とすれば
∞∑

k=−1

(µ+ k + 1)(µ+ k + c) dk+1x
µ+k −

∞∑
k=0

(µ+ k + a)(µ+ k + b) dkx
µ+k = 0

k = −1 と k ≥ 0 に別ければ

µ(µ− 1 + c)d0x
µ−1 +

∞∑
k=0

(
(µ+ k + 1)(µ+ k + c) dk+1 − (µ+ k + a)(µ+ k + b) dk

)
xµ+k = 0

これが任意の x で成り立つためには

µ (µ− 1 + c) d0 = 0 , (µ+ k + 1)(µ+ k + c) dk+1 − (µ+ k + a)(µ+ k + b) dk = 0 (17.119)

d0 6= 0 であるから第 1式より µ = 0 または µ = 1− c でなければならない。
µ = 0 のとき (17.119)の第 2式から

dk+1 =
1

k + 1

(a+ k)(b+ k)

c+ k
dk (17.120)
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である。(17.105)で定義した (a)k を用いれば

dk =
1

k!

(a)k (b)k
(c)k

d0

になるから
w(x) = d0F (a, b, c, x) , ただし F (a, b, c, x) ≡

∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

xk

k!
(17.121)

である。F (a, b, c, x) を超幾何関数という。
µ = 1− c のとき

dk+1 =
1

k + 1

(a− c+ 1 + k)(b− c+ 1 + k)

2− c+ k
dk

これは (17.120)において, a, b, c をそれぞれ a − c + 1, b − c + 1, 2 − c に置き換えたものであるか
ら, 超幾何微分方程式の第 2の解として

w(x) = x1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c, x)

を得る。ただし, 2− c が 0 または負の整数の場合は除く。したがって, c が整数でないとき, 超幾何
微分方程式の一般解は A, B を任意定数として

w(x) = AF (a, b, c, x) +Bx1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1, 2− c, x) (17.122)

になる。
n = 0, 1, 2, · · · とするとき, a = −n または b = −n ならば F (a, b, c, x) は n次の多項式になる。

F (a, b, c, x) が無限級数の場合, 収束半径は

lim
k→∞

∣∣∣∣ dkdk+1

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ (k + 1)(c+ k)

(a+ k)(b+ k)

∣∣∣∣ = 1

であるから, |x| < 1 のとき級数 (17.121)は収束するが, |x| > 1 では発散する。|x| > 1 では超幾何
微分方程式の解 w(x) は x のベキでは展開できず, 別の表現を用いる必要がある。
超幾何関数の性質として 0 < x < 1 のとき

F (a, b, c, x) =
Γ (c)Γ (c− a− b)
Γ (c− a)Γ (c− b)

F (a, b, a+ b− c+ 1, 1− x)

+
Γ (c)Γ (a+ b− c)

Γ (a)Γ (b)
(1− x)c−a−bF (c− a, c− b, c− a− b+ 1, 1− x) (17.123)

が成り立つ。証明は,例えばWhittaker & Watson, A Course of Modern Analysis ( Cambridge Univ.,

1996 ) 291ページ参照。
t = bx とすると (17.118)は

t

(
1− t

b

)
d2w

dt2
+

(
c− 1 + a+ b

b
t

)
dw

dt
− aw = 0

と表せる。b→∞ とすると合流型超幾何微分方程式

t
d2w

dt2
+ (c− t) dw

dt
− aw = 0 , ∴ lim

b→∞
F (a, b, c, t/b) =M(a, c, t)

になる。実際

F (a, b, c, t/b) =

∞∑
k=0

1

k!

(a)k
(c)k

(b)k

(
t

b

)k
b→∞−−−−→

∞∑
k=0

1

k!

(a)k
(c)k

tk =M(a, c, t)
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である。(17.118)は

d2w

dx2
+ p(x)

dw

dx
+ q(x)w(x) = 0 , p(x) =

c− (1 + a+ b)x

x(1− x)
, q(x) = − ab

x(1− x)

と表せるが, p(x) と q(x) の特異点は x = 0, 1 , つまり, t = bx = 0, b である。b → ∞ とすると, 超
幾何微分方程式の特異点 t = b は無限遠に合流し, 有限な点での特異点は t = 0 だけの微分方程式に
なる。このため, この微分方程式を合流型超幾何微分方程式という。

17.9 ラゲール多項式
定義 (17.114)より

Lαn(x) ≡
exx−α

n!

dn

dxn
e−xxn+α =

(α+ 1)n
n!

M(−n, α+ 1, x) (17.124)

をラゲール ( Laguerre )陪多項式, α = 0 の場合, 単に Ln(x) と書きラゲール多項式という。α+1

が負の整数のとき M(−n, α + 1, x) は定義できないこともあるが, (α + 1)nM(−n, α + 1, x) はその
ようなことはない。ラゲール陪多項式の定義は教科書で異なる。例えば

(Lkn)Schiff = n! (−1)kLkn−k , (Lkn)Messiah = (n+ k)!Lkn

である。(17.124)は数学公式 IIIと同じである。
(17.124)にライプニッツの公式を適用する, あるいは (17.113)から

Lαn(x) =

n∑
m=0

(−1)mCnm(α)

m! (n−m)!
xm , ただし Cnm(α) =

(α+ 1)n
(α+ 1)m

=
Γ (α+ 1 + n)

Γ (α+ 1 +m)
(17.125)

である。k = 0, 1, 2, · · · のとき Cnm(k) = (n+ k)!/(m+ k)! になるから

Lkn(x) =

n∑
m=0

(−1)m(n+ k)!

m! (n−m)! (m+ k)!
xm , Ln+k(x) =

n+k∑
m=0

(−1)m(n+ k)!

m! (n+ k −m)!m!
xm

したがって
dk

dxk
Ln+k(x) =

n+k∑
m=k

(−1)m(n+ k)!

m! (n+ k −m)!m!

m!

(m− k)!
xm−k

m− k を m と置き直すと

dk

dxk
Ln+k(x) = (−1)k

n∑
m=0

(−1)m(n+ k)!

m! (n−m)! (m+ k)!
xm = (−1)kLkn(x) (17.126)

である。

母関数 | t | < 1 のとき

f(x, t) =
1

(1− t)α+1
exp
(
− xt

1− t

)
=

∞∑
m=0

(−x)m

m!
tm(1− t)−m−α−1

を考える。(1− t)−m−α−1 をテイラー展開すると

(1− t)−m−α−1 = 1 +

∞∑
k=1

1

k!
(α+m+ 1)(α+m+ 2) · · · (α+m+ k) tk =

∞∑
k=0

Cm+k,m(α)

k!
tk
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であるから

f(x, t) =
∞∑
m=0

∞∑
k=0

(−x)mCm+k,m(α)

m! k!
tm+k =

∞∑
n=0

n∑
m=0

(−x)mCnm(α)

m! (n−m)!
tn =

∞∑
n=0

Lαn(x) t
n

ただし k = n−m とした。したがって

1

(1− t)α+1
exp
(
− xt

1− t

)
=

∞∑
n=0

Lαn(x) t
n , | t | < 1 (17.127)

になる。

漸化式 Lαn+1 の定義より

(n+ 1)Lαn+1 =
exx−α

n!

dn+1

dxn+1
e−xxn+1+α =

exx−α

n!

dn

dxn

(
(n+ 1 + α)e−xxn+α − e−xxn+1+α

)
= (n+ 1 + α)Lαn −

exx−α

n!

dn

dxn
e−xxn+1+α

f(x) = e−xxn+α としてライプニッツの公式を使うと

dn

dxn
e−xxn+1+α =

dnxf(x)

dxn
= x

dnf(x)

dxn
+ n

dn−1f(x)

dxn−1

であるから
(n+ 1)Lαn+1 = (n+ 1 + α− x)Lαn −

exx−α

(n− 1)!

dn−1

dxn−1
e−xxn+α

ところで
d

dx
e−xxn+α = (n+ α)xn+α−1e−x − e−xxn+α

の両辺を n− 1回微分すると
dn−1

dxn−1
e−xxn+α = (n+ α)

dn−1

dxn−1
e−xxn+α−1 − dn

dxn
e−xxn+α

になるから
exx−α

(n− 1)!

dn−1

dxn−1
e−xxn+α = (n+ α)Lαn−1 − nLαn (17.128)

したがって
(n+ 1)Lαn+1 = (2n+ α+ 1− x)Lαn − (n+ α)Lαn−1 (17.129)

である。これは (17.117)から導ける。
次に, ライプニッツの公式から

xLα+1
n =

exx−α

n!

dn

dxn
e−xxn+α+1 =

exx−α

n!

(
x
dn

dxn
e−xxn+α + n

dn−1

dxn−1
e−xxn+α

)
(17.128)を代入すると

xLα+1
n = (x− n)Lαn + (n+ α)Lαn−1 = (n+ α+ 1)Lαn − (n+ 1)Lαn+1 (17.130)

である。
Lαn の微分は

dLαn
dx

= Lαn −
α

x
Lαn +

exx−α

n!

dn+1

dxn+1
e−xxn+α
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ところで
dn+1

dxn+1
e−xxn+1+α = x

dn+1

dxn+1
e−xxn+α + (n+ 1)

dn

dxn
e−xxn+α

つまり
Lαn+1 =

exx−α

(n+ 1)!
x
dn+1

dxn+1
e−xxn+α + Lαn

したがって

x
dLαn
dx

= (x− α)Lαn + (n+ 1)(Lαn+1 − Lαn) (17.131)

= nLαn − (n+ α)Lαn−1 (17.132)

微分方程式 (17.132)を微分すると

x(Lαn)
′′ + (Lαn)

′ = n(Lαn)
′ − (n+ α)(Lαn−1)

′

(17.131)より

x(Lαn−1)
′ = nLαn + (x− α− n)Lαn−1 = nLαn +

x− α− n
n+ α

(
nLαn − x(Lαn)′

)
したがって (

x
d2

dx2
+ (α+ 1− x) d

dx
+ n

)
Lαn(x) = 0 (17.133)

あるいは (
d

dx
e−xxα+1 d

dx
+ n e−xxα

)
Lαn(x) = 0 (17.134)

を満たす。(17.133)は合流型超幾何微分方程式で a = −n, b = α+ 1 としたものである。

直交性 α+ 1 > 0 のとき

Inm ≡
∫ ∞

0

dx e−xxα Lαn(x)L
α
m(x) =

1

n!

∫ ∞

0

dxLαm(x)
dn

dxn
e−xxn+α

を考える。部分積分を行えば

Inm =
(−1)n

n!

∫ ∞

0

dx e−xxn+α
dn

dxn
Lαm(x)

n ≥ m としても一般性を失わない。Lαm(x) は m次の多項式であるから, n > m のとき n階微分は
0 である。(17.125)より

Lαn(x) =
(−1)n

n!
xn + (n− 1)次 , ∴ Inn =

1

n!

∫ ∞

0

dx e−xxn+α =
Γ (n+ α+ 1)

n!

したがって ∫ ∞

0

dx e−xxα Lαn(x)L
α
m(x) =

Γ (n+ α+ 1)

n!
δnm (17.135)

になる。(17.134)に Lαm をかけた式と n, m を入れ替えた式の差をとり積分すれば n 6= m のとき
Inm = 0 を示せる。
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18 漸近形
18.1 合流型超幾何関数の漸近形
積分表示
原点で正則な微分方程式 (17.102)の解 M(a, b, x) をラプラス変換して

M(a, b, x) =

∫
C

dz exzv(z) (18.1)

とする。ここで C は z複素平面上の適当な経路であり, 開曲線でも閉曲線でもよい。(
x
d2

dx2
+ (b− x) d

dx
− a
)
M(a, b, x) =

∫
C

dz v(z)

(
x
d2

dx2
+ (b− x) d

dx
− a
)
exz

=

∫
C

dz v(z)
(
xz2 + (b− x)z − a

)
exz

=

∫
C

dz v(z)

((
z2 − z

) d
dz

+ bz − a
)
exz

第 1項を部分積分すると(
x
d2

dx2
+ (b− x) d

dx
− a
)
M(a, b, x) =

[(
z2 − z

)
exzv(z)

]
C

+

∫
C

dz exz
((

(b− 2)z − a+ 1
)
v(z)−

(
z2 − z

) dv
dz

)
ただし, [ f(z) ]C は積分路の終点と始点での f(z) の差で, 閉曲線なら一周したときの差である。し
たがって [ (

z2 − z
)
exzv(z)

]
C
= 0 ,

(
(b− 2)z − a+ 1

)
v(z)−

(
z2 − z

) dv
dz

= 0

ならば (18.1)は (17.102)の解である。微分方程式の解は v0 を定数として v(z) = v0 z
a−1(1−z)b−a−1

であるから

M(a, b, x) = v0

∫
C

dz exzza−1(1− z)b−a−1 ,
[
exzza(1− z)b−a

]
C
= 0 (18.2)

になる。なお, a, b が整数でないとき複素数 z に対して za, (1− z)b−a は多価関数である。
Re b > Re a > 0 のとき, C が z = 0 から z = 1 までの実軸上の線分ならば, 経路の両端 z = 0, 1

では exzza(1− z)b−a = 0 になり (18.2)の条件は満たす。したがって

M(a, b, x) = v0

∫ 1

0

dz exzza−1(1− z)b−a−1

である。M(a, b, 0) = 1 及び (17.57)より

1 = v0

∫ 1

0

dz za−1(1− z)b−a−1 = v0B(a, b− a) = v0
Γ (a)Γ (b− a)

Γ (b)

になるから

M(a, b, x) =
Γ (b)

Γ (a)Γ (b− a)

∫ 1

0

dz exzza−1(1− z)b−a−1 , ただし Re b > Re a > 0 (18.3)

を得る。指数関数をベキ展開し (17.57), (17.58) を用いれば

M(a, b, x) =
Γ (b)

Γ (a)Γ (b− a)

∞∑
k=0

xk

k!

∫ 1

0

dz za+k−1(1− z)b−a−1 =

∞∑
k=0

(a)k
(b)k

xk

k!

これは M(a, b, x) の定義式 (17.106)である。
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0 1

C0

C経路 C のとり方はいろいろある。C として z = 0と z = 1を一周す
る経路を考える。実軸上を往復する経路 C0 とすると, C と C0 に挟
まれた領域では exzza−1(1− z)b−a−1 は正則であるから∫

C

dz exzza−1(1− z)b−a−1 =

∫
C0

dz exzza−1(1− z)b−a−1

になる。z = reiθ0 , 1 − z = r′eiθ1 とするとき, z : 1 → 0 の経路上で θ0 = 0, θ1 = 0 にとる。z = 0

で一周すると θ0 = 2π, θ1 = 0 になり, 更に, z = 1で 一周すると θ0 = 2π, θ1 = 2π になるから,

0 < z = x < 1 から出発して x→ 0→ 1→ x と 1周すると[
za
(
1− z

)b−a ]
C
=
(
e2πix

)a(
e2πi(1− x)

)b−a − xa(1− x)b−a =
(
e2πib − 1

)
xa(1− x)b−a

b 6=整数 の場合 za
(
1− z

)b−a は元の値に戻らない。そこで, 下の左図の経路を考える。これは右図
の経路 Cdと同等である。Cd は実軸上の積分路と z = 0, 1を中心とした半径 εの円周からなる。太
線の経路上で θ0 = θ1 = 0 にとる。

(θ0, θ1) = (0, 0)
z=0 で反時計回り−−−−−−−−−−−→ (2π, 0)

z=1 で時計回り−−−−−−−−−→ (2π, −2π)
z=0 で時計回り−−−−−−−−−→ (0, −2π) z=1 で反時計回り−−−−−−−−−−−→ (0, 0)

になるから [
za
(
1− z

)b−a ]
Cd

= 0 を満たす。

0 1

Cd

0 1

v0 を決めるため Re b > Re a > 0とする。結果はこの制限に依らない。ε→ 0のとき z = 0, z = 1

まわりの円周経路の寄与は, それぞれ εa, εb−a に比例し 0 になる。実軸上の積分は

I1 =

∫ 0

1

dr exrra−1(1− r)b−a−1 I2 =

∫ 1

0

dr exr
(
e2πir

)a−1
(1− r)b−a−1

I3 =

∫ 0

1

dr exr
(
e2πir

)a−1(
e−2πi(1− r)

)b−a−1
I4 =

∫ 1

0

dr exrra−1
(
e−2πi(1− r)

)b−a−1

であるから

M(a, b, x) = v0

4∑
k=1

Ik = v0
(
1− e2πia

)(
e2πi(a−b) − 1

) ∫ 1

0

dr exrra−1(1− r)b−a−1

(18.3)より

v0(a, b) =
1(

1− e2πia
)(
e2πi(a−b) − 1

)
B(a, b− a)

, B(a, b− a) = Γ (a)Γ (b− a)
Γ (b)

である。M(a, b, x) の積分表示として

M(a, b, x) = v0(a, b)

∫
Cd

dz exzza−1(1− z)b−a−1 (18.4)

を得る。(18.3)と異なり, (18.4) は Re b > Re a > 0 でなくても成り立つ。
u = −xz とすると

M(a, b, x) = v0(a, b)
(
−x
)−a ∫

U

du e−uua−1
(
1 +

u

x

)b−a−1
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0

−x
W2

W1になる。複素 z 平面上の経路 Cd は, 複素 u平面では右図の U に
変更できる。破線部分の虚軸に平行な経路では u = R + iy とお
ける。|e−u| = e−R

R→∞−−−−→ 0 になるからM は u = 0まわりの寄
与 W1 と u = −xまわりの寄与 W2 に分離し

M(a, b, x) =W1(a, b, x) +W2(a, b, x) (18.5)

と表せる。W1 は反時計回りの寄与 I1 と時計回りの寄与 I2 からなる。Re b > Re a > 0のとき ε→ 0

とする。太い経路は θ0 = θ1 = 0 に対応し

I1 =

∫ 0

∞
dr e−rra−1

(
1 +

r

x

)b−a−1

+

∫ ∞

0

dr e−r
(
e2πir

)a−1
(
1 +

r

x

)b−a−1

=
(
1− e2πia

) ∫ 0

∞
dr e−rra−1

(
1 +

r

x

)b−a−1

時計回りの経路の始点側では θ0 = 2π, θ1 = − 2π になるから

I2 =

∫ 0

∞
dr e−r

(
e2πir

)a−1
(
e−2πi r + x

x

)b−a−1

+

∫ ∞

0

dr e−rra−1

(
e−2πi r + x

x

)b−a−1

=
(
e2πia − 1

)
e2πi(a−b)

∫ 0

∞
dr e−rra−1

(
1 +

r

x

)b−a−1

= − e2πi(a−b)I1

であり

W1(a, b, x) = v0
(
−x
)−a(

I1 + I2
)
=

(−x)−a

e2πia − 1

1

B(a, b− a)

∫
CΓ

dz e−zza−1
(
1 +

z

x

)b−a−1

(18.6)

になる。ここで, 経路 CΓ は 431ページに示した経路であり, 無限遠の始点で z の偏角を 0にとる。
u = −x まわりの W2 も反時計回りの寄与 J1 と時計回りの寄与 J2 からなる。反時計回りの始点

側では θ0 = 0, θ1 = − 2π であり, u+ x = e−2πir, r :∞→ 0 になるから

J1 =

∫ 0

∞
dr e−r+x

(
r − x

)a−1
(
e−2πi r

x

)b−a−1

+

∫ ∞

0

dr e−r+x
(
r − x

)a−1
( r
x

)b−a−1

=
(
1− e2πi(a−b)

) ∫ ∞

0

dr e−r+x
(
r − x

)a−1
( r
x

)b−a−1

時計回りの始点側では θ0 = 2π, θ1 = 0 より

J2 =

∫ 0

∞
dr e−r+x

(
e2πi(r − x)

)a−1
( r
x

)b−a−1

+

∫ ∞

0

dr e−r+x
(
e2πi(r − x)

)a−1
(
e−2πi r

x

)b−a−1

= − e2πiaJ1

になるから

W2(a, b, x) = v0
(
−x
)−a(

J1 + J2
)
=

xa−bex

B(a, b− a)

∫ ∞

0

dr e−rrb−a−1
(
1− r

x

)a−1

である。

I2(a, b, x) ≡
∫
CΓ

dz e−zzb−a−1
(
1− z

x

)a−1

=
(
e2πi(b−a) − 1

) ∫ ∞

0

dr e−rrb−a−1
(
1− r

x

)a−1

であるから
W2(a, b, x) =

xa−bex

e2πi(b−a) − 1

I2(a, b, x)

B(a, b− a)
= exW1(b− a, b,−x) (18.7)
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になる。(18.6), (18.7)は Re b > Re a > 0 でなくても成り立つ。
CΓ の始点と終点では e−z → 0 になるから (A =

(
e2πia − 1

)
B(a, b− a) )(

x
d2

dx2
+
(
b− x

) d
dx
− a
)
W1(a, b, x) =

a+ 1− b
Ax

[
e−z

(
− z

x

)a (
1 +

z

x

)b−a−2
]
CΓ

(18.8)

= 0

であり, W1(a, b, x) と W2(a, b, x) は合流型超幾何微分方程式の独立な解である。

問題 18.1 (18.8)を示せ。

漸近級数
g(a, b, x) =

1

(e2πia − 1)Γ (a)

∫
CΓ

dz e−zza−1
(
1− z

x

)−b
(18.9)

と定義する。(18.6), (18.7)より

W1(a, b, x) =
Γ (b)

Γ (b− a)
(−x)−ag(a, a+ 1− b,−x) (18.10)

W2(a, b, x) = exW1(b− a, b,−x) =
Γ (b)

Γ (a)
exxa−bg(b− a, 1− a, x) (18.11)

である。f(x) = (1− x)−b のとき

(1− x)−b =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +O(xn+1) =

n∑
k=0

(b)k
k!

xk +O(xn+1)

であるから
g(a, b, x) = gn(a, b, x) +O(x−n−1) , gn(a, b, x) =

n∑
k=0

Dk

xk
(18.12)

ただし, (17.55) 及び (a)k = Γ (a+ k)/Γ (a) より

Dk =
(b)k
k!

1

(e2πia − 1)Γ (a)

∫
CΓ

dz e−zza+k−1 =
(a)k(b)k

k!
, D0 = 1 , D1 = ab , · · ·

になる。したがって, |x| → ∞ のとき

M(a, b, x) =
Γ (b)

Γ (b− a)
(−x)−a

(
1− a(a+ 1− b)

x
+ · · ·

)
+
Γ (b)

Γ (a)
exxa−b

(
1 +

(1− a)(b− a)
x

+ · · ·
)

(18.13)

である。
任意の k に対して Dk 6= 0 のとき, 無限級数 g∞(a, b, x) の収束半径 R は

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ Dk

Dk+1

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ k + 1

(a+ k)(b+ k)

∣∣∣∣ = 0

になるから g∞(a, b, x) は任意の x について発散する。一方, n を固定すると gn(a, b, x)
|x|→∞−−−−→

g(a, b, x) である。発散級数 g∞(a, b, x) の部分和 gn(a, b, x) は |x| � 1 における g(a, b, x) の近似式
としての意味はある。一般に

発散級数
∞∑
k=0

ck
xk
の部分和 fn(x) =

n∑
k=0

ck
xk
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がある関数 f(x) に対して
lim
x→∞

xn
(
f(x)− fn(x)

)
= 0 (18.14)

を満たすとき, 発散級数を f(x) の漸近級数あるいは漸近展開という。
gn(a, b, x) の性質を具体的に考える。(17.56)と同様にして a = 1 のとき

g( 1, b,−x) =
∫ ∞

0

du e−u
(

x

u+ x

)b
= xbex

∫ ∞

x

du
e−u

ub

b, x が正の実数の場合を考える。部分積分を行うと

g( 1, b,−x) = xbex
(
−
[
e−u

ub

]u=∞

u=x

− b
∫ ∞

x

du
e−u

ub+1

)
= 1 +

b

−x
g( 1, b+ 1,−x)

この漸化式を繰り返し適用すれば

g( 1, b,−x) = 1 +
b

−x
+
b(b+ 1)

(−x)2
g( 1, b+ 2,−x) = · · · = gn( 1, b,−x) +Rn(x) (18.15)

ただし
Rn(x) =

(b)n+1

(−x)n+1
g( 1, b+ n+ 1,−x) = (−1)n+1(b)n+1 x

bex
∫ ∞

x

du
e−u

ub+n+1

である。b+ n > 0 より u > x のとき ub+n+1 > xb+n+1 であるから

|Rn(x)| < (b)n+1 x
bex
∫ ∞

x

du
e−u

xb+n+1
=

(b)n+1

xn+1
(18.16)

n を固定して x を大きくすると |Rn(x)| は 0 に近づくから gn( 1, b,−x) は g( 1, b,−x) のよい近似
になる。一方, x を固定して n を増加させる場合

5 10 15x
0

10

20

n

−5
−4

−3

−2
−1

1

4

8(b)n+1

xn+1
=
b

x

b+ 1

x
· · · b+ n

x

であるから, b + n < x である間は |Rn(x)| の上限は減少し
gn( 1, b,−x) の近似の精度はよくなる。しかし, b+ n > x にな
ると |Rn(x)| の上限は増加に転じる。b = 1 での |Rn(x)| = 一
定 = 10k の曲線を右図に示す。曲線に付けた数値は k である。
n を固定して x を増加させると |Rn(x)| は減少し 0 に収束す
る。一方, x を固定して n を増加させると, n ≈ x 付近までは
|Rn(x)| は減少するが, その後は増加し n→∞ では |Rn(x)| → ∞ になる。破線は x を与えたとき
|Rn(x)| が最小になる n を表す。有限な x に対しては g(a, b, x) を gn(a, b, x) で近似する精度には
限界がある。例えば, x ≈ 6 では 10−2 程度, x ≈ 13 では 10−5 程度が限界である。

球ベッセル関数
球ベッセル関数の微分方程式 (17.64)は

wℓ(x) = xℓeixv(z) , z = −2ix

とすると (
z
d2

dz2
+ (2ℓ+ 2− z) d

dz
− (ℓ+ 1)

)
v = 0 (18.17)

になる。したがって

H
(1)
ℓ (x) =

2ℓ+1ℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeixW1(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2,−2ix) = (−i)ℓ+1 e

ix

x
g(ℓ+ 1,−ℓ, 2ix)
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H
(2)
ℓ (x) =

2ℓ+1ℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeixW2(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2,−2ix) = iℓ+1 e

−ix

x
g(ℓ+ 1,−ℓ,−2ix)

は (17.64)の 2つの独立な解である。(17.109), (18.12)より

H
(1)
ℓ (x) = (−i)ℓ+1 e

ix

x

∞∑
k=0

(ℓ+ 1)k(−ℓ)k
k!

1

(2ix)k
= (−i)ℓ+1 e

ix

x

ℓ∑
k=0

(ℓ+ k)!

(ℓ− k)! k!

(
i

2x

)k
である。

F =

ℓ−1∑
k=0

(
(ℓ+ 1 + k)!

(ℓ+ 1− k)!
− (ℓ− 1 + k)!

(ℓ− 1− k)!

)
1

k!

(
i

2x

)k
= i

2ℓ+ 1

x

ℓ−2∑
k=0

(ℓ+ k)!

(ℓ− k)!
1

k!

(
i

2x

)k
とすると

H
(1)
ℓ+1 +H

(1)
ℓ−1 = (−i)ℓ+2 e

ix

x

(
F +

(2ℓ+ 1)!

ℓ!

(
i

2x

)ℓ
+

(2ℓ+ 2)!

(ℓ+ 1)!

(
i

2x

)ℓ+1
)

=
2ℓ+ 1

x
(−i)ℓ+1 e

ix

x

(
x

(2ℓ+ 1) i
F +

(2ℓ− 1)!

(ℓ− 1)!

(
i

2x

)ℓ−1

+
(2ℓ)!

ℓ!

(
i

2x

)ℓ)

=
2ℓ+ 1

x
(−i)ℓ+1 e

ix

x

ℓ∑
k=0

(ℓ+ k)!

(ℓ− k)!
1

k!

(
i

2x

)k
=

2ℓ+ 1

x
H

(1)
ℓ

であり漸化式 (17.71) を満たす。(17.70)より ℓ = 0, 1 のとき H
(1)
ℓ (x) = h

(1)
ℓ (x) になるから, 任意の

ℓ に対して H
(1)
ℓ (x) = h

(1)
ℓ (x) である。ハンケル関数は

h
(1)
ℓ (x) =

2ℓ+1ℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeixW1(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2,−2ix) = (−i)ℓ+1 e

ix

x

ℓ∑
k=0

(ℓ+ k)!

(ℓ− k)! k!

(
i

2x

)k
(18.18)

h
(2)
ℓ (x) =

2ℓ+1ℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeixW2(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2,−2ix) = iℓ+1 e

−ix

x

ℓ∑
k=0

(ℓ+ k)!

(ℓ− k)! k!

(
− i

2x

)k
(18.19)

と表せる。球ベッセル関数 jℓ(x) =
(
h
(1)
ℓ (x) + h

(2)
ℓ (x)

)
/2 は

jℓ(x) =
2ℓℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeix

(
W1(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2, −2ix) +W2(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2, −2ix)

)
=

2ℓℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeixM(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2, −2ix) (18.20)

球ノイマン関数 nℓ(x) =
(
h
(1)
ℓ (x)− h(2)ℓ (x)

)
/2i は

nℓ(x) = − i
2ℓℓ!

(2ℓ+ 1)!
xℓeix

(
W1(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2, −2ix)−W2(ℓ+ 1, 2ℓ+ 2, −2ix)

)
(18.21)

になる。(18.18), (18.19)より

jℓ(x) =
sin(x− ℓπ/2)

x

[ℓ/2]∑
k=0

(ℓ+ 2k)!

(ℓ− 2k)! (2k)!

(−1)k

(2x)2k

+
cos(x− ℓπ/2)

x2

[(ℓ−1)/2]∑
k=0

(ℓ+ 2k + 1)!

(ℓ− 2k − 1)! (2k + 1)!

(−1)k

(2x)2k
(18.22)
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nℓ(x) = −
cos(x− ℓπ/2)

x

[ℓ/2]∑
k=0

(ℓ+ 2k)!

(ℓ− 2k)! (2k)!

(−1)k

(2x)2k

+
sin(x− ℓπ/2)

x2

[(ℓ−1)/2]∑
k=0

(ℓ+ 2k + 1)!

(ℓ− 2k − 1)! (2k + 1)!

(−1)k

(2x)2k
(18.23)

である。

問題 18.2 (18.17)の 2つの解は M(a, b, z) と z1−bM(a− b+ 1, 2− b, z) と表すこともできる。た
だし a = ℓ+1 , b = 2ℓ+2 = 2a である。M(a, b, z) は jℓ(x) で表せる。z1−bM(a− b+1, 2− b, z) が
h
(1)
ℓ で表せることを示せ。

18.2 エアリー関数
微分方程式

d2w

dq2
− qw(q) = 0 (18.24)

の解を求める。w(q) をフーリエ変換して

w(q) =

∫ ∞

−∞
dk eikq v(k)

とおくと
d2w

dq2
= −

∫ ∞

−∞
dk eikqk2v(k) , qw(q) =

∫ ∞

−∞
dk v(k)(− i) ∂

∂k
eikq = i

∫ ∞

−∞
dk eikq

dv(k)

dk
(18.25)

最後は k → ±∞ のとき v(k)→ 0 であるとして部分積分した。(18.24)は∫ ∞

−∞
dk eikq

(
k2 + i

d

dk

)
v(k) = 0 , ∴ dv

dk
= ik2v(k)

したがって v(k) ∝ eik3/3 であるから C を任意定数として w(q) = CAi(q) になる。ただし

Ai(q) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk exp

(
ik3

3
+ ikq

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dk cos

(
k3

3
+ kq

)
(18.26)

である。Ai(q) をエアリー (Airy)関数という。z = aq とすると(
d2

dq2
− q
)
Ai(aq) = a2

(
d2

dz2
− z

a3

)
Ai(z)

a = e±2πi/3 ならば a3 = 1 であるから Ai(e±2πi/3q) も (18.24)の解である。(18.34)で示すように,

Ai(q) と Ai(e±2πi/3q) のうち 1次独立な解は 2つである。そこで

Bi(q) = i
(
e−2πi/3Ai(e−2πi/3q)− e2πi/3Ai(e2πi/3q)

)
を定義する。q が実数のとき Ai(q) は実数であり

Bi(q) = 2 Im
(
e2πi/3Ai(e2πi/3q)

)
も実数である。(18.24)の一般解は C, D を任意定数として w(q) = CAi(q) +DBi(q) になる。
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下図に Ai(q) と Bi(q) を示す。q → ∞ では Ai(q) は指数関数的に減少し, Bi(q) は増加する。一
方, q → −∞ では両者共に振動し振幅は |q|−1/4 でゆっくり減少する。an は Ai(an) = 0 であるエ
アリー関数の零点である。破線は後で求める漸近形 (18.36)または (18.37) であり, |q| ≳ 2 ならばよ
い近似になる。q → −∞ の漸近形 (18.36)を使うと, an は近似的に

an ≈ −
[
3π

2

(
n− 1

4

)]2/3
(18.27)

で与えられる。(18.27)と数値的に求めた an を比較すると右表になる ( ε = 1− (18.27)/数値解 )。

−6 −4 −2 0 2
−0.5

0.0

0.5

1.0

a1a2a3

Ai(q)

Bi(q)
n 数値解 (18.27) ε×103

1 − 2.33811 − 2.32025 7.6

2 − 4.08795 − 4.08181 1.5

3 − 5.52056 − 5.51716 0.62

4 − 6.78671 − 6.78445 0.33

5 − 7.94413 − 7.94249 0.21

6 − 9.02265 − 9.02137 0.14

Ci

Rε

Ai(0), Bi(0) は解析的に求まる。t = k3/3 とすると

Ai(0) =
1

π

∫ ∞

0

dk cos
k3

3
=

3−2/3

π
Re I , I =

∫ ∞

0

dt t−2/3eit

になる。複素 t平面上の経路 (右図)の内部で t−2/3eit は正則であり, R→∞ ,

ε→ 0 のとき円弧からの寄与は 0 になるから

I +

∫
Ci

dt t−2/3eit = 0 , Ci =虚軸上の経路

Ci 上では t = eiπ/2s , s :∞→ 0 より

I = eiπ/2−iπ/3
∫ ∞

0

ds s−2/3e−s = eiπ/6Γ (1/3)

したがって

Ai(0) = 3−2/3

√
3

2π
Γ (1/3) =

3−2/3

Γ (2/3)
, Bi(0) = 2Ai(0) Im e2πi/3 =

3−1/6

Γ (2/3)
(18.28)

ただし, (17.59)より Γ (1/3)Γ (2/3) = π/ sin(π/3) である。導関数は

Ai′(q) = − 1

2π

∫ ∞

−∞
dk k sin

(
k3

3
+ kq

)
Ai(0) と同様にすれば

Ai′(0) = − 3−1/3

π
Im

(
eiπ/3

∫ ∞

0

ds s−1/3e−s
)

= − 3−1/3

√
3

2π
Γ (2/3) = − 3−1/3

Γ (1/3)
= − Bi′(0)√

3
(18.29)

積分表示
(18.1)と同様に, 複素平面上の適当な経路を C として

w(q) =

∫
C

dz eiqzv(z) (18.30)
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とする。eqz でもよいがフーリエ変換との関連で eiqz とした。
d2w

dq2
− qw(q) = −

∫
C

dz
(
z2 + q

)
eiqzv(z) =

∫
C

dz

(
i
deiqz

dz
v(z)− z2eiqzv(z)

)
第 1項を部分積分すると

d2w

dq2
− qw(q) = i

[
eiqzv(z)

]
C
−
∫
C

dz eiqz
(
i
dv

dz
+ z2v(z)

)
したがって

i
dv

dz
+ z2v(z) = 0 ,

[
eiqzv(z)

]
C
= 0

ならば (18.30)は解になる。ただし, [ f(z) ]C は積分路の終点と始点での f(z) の差で, 閉曲線なら一
周したときの差である。v0 を任意定数として v(z) = v0e

iz3/3 になるから

w(q) = v0

∫
C

dz eiqz+iz
3/3 ,

[
eiqz+iz

3/3
]
C
= 0

である。f(z) = eiqz+iz
3/3 は正則であるから C として閉曲線をとれば [ f(z) ]C = 0 になるが, コー

シーの定理から w(q) = 0 になり無意味である。C が開曲線の場合, 任意の実数 q に対して積分路
の始点と終点で f(z) の値が一致しなければならない。z = Reiθ とすると

iqz + iz3/3 = − qR sin θ − R3

3
sin 3θ + i

(
qR cos θ +

R3

3
cos 3θ

)
である。sin 3θ > 0, つまり

I : 0 < θ <
π

3
, II :

2π

3
< θ < π , III :

4π

3
< θ <

5π

3

の領域で R → ∞ とすると Re
(
iqz + iz3/3

)
→ −∞ より eiqz+iz

3/3 → 0 になるから, 両端が
sin 3θ > 0 領域で無限遠に遠ざかるように C をとれば [ f(z) ]C = 0 を満たす。

C2
C3

C1

III

III

両端が I, II, III のいずれかの同じ領域にある場合, 両端を結ぶ
経路を D とすると, 閉曲線 C + D に対してコーシーの定理より
C + D の積分は 0 になる。また, D は無限遠にとることができ
D 上では f(z) → 0 になるから D は積分に寄与しない。このた
め w(q) = 0 になり C の両端を別の領域にとる必要がある。した
がって, C として

C1 始点が II の無限遠→終点が I の無限遠
C2 始点が I の無限遠→終点が III の無限遠
C3 始点が III の無限遠→終点が II の無限遠

(18.31)

の 3種類ある ( 積分の向きは逆でもよい )。C1 と同じ条件を満たす別の積分路を C ′
1 とし, C1 と C ′

1

の始点を結ぶ曲線を Di, 終点を結ぶ曲線を Df とすると, C1 +Df − C ′
1 +Di は閉曲線をなすから∫

C1

dz f(z) +

∫
Di

dz f(z)−
∫
C′

1

dz f(z) +

∫
Df

dz f(z) = 0

Di と Df の寄与は 0 になるから ∫
C1

dz f(z) =

∫
C′

1

dz f(z)
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である。したがって, Ck は (18.31)の条件さえ満たせば自由に変更できる。

wk(q) = v0

∫
Ck

dz f(z) = v0

∫
Ck

dz eiqz+iz
3/3 , k = 1, 2, 3 (18.32)

とする。Dk を Ck の終点と Ck+1 の始点を結ぶ曲線 ( ただし C4 = C1 ) とすれば, C1 +D1 +C2 +

D2 + C3 +D3 は閉曲線をなし, Dk の積分は 0 になるから∫
C1

dz f(z) +

∫
C2

dz f(z) +

∫
C3

dz f(z) = 0 , ∴ w1(q) + w2(q) + w3(q) = 0 (18.33)

である。w1(q), w2(q), w3(q) のうち独立な解は 2つである。
v0 = 1/(2π) とする。C1 を実軸に移動すると

w1(q) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dx eiqx+ix

3/3 = Ai(q)

になる。C2 は θ = −2π/3 の直線に変更できる。z = e−2πi/3x , −∞ < x <∞ より

w2(q) =
e−2πi/3

2π

∫ ∞

−∞
dx exp

(
iqe−2πi/3x+ ix3/3

)
= e−2πi/3Ai(qe−2πi/3)

である。同様に, C3は θ = 2π/3の直線に変更できるから w3(q) = e2πi/3Ai(qe2πi/3)である。(18.33)

より
Ai(q) + e−2iπ/3Ai(qe−2πi/3) + e2iπ/3Ai(qe2πi/3) = 0 (18.34)

これと Bi(q) の定義より
e±2iπ/3Ai(qe±2πi/3) = − Ai(q)∓ iBi(q)

2
(18.35)

と表せる。

エアリー関数の漸近形
q は実数とする。(18.32)より z =

√
|q| z′ とすると

Ai(q) = w1(q) =

√
|q|

2π

∫
C′

1

dz′ eλf±(z′) , ただし λ = |q|3/2 , f±(z) =
iz3

3
± iz

q > 0 のとき f+(z), q < 0 のとき f−(z) である。複素 z′平面上においても積分路 C ′
1 は始点が領域

II , 終点は領域 I の無限遠である。以下, ′ は落とす。積分路 C1 を f±(z) の鞍点を通る最急降下曲
線に変更し, 410ページの鞍点法を用いて |q| → ∞ での Ai(q) の近似式を求める。
q > 0 の場合 f ′+(z0) = i

(
z20 + 1

)
= 0 である鞍点 z0 は z0 = ± i である。z = x + iy とすると

z0 = i の場合
Imf+(z) = x

(
x2

3
− y2 + 1

)
=一定 = Imf+(z0) = 0

より z0 = i を通る最急降下曲線の候補は x = 0 または y =
√
x2/3 + 1 である。f+(z) を z = z0 = i

まわりでテイラー展開すると ( z = z0 + reiθ )

f+(z) = f+(z0) +
f ′′+(z0)

2
(z − z0)2 + · · ·

= f+(z0) + iz0 (z − z0)2 + · · · = −
2

3
− r2e2iθ + · · ·
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1−1

C+C−

i

−i

Ci
III

III

になる。最急降下曲線では e2iθ = 1 であるから θ = 0, π である。
虚軸 x = 0 上では θ = ±π/2 になり x = 0 は最急降下曲線ではな
い。一方, y =

√
x2/3 + 1 の曲線は z = i 近傍では x軸に平行に

なるから θ = 0, π であり最急降下曲線である。これを図示すると
図の Ci になる。C1 として Ci を採用すれば

Ai(q) =

√
q

2π

∫
C1

dz eλf+(z)

である。λ→∞ の場合 r = 0 近傍の微小区間 − ε ≤ r ≤ ε のみが
寄与するから

Ai(q) ≈
√
q

2π

∫ ε

−ε
dr
dz

dr
eλf+(z) =

√
q

2π

∫ ε

−ε
dr exp

(
− 2

3
λ− λr2 + · · ·

)
ただし, 積分の方向を考慮すると θ = 0 であるから dz/dr = eiθ = 1 である。

Ai(q) ≈
√
q

2π
e−2λ/3

∫ ε

−ε
dr e−λr

2

=

√
q

2π
e−2λ/3 1√

λ

∫ ε
√
λ

−ε
√
λ

ds e−s
2

λ→∞ では ε
√
λ→∞ としてよいから

Ai(q) ≈ 1

2
√
π q1/4

exp

(
− 2

3
q3/2

)
になる。
q < 0 の場合 f ′−(z0) = 0 である z0 は z0 = ± 1 になる。最急降下曲線は

z0 = ± 1 のとき x

(
x2

3
− y2 − 1

)
=一定 = Im f−(z0) = ∓

2

3

これを図示すると上図の C± になる。積分路 C1 は C+ + C− に変更できるから

Ai(q) = I+ + I− , I± =

√
|q|

2π

∫
C±

dz eλf−(z)

f−(z) を z0 = ± 1 でテイラー展開すると ( z − z0 = reiθ± )

f−(z) = f−(z0) +
f ′′−(z0)

2
(z − z0)2 + · · · = ∓

2i

3
− r2e2iθ±∓iπ/2 + · · ·

最急降下曲線では e2iθ±∓iπ/2 = 1 であるが, 積分の向きから θ± = ±π/4 になる。dz = dreiθ± に注
意し q > 0 の場合と同様にすれば

I± ≈
1

2
√
π |q|1/4

exp

(
∓ i
(
2

3
|q|3/2 − π

4

))
したがって

Ai(q) ≈ 1√
π |q|1/4

cos

(
2

3
|q|3/2 − π

4

)
=

1√
π |q|1/4

sin

(
2

3
|q|3/2 + π

4

)
以上から

Ai(q)→


1

2
√
π q1/4

exp

(
− 2

3
q3/2

)
, q →∞

1√
π |q|1/4

sin

(
2

3
|q|3/2 + π

4

)
, q → −∞

(18.36)
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である。
次に Bi(q) を求める。

e2πi/3Ai(e2πi/3q) = w3(q) =

√
|q|

2π

∫
C3

dz eλf±(z)

Ai(q) との違いは積分路が C1 ではなく C3 ( 始点が領域 III, 終点が領域 II の無限遠 )である。した
がって, q < 0 の場合, 最急降下曲線 C3 として −C− を採用すればよい。これから q → −∞ のとき

e2πi/3Ai(e2πi/3q) = − I− ≈ −
1

2
√
π |q|1/4

exp

(
i

(
2

3
|q|3/2 − π

4

))
になる。q > 0 の場合, 鞍点は z0 = ± i になるが, z0 = − i では

x = 0 または y = −
√
x2

3
+ 1

が最急降下曲線の候補である。z = z0 = − i 近傍では

f+(z) = f+(z0) +
f ′′+(z0)

2
(z − z0)2 + · · · =

2

3
+ r2e2iθ + · · ·

x = 0上では θ = ±π/2 より f+(z) = 2/3 − r2 + · · · になるから x = 0, つまり, 虚軸が最急降下曲
線になる。そこで C3 を虚軸上の −∞ を始点とし z = − i を通過後, 領域 II に至る経路とすると

e2πi/3Ai(e2πi/3q) ≈
√
q

2π

∫ ε

−ε
dr eiπ/2e2λ/3−λr

2

≈ i

2
√
π q1/4

exp

(
2

3
q3/2

)
したがって

Bi(q) = 2 Im
(
e2πi/3Ai(e2πi/3q)

)
→


1√
π q1/4

exp

(
2

3
q3/2

)
, q →∞

1√
π |q|1/4

cos

(
2

3
|q|3/2 + π

4

)
, q → −∞

(18.37)

になる。

エアリー関数とベッセル関数
w(q) =

√
q v(q) とすると (18.24)は (

q
d

dq
q
d

dq
− q3 − 1

4

)
v = 0

になる。a, b を定数として q = (x/a)b とおくと q
d

dq
=
x

b

d

dx
であるから

(
1

x

d

dx
x
d

dx
− b2

a3b

(
x3b−2 +

a3b

4x2

))
v = 0

3b− 2 = 0 , b2/a3b = − 1 , つまり, a = ± 2i/3 , b = 2/3 とすると(
1

x

d

dx
x
d

dx
+ 1− (1/3)2

x2

)
v = 0

これは ν = ± 1/3 としたベッセルの微分方程式 (17.90)であるから

Ai(q) =
√
q
(
CJ−1/3(ix) +DJ1/3(ix)

)
, x =

2

3
q3/2
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と表せる。(ix)ν = (eiπ/2x)ν = eiπν/2xν とする。
q > 0 のとき x は実数になる。ベッセル関数の定義 (17.92)から q → 0 のとき

Ai(q)→ √q

(
C

Γ (2/3)

(
ix

2

)−1/3

+
D

Γ (4/3)

(
ix

2

)1/3

+ · · ·

)

= C
31/3e−iπ/6

Γ (2/3)
+D

32/3eiπ/6

Γ (1/3)
q +O(q3)

これと (18.28), (18.29)より
C =

eiπ/6

3
, D = − e−iπ/6

3

になり
Ai(q) =

√
q

3

(
eiπ/6J−1/3(ix)− e−iπ/6J1/3(ix)

)
である。(17.96)より q →∞ では

Ai(q)→ 1

3

√
2q

iπx

(
eiπ/6 sin

(
ix+

5π

12

)
− e−iπ/6 sin

(
ix+

π

12

))

=
1

3

√
3

iπ
√
q
eiπ/4 sin

π

3
e−x =

1

2
√
π q1/4

e−x

これは q →∞ での漸近形 (18.36)である。
q < 0 のとき √q =

√
−|q| = eiπ/2

√
|q| とすると

ix =
2

3
eiπ/2e3πi/2|q|3/2 = e2πiy , y =

2

3
|q|3/2

になる。(17.92)より Jν(e
2πiy) = e2πiνJν(y) であるから

Ai(q) =
eiπ/2

√
|q|

3

(
eiπ/6e−2πi/3J−1/3(y)− e−iπ/6e2πi/3J1/3(y)

)
=

√
|q|
3

(
J−1/3(y) + J1/3(y)

)
あるいは q < 0 のとき

Ai(q) =

√
|q|
3

(
C ′J−1/3(y) +D′J1/3(y)

)
と表せる。|q| → 0 のとき

Ai(q)→
√
|q|
3

(
C ′

Γ (2/3)

(y
2

)−1/3

+
D′

Γ (4/3)

(y
2

)1/3)
=

3−2/3

Γ (2/3)
C ′ +

3−1/3

Γ (1/3)
D′|q|+O(q3)

(18.28), (18.29) より C ′ = D′ = 1 である。q → −∞ では

Ai(q)→
√
|q|
3

√
2

πy

(
sin

(
y +

5π

12

)
+ sin

(
y +

π

12

))
=

1√
π|q|1/2

sin
(
y +

π

4

)
になり (18.36)を再現する。エアリー関数をベッセル関数で表すと

Ai(q) =

√
|q|
3
×


(
eiπ/6J−1/3(ix)− e−iπ/6J1/3(ix)

)
, q > 0(

J−1/3(x) + J1/3(x)
)
, q < 0

, x =
2

3
|q|3/2

である。なお

Iν(q) =

∞∑
m=0

(q/2)2m+ν

m!Γ (ν +m+ 1)
=

 e−iπν/2Jν(e
iπ/2q) , −π < arg q ≤ π/2

ei3πν/2Jν(e
−i3π/2q) , π/2 < arg q ≤ π

を変形ベッセル関数という。
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問題 18.3 (18.28), (18.29)より

Bi(q) =

√
|q|
3
×


(
eiπ/6J−1/3(ix) + e−iπ/6J1/3(ix)

)
, q > 0(

J−1/3(x)− J1/3(x)
)
, q < 0

, x =
2

3
|q|3/2

を示せ。これから (18.37)を求めよ。

18.3 エルミート多項式の漸近形
エルミート多項式の母関数

∞∑
k=0

Hk(q)

k!
zk = e−z

2+2qz

を用いた z の複素平面上の積分
∞∑
k=0

Hk(q)

k!

∫
C

dz zk−n−1 =

∫
C

dz e−z
2+2qz 1

zn+1

を考える。積分路 C が原点まわりに 1周する場合∫
C

dz zk−n−1 =

{
2πi , n = k

0 , n 6= k

であるから

Hn(q) =
n!

2πi

∫
C

dz e−z
2+2qz 1

zn+1
=

n!

2πi

∫
C

dz exp
(
−z2 + 2qz − (n+ 1) log z

)
この積分表示を用いて n→∞ での Hn(q) を求める。
調和振動子ポテンシャルにおいてエネルギーが ℏω(n + 1/2) のとき, 古典力学の回帰点は q2 =

2n+ 1 である。そこで q =
√
2n+ 1 q′ , z =

√
2n+ 1 z′ とすると

Hn(
√
2n+ 1 q ) =

1

2πi

n!

(2n+ 1)n/2

∫
C

dz exp

(
(2n+ 1)f(z)− 1

2
log z

)
ただし

f(z) = −z2 + 2qz − 1

2
log z

になる。ここで, q′, z′ を改めて q, z と置きなおした。この表現は n→∞ で鞍点法が使える形式で
ある。z = Reiθ とおくと

Re f(z) = −R2 cos 2θ + 2qR cos θ − 1

2
log r

であるから cos 2θ > 0 ならば R → ∞ のとき e(2n+1)f(z) → 0 になる。したがって, 積分路を
−π/4 < θ < π/4 , 3π/4 < θ < 5π/4 の領域で無限に遠ざかる経路に変更できる。
f(z) が極値になる z は f ′(z) = −2z + 2q − 1/(2z) = 0 であるから

z = z± =
q ±

√
q2 − 1

2

z2± = qz± − 1/4 より
f(z±) =

1

4
+ qz± −

1

2
log z±
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また 4z+z− = 1 から
f ′′(z±) =

1− 4z2±
2z2±

= 2
z∓ − z±
z±

= 8z∓ (z∓ − z±)

になる。
|q| < 1 の場合

q = sinϕ ,
√

1− q2 = cosϕ , |ϕ| < π

2

とおける。このとき

z± =
1

2

(
sinϕ± i cosϕ

)
=

1

2
e∓i(π/2−ϕ) , f ′′(z±) = − 4 cosϕ e±iϕ

であるから, z = z± 近傍では z − z± = reiθ± とすると

f(z) = f± +
f ′′(z±)

2
(z − z±)2 = f± − 2r2 cosϕ ei(2θ±±ϕ) , f± = f(z±)

になる。z = z± を通る最急降下曲線上では r2 の係数は負の実数であるから ei(2θ±±ϕ) = 1 , つまり

C−

C+

z−

z+

−R R

θ± = ∓ ϕ

2
, π ∓ ϕ

2

どちらを採用するかは積分の方向で決まる。最急降下曲線

Im f(z) = − 2xy + 2qy − 1

2
tan−1 y

x
=一定 = Im f(z±)

を右図に示す。C± を図のようにとり, この 2つを破線で結ん
だ閉曲線は原点を一周するから積分路 C にできる。R → ∞
のとき破線からの寄与は 0 になるから

Hn(
√
2n+ 1 q ) =

1

2πi

n!

(2n+ 1)n/2
(I− + I+)

ただし
I± =

∫
C±

dz e(2n+1)f(z)− 1
2 log z

であり θ− =
ϕ

2
, θ+ = π − ϕ

2
になる。n→∞ では積分に寄与するのは z = z± 近傍であるから

I± ≈
∫ ε

−ε
dr eiθ± exp

(
(2n+ 1)f± − 2(2n+ 1)r2 cosϕ− 1

2
log z±

)
≈ exp

(
iθ± + (2n+ 1)f± −

1

2
log z±

)∫ ∞

−∞
dr exp

(
−2(2n+ 1)r2 cosϕ

)
= exp

(
iθ± + (2n+ 1)f± −

1

2
log z±

)√ π

2(2n+ 1) cosϕ

ここで

iθ+ −
1

2
log z+ = iπ − i

2
ϕ− 1

2
log

(
1

2
e−i(ϕ−π/2)

)
= iπ + log

√
2− iπ

4

iθ− −
1

2
log z− = log

√
2 +

iπ

4

より
exp
(
iθ± −

1

2
log z±

)
=
√
2 i e±iπ/4
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また, f± は
f± = f(z±) =

1

4
± i

2
e∓iϕ sinϕ+

1

2
log 2± i

2

(
ϕ− π

2

)
=
f1 ± i f2

2

ただし
f1 =

1

2
+ log 2 + sin2 ϕ , f2 = sinϕ cosϕ+ ϕ− π

2

になるから
I± ≈ i exp

(
(n+ 1/2)f1 ± i

(
(n+ 1/2)f2 +

π

4

))√ π

(2n+ 1) cosϕ

したがって

Hn

(√
2n+ 1 q

)
≈ 1√

π

n!

(2n+ 1)(n+1)/2

e(n+1/2)f1

√
cosϕ

cos
(
(n+ 1/2)f2 +

π

4

)
= Dn

e(n+1/2) sin2 ϕ

√
cosϕ

cos
(
(n+ 1/2)

(
sinϕ cosϕ+ ϕ

)
− nπ

2

)
= Dn

e(n+1/2)q2

(1− q2)1/4
cos

(
2n+ 1

2

(
q
√
1− q2 + sin−1 q

)
− nπ

2

)
ただし

Dn =

√
2n(n!)2

π(n+ 1/2)n+1e−(n+1/2)

n� 1 のとき

(n+ 1) log

(
n+

1

2

)
≈ (n+ 1)

(
log n+

1

2n

)
≈ (n+ 1) log n+

1

2

であるから (n+ 1/2)n+1 ≈ nn+1e1/2 になる。これとスターリングの公式 nne−n ≈ n!/
√
2πn より

Dn ≈
(
2n+1/2n!√

nπ

)1/2

(18.38)

になる。

C−

z− z+

q > 1 の場合, 鞍点と最急降下曲線を図示すると図のようにな
るから, z− を通る最急降下曲線 C− だけを考えればよい。

Hn(
√
2n+ 1 q ) =

1

2πi

n!

(2n+ 1)n/2

∫
C−

dz e(2n+1)f(z)− 1
2 log z

である。z = z− 近傍では

f(z) = f(z−) + µr2e2iθ , z − z− = reiθ

ただし
µ =

1

2
f ′′(z−) = 4z+ (z+ − z−) = 2

(
q +

√
q2 − 1

)√
q2 − 1

は正の実数であるから e2iθ = −1 になる。図の積分方向より θ = π/2 である。したがって

Hn(
√
2n+ 1 q ) ≈ 1

2πi

n!

(2n+ 1)n/2
exp

(
(2n+ 1)f(z−)−

1

2
log z−

)∫ ∞

−∞
i dr e−(2n+1)µr2

=
1

2π

n!

(2n+ 1)n/2
e(2n+1)f(z−)

√
π

(2n+ 1)µz−
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µz− =
√
q2 − 1 及び

f(z−) =
1

4
+ qz− −

1

2
log z− =

1

4
+ qz− +

1

2
log z+ + log 2

より

Hn

(√
2n+ 1 q

)
≈ Dn

2

(2z+)
n+1/2

(q2 − 1)
1/4

exp
(
(2n+ 1)qz−

)

=
Dn

2

(
q +

√
q2 − 1

)n+1/2

(q2 − 1)
1/4

exp

(
2n+ 1

2

(
q2 − q

√
q2 − 1

))
になる。ただし, Dn は (18.38)である。
√
2n+ 1 q を q と置きなおし z = q/

√
2n+ 1 とすると

Hn(q) = Dn
exp(q2/2)

|1− z2|1/4
×


cos

(
2n+ 1

2

(
z
√
1− z2 + sin−1 z

)
− nπ

2

)
, |z| < 1

1

2

(
z +

√
z2 − 1

)n+1/2

exp

(
− 2n+ 1

2
z
√
z2 − 1

)
, z > 1

(18.39)

である。
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