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1 ラグランジュの運動方程式
1.1 一般化座標と束縛条件
N 個の質点からなる質点系を考える。k 番目の質点の質量を Mk, 座標を (Xk, Yk, Zk) とする。

(Xk, Yk, Zk)は空間に固定した座標系のデカルト座標である。

X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2, · · · , XN , YN , ZN

を通し番号で表して
x1, x2, x3, · · · , x3N−2, x3N−1, x3N

とする。これに対応して, 質量を m3k−2 = m3k−1 = m3k =Mk とすると, 運動方程式は

mi
d2xi
dt2

= Fi , i = 1, 2, · · · , 3N

になる。

一般化座標
質点の座標は空間に固定した座標系のデカルト座標 xi である必要はない。例えば, 極座標 q1 = r,

q2 = θ, q3 = ϕ を用いれば

x1 = q1 sin q2 cos q3 , x2 = q1 sin q2 sin q3 , x3 = q1 cos q2

である。z軸まわりに角速度 ωで回転している回転座標系 q1, q2, q3 で表すと

x1 = q1 cosωt− q2 sinωt , x2 = q1 sinωt+ q2 cosωt , x3 = q3 (1.1)

である。一般に, 3N 個の変数 q1, · · · , q3N により xi は q1, · · · , q3N の関数として表せる。

xi = xi( q1, · · · , q3N , t )

である。xi は qj(t) により tに依存するだけでなく, 回転座標系の変換のように, 直接 tに依存して
もよい。qi を一般化座標という。

束縛条件
例えば, ⻑さ ℓの棒の一端を固定し, 他端に付けた質点を鉛直平面内で運動させる (単振り子 )。この
場合

√
x21 + x22 = ℓ , x3 = 0 という束縛条件のため, 独立な変数は x1 あるいは x2 のどちらか 1つ

である。また, 質点には束縛力である棒からの張力 R が作用する。運動が束縛条件を満たすように
Rは働くため未知の力である。一般に k個の束縛条件

fi(x1, x2 · · · , x3N , t) = 0 , i = 1, 2, · · · , k < 3N

が存在する場合を考える。束縛条件が等式で表されるものをホロノミックな束縛という。なお, k =

0 とすれば束縛条件が存在しない場合である。独立な変数の数 (自由度 )は

n = 3N − k

である。n個の独立な変数を適当に選んで q1, q2, · · · , qn とする。簡単のため q = (q1, q2, · · · , qn)
とおく。xi = xi(q, t) である。束縛力を Ri とすると運動方程式は

miẍi = Fi +Ri , i = 1, 2, · · · , 3N (1.2)
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になる。3N 個の運動方程式だけでは, 独立な n = 3N − k 個の qα と 3N 個の Ri は決定できない。
Ri に付加条件を加える。ある時刻 tにおいて, 仮想的に xi を xi + δxi に変位させる。ここで 2点
ともに束縛条件を満たす。このとき束縛力がなす仕事 δW は

δW =

3N∑
i=1

Ri δxi =

3N∑
i=1

Ri

n∑
α=1

∂xi
∂qα

δqα =
∑
α

δqα
∑
i

Ri
∂xi
∂qα

(1.3)

である。以下では, 任意の微小変位 δqα に対して δW = 0, つまり
3N∑
i=1

Ri
∂xi
∂qα

= 0 , α = 1, 2, · · · , n (1.4)

とする。(1.2)と (1.4)の方程式の数は 3N + nであるから, qα と Ri を完全に決定できる。
質点の場合, 質点の位置 r と r+ δr が時刻 tでの束縛条件を満たすとき δW = R·δr = 0 である。

δrは時刻 tでの束縛条件を満たす曲線 (曲面)に接するから, R は曲線 (曲面)の法線方向にだけ作用
する。このため, (1.4)を満たすとき, 束縛は滑らかであるという。
実際の運動では, 微小時間 dt の間に束縛力がなす仕事 dW は

dW =

3N∑
i=1

Ri dxi =

3N∑
i=1

Ri

(∑
α

∂xi
∂qα

q̇α +
∂xi
∂t

)
dt = dt

3N∑
i=1

Ri
∂xi
∂t

である。束縛条件が時間に依存する場合 dW = 0 とは限らない。

1.2 ラグランジュの運動方程式
運動方程式 (1.2)を qα の方程式に書き換える。xi = xi(q, t)より

ẋi =

n∑
β=1

q̇β
∂xi
∂qβ

+
∂xi
∂t

以下では, ある変数とその時間微分は独立な変数と見なす。つまり, ẋi は q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t
の関数である。これを q̇α 以外を定数として微分すると, ∂xi/∂qβ , ∂xi/∂t は q̇α を含まないから

∂ẋi
∂q̇α

=
∂xi
∂qα

(1.5)

になる。また
d

dt

∂xi
∂qα

=
∑
β

q̇β
∂

∂qβ

∂xi
∂qα

+
∂

∂t

∂xi
∂qα

=
∂

∂qα

(∑
β

q̇β
∂xi
∂qβ

+
∂xi
∂t

)
=
∂ẋi
∂qα

(1.6)

であるから∑
i

miẍi
∂xi
∂qα

=
d

dt

∑
i

miẋi
∂xi
∂qα

−
∑
i

miẋi
d

dt

∂xi
∂qα

=
d

dt

∑
i

miẋi
∂ẋi
∂q̇α

−
∑
i

miẋi
∂ẋi
∂qα

つまり ∑
i

miẍi
∂xi
∂qα

=
d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
, T =

∑
i

mi

2
ẋ2i

T は系の運動エネルギーである。一方, (1.2), (1.4)より∑
i

miẍi
∂xi
∂qα

=
∑
i

(
Fi +Ri

) ∂xi
∂qα

=
∑
i

Fi
∂xi
∂qα
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であり束縛力 Ri は消える。したがって

d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
= Fα , Fα =

3N∑
i=1

Fi
∂xi
∂qα

(1.7)

になる。これをラグランジュの運動方程式という。
仮想的に xi を xi + δxi に変位させたとき, Fi がなす仕事は

3N∑
i=1

Fiδxi =

n∑
α=1

δqα

3N∑
i=1

Fi
∂xi
∂qα

=

n∑
α=1

Fα δqα

と表せる。Fα は一般化座標 qαに対する一般化力である。Fαの次元 [Fα ]は [仕事 ]/[ qα ] であるか
ら, [ qα ]が⻑さの次元なら [Fα ]は力の次元になるが, 一般には力の次元ではない。
質点に働く力 Fi が

Fi = − ∂V

∂xi
+
d

dt

∂V

∂ẋi
, V = V (x, ẋ, t) (1.8)

で与えられるとする。V が ẋに依存しない場合 Fi = − ∂V/∂xi である。

∂V

∂qα
=

3N∑
i=1

(
∂xi
∂qα

∂V

∂xi
+
∂ẋi
∂qα

∂V

∂ẋi

)
及び (1.6)より

Fα =
∑
i

Fi
∂xi
∂qα

= − ∂V

∂qα
+
∑
i

(
∂V

∂ẋi

∂ẋi
∂qα

+
∂xi
∂qα

d

dt

∂V

∂ẋi

)
= − ∂V

∂qα
+
d

dt

∑
i

∂xi
∂qα

∂V

∂ẋi

になる。xi は q̇に依存しないから
∂V

∂q̇α
=
∑
i

∂ẋi
∂q̇α

∂V

∂ẋi
=
∑
i

∂xi
∂qα

∂V

∂ẋi
, ∴ Fα = − ∂V

∂qα
+
d

dt

∂V

∂q̇α
(1.9)

である。したがって
d

dt

∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qi
= Fα = − ∂V

∂qα
+
d

dt

∂V

∂q̇α

つまり, ラグランジュの運動方程式は
d

dt

∂L

∂q̇α
=

∂L

∂qα
, L = T (q, q̇, t)− V (q, q̇, t) , α = 1, 2, · · · , n (1.10)

になる。Lをラグランジアン, pα = ∂L/∂q̇α を一般化運動量あるいは正準運動量という。デカルト
座標の場合

pi =
∂L

∂ẋi
= miẋi −

∂V

∂ẋi
(1.11)

である。V が ẋに依存する場合 pi は力学的運動量miẋi とは一致しない。
ラグランジュの運動方程式がニュートン方程式と比べて有利な点は
• スカラーの T と V が求まれば, 機械的に微分して運動方程式が決定する。これはベクトルで
ある加速度と力の各成分を直接求めるのに比べて簡単である。

• ニュートン方程式 (1.2)と異なり, 滑らかな束縛力は現れない。ただし, 束縛条件を満たすよう
に qiをとる必要がある。多くの場合, 束縛条件を満たす qiは簡単に設定できる。例えば, 半径
aの球面上の場合

r − a = 0 , r =
√
x21 + x22 + x23

であるが, q1 = r = a とすれば, 束縛条件を満たす。rについて (1.10)を扱う必要はない。
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V が ẋ に依存する代表例は, 電磁場中の荷電粒子である。電荷 eの粒子の運動方程式は

mr̈ = F , F = eE(r, t) + e ṙ×B(r, t) (1.12)

である。スカラーポテンシャル A0(r, t), ベクトルポテンシャルA(r, t)で表すと

E = −∇A0 −
∂A

∂t
, B = ∇×A

である。ṙ×
(
∇×A

)
= ∇ṙ ·A− ṙ ·∇A より

Fi = e
∂

∂xi

(
−A0 + ṙ ·A

)
− e

(
ṙ ·∇Ai +

∂Ai

∂t

)
になる。

dAi

dt
=
∑
j

ẋj
∂Ai

∂xj
+
∂Ai

∂t
= ṙ ·∇Ai +

∂Ai

∂t
(1.13)

であるから
Fi = − ∂V

∂xi
+
d

dt

∂V

∂ẋi
, V (r, ṙ, t) = e

(
A0(r, t)− ṙ ·A(r, t)

)
になり (1.8)を満たす。電磁場中の荷電粒子のラグランジアンは

L =
m

2
ṙ2 − V =

m

2
ṙ2 − eA0(r, t) + e ṙ ·A(r, t) (1.14)

になる。ラグランジュの運動方程式は
d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= mẍi + e

dAi

dt
+ e

∂A0

∂xi
− eṙ · ∂A

∂xi
= 0 (1.15)

である。これに (1.13)を代入すれば (1.12)が求まる。

1.3 保存則
循環座標
Lに含まれない一般化座標を循環座標という。例えば, q1 が循環座標ならば

L = L(q2, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t)

であり
d

dt

∂L

∂q̇1
=
∂L

∂q1
= 0 , ∴ p1 =

∂L

∂q̇1
=定数 (1.16)

になる。この式を q̇1 について解けば q̇1 = q̇1(q2, · · · , qn, p1, q̇2, · · · , q̇n, t) になるから, α = 2, · · · , n
に対する (1.10) から q̇1 を消去できる。n− 1個の q2, · · · , qn について考えればよい。できるだけ循
環座標が多くなるように一般座標を選ぶ。
単位ベクトルnで表される固定軸まわりに系全体を角度 q1回転させるように q1が取れるとする。

質点 iの位置ベクトル ri は

ri(q1 + dq1) = ri(q1) + dq1n×ri , ∴ ∂ri
∂q1

= n×ri

であるから

∂L

∂q̇1
=

3N∑
i=1

∂L

∂ẋi

∂ẋi
∂q̇1

=

N∑
i=1

pi ·
∂ṙi
∂q̇1

=

N∑
i=1

pi ·
∂ri
∂q1

= n·L , L =

N∑
i=1

ri×pi
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になる。ここで pi は (1.11)の正準運動量である。速さ |ṙ| は座標系の回転では不変であるから T

は q1 を含まない。したがって, V が q1 に依存しない, つまり, n軸まわりの回転に対して不変なら
ば, n·L =定数 である。角運動量保存則を循環座標に伴う保存則から導いた。

エネルギー保存則
L = L(q, q̇, t) を時間で微分すると

dL

dt
=
∑
α

(
dqα
dt

∂L

∂qα
+
dq̇α
dt

∂L

∂q̇α

)
+
∂L

∂t

=
∑
α

(
q̇α

d

dt

∂L

∂q̇α
+
dq̇α
dt

∂L

∂q̇α

)
+
∂L

∂t
+
∑
α

q̇α

(
∂L

∂qα
− d

dt

∂L

∂q̇α

)

=
d

dt

∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
+
∂L

∂t
+
∑
α

q̇α

(
∂L

∂qα
− d

dt

∂L

∂q̇α

)
であるから, (1.10)より

dε
dt

+
∂L

∂t
= 0 , ε =

∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
− L (1.17)

になる。q̇α = 0 ならば (1.17)は成り立つから (1.17) =⇒ (1.10) とは限らない。
∂xi/∂q̇α = 0 より ∑

α

q̇α
∂L

∂q̇α
=
∑
α,i

q̇α
∂ẋi
∂q̇α

∂L

∂ẋi
=
∑
i

(
ẋi −

∂xi
∂t

)
∂L

∂ẋi

である。また ∑
i

ẋi
∂L

∂ẋi
=
∑
i

miẋ
2
i −

∑
i

ẋi
∂V

∂ẋi
= 2T −

∑
i

ẋi
∂V

∂ẋi

であるから
ε = E − εR , E = T + V −

∑
i

ẋi
∂V

∂ẋi
, εR =

∑
i

pi
∂xi
∂t

(1.18)

と表せる。pi = ∂L/∂ẋi は正準運動量 (1.11)である。
L = L(x, ẋ) の場合を考える。
• 束縛条件が存在しない場合
E は保存する。実際

dE

dt
=
∑
i

mẋiẍi +
dV

dt
−
∑
i

ẍi
∂V

∂ẋi
−
∑
i

ẋi
d

dt

∂V

∂ẋi
=

(
mẍi +

∂V

∂xi
− d

dt

∂V

∂ẋi

)
= 0

である。一方, xi = xi(q, t) の場合, L を q で表すと直接 tに依存するから ε は一般には保存
しない。(例えば, 回転座標系 )

• 束縛条件が存在し L = L(q, q̇) の場合
∂L/∂t = 0より εは保存する。更に xi = xi(q)のとき ∂xi/∂t = 0であるから ε = E になる。∑

i

ẋi
∂V

∂ẋi
=
∑
α

q̇α
∂V

∂q̇α
, ∴ E = T + V −

∑
α

q̇α
∂V

∂q̇α
(1.19)

とも表せる。一方, xi = xi(q, t) の場合, ε は保存するが E は保存するとは限らない。
∂L

∂t
=
∑
i

miẋi
∂ẋi
∂t

−
∑
i

(
∂V

∂xi

∂xi
∂t

+
∂V

∂ẋi

∂ẋi
∂t

)
= 0 , ∴

∑
i

pi
∂ẋi
∂t

=
∑
i

∂V

∂xi

∂xi
∂t
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であるから
dεR

dt
=
∑
i

ṗi
∂xi
∂t

+
∑
i

pi
∂ẋi
∂t

=
∑
i

(
ṗi +

∂V

∂xi

)
∂xi
∂t

である。

ṗi = miẍi −
d

dt

∂V

∂ẋi
= Fi +Ri −

d

dt

∂V

∂ẋi
= − ∂V

∂xi
+Ri , ∴ dεR

dt
=
∑
i

Ri
∂xi
∂t

(1.4)より∑
i

ẋiRi =
∑
i

(∑
α

q̇α
∂xi
∂qα

+
∂xi
∂t

)
Ri =

∑
α

q̇α
∑
i

Ri
∂xi
∂qα

+
∑
i

∂xi
∂t

Ri =
∑
i

∂xi
∂t

Ri

になるから dE/dt = dεR/dt =
∑
i

ẋiRi である。E の時間変化は, 束縛力が単位時間になす仕
事に等しい。

電磁場中の荷電粒子のラグランジアン (1.14)の場合

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi + eAi(r, t) , E = T + V −

∑
i

ẋi
∂V

∂ẋi
=
m

2
ṙ2 + eA0(r, t)

である。電磁場が時間に依存せず束縛条件がないとき E は保存する。磁場よる力は速度に直交し
仕事をしないから, 保存量 E に A は現れない。

ネーターの定理
一般化座標 q を微小変化 q + δq させたとき, ラグランジアン L の変化は

δL = L(q + δq, q̇ + dδq/dt, t)− L(q, q̇, t) =

n∑
α=1

∂L

∂qα
δqα +

n∑
α=1

∂L

∂q̇α

d

dt
δqα

=
d

dt

∑
α

∂L

∂q̇α
δqα +

∑
α

(
∂L

∂qα
− d

dt

∂L

∂q̇α

)
δqα

であるから, qα がラグランジュ方程式を満たすとき

δL =
dC

dt
, C =

∑
α

∂L

∂q̇α
δqα =

∑
α

pα δqα

になる。微小変化 q → q+ δq に対して L が不変 δL = 0 のとき, C は定数である。これをネーター
の定理という。

• q1 が循環座標の場合, δqα = ε δα,1 に対して δL = 0 になるから C = εp1 =定数 である。これ
は (1.16)である。

• 束縛条件がない場合 C =
N∑
i=1

pi ·δri と表せる。ここで pi は (1.11)の正準運動量である。単位
ベクトルを nとする。

n方向への系全体の微小並進 : δri = εn ∴ C = εn·
∑
i

pi

n軸まわりの系全体の微小回転 : δri = εn×ri ∴ C = εn·
∑
i

ri×pi

L が不変ならば, n方向の全運動量あるいは全角運動量は保存する。
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1.4 ラグランジアンの不定性
ラグランジアン L と L̃ のラグランジュ方程式

d

dt

∂L

∂q̇α
=

∂L

∂qα
,

d

dt

∂L̃

∂q̇α
=

∂L̃

∂qα
, α = 1, 2, · · · , n (1.20)

が全く同じになる場合を考える。F (q, q̇, t) = L(q, q̇, t)− L̃(q, q̇, t) とすると
d

dt

∂F

∂q̇α
− ∂F

∂qα
= 0 (1.21)

である。(1.20)から q(t) は決定する。一方, (1.21)は q(t)を決定する方程式ではない。任意の初期
条件に依存する (1.20)の解 q(t)は (1.21)を自動的に満たすから, (1.21)は恒等式である。

d

dt

∂F

∂q̇α
− ∂F

∂qα
=

( n∑
β=1

q̇β
∂

∂qβ
+

n∑
β=1

q̈β
∂

∂q̇β
+
∂

∂t

)
∂F

∂q̇α
− ∂F

∂qα
= 0 (1.22)

になるが, 2階微分 q̈β は第 2項だけに現れるから, 上式が恒等的に成り立つには ∂2F/∂q̇α∂q̇β = 0

であり
F (q, q̇, t) = A0(q, t) +

n∑
α=1

Aα(q, t)q̇α =

n∑
µ=0

Aµ(q, t)q̇µ , ただし q0 = t

とおける。これを (1.22)に代入すると
n∑

β=1

(
∂Aα

∂qβ
− ∂Aβ

∂qα

)
q̇β +

∂Aα

∂t
− ∂A0

∂qα
=

n∑
µ=0

(
∂Aα

∂qµ
− ∂Aµ

∂qα

)
q̇µ = 0

これが恒等的に成り立つには
∂Aν

∂qµ
− ∂Aµ

∂qν
= 0 , µ, ν = 0, 1, · · · , n (1.23)

である。3次元の場合 ∇×B = 0 とB = ∇F は同値である。これと同様に, Aµ = ∂W/∂qµ を満た
すW (q, t)が存在するから

F (q, q̇, t) =
∂W

∂t
+

n∑
α=1

q̇α
∂W

∂qα
=

d

dt
W (q, t)

であり
L̃(q, q̇, t) = L(q, q̇, t)− d

dt
W (q, t) (1.24)

になる。ラグランジアンには任意関数W (q, t)の全微分 dW/dtだけの不定性が存在する。この不定
性は, 正準変換 ( 39ページ )において重要になる。

∂L̃

∂q̇α
=

∂L

∂q̇α
− ∂W

∂qα
,

∂L̃

∂qα
=

∂L

∂qα
− d

dt

∂W

∂qα
, ∴ d

dt

∂L̃

∂q̇α
− ∂L̃

∂qα
=

d

dt

∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα

確かに, L と L̃ のラグランジュ方程式は同じである。(1.17)の εは

ε =
∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
− L , ε̃ =

∑
α

q̇α
∂L̃

∂q̇α
− L̃ = ε−

∑
α

q̇α
∂W

∂q̇α
+
dW

dt
= ε+

∂W

∂t

である。L = L(q, q̇) , L̃ = L̃(q, q̇) ならば ε と ε̃ は保存するが, この場合 W = W (q) であるから
ε̃ = ε になる。
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1.5 具体的適用例
極座標
中心力ポテンシャル V (r) の場合を考える。3次元極座標 (r, θ, ϕ)を使うと r と r + dr の距離は

(dr)2 = (dr)2 + (r dθ)2 + (r sin θ dϕ)2 , ∴ ṙ2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ

になるから
L =

m

2
ṙ2 − V (r) =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ

)
− V (r)

である。ϕは循環座標になり
pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ sin2 θ (1.25)

は保存する。r と θ のラグランジュ方程式より
d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= mr̈ −mr

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
dV

dr
= 0 (1.26)

d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= m

d

dt
r2θ̇ −mr2ϕ̇2 sin θ cos θ = m

d

dt
r2θ̇ −

p2ϕ cos θ

mr2 sin3 θ
= 0 (1.27)

である。

x

y

z P(x, y, z)

er
θ

eθ
ϕ θ

ϕeϕ

ニュートンの運動方程式から以上の結果を導く。単位ベクトル
er = ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ

eθ = ex cos θ cosϕ+ ey cos θ sinϕ− ez sin θ

eϕ = − ex sinϕ+ ey cosϕ

(1.28)

を考える。
ėr = θ̇eθ + ϕ̇ sin θeϕ , ėθ = − θ̇er + ϕ̇ cos θeϕ

ėϕ = − ϕ̇
(
er sin θ + eθ cos θ

) (1.29)

である。r = rer より
ṙ = ṙer + rėr = ṙer + rθ̇eθ + rϕ̇ sin θ eϕ (1.30)

更に, 微分すると

r̈ =
(
r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ

)
er +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ

)
eθ

+
(
2rθ̇ϕ̇ cos θ + 2ṙϕ̇ sin θ + rϕ̈ sin θ

)
eϕ

(1.31)

になる。上式よりニュートンの運動方程式 mr̈ = − er dV/dr は

m
(
r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ

)
= − dV

dr

rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ =
1

r

(
d

dt
r2θ̇ − r2ϕ̇2 sin θ cos θ

)
= 0

2rθ̇ϕ̇ cos θ + 2ṙϕ̇ sin θ + rϕ̈ sin θ =
1

r sin θ

d

dt
r2ϕ̇ sin2 θ = 0

になり, ラグランジュの運動方程式の結果と一致する。ニュートン方程式では, ベクトル r の 2階微
分 (1.31)を求める必要があり非常に煩雑である。これに比べて, スカラー量Lは容易に求まり, 後は
極座標の変数で微分するだけである。
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(1.25), (1.26), (1.27)から運動が決まる。

λ = m2r4
(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
=
(
mr2θ̇

)2
+

p2ϕ

sin2 θ
≥ p2ϕ (1.32)

とする。(1.27)より
dλ

dt
= 2mr2θ̇

d

dt
mr2θ̇ − 2p2ϕ

θ̇ cos θ

sin3 θ
= 0

であり λ は定数になるから, (1.26)は rだけの方程式

mr̈ =
λ

mr3
− dV

dr
= − dVeff(r)

dr
, Veff(r) = V (r) +

λ

2mr2
(1.33)

になる。これから r = r(t) が求まる。
(1.25), (1.32)より

dϕ

dθ
=
ϕ̇

θ̇
= ± pϕ

sin2 θ
√
λ− p2ϕ/ sin

2 θ
(1.34)

これは V (r)の具体形に依存しない。u = cot θ とすると

dϕ =
ε du√
A2 − u2

, A =
√
λ/p2ϕ − 1 , ε = ± 1

になるから ϕ = ε sin−1
(
u/A

)
+ ϕ0, つまり A sin

(
ϕ− ϕ0

)
= εu である。したがって

Ar sin θ sin
(
ϕ0 − ϕ

)
+ εr cos θ = 0 , ∴ A·r = 0 , A =

(
A sinϕ0, −A cosϕ0, ε )

質点は原点を通り Aに直交する平面上で運動する。次に, (1.33)より mṙ2/2 + Veff(r) = 定数 = E

であるから

dr

dθ
=
ṙ

θ̇
= ± r2

√
2m
(
E − Veff(r)

)
λ− p2ϕ/ sin

2 θ
, ∴ dr

r2
√
2m
(
E − Veff(r)

) = ± dθ√
λ− p2ϕ/ sin

2 θ

積分すると軌道 r = r(θ) が決まる。
なお, 角運動量は

ℓ = mr×ṙ = mr2
(
θ̇eϕ − ϕ̇ sin θ eθ

)
, ℓz = ℓ·ez = mr2ϕ̇ sin2 θ (1.35)

になるから λ = ℓ2, pϕ = ℓz である。中心力では ℓ は定ベクトルである。

z

y

x

R

−mgezα

円錐に束縛された運動
軸が鉛直で頂点が下に向いている滑らかな円錐面 (頂角 = 2α ) に沿って
質点が運動する。頂点を原点とし鉛直上向きに z 軸をとる。θ(t) = α は
時間に依存しないから ṙ = ṙer + rϕ̇ sinα eϕ になり

L =
m

2
ṙ2 −mgr cosα =

m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 α

)
−mgr cosα

である。これから
d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= m

(
r̈ − rϕ̇2 sin2 α+ g cosα

)
= 0 ,

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
= m sin2 α

d

dt
r2ϕ̇ = 0

になる。r2ϕ̇ =定数 は ℓz =定数 を表す。
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ニュートンの運動方程式からこの結果を導く。(1.31)で θ =定数 = α とすると

r̈ =
(
r̈ − rϕ̇2 sin2 α

)
er − rϕ̇2 sinα cosα eθ +

sinα

r

d(r2ϕ̇)

dt
eϕ

円錐は滑らかであるから, 円錐から受ける束縛力Rは eθ 方向に作用する。(1.4)の条件は∑
i

Ri
∂xi
∂r

= R·er = 0 ,
∑
i

Ri
∂xi
∂ϕ

= r sinαR·eϕ = 0

である。R = Reθ とすると質点に働く力 F は

F = Reθ −mgez = −mg cosα er +
(
mg sinα+R

)
eθ

であるから, 運動方程式 mr̈ = F より

r̈ = rϕ̇2 sin2 α− g cosα , r2ϕ̇ =定数 , R = −m
(
g + rϕ̇2 cosα

)
sinα

になる。
r = r0 のところから水平方向に初速 v0 で運動させたとき, 質点が水平な円周上を運動する条件を

求める。t = 0で ṙ = ṙer + rϕ̇ sinα eϕ = v0eϕ より ṙ = 0 , r0ϕ̇(0) sinα = v0 である。

r2ϕ̇ =定数 = r20ϕ̇(0) =
r0v0
sinα

になる。水平な円周上を運動するとき r =定数 = r0 であるから r̈ = 0 より

r0ϕ̇
2 sin2 α− g cosα =

v20
r0

− g cosα = 0

したがって v20 = gr0 cosα が水平な円周上を運動する条件である。このとき

R = −m

(
g +

v20 cosα

r0 sin
2 α

)
sinα = − mg

sinα
, ∴ Rz = −R sinα = mg

である。鉛直方向の合力は Rz −mg = 0 になり釣り合う。

問題 1.1 E = T + V が保存することから, 運動可能な z = r cosαの範囲は

v20 ≥ gz0 のとき z0 ≤ z ≤ z+

v20 ≤ gz0 のとき z+ ≤ z ≤ z0
, z+ =

1

4g

(
v20 + v0

√
v20 + 8gz0

)

になることを示せ。質点が水平な円周上を運動するには z+ = z0, つまり v20 = gz0 である。
z

ω

θ

R

−mgez

問題 1.2 一定の角速度 ωで鉛直の直径まわりに回転する滑らかな半
径 aのリングに束縛された質点を考える。回転軸を通り鉛直上向きに
z軸をとる。

1. L(θ, θ̇) を求め, ラグランジュの運動方程式より

θ̈ = ω2
(
cos θ + α

)
sin θ , α =

g

aω2

を示せ。
2. θが一定で安定な点は, α > 1のとき θ = π , α < 1のとき cos θ = −α になることを示せ。
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3. ニュートンの運動方程式から束縛力Rを求めよ。Rは紙面に垂直な成分も持つ。
4. 力学的エネルギー E の時間変化は, Rが単位時間になす仕事に等しことを示せ。

回転座標系
慣性系に対して角速度ベクトル ωで回転する座標系を考える。両座標系の原点は一致している。質
点の座標を慣性系, 回転系でそれぞれ (x1, x2, x3), (q1, q2, q3) で表す。束縛条件はないとする。

d

dt

∂L

∂ẋi
=
∂L

∂xi
, つまり ṗi = − ∂V

∂xi
, pi ≡

∂L

∂ẋi
= mẋi −

∂V

∂ẋi

である。これを qα で表す。xi 方向に単位ベクトルを ei , qα 方向に単位ベクトルを eα とすると

r =

3∑
i=1

xi(t)ei =

3∑
α=1

qα(t)eα(t) ,
deα
dt

= ω×eα

あるいは
xi =

∑
α

aiα(t) qα , aiα(t) = ei ·eα(t)

である。ω = ωe3 のとき (1.1)になる。∑
α

aiαajα =
∑
α

ei ·eαej ·eα = ei ·ej = δij ,
∑
i

aiαaiβ = δαβ (1.36)

を満たす。
ṙ = q′ + ω×r , q′ =

∑
α

q̇αeα

であるから
L = T − V (r, ṙ, t) =

m

2

(
q′ + ω×r

)2
− V (r, ṙ, t) (1.37)

になり, (1.14)と同様に時間の 1階微分の 1次を含む。

pα =
∂L

∂q̇α
= mq̇α +m

(
ω×r

)
α
− ∂V

∂q̇α

∂L

∂qα
= m

(
q′ + ω×r

)
·
(
ω×eα

)
− ∂V

∂qα
= −m

(
ω×q′ + ω×

(
ω×r

))
α
− ∂V

∂qα

である。
d

dt

(
ω×r

)
α
=
∑
µν

εαµν
d

dt

(
ωµqν

)
=
(
ω×q′ + ω̇× r

)
α
̸=
(
ω×ṙ + ω̇×r

)
α

(1.38)

に注意すると, ラグランジュの運動方程式は, 回転座標系での運動方程式

mq̈α = −m
(
2ω×q′ + ω×

(
ω×r

)
+ ω̇×r

)
α
− ∂V

∂qα
+
d

dt

∂V

∂q̇α
(1.39)

を再現する。右辺第 1項はコリオリ力, 第 2項は遠心力である。
V が直接 tに依存しない V = V (r, ṙ) の場合 (1.18)のEは保存する。xi を qi で表せば V は直接

tに依存するから, (1.17)の ε は一般には保存しない。qα に対する正準運動量 pα で表せば

ε =
∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
− L = E − ω ·

(
r×p

)
, E =

1

2m

∑
α

p2α + V − 1

2m

∑
α

(
∂V

∂q̇α

)2

(1.40)

になる。E が (1.18)に一致することを示す。∂xi/∂qα = aiα であるから (1.9)より
∂V

∂q̇α
=
∑
i

aiα
∂V

∂ẋi
, pα = mṙ ·eα −

∑
i

aiα
∂V

∂ẋi
=
∑
i

aiαpi
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pi = mẋi − ∂V/∂ẋi は xi に対する正準運動量である。(1.36)より

E =
1

2m

∑
i

p2i + V − 1

2m

∑
i

(
∂V

∂ẋi

)2

=
m

2
ṙ2 + V −

∑
i

ẋi
∂V

∂ẋi

になる。なお
∂xi
∂t

=
∑
α

daiα
dt

qα = ω ·
(
r×ei

)
, ∴ εR =

∑
i

pi
∂xi
∂t

= ω ·
(
r×p

)
である。ω ·

(
r×p

) は一般に時間に依存する。
1.6 剛体の運動
剛体に固定した点を r0とし, r0を原点とした剛体に固定した直交座標軸の単位ベクトルを e′1, e

′
2,

e′3 とする。ここでは x, y, zの代わりに 1, 2, 3 を用いる。e′3 を極座標で表して

e′3 = e1 sin θ cosϕ+ e2 sin θ sinϕ+ e3 cos θ

とする。e1, e2, e3は空間に固定した座標軸の単位ベクトルである。e′3を指定しても, 剛体はこの軸
まわりに回転できるから, 剛体に固定した e′1, e

′
2 としては (1.28)の eθ, eϕ を e′3 を軸として角 ψ 回

転したもの

e′1 = eθ cosψ + eϕ sinψ

=
(
cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ

)
e1 +

(
cos θ sinϕ cosψ + cosϕ sinψ

)
e2 − sin θ cosψ e3

e′2 = eϕ cosψ − eθ sinψ

= −
(
cos θ cosϕ sinψ + sinϕ cosψ

)
e1 +

(
− cos θ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ

)
e2 + sin θ sinψ e3

を採用する。e′1, e
′
2, e

′
3 は右手系の直交する単位ベクトル

e′µ ·e′ν = δµν , e′µ×e′ν =
∑
κ

εµνκe
′
κ

である。(θ, ϕ, ψ)をオイラー角という。r0とオイラー角を指定すると,剛体の位置は完全に決まる。
剛体の自由度は 6である。e′µ は 3×3行列

R =


cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ cos θ sinϕ cosψ + cosϕ sinψ − sin θ cosψ

− cos θ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ − cos θ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ sin θ sinψ

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ


を用いて

e′µ =

3∑
ν=1

Rµνeν =

3∑
ν=1

R̃νµeν , R̃ =転置行列

と表せる。
ė′µ =

∑
ν

aµνe
′
ν , aµν = ė′µ·e′ν =

(
ṘR̃
)
µν

とおける。e′µ ·e′ν = δµν を時間で微分すると aµν + aνµ = 0 になるから aµµ = 0 及び

a12 = − a21 = ω3 , a23 = − a32 = ω1 , a31 = − a13 = ω2 , つまり aµν =
∑
κ

εµνκ ωκ
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とおける。これから

ė′µ =
∑
νκ

εµνκ ωκe
′
ν =

∑
κ

ωκe
′
κ×e′µ = ω×e′µ , ω =

∑
µ

ωµe
′
µ

になる。ωは剛体の角速度である。ωをオイラー角で表しておく。Sµ = Rµ1 + iRµ2 とすると

S1 =
(
cos θ cosψ + i sinψ

)
eiϕ , S2 =

(
− cos θ sinψ + i cosψ

)
eiϕ , S3 = sin θ eiϕ

である。(ṘR̃)
µν

= Re
(
ṠµS

∗
ν

)
+ Ṙµ3Rν3 より

ω1 =
(
ṘR̃
)
23

= θ̇ sinψ − ϕ̇ sin θ cosψ , ω2 =
(
ṘR̃
)
31

= θ̇ cosψ + ϕ̇ sin θ sinψ

ω3 =
(
ṘR̃
)
12

= ϕ̇ cos θ + ψ̇

になる。
剛体を微小部分に分割し, 各部分を質点と見なす。質点 iの位置ベクトル ri は

ri(t) = r0(t) + r′i(t) , r′i(t) =
∑
µ

x′i,µe
′
µ(t)

と表せる。剛体固定座標軸の成分 x′i,µ は時間に依存しない。r0 を剛体の重心

rc =
1

M

∑
i

miri , M =
∑
i

mi

とすると, 剛体の運動エネルギー T は

T =
1

2

∑
i

miṙ
2
i =

M

2
ṙ2c + Trot , Trot =

1

2

∑
i

miṙ
′ 2
i

になり, 重心の運動エネルギーと重心まわりの運動エネルギー Trot に分離する。

ṙ′i =
∑
µ

x′i,µė
′
µ =

∑
µ

x′i,µω×e′µ = ω×r′i

より
Trot =

1

2

∑
i

mi

(
ω×r′i

)
·
(
ω×r′i

)
=

1

2

∑
µν

Iµνωµων

ただし
Iµν =

∑
i

mi

(
r′ 2i δµν − x′i,µx

′
i,ν

)
=

∫
d3r′ρ(r′)

(
r′ 2δµν − x′µx

′
ν

)
になる。ρ(r′) は剛体の密度である。Iµν は剛体に固定した座標軸に関する量であり, 剛体の運動と
は無関係に定まる。これを慣性テンソルという。

Iµν = Iµδµν , Iµ =

∫
d3r′ρ(r′)

(
r′ 2 − x′ 2µ

)
を満たす座標軸 (慣性主軸 )が存在する。Iµ を主慣性モーメントという。剛体に固定した座標軸と
して慣性主軸を採用すると, 剛体の運動エネルギーは

T =
M

2
ṙ2c + Trot , Trot =

1

2

∑
µ

Iµω
2
µ

になる。
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対称こま
重力が作用する対称こまの運動を考える。こまの先端は固定されているとする。固定点を空間固定
座標系の原点 Oとし, 鉛直上向きに z 軸 ( e3 )をとる。また, 対称軸をこまに固定の z′ 軸 ( e′3 )とす
る。I1 = I2 である。重心は z′ 軸上にあるから, Oと重心の距離を ℓとすると

M

2
ṙ2c =

Mℓ2

2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
Trot =

I1
2

(
ω2
1 + ω2

2

)
+
I3
2
ω2
3 =

I0
2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
I3
2

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)2
になる。したがって, ラグランジアン Lは

L = T −Mgℓ cos θ =
I0
2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+
I3
2

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)2
−Mgℓ cos θ , I0 =Mℓ2 + I1

で与えられる。ϕ, ψ は循環座標である。ラグランジュの運動方程式は
d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= I0θ̈ − I0ϕ̇

2 cos θ sin θ + I3
(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
ϕ̇ sin θ −Mgℓ sin θ = 0 (1.41)

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
=

d

dt

(
I0ϕ̇ sin

2 θ + I3
(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
cos θ

)
= 0 (1.42)

d

dt

∂L

∂ψ̇
− ∂L

∂ψ
= I3

d

dt

(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
= 0 (1.43)

第 2, 第 3式より

L3 = I3
(
ϕ̇ cos θ + ψ̇

)
=定数 , Lz = I0ϕ̇ sin

2 θ + L3 cos θ =定数 (1.44)

L3 は角運動量の対称軸成分 L·e′3, Lz は空間固定系の z成分 L·e3 である。ϕ̇ , ψ̇は θの関数として
表せる。(1.41)は

I0θ̈ =
(
I0ϕ̇

2 cos θ − L3ϕ̇+Mgℓ
)
sin θ (1.45)

になる。
V =

I0
2
ϕ̇2 sin2 θ +Mgℓ cos θ

とおく。(1.44)の第 2式を θで微分すると

I0
dϕ̇

dθ
sin2 θ = L3 sin θ − 2I0ϕ̇ sin θ cos θ (1.46)

であるから
V ′(θ) =

dV

dθ
= −

(
I0ϕ̇

2 cos θ − L3ϕ̇+Mgℓ
)
sin θ (1.47)

(1.45)は I0θ̈ = −V ′(θ) になるから θ̇をかけると
dε
dt

= 0 , ε =
I0
2
θ̇2 + V =

I0
2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+Mgℓ cos θ

である。力学的エネルギー E = ε+ L2
3/2I3 が保存することを表す。(1.44)より

ϕ̇ =
Lz − L3 cos θ

I0 sin
2 θ

, ∴ V =

(
Lz − L3u

)2
2I0(1− u2)

+Mgℓu , u = cos θ

になる。I0θ̇2/2 = ε− V より

dt = ±
√
I0
2

dθ√
ε− V (θ)

= ± I0du√
f(u)

, f(u) = 2I0
(
ε−Mgℓu

)(
1− u2

)
−
(
Lz − L3u

)2
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これを積分すれば θ = θ(t) が求まる。|u| ≤ 1 , f(u) ≥ 0 の範囲で運動する。

f(± 1) = −
(
Lz ∓ L3

)2 ≤ 0 , f(±∞) = ±∞

であるから, uの 3次式 f(u) ≥ 0 かつ |u| ≤ 1 の範囲は, 存在するとすれば, −1 ≤ u1 ≤ u ≤ u2 ≤ 1

になる。
u1 = u2 の場合 θ(t)は一定値 θ0 になり, 対称軸は鉛直上向きの z軸を中心に歳差運動をする。

I0θ̈0 = −V ′(θ0) = sin θ0

(
I0Ω

2 cos θ0 − L3Ω +Mgℓ
)
= 0 , Ω = ϕ̇(θ = θ0)

でなければならない。これと (1.44) から θ0, Ω, ψ̇ が決まる。
θ0 = 0 の場合 (1.44)より L3 = Lz = I3

(
ϕ̇+ ψ̇

) である。εを少し変えて θ = 0近傍の運動を考え
る。L3 = Lz の場合

V (θ) =
L2
3

2I0

1− cos θ

1 + cos θ
+Mgℓ cos θ =Mgℓ+

L2
3 − 4I0Mgℓ

8I0
θ2 +

L2
3 + 2I0Mgℓ

48I0
θ4 + · · ·

になるから, L2
3 − 4I0Mgℓ ≥ 0 のとき θ = 0 まわりのこまの回転は安定である。θ0 = π の場合,

L3 = −Lz であり

V (θ) =
L2
3

2I0

1 + cos θ

1− cos θ
+Mgℓ cos θ = −Mgℓ+

L2
3 + 4I0Mgℓ

8I0

(
θ − π

)2
+ · · ·

になる。
sin θ0 ̸= 0のとき, (1.44)より ϕ̇ と ψ̇ も一定になる。

I0Ω
2 cos θ0 − L3Ω +Mgℓ = 0

より Ω は実数であるから L2
3 − 4I0Mgℓ cos θ0 ≥ 0 を満たす必要がある。V (θ)を θ = θ0のまわりで

テイラー展開する。(1.46), (1.47)より

V ′′(θ) =
(
−2I0ϕ̇ cos θ + L3

)dϕ̇
dθ

sin θ + I0ϕ̇
2 sin2 θ +

cos θ

sin θ
V ′(θ)

= I0

(
2ϕ̇ cos θ − L3

I0

)2

+ I0ϕ̇
2 sin2 θ +

cos θ

sin θ
V ′(θ)

である。

V ′(θ0) = 0 , V ′′(θ0) = I0ω
2
n > 0 , ω2

n =

(
2Ω cos θ0 −

L3

I0

)2

+Ω2 sin2 θ0

より, δ = θ − θ0 が微小な場合 I0θ̈ = −V ′(θ) は δ̈ = −V ′′(θ0) δ/I0 = −ω2
n δ になる。θ は θ0 まわ

りに周期 2π/ωn で振動する。この振動を章動という。

1.7 パラメータ共鳴
1次元調和振動子で ω を時間の周期関数 ω(t+ T ) = ω(t) とする。運動方程式は, ω が定数の場合

と同様に
ẍ+ ω2x = 0 (1.48)

である。2つ存在する独立な解を x1(t), x2(t) とする。s = t+ T のとき ω(s) = ω(t) であるから
d2

dt2
xk(s) =

d2

ds2
xk(s) = −ω2(s)xk(s) = −ω2(t)xk(s)
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になり xk(s) = xk(t+ T ) も (1.48)の解である。したがって cij を定数として

x1(t+ T ) = c11x1(t) + c12x2(t) , x2(t+ T ) = c21x1(t) + c22x2(t) (1.49)

とおける。行列で表せば

x(t+ T ) = Cx(t) , x(t) =

(
x1(t)

x2(t)

)
, C =

(
c11 c12

c21 c22

)
(1.50)

である。C の固有値を λ1, λ2 とする。これらは

det
(
C − λ

)
= λ2 −

(
c11 + c22

)
λ+ c11c22 − c12c21 = 0

の解であり実数とは限らない。(1.48)より R(t) = x2(t)ẋ1(t) − x1(t)ẋ2(t) は Ṙ = 0 になる。x1 と
x2 は独立であるから R(t) は 0でない定数である。(1.49)より

R(t+ T ) =
(
c11c22 − c12c21

)
R(t) , ∴ c11c22 − c12c21 = λ1λ2 = 1

である。
UC = ΛU , Λ =

(
λ1 0

0 λ2

)
(1.51)

を満たす 2×2行列 U ̸= 0 が存在する。q(t) = Ux(t) は (1.50)より

q(t+ T ) = UCx(t) = Λq(t) , ∴ qk(t+ T ) = λkqk(t)

を満たす。
qk(t) = λ

t/T
k Qk(t) (1.52)

とすると
λ
(t+T )/T
k Qk(t+ T ) = λkλ

t/T
k Qk(t) , ∴ Qk(t+ T ) = Qk(t)

ω(t) = ω(t + T ) の場合, (1.48)の解として λ
t/T
k と周期 T の周期関数 Qk(t) の積で表せる解 qk(t)

が存在し λ1λ2 = 1 である。
(1.48)の一般解は C1, C2 を任意定数として x(t) = C1q1(t) + C2q2(t) であり

x(t+ nT ) = λn1 C1λ
t/T
1 Q1(t) + λ−n

1 C2λ
−t/T
1 Q2(t) , n = 0, ± 1, ± 2, · · ·

を満たす。λk が実数ならば λ1λ2 = 1 より |λ1| ≥ 1 にとれる。|λ1| > 1 のとき, x(t+ nT ) で Q1 の
部分は, 周期 T で振動しながら振幅は |λ1|n

n→∞−−−−→ ∞ になるから, 共鳴が起こる。ω(t) の周期的変
化による共鳴をパラメータ共鳴という。λk が実数でない場合 λ2 = λ∗1 である。λ1λ2 = |λ1|2 = 1 に
なるから, パラメータ共鳴は起こらない。
x(t) = 0は (1.48)の自明な解であり, 原点に静止したままの静止状態が存在する。任意の微小な

C1, C2 に対して x(t) = C1q1(t) + C2q2(t) が x(t) = 0 のまわりで微小振動するならば, 静止状態は
安定である。ω が定数の場合 q1 = cosωt, q2 = sinωt であるから, 静止状態は安定である。一方, パ
ラメータ共鳴する場合, C1 ̸= 0 ならば C1 が微小でも x(t) の振幅は時間とともに非常に大きくな
る。パラメータ共鳴する系では, 静止状態は存在するが安定ではない。強制振動 ẍ+ ω2x = f(t) で
の共鳴の場合, ある時刻で静止していても x(t) = 一定 は運動方程式の解ではないから静止状態は
存在しない。
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問題 1.3 (1.51)が成り立つことを示せ。また, λ1 ̸= λ2 のとき detU ̸= 0 を示せ。この場合, (1.51)

は UCU−1 = Λ と表せる。

具体例として
ω2 = ω2

0

(
1 + ε cosαt

)
, 0 < ε≪ 1 , α > 0

の場合, パラメータ共鳴の条件を求める。運動方程式

ẍ+ ω2
0x+ ω2

0εx cosαt = 0 (1.53)

はマチウ方程式になる。x を ε で展開して x = x0 + εx1 + ε2x2 + · · · とする。ε の各ベキで (1.53)

が成り立つことを要請すると

ẍ0 + ω2
0x0 = 0 , ẍn + ω2

0xn + ω2
0xn−1 cosαt = 0 , n = 1, 2, · · ·

である。0次から A を複素定数として x0 = Re
(
Aeiω0t

)
, 1次は

ẍ1 + ω2
0x1 = −ω2

0x0 cosαt = − ω2
0

2
Re
(
Aei(ω0−α)t +Aei(ω0+α)t

)
になる。この方程式の特解は

x1 = − ω2
0

2
Re
(
A−e

i(ω0−α)t +A+e
i(ω0+α)t

)
, A± =

A

ω2
0 − (ω0 ± α)2

であるから, A− が非常に大きくなる α−ω0 ≈ ω0 のとき共鳴が起こる。α ≈ 0 では A± の両方が非
常に大きくなるが, x1 は ω = ω0

√
1 + ε での x(t) を ε で展開した 1次になり共鳴ではない。2次の

方程式は

ẍ2 + ω2
0x2 = −ω2

0x1 cosαt = − ω2
0

4
Re
(
A−e

i(ω0−2α)t +A+e
i(ω0+2α)t + (A− +A+)e

iω0t
)

になるから 2α− ω0 ≈ ω0 のとき共鳴が起こる。一般に nα− ω0 ≈ ω0, つまり α ≈ 2ω0/n であれば
共鳴する。
最も強く共鳴する n = 1 の場合を考える。共鳴状態では 角振動数 ≈ ω0 で振動しながら, 振幅は

振動に比べて時間的にゆっくり増加する。そこで, ε のベキ展開はせずに, z0(t) をゆっくり変化す
る関数として (1.53)の近似解を

x(t) = Re
(
z0(t)e

iαt/2
)
, α = 2ω0

(
1 + ϕ

)
, ϕ = O(ε)

とする。これを (1.53)に代入すると, 2eiαt/2 cosαt = ei3αt/2+ e−iαt/2 より ei3αt/2 の成分が O(ε)程
度混ざるから

x(t) = Re
(
z0(t)e

iαt/2 + z1(t)e
i3αt/2

)
とした方がよい近似になる。z1/z0 = O(ε) であり, zk(t) はゆっくり変化するから żk/ω0zk = O(ε),

z̈k/ω
2
0zk = O(ε2) と仮定する。(1.53)は ei5αt/2 の項を無視すると

Re
(
F0e

iαt/2 + F1e
3iαt/2

)
= 0 (1.54)

ただし

F0 = z̈0 + iαż0 +

(
ω2
0 −

α2

4

)
z0 +

ω2
0ε

2

(
z∗0 + z1

)
(1.55)

F1 = z̈1 + 3iαż1 +

(
ω2
0 −

9α2

4

)
z1 +

ω2
0ε

2
z0 (1.56)
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になる。z0 に比べて O(ε2)以上の項を無視すると

F0 = 2iω0ż0 +
ω2
0

2

(
− 4ϕz0 + εz∗0

)
, F1 = − 8ω2

0z1 +
ω2
0ε

2
z0

である。Fk はゆっくり変化するから, (1.54) が成り立つには F0 = F1 = 0 である。F1 = 0 より
z1 = εz0/16 になる。A(t), B(t) を実数として z0 = A+ iB とする。F0 = 0 より

ω0

(
ε/4− ϕ

)
A− Ḃ = 0 , Ȧ− ω0

(
ε/4 + ϕ

)
B = 0 (1.57)

である。Ä = γ2A , γ =
√
(ε/4)2 − ϕ2 ω0 になるから, γ ̸= 0 のとき a1, a2 を定数として

A = a1e
γt + a2e

−γt , B = b
(
a1e

γt − a2e
−γt
)
, b =

γ

ω0

(
ε/4 + ϕ

)
とおける。これから

z0 = a1(1 + ib)eγt + a2(1− ib)e−γt , x(t) = Re
[
z0e

iαt/2
(
1 +

ε

16
eiαt

)]
(1.58)

である。|ϕ| < ε/4 のとき γ は正の実数であるから eγt
t→∞−−−→ ∞ になり共鳴する。O(ε2) を無視す

ると, パラメータ共鳴が起こる条件は |ϕ| < ε/4 であり γ ≤ ω0ε/4 になる。
下図に x(0) > 0, ẋ(0) = 0 のとき (1.53)の数値解 X(t) を太い実線で, (1.58)の x(t) を細い実線

で示す。破線は (
X − x

)
/ε2 である。ϕ = 0.05 < ε/4 の場合, 周期的振動をしながら振幅は増加し共

鳴する。ϕ = 0.15 > ε/4 では共鳴は起こらない。

0 5

ε = 0.4 ϕ = 0.05

ω0t/π

0

0 5

ε = 0.4 ϕ = 0.15

ω0t/π

0

(1.58)は
x(t) = Re

(
a1(1 + ib)q1(t) + a2(1− ib)q2(t)

)
ただし

q1(t) = e(γ+iα/2)tQ(t) , q2(t) = e(−γ+iα/2)tQ(t) , Q(t) = 1 +
ε

16
eiαt

と表せる。Q は周期 T = 2π/α の周期関数である。(−1)x =
(
eiπ
)x

= eiπx であるから

qk(t) = λ
t/T
k Q(t) , λ1 = − e2πγ/α , λ2 = − e−2πγ/α

になる。これは (1.52)である。λ1λ2 = 1 を満たし, γ が正の実数のとき λ1 < − 1 < λ2 < 0 である。

問題 1.4 O(ε2) を考慮して共鳴条件を求める。a, b, µ を実数の定数として z0 =
(
a + ib

)
eµt を

(1.55)に代入する。ただし z1 = εz0/16 である。a ̸= 0 または b ̸= 0 のとき F0 = 0 が成り立つ必要
がある。これから

µ2

ω2
0

=
ε2

16
− ϕ2 − ε2ϕ

32
+O

(
ε4
)

を示せ。共鳴条件 µ2 > 0 は ϕ− < ϕ < ϕ+ , ϕ± = ± ε/4− ε2/64 +O
(
ε3
) になる。
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0 10 20

ε = 0.4 ϕ = −0.01

ω0t/π

0

α ≈ 2ω0/n で共鳴が起こるから α = 2ω0

(
1 + ϕ

)
/n とす

る。右図に n = 1, 2 の数値解を示す。太い曲線が n = 2 ,

細い曲線は n = 1 であり ω0t ≳ 8π の部分は省略した。周
期 ≈ 2π/ω0 で振動しながら, 振幅は増加する。ϕ の幅と振幅
eµt の µ は O

(
εn
) であり, n が大きくなると急激に減少する。

近似解 x(t) = Re z(t) は

z(t) =
∑

k+n/2≥0

zk(t)e
i(k+n/2)αt

とすればよい。z0einαt/2 ≈ z0e
iω0t が主要な成分であり zk/z0 = O

(
ε|k|
) になる。

問題 1.5 n = 2 のとき k = 0, ± 1 を考える。ϕ = O
(
ε2
)
, żk/ω0zk = O

(
ε2
) とする。問題 1.4と同

様にして
µ2

ω2
0

=

(
ε2

24
− ϕ

)(
ϕ+

5ε2

24

)
+O

(
ε5
)

を示せ。共鳴条件は − 5ε2/24 < ϕ < ε2/24 であり µ ≤ ω0ε
2/8 になる。なお

z =
(
a+ ib

)
eµt
(
eiαt − ε

2
+
ε

6
ei2αt +O

(
ε2
))

, b =
aµ/ω0

ϕ− ε2/24

である。
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2 変分法と未定乗数法
2.1 変分法
n個の関数 yi(x) 及び導関数 y′i(x) = dyi/dx の関数

F
(
y(x),y′(x), x

)
, y(x) =

(
y1(x), y2(x), · · · , yn(x)

)
が与えられたとき, 積分

I =

∫ b

a

dxF
(
y(x),y′(x), x

)
を考える。F は既知関数であるが, y(x)自体は未知である。I は y(x)の関数形を与えると決まる。
このとき, I は関数 y(x)の汎関数であるといい I[y ] で表す。関数は変数に依存して値が変化する
が, 汎関数は関数形に依存して値が変化する。
y(x) を微小変化 y(x) + δy(x) させたとき, I の変化 δI が δI = 0 になる関数 y(x)を求める。δI

を変分という。ただし, y(a) と y(b) の値は固定し δy(a) = δy(b) = 0 とする。テイラー展開すれば

F
(
y + δy,y′ + (δy)′, x

)
= F

(
y,y′, x

)
+

n∑
i=1

(
∂F

∂yi
δyi(x) +

∂F

∂y′i

(
δyi(x)

)′)
ここで yi(x) と y′i(x) は独立と見なして微分する。

δI =
∑
i

∫ b

a

dx
(
F
(
y + δy,y′ + (δy)′, x

)
− F

(
y,y′, x

))
=
∑
i

∫ b

a

dx

(
∂F

∂yi
δyi(x) +

∂F

∂y′i

d

dx
δyi(x)

)
第 2項を部分積分すると δyi(a) = δyi(b) = 0 より

δI =
∑
i

∫ b

a

dx δyi(x)Gi(x) , Gi(x) =
∂F

∂yi
− d

dx

∂F

∂y′i
(2.1)

である。δyi(x) は互いに独立な任意の微小量である。そこで a < x0 < b として

δyi(x) =

{
0 , i ̸= k

εδ(x− x0) , i = k

とすれば δI = εGk(x0) = 0 になる。x0 は a < x0 < b であれば任意であるから, Gk(x) は恒等的に
0になる。以上から, 任意の微小変化 δy(x) に対して δI = 0 であるためには

d

dx

∂F

∂y′i
=
∂F

∂yi
, i = 1, 2, · · · , n (2.2)

である。これを変分問題 δI = 0 に対するオイラーの方程式という。y(a) と y(b) を与えたとき, I

が停留値になる y(x)はオイラーの方程式の解である。
(1.17)と同様に

dF

dx
=

d

dx

∑
i

y′i
∂F

∂y′i
+
∂F

∂x
+
∑
i

y′i

(
∂F

∂yi
− d

dx

∂F

∂y′i

)
である。(2.2)が成り立つとき

dF
dx

= − ∂F

∂x
, F =

∑
i

y′i
∂F

∂y′i
− F (2.3)

になる。F が直接 xに依存しない場合 F =定数 である。
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x0

y0

例題：最速降下曲線
水平方向に x軸, 鉛直下向きに y軸をとる。質点には鉛直下向きに重力が
作用する。原点と点 (x0, y0)を滑らかな曲線 y = y(x)で結ぶ。初速 0で
原点から y = y(x)に沿って質点が運動するとき (x0, y0)に到達するのに
必要な時間 T が最小になる y(x) を求める。y(x) ≥ 0 である。x0 > 0 と
する。エネルギー保存則より (x, y(x))での速さ vは

mv2

2
−mgy(x) = 0 , ∴ v =

√
2gy

であり, [x, x+ dx ]間の曲線の⻑さ dsは ds =
√

(dx)2 + (dy)2 = dx
√
1 + y′ 2 である。この間を通

過に要する時間は ds/v になるから

T =

∫ x0

0

dx

√
1 + y′ 2

v
=

1√
2g

∫ x0

0

dxF (y, y′) , F (y, y′) =

√
1 + y′ 2

y

これを最小にする y(x) は (2.2)の解である。正直に微分すれば
d

dx

∂F

∂y′
− ∂F

∂y
=

2yy′′ + 1 + y′ 2

2
(
y
(
1 + y′ 2

))3/2 = 0

y′ ̸= 0 であるから, これは

y′
(
2yy′′ + 1 + y′ 2

)
=

d

dx

(
y
(
1 + y′ 2

))
= 0 , ∴ y(1 + y′ 2) =定数 = 2a > 0

になる。y = 2aもこの方程式の解であるが除外する。上式は (2.3)から簡単に求まる。F は直接 x

に依存しないから
d

dx

(
y′
∂F

∂y′
− F

)
= − d

dx

1√
y(1 + y′ 2)

= 0

である。0 ≤ y ≤ 2a より y = a
(
1− cos θ

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π とおける。このとき

y′ 2 =
2a− y

y
=

1 + cos θ

1− cos θ
=

(
sin θ

1− cos θ

)2

, ∴ y′ = ± sin θ

1− cos θ

になるから
dx

dθ
=
dy

dθ

1

y′
= ± a

(
1− cos θ

)
, ∴ x = ± a

(
θ − sin θ

)
+ C

2πaπa

2a (x0, y0)

θ = 0のとき x = 0より C = 0である。x ≥ 0 であるから

x = a
(
θ − sin θ

)
, y = a

(
1− cos θ

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π (2.4)

になる。最速降下曲線はサイクロイドである。θ = θ0 のとき
x = x0, y = y0 とすると

x0 = a
(
θ0 − sin θ0

)
, y0 = a

(
1− cos θ0

)
であり, x0, y0 を与えると a, θ0 が決まる。例えば, y0 = 0 の場合 θ0 = 2π , a = x0/2π である。
1 + y′ 2 = 2a/y であるから F =

√
2a/y になる。dx/dθ = y より

T =

√
a

g

∫ x0

0

dx

y(x)
=

√
a

g

∫ θ0

0

dθ =

√
a

g
θ0

である。
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問題 2.1 (0, 0)と (x0, y0)を直線で結ぶ場合 T =
√
1 + f2(θ0)Tmin と表せる。f(θ0) を求めよ。た

だし Tmin =
√
a/g θ0 である。x0 ̸= 0 のとき T > Tmin になる。

問題 2.2 半径 R, 密度一定の地球内部を, 万有引力により質点が運動
する。地表の点 Aから Bに至る最速曲線を求める。質点の位置を極座
標 (r, θ, ϕ)で表す。最速曲線は ϕ =定数なるから ϕ = 0 にとる。θ = 0

のとき A , θ = θ0 のとき B とする。 B

θ0

(r, θ)

x

z
A

1. 初速 0のとき, Aから Bまで到達するのに要する時間 T は

T =

√
R

g

∫ θ0

0

dθ

√
r2 + (dr/dθ)2

R2 − r2

になることを示せ。
2. λ = 1− θ0/π とする。最速降下曲線は φ を変数として ( 0 ≤ φ ≤ π )

r = R

√
cos2 φ+ λ2 sin2 φ , tan θ =

λ sinφ cos(λφ)− cosφ sin(λφ)

λ sinφ sin(λφ) + cosφ cos(λφ)

と表せることを示せ。これは直径 Rθ0/πの内サイクロイドになる。
3. T =

√(
2π − θ0

)
θ0R/g を示せ。

4. θ0 → 0 のとき x, R− z は (2.4) になることを示せ。ただし 2πa = Rθ0, θ = 2φ である。
5. Aと Bを直線で結ぶとき T = π

√
R/g を示せ。

例題：回転体の表面積
2点 (−u, v), (u, v) を通る曲線 y = y(x) を考える。簡単のため x/v, y/v を改めて x, y とし (−u, 1),
(u, 1) を通る曲線 y = y(x) の問題にする。u, y(x) は正とする。曲線 y(x)を x軸まわりに 1回転し
て得られる回転体の体積 V と表面積 S は

V [ y ] = π

∫ u

−u

dx y2(x) , S[ y ] = 2π

∫ u

−u

dxF (y, y′) ただし F (y, y′) = y
√

1 + y′ 2

0

1

u−u

y(x)

である。|x| ≤ u で滑らかな関数 y(x)は, 太い線分で示した

g(x) =

{
1 , |x| = u

0 , |x| < u

に限りなく近づける。この極限では V = 0 , S = Sg = 2π になる。Sg

は x = ±uにある半径 1の円盤の面積の和である。V = 0 は V [ y ] の
下限ではあるが最小値ではないから, V を最小にする y(x) は存在しない。S の場合, 例えば, 回転
体が円柱になる y(x) = 1 とすると S = 4πu = 2uSg である。u < 1/2 のとき S < Sg になるから,

少なくとも u < 1/2 では S を最小にする y(x)が存在する。この yは (2.3)より

F − y′
∂F

∂y′
=

y√
1 + y′ 2

=定数 =
1

a
> 0 , ∴ dy√

(ay)2 − 1
= ± dx

の解である。積分すると

cosh−1
(
ay
)
= ±

(
ax+ b

)
∴ y =

1

a
cosh

(
ax+ b

)
境界条件 cosh

(
−au+ b

)
= cosh

(
au+ b

)
= a 及び au ̸= 0 より b = 0 になる。a は

cosh(au) = a , つまり u = f(a) ≡ cosh−1 a

a
=

1

a
log
(
a+

√
a2 − 1

)
, a ≥ 1
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5
0 a

0.5

um

aℓas

amで決まる。f(a)を右図に示す。f(a) が最大になる a を数値的に
求めると a = am ≈ 1.81 になる。u の最大値 um と am の関係は

f ′(am) = − um
am

+
1

am
√
a2m − 1

= 0 , ∴ um =
1√

a2m − 1

であり um ≈ 0.663 になる。0 < u < um のとき, u を与えると
u = f(a) の解は 2個存在する。大きい方を aℓ, 小さい方を as で
表す。u > um では u = f(a) を満たす a は存在しないから, S が
停留値になる y(x)は存在しない。

1

0

y
(x
)

0.50 x

1.01

45.0

1.18

4.25

1.81

右図に u = 0.1, 0.5, um での

y(a, x) =
cosh(ax)

a
, |x| ≤ u

を示す。太い曲線は ys = y(as, x), 細い曲線は yℓ = y(aℓ, x)であ
る。曲線の値はaを表す。aが大きいほど曲線は凹になる。u≪
1では ys(x) ≈ 1 , yℓ(x) ≈ g(x) である。√

1 + y′ 2 = ay より

S =
4π

a2

∫ au

0

dx cosh2 x =
2π

a2

(
au+ cosh(au) sinh(au)

)
=

2π

a

(
u+

√
a2 − 1

)
(2.5)

S

2π

0
0.50 uum

Sℓ

Ss

ug
になる。a = as, a = aℓ の S をそれぞれ Ss, Sℓ で表す。u < um

のとき S は a の増加関数になり Ss < Sℓ である。u ≪ 1 では
aℓ ≫ 1 になるから Sℓ ≈ 2π = Sg である。これは yℓ ≈ g に対
応する。一方, as ≈ 1 である。f(a) を a = 1でテイラー展開す
ると u ≈

√
2(as − 1) になるから S ≈ S0 = 4πu である。これ

は ys ≈ 1 に対応する。図で細い直線は S0 を表す。Ss = Sg =

2π になる u を求めると ug ≈ 0.528 である。任意の uに対して
S

y(x)→g(x)−−−−−−−→ Sg になるから

u ≤ ug Ssは最小値
ug < u < um Ssは極小値。Sの最小値は存在しない。
um ≤ u Sの極小値と最小値は存在しない。

(2.6)

である。

問題 2.3 試行関数として y(±u) = 1 を満たす

S

2π

1

1.2

0 5 a

0.45

0.6

0.7

ug

umy(x) = cosh
(
ax
)
/ cosh

(
au
)

を考える。a は任意定数であり y(x)
a→∞−−−→ g(x)になる。

S =
2π

a2

(
t
√
1 + t2 + sinh−1 t

)
, t = a tanh

(
au
)

を示せ。また, cosh
(
au
)
= a のとき dS/da = 0 であり S は (2.5)

になることを示せ。uを与えたとき S(a)を右図に示す。Ss( • )は
極小値, Sℓ( ◦ )は極大値であり, (2.6)が成り立つ。
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2.2 ラグランジュの未定乗数法
簡単な例として g(x1, x2, x3) =定数 = c のとき f(x1, x2, x3) の極値を求める。束縛条件

dg = (∂1g) dx1 + (∂2g) dx2 + (∂3g) dx3 = 0 , ∂k =
∂

∂xk
(2.7)

のもとで
df = (∂1f) dx1 + (∂2f) dx2 + (∂3f) dx3 = 0 (2.8)

を満たす (x1, x2, x3)を求める問題である。束縛条件がなければ dx1, dx2, dx3 は独立に変化できる
から, df = 0 であるためには ∂1f = ∂2f = ∂3f = 0 である。束縛条件 dg = 0 があると, dx1, dx2,

dx3 は独立ではない。∂3g ̸= 0 のとき

dx3 = − ∂1g

∂3g
dx1 −

∂2g

∂3g
dx2 , ∴ df =

(
∂1f − ∂3f

∂3g
∂1g

)
dx1 +

(
∂2f − ∂3f

∂3g
∂2g

)
dx2 = 0

になる。dx1, dx2 は独立にとれるから

∂1f − ∂3f

∂3g
∂1g = 0 , ∂2f − ∂3f

∂3g
∂2g = 0 (2.9)

が極値の条件である。この 2つの条件から x1, x2, x3 を決めるには g(x1, x2, x3) = c より x3 を x1,

x2 の関数として表す必要がある。以下では, これを回避する。
λ を任意定数として

F (x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3) + λ g(x1, x2, x3)

とする。束縛条件 dg = 0 のもとでは df = 0 と dF = df + λdg = 0 は同じである。λ は任意である
から ∂3F = ∂3f + λ∂3g = 0 を満たすように λをとれば

dF = (∂1F ) dx1 + (∂2F ) dx2 = 0

になる。dx1, dx2 は独立であるから ∂1F = ∂2F = 0 になり

∂1F = ∂2F = ∂3F = 0 , F (x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3) + λ g(x1, x2, x3) (2.10)

が極値の条件である。λ = − ∂3f/∂3g を代入すれば (2.9)になるが, x1, x2, x3 を λで表し, これを
g(x1, x2, x3) = cに代入して λを決めてもよい。(2.10)は x1, x2, x3 を独立変数と見なし F = f+λg

が極値になる点を求める。この方法をラグランジュの未定乗数法という。

例題 点 (u1, u2, u3)から平面 A·x+ C = A1x1 +A2x2 +A3x3 + C = 0 までの最短距離 Lmin

条件 g(x) = A·x+ C = 0 のもとで f(x) = (x− u)2 の最小値を求める。

G(x) = f + 2λg = (x− u)2 + 2λ
(
A·x+ C

)
とすると

∂G

∂xi
= 2(xi − ui) + 2λAi = 0 , ∴ x = u− λA

が Lmin を与える点である。A·x+ C = A·u+ C −A2λ = 0 より

λ =
A·u+ C

A2
, ∴ Lmin =

√
f(x) =

√
A2λ2 =

|A·u+ C|
|A|
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になる。未定乗数法を用いずに Lmin を求める。A1, A2, A3 のうち少なくとも 1つは 0でないから
A3 ̸= 0としてよい。x3 = −

(
C +A1x1 +A2x2

)
/A3 を f(x) に代入すると

f(z1, z2) = z21 + z22 +
(
A1z1 +A2z2 + a

)2
/A2

3 , a = A·u+ C

ただし z1 = x1 − u1, z2 = x2 − u2 である。f(z1, z2)が最小になる条件は
∂f

∂z1
= 2z1 +

2A1

A2
3

(
A1z1 +A2z2 + a

)
= 0 ,

∂f

∂z2
= 2z2 +

2A2

A2
3

(
A1z1 +A2z2 + a

)
= 0

第 1式×A2と第 2式×A1の差より A2z1 = A1z2 であり, 上式は A2zi + aAi = 0 になる。最小値は

f =

(
A1a

A2

)2

+

(
A2a

A2

)2

+
a2

A2
3

(
− A2

1

A2
− A2

2

A2
+ 1

)2

=
a2

A2
, ∴ Lmin =

|A·u+ C|
|A|

である。未定乗数法に比べて計算が煩雑である。

積分
I =

∫ b

a

dx f(y(x), y′(x), x) , J =

∫ b

a

dx g(y(x), y′(x), x)

を考える。J が与えられた定数のとき, I を極値にする y(x)を求める。(2.1)と同様に

δI =

∫ b

a

dx δy(x) f̃(x) , δJ =

∫ b

a

dx δy(x) g̃(x)

ただし
f̃(x) =

∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
, g̃(x) =

∂g

∂y
− d

dx

∂g

∂y′

である。a ≤ x ≤ b を n等分し Fi = F (x = xi) , ∆x = (b− a)/n とおくと

δJ =
∑
i

δyi g̃i∆x = 0 の条件下で δI =
∑
i

δyi f̃i∆x = 0

を満たす y(x) を求める問題である。(2.7), (2.8)との対応関係は

dxi → δyi, ∂ig → g̃i∆x, ∂if → f̃i∆x

になるから, (2.10)の ∂iF = ∂if + λ∂ig = 0 に対応して f̃i∆x+ λg̃i∆x = 0 , つまり
d

dx

∂F

∂y′
=
∂F

∂y
, F = f

(
y(x), y′(x), x

)
+ λg

(
y(x), y′(x), x

)
である。λは J が与えられた定数を満たすように決める。

例題：懸垂曲線
一般に, 質点系の質点が静止した状態を考える。これを平衝状態という。(1.2)より Fi + Ri = 0 を
満たす x が存在すれば, xで質点は静止したままである。これは任意の微小変位 δxi に対して

3N∑
i=1

(
Fi +Ri

)
δxi = 0

と同値である。Ri が滑らかな束縛力のとき, δxi を束縛条件を満たすようにとれば (1.3), (1.4)より
束縛力は寄与せず ∑

i

Fi δxi = 0

が平衡状態の条件になる。Fi = − ∂V (x)/∂xi の場合

δV =
∑
i

∂V

∂xi
δxi = −

∑
i

Fi δxi

になるから, 束縛条件のもとで δV = 0 とすると, 平衡状態が求まる。
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x

y

a−a糸の両端を固定し一様重力のもとでつるすとき, 平衝状態での糸の形
を求める。単位⻑さあたりの質量を ρ, 糸の⻑さを ℓとする。水平方向に
x軸,鉛直上向きに y軸をとり,糸の両端を (−a, 0), (a, 0)とする。ℓ > 2a

である。求める糸の形 y = y(x) は, 糸の⻑さが ℓという条件のもとで,

糸全体の位置エネルギー V を最小にすればよい。微小部分 [x, x + dx ]

の糸の⻑さは
√

(dx)2 + (dy)2 = dx
√
1 + y′(x)2 であるから

V =

∫ a

−a

dxF (y, y′) , F (y, y′) = ρ
√

1 + y′ 2 U(y)

ℓ =

∫ a

−a

dxG(y, y′) , G(y, y′) =
√
1 + y′ 2

になる。U(y) = gy(x) であるが, yの任意関数でもよい。未定乗数を ρλとして
d

dx

∂L

∂y′
=
∂L

∂y
, L = F + ρλG = ρ

√
1 + y′ 2

(
U(y) + λ

)
であるから

d

dx

y′√
1 + y′ 2

(
U(y) + λ

)
=
√
1 + y′ 2

dU

dy

になる。左辺の微分は煩雑である。この代わりに (2.3)より

y′
∂L

∂y′
− L = − U + λ√

1 + y′ 2
=定数 =

1

α
, ∴ dy

dx
= ±

√
α2
(
U(y) + λ

)2
− 1

である。U(y) = gy の場合, z = α(gy + λ) とおくと
dz√
z2 − 1

= ±αg dx , ∴ cosh−1 z = ±
(
αgx+ β

)
αg, λ/g をそれぞれ α, λ に置き直せば y(x) =

1

α
cosh

(
αx+ β

)
− λ である。y(± a) = 0より

y(x) =
1

α

(
cosh

(
αx
)
− cosh

(
αa
))

(2.11)

である。任意定数 αは束縛条件

ℓ =

∫ a

−a

dx
√
1 + y′ 2 =

∫ a

−a

dx cosh
(
αx
)
=

2

α
sinh

(
αa
)
, ∴ sinh(αa)

αa
=

ℓ

2a

で決まる。sinh(x)/x ≥ 1 である。ℓ > 2a より α として正と負がそれぞれ 1つ存在するが, α > 0が
位置エネルギー最小の解になる。

−F (x)

F (x+ dx)

重力

問題 2.4 xにおける張力の水平成分を Fx(x), 鉛直成分を Fy(x)とす
る。微小部分 [x, x+ dx ]の糸に働く力の釣り合いから

Fx(x) =一定 ,
dFy

dx
= gρ

√
1 + y′ 2

を示せ。張力は接線方向に働くから Fy(x)/Fx = y′(x) である。これか
ら (2.11)を求めよ。
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2.3 束縛条件とラグランジュの運動方程式
束縛条件がない場合, ラグランジュの運動方程式 (1.10)は (2.2)で x→ t , yi → qi , F → L の置き

換えをすれば求まる。q = (q1, q2, · · · , q3N ) とする。t = t1, t = t2 での q(t)を与えたとき, 無数の
経路 q(t)が考えられるが, 実現される経路は微小変位 δqに対して

δS = S[ q + δq ]− S[ q ] = 0 , S[ q ] =

∫ t2

t1

dtL(q(t), q̇(t), t) (2.12)

を満たす q(t) である。これをハミルトンの原理という。S を作用という。

δS =

3N∑
i=1

∫ t2

t1

dt δqi(t)

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
になるから, 全ての δqi(t) が独立な場合, (2.2)と同様に

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
, i = 1, 2, · · · , 3N (2.13)

が停留値の条件である。
k個の束縛条件

fµ(q, t) = 0 , µ = 1, 2, · · · , k

が存在する場合
fµ(q + δq, t)− fµ(q, t) =

3N∑
i=1

δqi
∂fµ
∂qi

= 0

でなければならないから δqi は独立ではない。(1.10)では n = 3N − k個の独立な qα を考えた。こ
の場合, 束縛力は運動方程式に現れないが, qα以外の qiは束縛条件を満たすように qα で表す必要が
ある。これが複雑であったり束縛力を求めたい場合, 全ての qi を扱った方がよい。そこで, 未定乗
数法を用いて

S[ q ] =

∫ t2

t1

dt L̃(q(t), q̇(t), t) , L̃(q(t), q̇(t), t) = L(q(t), q̇(t), t) + F (q, t) (2.14)

を停留値にする。ただし
F (q(t), t) =

k∑
µ=1

λµ(t)fµ
(
q(t), t

)
である。未定乗数 λµ は tの関数でもよい。

δS =

3N∑
i=1

∫ t2

t1

dt δqi(t)

(
∂L̃

∂qi
− d

dt

∂L̃

∂q̇i

)
=

3N∑
i=1

∫ t2

t1

dt δqi(t)

(
∂L

∂qi
+
∂F

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
ここでは δqi は独立であるから

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
+Rqi , Rqi =

∂F

∂qi
=

∂

∂qi

∑
µ

λµ(t)fµ(q, t) , i = 1, 2, · · · , 3N (2.15)

になる。∂L/∂qi = − ∂V/∂qi は既知の力の qi成分 (qiが変化する方向 )であるが, Rqi が束縛力の qi

成分を表す。3N 個の上式と k個の束縛条件から, 3N 個の qi と k個の λµ は決まる。

δW =
∑
i

Rqiδqi =
∑
iµ

λµ
∂fµ
∂qi

δqi =
∑
µ

λµ

(
fµ(q + δq, t)− fµ(q, t)

)
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q, q + δqが束縛条件を満たすとき δW = 0 になり滑らかな束縛である。∑
j

Rqjδqj =
∑
i,j

Rqj

∂xi
∂qj

δxi =
∑
i

Ri δxi , ∴ Ri =
∑
j

Rqj

∂xi
∂qj

=
∑
µ

λµ
∂fµ
∂xi

(2.16)

である。
3N 個の変数 δqi が束縛条件

3N∑
i=1

fµi δqi = 0 , fµi ≡
∂fµ
∂qi

, µ = 1, · · · , k (2.17)

を満たすとき
3N∑
i=1

Li δqi = 0 , Li ≡
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
(2.18)

である Li を求める。δqi が全て独立ならば Li = 0 になるが, 独立な δqi は 3N − k個であるから
Li = 0 ではない。δqk+1, · · · , δq3N を独立変数にとる。k× 3N 行列 f の k × k 部分行列を gµν で
表す。det g ̸= 0 とする。(2.17)は

k∑
ν=1

gµν δqν = −
3N∑

i=k+1

fµi δqi , ∴ δqν = −
3N∑

i=k+1

(
g−1f

)
νi
δqi , ν = 1, · · · , k

である。これを (2.18)に代入すると
k∑

ν=1

Lνδqν +

3N∑
i=k+1

Liδqi =

3N∑
i=k+1

(
Li −

k∑
ν=1

Lν

(
g−1f

)
νi

)
δqi = 0

δqk+1, · · · , δq3N は独立であるから

Li −
k∑

ν=1

Lν

(
g−1f

)
νi

= 0 , i = k + 1, · · · , 3N (2.19)

になる。i ≤ k を含めてもよい。この場合,
(
g−1f

)
νi

= δνi より単に Li − Li = 0 である。
行列 g−1f の具体的形は複雑になるから, 未定乗数法により (2.19)を簡潔な表現で表す。任意の

λµ に対して, 条件 (2.17)のもとでは (2.18)と
3N∑
i=1

(
Li +

k∑
µ=1

λµfµi

)
δqi = 0 (2.20)

は同等である。λµ は任意であるから, k個の連立 1次方程式

Lν +

k∑
µ=1

λµfµν = 0 , ν = 1, · · · , k

の解 λµ = −
∑

ν Lν(g
−1)νµ を採用してもよい。このとき (2.20)で i = 1, · · · , k の項は消え

3N∑
i=k+1

(
Li +

k∑
µ=1

λµfµi

)
δqi = 0

になる。δqk+1, · · · , δq3N は独立であるから, 係数は 0でなければならない。したがって, 全ての i

に対して
Li +

k∑
µ=1

λµfµi =
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
+
∑
µ

λµ
∂fµ
∂qi

= 0 , i = 1, · · · , 3N
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になり (2.15)が求まる。λµ = −
∑

ν Lν(g
−1)νµ より (2.15)は (2.19)になるが, この λµ を用いない

で, 3N 個の (2.15) と k個の束縛条件で qi と λµ を決める方が簡単になることが多い。
(1.24)より L と

L̃(q, q̇, t) = L(q, q̇, t)− d

dt
W (q, t)

は, 全く同一のラグランジュの方程式を導く。

S[ q ] =

∫ t2

t1

dtL(q(t), q̇(t), t) , S̃[ q ] =

∫ t2

t1

dt L̃(q(t), q̇(t), t)

とすると
S̃ = S −

∫ t2

t1

dt
dW

dt
= S −W12 , W12 =W

(
q(t2), t2

)
−W

(
q(t1), t1

)
である。変分を行うとき q(t1)と q(t2)は固定するから δW12 = 0 であり, 変分には寄与しない。し
たがって δS̃ = 0 と δS = 0 は同じラグランジュの方程式になる。

x

y

ωt

R
例題：回転する直線に束縛された運動
平面内において, 原点まわりに一定の角速度 ωで回転する滑らかな直線上
で質点が運動する。質点には中心力ポテンシャル V (r)による力と回転す
る直線からの束縛力Rが働くとする。極座標 (r, θ)で表すと, 束縛条件は
f(θ) = θ − ωt = 0 になるから

L̃ =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− V (r) + λf(θ)

である。
d

dt

∂L̃

∂ṙ
− ∂L̃

∂r
= mr̈ −mrθ̇2 +

dV

dr
= 0 ,

d

dt

∂L̃

∂θ̇
− ∂L̃

∂θ
= m

d

dt

(
r2θ̇
)
− λ = 0

束縛条件を代入すると
mr̈ −mω2r +

dV

dr
= 0 , λ = mω

dr2

dt

である。(2.16)より束縛力は

R = λ

(
∂f

∂x
ex +

∂f

∂y
ey

)
=
λ

r

(
− ex sin θ + ey cos θ

)
になる。
ニュートン方程式は

mẍ = − x

r

dV

dr
+Rx , mÿ = − y

r

dV

dr
+Ry

である。Rは回転する直線に直交するから

Rx = −R sinωt , Ry = R cosωt

とおける。z = x+ iy = reiωt とすると z̈ =
(
r̈ − ω2r + 2iωṙ

)
eiωt より, ニュートン方程式は

m
(
r̈ − ω2r + 2iωṙ

)
eiωt =

(
− dV

dr
+ iR

)
eiωt , ∴ m

(
r̈ − ω2r

)
= − dV

dr
, R = 2mωṙ =

λ

r

である。

問題 2.5 問題 1.2の回転するリングに束縛された運動の場合, 束縛条件は r − a = 0 , ϕ − ωt = 0

である。これから束縛力R を求めよ。
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y

xX

α

問題 2.6 滑らかな水平面に傾斜角 α, 質量M の台を置く。質量 m

の質点が台の斜面上を鉛直平面内で運動する。質点には鉛直下向き
の重力mgが作用する。図のように X, x, y をとると (2.14)の F は

F = λ
(
y cosα− (x−X) sinα

)
とおける。ラグランジュの運動方程式より

λ =
M cosα

M +m sin2 α
mg , mẍ = −λ sinα , mÿ = −mg + λ cosα , MẌ = λ sinα

を示せ。λ は斜面から作用する束縛力の大きさである。

2.4 連続体

1 2 n−1 n質量 0, 自然⻑∆x, バネ定数 kのバネに結ばた質量mの質点
系を考える。質点は x軸上を運動する。i番目の質点の変位を
qi(t) とする。ただし i = 1, · · · , n である。運動方程式は

mq̈i = k
(
(qi+1 − qi)− (qi − qi−1)

)
= k

(
qi+1 − 2qi + qi−1

)
, i = 1, 2, · · · , n (2.21)

ただし, q0 と qn+1 はダミーの変数で, 固定端の場合 q0 = 0 , qn+1 = 0 , 自由端の場合 q0 = q1,

qn+1 = qn とする。
n → ∞ の極限を考える。系全体の質量 M = mn と⻑さ ℓ = (n − 1)∆x は有限になるべき

である。質点系の両端を力 F で引っ張ると, 個々のバネの伸びは F/k であるから, 全体の伸びは
(n− 1)F/k = Fℓ/(k∆x) になる。これも有限である。したがって

µ =
M

ℓ
=

n

n− 1

m

∆x
, ℓ = (n− 1)∆x , λ = k∆x

を有限に保って n → ∞ の極限をとる。x = i∆x , qi(t) = ϕ(x, t) とする。x と t は独立な変数で
x = x(t) ではない。qi±1 = ϕ(x±∆x, t) をテイラー展開すると

qi+1 − 2qi + qi−1 = (∆x)2
∂2ϕ

∂x2
+O

(
(∆x)4

)
になるから, 運動方程式は

m

∆x

∂2ϕ

∂t2
= k∆x

∂2ϕ

∂x2
+O

(
(∆x)3

)
, ∴ µ

∂2ϕ

∂t2
− λ

∂2ϕ

∂x2
= 0 (2.22)

である。これを波動方程式という。境界条件は固定端では ϕ = 0 , 自由端では ∂ϕ/∂x = 0 になる。
ラグランジアン L(q, q̇)は

L =
m

2

n∑
j=1

q̇2j −
k

2

n∑
j=1

(
qj+1 − qj

)2
である。qi で偏微分するとき j + 1 = i と j = i の 2つあるから

∂L

∂qi
= −k

(
qi − qi−1

)
− k
(
qi − qi+1

)
= k

(
qi+1 − 2qi + qi−1

)
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したがって, ラグランジュ方程式は (2.21)を再現する。

L =
µ

2

n∑
i=1

∆x

(
∂ϕ(i∆x, t)

∂t

)2

− λ

2

n∑
i=1

∆x

(
ϕ(i∆x+∆x, t)− ϕ(i∆x, t)

∆x

)2

であるから n→ 0 の極限では ∆x→ 0 より

L =
µ

2

∫ ℓ

0

dx

(
µ

2

(
∂ϕ

∂t

)2

− λ

2

(
∂ϕ

∂x

)2
)

になる。
∂0 =

∂

∂t
, ∂1 =

∂

∂x

と略記すれば

L =

∫ ℓ

0

dxL(∂0ϕ, ∂1ϕ ) , L(∂0ϕ, ∂1ϕ) =
µ

2

(
∂0ϕ
)2 − λ

2

(
∂1ϕ
)2

(2.23)

である。Lをラグランジアン密度という。
(2.23) にハミルトンの原理を適用して (2.22) を導く。一般に L を ∂0ϕ, ∂1ϕ, ϕ の関数とする。

ϕ(x, t) を微小変化 ϕ(x, t) + δϕ(x, t) させたときの作用 S の変化 δS

δS =

∫ t2

t1

dt
(
L[ϕ+ δϕ ]− L[ϕ ]

)
=

∫ t2

t1

dt

∫ ℓ

0

dx
(
L(∂0ϕ+ ∂0δϕ, ∂1ϕ+ ∂1δϕ, ϕ+ δϕ )− L(∂0ϕ, ∂1ϕ, ϕ )

)
を求める。テイラー展開すると

L(∂0ϕ+ ∂0δϕ, ∂1ϕ+ ∂1ϕ, ϕ+ δϕ )

= L(∂0ϕ, ∂1ϕ, ϕ ) +
∂L

∂
(
∂0ϕ
)∂0δϕ+

∂L

∂
(
∂1ϕ
)∂1δϕ+

∂L
∂ϕ

δϕ+ · · ·

になるから
δS =

∫ t2

t1

dt

∫ ℓ

0

dx

(
∂L

∂
(
∂0ϕ
)∂0δϕ+

∂L

∂
(
∂1ϕ
)∂1δϕ+

∂L
∂ϕ

δϕ

)
である。第 1項, 第 2項でそれぞれ t, x の部分積分すると, 端点では δϕ(x, t) = 0 であるから

δS =

∫ t2

t1

dt

∫ ℓ

0

dx δϕ

(
∂L
∂ϕ

− ∂0
∂L

∂
(
∂0ϕ
) − ∂1

∂L

∂
(
∂1ϕ
))

になる。任意の微小変化 δϕ(x, t)に対して δS = 0 であるためには

∂0
∂L

∂
(
∂0ϕ
) + ∂1

∂L

∂
(
∂1ϕ
) =

∂L
∂ϕ

でなければならない。これが場 ϕ(x, t)に対するラグランジュ方程式である。(2.23)の場合
∂L

∂
(
∂0ϕ
) = µ∂0ϕ ,

∂L

∂
(
∂1ϕ
) = −λ∂1ϕ ,

∂L
∂ϕ

= 0

であるから
µ∂20ϕ− λ∂21ϕ = µ

∂2ϕ

∂t2
− λ

∂2ϕ

∂x2
= 0

になり (2.22)が求まる。
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3 ハミルトン形式
3.1 ハミルトンの運動方程式
x, yの関数 F (x, y)を考える。

dF = u dx+ v dy , u = u(x, y) =
∂F

∂x
, v = v(x, y) =

∂F

∂y

である。
f(x, y, v) = ∂F/∂y − v = 0

とする。∂f/∂y = ∂2F/∂y2 ̸= 0 のとき, 上の方程式から yを xと vの関数として一意に表せるから,

独立変数を x, y から x, v に変更できる。dF = u dx− y dv+ d
(
yv
) より G(x, v) = yv−F とすると

dG = y dv − u dx

である。x, v を独立変数としたとき

y = y(x, v) =
∂G

∂v
, u = u(x, v) = − ∂G

∂x
(3.1)

になる。独立変数を (x, y) から (x, v) に, 関数を F から G に変換することをルジャンドル変換と
いう。
ホロノミックな力学系で (1.10)が成り立つ場合を考える。ラグランジアン L(q, q̇, t) にルジャン

ドル変換を適用する。qと q̇を独立変数として見なして, ラグランジュ方程式
d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
, i = 1, 2, · · · , n

を導いた。nは独立な変数の数 (自由度)である。q̇の代わりに一般化運動量 (正準運動量) p

pi =
∂L

∂q̇i

を用いる。上の例で F として L, y として q̇ である。det
(
∂2L/∂q̇i∂q̇j

)
̸= 0 のとき, pi = ∂L/∂q̇i を

q̇i について解けば q̇i を q, p の関数として表せる。Gに対応するものは

H = H(q,p, t) =
∑
i

q̇ipi − L (3.2)

である。これをハミルトニアンという。ハミルトン形式では, 2n 個の q1, · · · , qn, p1, · · · , pn は互
いに独立な変数である。(3.1)に対応して

q̇i =
∂H

∂pi
,

∂L

∂qi
= − ∂H

∂qi

が成り立つ。ラグランジュ方程式より第 2式の左辺は ṗi になるから

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = − ∂H

∂qi
(3.3)

である。これをハミルトンの運動方程式あるいは正準方程式という。また, qi, pi を正準変数あるい
は正準共役量という。
(3.3)をハミルトンの原理 (2.12)

δS = S[ q + δq,p+ δp ]− S[ q,p ] = 0 , S[ q,p ] =

∫ t2

t1

dtL , L =
∑
i

q̇ipi −H(q,p, t)
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から導く。(2.13)を導出したのと同様に t = t1, t2 では q を固定すると, L は ṗi を含まなから

δS =

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d

dt
δqi +

∂L

∂pi
δpi

)
=

∫ t2

t1

dt

[
δqi

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
+ δpi

∂L

∂pi

]

=

∫ t2

t1

dt

[
δqi

(
− ∂H

∂qi
− ṗi

)
+ δpi

(
q̇i −

∂H

∂pi

)]
全ての δqi, δpi は独立であるから δS = 0 であるためには (3.3)でなければならい。
(3.3)より

dH

dt
=
∑
i

(
q̇i
∂H

∂qi
+ ṗi

∂H

∂pi

)
+
∂H

∂t
=
∂H

∂t
(3.4)

である。H が t を直接含まない場合 H は定数になり保存する。一般に xi = xi(q, t) であるが,

xi = xi(q) の場合 (1.19)より
H = T + V −

∑
i

q̇i
∂V

∂q̇i

V が q̇ を含まないとき H = T + V である。
qi, i = k + 1, k + 2, · · · , n が循環座標, つまり, H が qi を含まない場合 ṗi = − ∂H/∂qi = 0 より

pi =定数 = αi である。H は

H = H(q1, · · · , qk, p1, · · · , pk, αk+1, · · · , αn, t)

になり, 正準方程式は
q̇i =

∂H

∂pi
, ṗi = − ∂H

∂qi
, i = 1, · · · , k

の 2k個に縮小する。これを解けば qi = qi(t), pi = pi(t) が決まる。i ≥ k の場合 q̇i = ∂H/∂αi から
qi = qi(t) が求まる。

例題
ポテンシャルが原点からの距離 rの関数 V (r)の場合を考える。3次元極座標を使うと (1.30)より

L =
m

2
ṙ2 − V (r) =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ

)
− V (r)

になる。xi の正準運動量を pi とすると

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi , H = ṙ ·p− L =

p2

2m
+ V (r)

である。極座標 r, θ, ϕ の正準運動量を pr, pθ, pϕ とすると

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ , pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ , pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ sin2 θ (3.5)

である。pr = p·er であるが, (1.35)より pθ = ℓ·eϕ , pϕ = ℓ·ez であり, 正準運動量 pθ, pϕ は角運動
量を表す。ハミルトニアH は

H = ṙpr + θ̇pθ + ϕ̇pϕ − L =
1

2m

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
+ V (r) (3.6)

になる。r, θ, ϕ, pr, pθ, pϕ は独立変数である。正準方程式より

ṙ =
pr
m
, θ̇ =

pθ
mr2

, ϕ̇ =
pϕ

mr2 sin2 θ

ṗr =
p2θ + p2ϕ/ sin

2 θ

mr3
− dV

dr
, ṗθ =

p2ϕ cos θ

mr2 sin3 θ
, ṗϕ = 0
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である。(3.5)はハミルトンの運動方程式の結果として成り立つ。pϕ =定数 である。(3.5)を 2行目
の式に代入すると (1.25), (1.26)になる。(1.35)の角運動量 ℓ = pθeϕ − pϕeθ/ sin θ は

dℓ

dt
= ṗθeϕ + pθėϕ +

θ̇ cos θ

sin2 θ
pϕeθ −

pϕ
sin θ

ėθ

=

(
θ̇
pϕ

sin2 θ
− ϕ̇pθ

)(
er sin θ + eθ cos θ

)
+

(
ṗθ −

cos θ

sin θ
ϕ̇pϕ

)
eϕ = 0

であり定ベクトルになる (中心力での角運動量保存則 )。これから

H =
p2r
2m

+ Veff(r) , ṗr = − dVeff(r)

dr
, Veff(r) = V (r) +

ℓ2

2mr2
(3.7)

になる。Veff は rだけの関数である。

電磁場中のラグランジアン (1.14)

L =
m

2
ṙ2 − V , V = eA0(r, t)− e ṙ ·A(r, t)

の場合
pi =

∂L

∂ẋi
= mẋi + eAi(r, t) , p = mṙ + eA(r, t) (3.8)

になる。正準運動量 p ̸= mṙ である。ハミルトニアンH は

H = ṙ ·p− L =
m

2
ṙ2 + eA0(r, t) =

1

2m

(
p− eA(r, t)

)2
+ eA0(r, t)

H = mṙ2/2 + V ではない。
ẋi =

∂H

∂pi
=
pi − eAi

m

は (3.8)である。
∂H

∂xi
= − e

m

(
p− eA

)
· ∂A
∂xi

+ e
∂A0

∂xi
= − eṙ · ∂A

∂xi
+ e

∂A0

∂xi
(3.9)

より ṗi = − ∂H/∂xi は
mẍi + e

dAi

dt
= eṙ · ∂A

∂xi
− e

∂A0

∂xi

これは (1.15)である。なお, H は

H =
1

2m

(
p2 − e2A2

)
+ V

とも表せる。これから
∂H

∂xi
= − e2

m
A· ∂A

∂xi
+ e

∂

∂xi

(
A0 − ṙ ·A

)
= − e2

m
A· ∂A

∂xi
+ e

(
∂A0

∂xi
− ṙ · ∂A

∂xi

)
とするのは誤りである。(3.8)では r と ṙ を独立変数と見なしたが, (3.9)では r と p が独立変数で
ある。したがって, 上式は

∂H

∂xi
= − e2

m
A· ∂A

∂xi
+ e

(
∂A0

∂xi
− ṙ · ∂A

∂xi

)
− e

∂ṙ

∂xi
·A

である。ṙ =
(
p− eA

)
/m より
∂ṙ

∂xi
= − e

m

∂A

∂xi
, ∴ ∂H

∂xi
= e

(
∂A0

∂xi
− ṙ · ∂A

∂xi

)
になる。
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問題 3.1 回転座標系の場合 (1.40)より

H =
p2

2m
+ V + r ·

(
ω×p

)
− 1

2m

∑
α

(
∂V

∂q̇α

)2

, pα = mq̇α +m
(
ω×r

)
α
− ∂V

∂q̇α

である。ṗα = − ∂H/∂qα より (1.39)を導け。

3.2 位相空間
ラグランジュ方程式

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
, L = L(q, q̇, t) , i = 1, 2, · · · n

は n個の連立 2階微分方程式である。n個の qi(t)が独立変数であり, q̇iは独立変数ではなく qiの時
間微分である。系の状態は n個の qiを座標する n次元の空間の点 qとして表される。この空間を配
位空間という。qはラグランジュ方程式に従い配位空間内を運動する。ある時刻での n個の qi と n

個の q̇i を与えれば運動は決まる。
一方, ハミルトンの運動方程式 (3.3)は 2n個の連立 1階微分方程式であり, 2n個の独立変数が必

要になる。この 2n個の独立変数が n個の qi と n個の pi である。正準運動量の定義式 pi = ∂L/∂q̇i

はハミルトンの運動方程式の結果として成り立つのであって, pi は qi とは独立な変数である。系の
状態は n個の qiと n個の piを座標する 2n次元の空間の点として表される。この空間を位相空間と
いう。初期条件の数はラグランジュ方程式と同じで 2n個である。
位相空間の次元は配位空間の 2倍であり情報量が多い。配位空間の 1点 qを与えても q̇は不定で

あるから, 系の状態は決まらない。一方, 位相空間内の 1点 (q, p)を与えれば, 系の状態は完全に決
まる。εを微小量とするとハミルトンの運動方程式より

qi(t+ ε) = qi(t) + ε
∂H(q(t),p(t), t)

∂pi
, pi(t+ ε) = pi(t)− ε

∂H(q(t),p(t), t)

∂qi

である。時刻 t + εでの位相空間の点は, tでの位相空間の点により一意に決まる。これを繰り返し
行えば, 位相空間内での軌道が求まり, ハミルトンの運動方程式が解けたことになる。初期条件を変
えれば, それに応じて様々な軌道が現れるが, これらの軌道は同時刻では決して交わらない。もし交
われば, 交点を初期値とする 2つの軌道が存在することになり, 軌道の一意性と矛盾する。H が直接
tに依存しない場合, 異なる時刻でも軌道は交わらない。

x

px

1次元調和振動子

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2 , ω > 0

の場合

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ , H = ẋpx − L =

p2x
2m

+
mω2

2
x2

である。H =定数 = E であるから
x2

a2
+
p2x
b2

= 1 , a =

√
2E

mω2
, b =

√
2mE

になり, 位相空間での軌道は楕円である。tの増加とともに楕円上を時計回りに動く。初期条件でE

を変えると a と b は √
E に比例して変わるから, 楕円が交わることはない。

ẋ =
∂H

∂px
=
px
m
, ṗx = − ∂H

∂x
= −mω2x
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の解は
x(t) = x(0) cosωt+

px(0)

mω
sinωt , px(t) = px(0) cosωt−mωx(0) sinωt

である。q = √
mω x とすると

L =
q̇2

2ω
− ω

2
q2 , p =

∂L

∂q̇
=
q̇

ω
=

px√
mω

, ∴ H = q̇p− L =
ω

2

(
p2 + q2

)
(3.10)

q, p の位相空間では軌道は円になる。
⻑さ ℓの単振り子を考える。鉛直下向きからの角度を q とする。水平の位置 (q = π/2)をポテン

シャルの基準にとると L = mℓ2q̇2/2 +mgℓ cos q である。p = ∂L/∂q̇ = mℓ2q̇ より

π 2π
q

p̄H =
p2

2mℓ2
−mgℓ cos q (3.11)

H =一定 = E である。ε = E/mgℓ , ω =
√
g/ℓ とすると

p̄2 =
p2(

mℓ2ω
)2 = 2

(
ε+ cos q

)
(3.12)

になる。右図に位相空間での軌道を示す。
• −1 < ε < 1

|q| ≤ cos−1(−ε) の範囲で振動し, 軌道は太い曲線で示した閉曲線になる。ε ≈ − 1 の場合
q ≈ 0 になるから単振動 q2 + p̄2 = 2(1 + ε) である。

• ε > 1

q に制限はない。軌道は細い曲線になり p̄(q)は周期 2πの周期関数になる。単振り子は振動で
はなく回転する。

• ε = 1

p̄ = ± 2 cos(q/2) である。◦で示した (q, p̄) = (π, 0) で軌道が交わる運動は存在しない。q =

π + ϕ, |ϕ| ≪ 1 とおくと q̇2 = 2ω2(1 + cos q) は ϕ̇ = ±ωϕ になるから q = π + Ce±ωt である。
C = 0 で恒等的に q = π , または C ̸= 0 で q ̸= π のどちらかである。

H(q, p) = E は H の等高線を表す。一般に, p = 0 のとき q = 2nπ ( n = 0, ± 1, ± 2, · · · ) は H の
極小点, q = (2n+ 1)π は鞍点である。

3.3 シンプレクティック表現
正準変数 qi, pi をまとめて 1つの変数で表す。2n個の要素からなる xi を

xi ≡ qi , xn+i ≡ pi , i = 1, 2, · · · , n (3.13)

とし, 2n×2n行列M を

Mij ≡ δi+n,j − δi−n,j , つまり M =

(
0 1

−1 0

)
,

0 = n×nのゼロ行列
1 = n×nの単位行列

(3.14)

とする。xi, ( i = 1, 2, · · · , 2n )をシンプレクティックな変数という。

転置行列 M̃ = −M =M−1 , M2 = −1 , detM = 1 (3.15)
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である。正準方程式 (3.3)は

ẋi =
∂H

∂xi+n
=

2n∑
j=1

Mij
∂H

∂xj
, ẋn+i = − ∂H

∂xi
=

2n∑
j=1

Mn+i,j
∂H

∂xj
, i = 1, · · · , n

になるから
ẋi =

2n∑
j=1

Mij
∂H

∂xj
=

(
M
∂H

∂x

)
i

, i = 1, · · · , 2n (3.16)

にまとまる。ただし (
∂H/∂x

)
i
= ∂H/∂xi である。

3.4 ポアソン括弧
A = A(q,p, t) , B = B(q,p, t) のとき

[
A , B

]
≡

n∑
i=1

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂B

∂qi

∂A

∂pi

)
=

n∑
i=1

(
∂A

∂xi

∂B

∂xn+i
− ∂A

∂xn+i

∂B

∂xi

)

=

2n∑
i,j=1

∂A

∂xi
Mij

∂B

∂xj
=
∂A

∂x
M
∂B

∂x
(3.17)

をポアソン括弧という。
[
xi , B

]
=

2n∑
j=1

Mij
∂B

∂xj
,

[
A , B

]
=

2n∑
i=1

∂A

∂xi

[
xi , B

]
(3.18)

と表せる。したがって[
xi , xj

]
=Mij , つまり [

qi , pj
]
= δij ,

[
qi , qj

]
=
[
pi , pj

]
= 0 (3.19)

であり, 正準方程式は (3.16)より

ẋi =
∑
j

Mij
∂H

∂xj
=
[
xi , H

]
, つまり q̇i =

[
qi , H

]
, ṗi =

[
pi , H

]
(3.20)

と表せる。A = A(q,p, t) の時間微分は
dA

dt
=
∑
i

dxi
dt

∂A

∂xi
+
∂A

∂t
=
∑
i

[
xi , H

] ∂A
∂xi

+
∂A

∂t
=
[
A , H

]
+
∂A

∂t

である。Aが時間に直接含まず [
A , H

]
= 0 ならば A は保存する。

ポアソン括弧は [
A , B

]
= −

[
B , A

]
,

[
AB , C

]
= A

[
B , C

]
+
[
A , C

]
B (3.21)

及びヤコビの恒等式 [ [
A , B

]
, C
]
+
[ [
B , C

]
, A
]
+
[ [
C , A

]
, B

]
= 0 (3.22)

を満たす。(3.21)は自明である。ヤコビの恒等式を証明する。Ai =
∂A

∂xi
, Aij =

∂2A

∂xi∂xj
とおくと

[
A , B

]
i
≡ ∂

∂xi

[
A , B

]
=

∂

∂xi

∑
kℓ

AkMkℓBℓ =
∑
kℓ

(
AikMkℓBℓ +AiMkℓBiℓ

)
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であるから [ [
A , B

]
, C
]
=
∑
ij

[
A , B

]
i
MijCj =

∑
ijkℓ

MijMkℓ

(
AikBℓ +AkBiℓ

)
Cj

になる。したがって[ [
A , B

]
, C
]
+
[ [
B , C

]
, A
]
+
[ [
C , A

]
, B

]
=
∑

MijMkℓ

((
AikBℓ︸ ︷︷ ︸

1

+AkBiℓ︸ ︷︷ ︸
2

)
Cj +

(
BikCℓ︸ ︷︷ ︸

2

+BkCiℓ︸ ︷︷ ︸
3

)
Aj +

(
CikAℓ︸ ︷︷ ︸

3

+CkAiℓ︸ ︷︷ ︸
1

)
Bj

)

番号を付けた項の和を Si とする。例えば

S1 =
∑

MijMkℓ

(
AikBℓCj + CkAiℓBj

)
である。第 2項で i, j, k, ℓ→ k, ℓ, j, i の置き換えをすると (3.15)より

S1 =
∑(

Mij +Mji

)
MkℓAikBℓCj = 0 , 同様にして S2 = S3 = 0

になり, ヤコビの恒等式が成り立つ。

問題 3.2

1. ヤコビの恒等式より[ [
A , B

]
, H

]
=
[ [
A , H

]
, B

]
+
[
A ,
[
B , H

] ]
である。

d

dt

[
A , B

]
=
[
dA/dt , B

]
+
[
A , dB/dt

]
を示せ。

2. A, H が直接 tに依存しない場合 An(t) ≡
dnA

dtn
は

An+1(t) =
[
An(t) , H

]
, n = 0, 1, 2, · · ·

を満たすことを示せ。A0 = A である。

問題 3.3 H が直接 tに依存しない場合, A(t) = A(q,p) をマクローリン展開すると

A(t) =

∞∑
n=0

tn

n!
An(0)

である。これから 1次元調和振動子 (3.10)の場合

q(t) = q(0) cosωt+ p(0) sinωt

を示せ。
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4 正準変換
4.1 正準変換
正準方程式

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = − ∂H

∂qi
, i = 1, 2, · · · , n (4.1)

はハミルトンの原理

δS =

∫ t2

t1

dt δL = 0 , L(q,p, t) =
∑
i

q̇ipi −H(q,p, t)

から導ける。ところで, (1.24)と同様に, L には dW (q,p, t)/dt だけの任意性がある。

L̃(q,p, t) = L(q,p, t)− d

dt
W (q,p, t)

とすると

S̃ =

∫ t2

t1

dt L̃ = S −W12 , W12 =W
(
q(t2),p(t2), t2

)
−W

(
q(t1),p(t1), t1

)
である。t = t1, t2 での q, p を固定して変分するから δW12 = 0 であり, L と L̃ は同じ正準方程式
(4.1)を与える。変数変換

Qi(t) = Qi

(
q(t),p(t), t

)
, Pi(t) = Pi

(
q(t),p(t), t

)
(4.2)

を考える。L̃(q,p, t) をQ, P , t で表すと

L̃ =
∑
i

q̇ipi −H(q,p, t)− dW

dt
=
∑
i

Q̇iPi −K(Q,P , t) (4.3)

になる場合, δS̃ = 0 より Q, P の方程式は正準方程式

Q̇i =
∂K

∂Pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi

になる。Q(t), P (t) が求まれば q(t), p(t) が決まる。これは (4.1)を満たす。(4.3)が成り立つ変換
(4.2)を正準変換という。

dW

dt
=
∑
i

(
q̇i
∂W

∂qi
+ ṗi

∂W

∂pi

)
+
∂W

∂t
, Q̇i =

∑
j

(
q̇j
∂Qi

∂qj
+ ṗj

∂Qi

∂pj

)
+
∂Qi

∂t

であるから (4.3)は ∑
i

(
q̇iAi − ṗiBi

)
+ C = 0

ただし

Ai = pi −
∂W

∂qi
−
∑
j

Pj
∂Qj

∂qi
, Bi =

∂W

∂pi
+
∑
j

Pj
∂Qj

∂pi
, C = K −H − ∂W

∂t
−
∑
i

Pi
∂Qi

∂t

になる。(4.3)は任意の q, pについて成り立つ恒等式である。Ai, Bi, C は q̇, ṗ を含まないから, 恒
等的に成り立つには Ai = Bi = C = 0, つまり

∂W

∂qi
= pi −

∑
j

Pj
∂Qj

∂qi
,

∂W

∂pi
= −

∑
j

Pj
∂Qj

∂pi
(4.4)

K = H +
∂W

∂t
+
∑
i

Pi
∂Qi

∂t
(4.5)

である。(4.4)が正準変換の条件である。(4.5)はK を与える。
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• K ̸= H の場合 K は系のエネルギーではない。Qi = Qi(q,p) , Pi = Pi(q,p) の場合, W (q,p)

ととれば K(Q,P , t) = H(q,p, t) である。
• 要請として H は det

(
∂2H/∂pi∂pj

)
̸= 0 を満たす。これから q̇i = ∂H(q,p, t)/∂pi を p につい

て解けば p = p
(
q, q̇, t

) と表せ, ラグランジアンは L(q,p, t) = L(q, q̇, t) になる。一方, 正準変
換した K が det

(
∂2K/∂Pi∂Pj

)
= 0 になる場合がある。この場合, L̃ = L̃(Q, Q̇, t) とは表せな

いから, ラグランジュ形式には戻れない。後で K = 0 になる場合を扱う。
正準変換の条件を簡潔な表現で表す。(3.13)と同様に

Xi ≡ Qi , Xn+i ≡ Pi , i = 1, 2, · · · , n

とすると, (4.4)は

∂W

∂xi
=

2n∑
k=1

Nikxk −
2n∑

k,ℓ=1

∂Xk

∂xi
NkℓXℓ , N =

(
0 1

0 0

)
(4.6)

と表せる。N は 2n×2n行列である。xj で偏微分すると
∂2W

∂xi∂xj
= Nij −

∑
kℓ

∂2Xk

∂xi∂xj
NkℓXℓ −

∑
kℓ

∂Xk

∂xi
Nkℓ

∂Xℓ

∂xj

i と j を入れ替えれば
∂2W

∂xi∂xj
= Nji −

∑
kℓ

∂2Xk

∂xi∂xj
NkℓXℓ −

∑
kℓ

∂Xℓ

∂xj
Nℓk

∂Xk

∂xi

両式の差より
Nij −Nji −

∑
kℓ

∂Xk

∂xi

(
Nkℓ −Nℓk

)∂Xℓ

∂xj
= 0 (4.7)

(3.14)で定義した行列M はMij = Nij −Nji であるから∑
k,ℓ

∂Xk

∂xi
Mkℓ

∂Xℓ

∂xj
=Mij

これは行列を用いて
J̃MJ =M , ただし Jij =

∂Xi

∂xj
, J̃ij = Jji (4.8)

と表せる。det J̃ = det J より

det
(
J̃MJ

)
=
(
det J

)2
detM = detM , ∴ det J = ± 1 ̸= 0

であり逆行列 J−1 が存在する。J̃MJ =M の逆行列をとれば M−1 = −M より

J−1M(J̃)−1 =M , ∴ JMJ̃ =M (4.9)

である。(4.4)=⇒ (4.9) , つまり (4.6)=⇒ (4.7) であるが, 逆も示せる。(4.6) の右辺を Wi とする。
(4.7)が成り立つならば ∂Wi/∂xj = ∂Wj/∂xi である。(1.23)と同様に, Wi = ∂W/∂xi を満たすW

が存在するから, (4.7)=⇒ (4.6)である。正準変換の条件は (4.8)または (4.9)になる。
(3.17)より (4.9)は

(
JMJ̃

)
ij
=

2n∑
k,ℓ=1

JikMkℓJjℓ =

2n∑
k,ℓ=1

∂Xi

∂xk
Mkℓ

∂Xj

∂xℓ
=
[
Xi , Xj

]
x
=Mij
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つまり, 正準変換の条件はポアソン括弧で[
Qi , Qj

]
(q,p)

=
[
Pi , Pj

]
(q,p)

= 0 ,
[
Qi , Pj

]
(q,p)

= δij (4.10)

と表せる。添字 (q, p)は qi, pi で微分することを表す。(3.19)がQ, P でも成り立つことである。

問題 4.1 x は正準方程式 ẋ =M∂H/∂x を満たす。時間に直接依存しない X = X(x) の場合

Ẋ = JMJ̃
∂H

∂X

を示せ。したがって, (4.9)が正準変換の必要十分条件である。

(JX)ij = ∂Xi/∂xj , (Jx)ij = ∂xi/∂Xj とする。
∂xi
∂xj

= δij ,
∂xi
∂xj

=
∑
k

∂xi
∂Xk

∂Xk

∂xj
=
(
JxJX

)
ij
, ∴ Jx = (JX)−1

である。(4.9)は JxMJ̃x = M とも表せるから, 逆変換X → xも正準変換である。次に, 2つの正
準変換 x → X, X → Y を考える。

JXMJ̃X =M , JYMJ̃Y =M , ただし (JX)ij =
∂Xi

∂xj
, (JY )ij =

∂Yi
∂Xj

である。JZ = JY JX とすると

JZMJ̃Z = JY JXMJ̃X J̃Y =M ,
∂Yi
∂xj

=
∑
k

∂Yi
∂Xk

∂Xk

∂xj
=
∑
k

(JY )ik(JX)kj = (JZ)ij

であるから x → Y は正準変換である。一般に, 正準変換を繰り返し行なった変換全体も 1つの正
準変換である。

正準不変量
∂A

∂xi
=
∑
k

∂Xk

∂xi

∂A

∂Xk
=
∑
k

Jki
∂A

∂Xk
, Jki =

∂Xk

∂xi

であるから, ポアソン括弧 (3.17)は
[
A , B

]
x
=
∑
ijkℓ

Jki
∂A

∂Xk
MijJℓj

∂B

∂Xℓ
=
∑ ∂A

∂Xk

(
JMJ̃

)
kℓ

∂B

∂Xℓ
=
∑ ∂A

∂Xk
Mkℓ

∂B

∂Xℓ
=
[
A , B

]
X

になる。ポアソン括弧は正準変換で不変である。正準変数を扱う限り, 正準変数の組を表す添字は
不要である。
Jij = ∂Xi/∂xj は変換 x → X のヤコビアンであるから

dX1 · · · dX2n =
∣∣det J ∣∣dx1 · · · dx2n = dx1 · · · dx2n (4.11)

位相空間の体積要素は正準変換で不変である。

無限小正準変換
Xi = xi + εFi(x, t) , ε→ 0

が正準変換になる条件を求める。
∂Xi

∂xj
= δij + ε

∂Fi

∂xj
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を (4.8)に代入すると∑
kℓ

(
δik + ε

∂Fk

∂xi

)
Mkℓ

(
δjℓ + ε

∂Fℓ

∂xj

)
=Mij + ε

∑
k

(
Mkj

∂Fk

∂xi
+Mik

∂Fk

∂xj

)
=Mij

であるから
∂Gj

∂xi
− ∂Gi

∂xj
= 0 , ただし Gi = −

∑
k

MikFk = −
(
MF

)
i

(1.23)と同様に, Gi = ∂g(x, t)/∂xi である g(x, t) が存在する。Fi =
(
MG

)
i
より

Xi = xi + ε
∑
j

Mij
∂g(x, t)

∂xj
= xi + ε

[
xi , g

]
(4.12)

が無限正準変換である。ここで (3.18)を用いた。
無限小変換 (4.12)を無限回繰り返し行なえば, 有限の正準変換が求まる。xが変数 sの関数で, ε

をパラメータ sが s から s+ dsに変化するときの dsとする。

Xi = xi(s+ ds) = xi(s) + ds
[
xi(s) , g

]
, ∴ dxi

ds
=
[
xi(s) , g

]
(4.13)

である。この微分方程式を積分すると xi(0) から xi(s) が求まる。一般に, (3.18)より
dF (x)

ds
=
∑
i

∂F

∂xi

dxi
ds

=
∑
i

∂F

∂xi

[
xi(s) , g

]
=
[
F , g

]
(4.14)

になる。
(4.13)において s = t, g = H とすれば正準方程式 (3.20)に一致する。x(t)と x(t + dt)はハミル

トニアン H により生成される無限小正準変換で結ばれる。x(t1) → x(t2) の変換は無限小変換を無
限回繰り返し行えばよいから正準変換である。(4.11)より

dx1(t1) · · · dx2n(t1) = dx1(t2) · · · dx2n(t2)

が成り立つ。時刻 t1で位相空間内の領域D1内にある各点 x(t1)が正準方程式に従い運動するとき,

時刻 t2では領域 D2 を占めたとする。一般に D1とD2は形状は異なるが, 上式より体積は不変であ
る。これをリウビルの定理という。

4.2 ⺟関数
連立微分方程式 (4.4)からQ, P を q, p, t の関数として表せるが, これは複雑になる。ところで,

(4.2)及びこれの逆変換により W (q,p, t) を元の変数 q, p と新しい変数 Q, P , 合計 4n個のうちの
適当な 2n個の関数として表せる。元の変数を n個, 新しい変数を n個採用する場合, (4.4)に比べて
簡単な関係式になる。

• q, Q

W =W1(q,Q, t) の場合
dW1

dt
=
∑
i

(
q̇i
∂W1

∂qi
+ Q̇i

∂W1

∂Qi

)
+
∂W1

∂t

になるから (4.3)は∑
i

q̇i

(
pi −

∂W1

∂qi

)
−
∑
i

Q̇i

(
Pi +

∂W1

∂Qi

)
−H +K − ∂W1

∂t
= 0
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したがって

pi =
∂W1(q,Q, t)

∂qi
, Pi = − ∂W1(q,Q, t)

∂Qi
, K = H +

∂W1(q,Q, t)

∂t
(4.15)

である。det
(
∂2W1/∂qi∂Qj

)
̸= 0 のとき第 1式よりQ = Q(q,p, t) が求まり, これを第 2式に

代入すると P = P (q,p, t)も決まる。
• q, P

Q̇P = d(QP )/dt−QṖ であるから
∑
i

q̇ipi −H = −
∑
i

QiṖi −K +
dW̃

dt
, W̃ =W +

∑
i

QiPi

になる。W̃ =W2(q,P , t) のとき∑
i

q̇i

(
pi −

∂W2

∂qi

)
+
∑
i

Ṗi

(
Qi −

∂W2

∂Pi

)
−H +K − ∂W2

∂t
= 0

であるから

pi =
∂W2(q,P , t)

∂qi
, Qi =

∂W2(q,P , t)

∂Pi
, K = H +

∂W2(q,P , t)

∂t
(4.16)

det
(
∂2W2/∂qi∂Pj

)
̸= 0 のとき第 1 式から P = P (q,p, t), これを第 2 式に代入して Q =

Q(q,p, t) が決まる。
• p, Q

−
∑
i

qiṗi −H =
∑
i

Q̇iPi −K +
dW̃

dt
, W̃ =W −

∑
i

qipi

であるから W̃ = −W3(Q,p, t) のとき

qi =
∂W3(Q,p, t)

∂pi
, Pi =

∂W3(Q,p, t)

∂Qi
, K = H − ∂W3(Q,p, t)

∂t
(4.17)

になる。
• p, P

−
∑
i

qiṗi −H = −
∑
i

QiṖi −K +
dW̃

dt
, W̃ =W +

∑
i

(
QiPi − qipi)

より W̃ =W4(p,P , t) のとき

qi = − ∂W4(p,P , t)

∂pi
, Qi =

∂W4(p,P , t)

∂Pi
, K = H +

∂W4(p,P , t)

∂t
(4.18)

である。
Wk を与えると正準変換が決まるので Wk を⺟関数という。

W2 の例として λ ̸= 0 を定数とした

W2 = λ
∑
i

qiPi (4.19)

の場合 (4.16)より pi = λPi , Qi = λqi になるから

Qi = λqi , Pi =
1

λ
pi (4.20)
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は正準変換である。αβ ̸= 1 のとき Qi = αqi, Pi = βpi は正準変換ではない。(3.10)の (x, px) →
(q, p)は λ =

√
mω の場合である。λ = 1 とすると Pi = pi , Qi = qi になるから恒等変換である。

恒等変換から微小変化した⺟関数

W2 =
∑
i

qiPi + εg(q,P , t) , ε→ 0

を考える。(4.16)より

Qi = qi + ε
∂

∂Pi
g(q,P , t) = qi + ε

∂

∂pi
g(q,p, t)

Pi = pi − ε
∂

∂qi
g(q,P , t) = pi − ε

∂

∂qi
g(q,p, t)

 Xi = xi + ε
∑
k

Mik
∂g

∂xk

εの 2次以上を無視するから, 右辺の P を p で置き換えた。上式は無限小正準変換 (4.12)である。

Jij =
∂Xi

∂xj
= δij + ε

∑
k

Mik
∂2g

∂xk∂xj

であるから (
JMJ̃

)
ij
=
∑
kℓ

JikMkℓJjℓ =Mij + ε
∑
kℓ

Mik
∂2g

∂xk∂xℓ

(
Mℓj +Mjℓ

)
+O

(
ε2
)

Mℓj +Mjℓ = 0 より正準変換の条件 (4.9)が求まる。

問題 4.2 次の変換
Q = log

(
sin p

q

)
, P = q cot p

に対して [
Q , P

]
(q,p)

= 1 , W (q, p) = q
(
p+ cot p

)
, W3(Q, p) = e−Q cos p

を示せ。したがって, 正準変換である。

例題：調和振動子
(3.10)の H = ω

(
p2 + q2

)
/2 の場合, 正準変換

q =
√
2F (P ) sinQ , p =

√
2F (P ) cosQ (4.21)

が存在するならば K = H = ωF 2(P ) になる。
[
q, p

]
(Q,P )

=
∂q

∂Q

∂p

∂P
− ∂p

∂Q

∂q

∂P
= 2F

dF

dP
=
dF 2

dP
= 1

より F 2(P ) = P のとき (4.21)は正準変換である。

K = ωF 2(P ) = ωP , ∴ Ṗ = − ∂K

∂Q
= 0 , Q̇ =

∂K

∂P
= ω

P =定数 = E/ω , Q = ωt+ α とおけるから

x = ±
√

2E

mω2
sin
(
ωt+ α

)
, px = ±

√
2mE cos

(
ωt+ α

)
= mẋ

である。



4 正準変換 45

(3.10)で示したように, (q, p)の位相空間では軌道は角速度 ω で回転する。(q, p)に対して ω で回
転する正準変数 (Q,P ) の位相空間では, 静止した点になるだろう。そこで

Q = q cosα(t)− p sinα(t) , P = q sinα(t) + p cosα(t) (4.22)

とする。α は時間に依存する。[Q , P ]
(q,p)

= 1 になるから, 任意の αに対して Q, P は正準変数で
あるが, Q, P の正準方程式を求めるには K が必要である。(4.4)は

∂W

∂q
= p sin2 α− q sinα cosα ,

∂W

∂p
= q sin2 α+ p sinα cosα

になるから
W = qp sin2 α+

sinα cosα

2

(
p2 − q2

)
とすればよい。

K = H +
∂W

∂t
+ P

∂Q

∂t
= H − α̇

2

(
p2 + q2

)
=
ω − α̇

2

(
P 2 +Q2

)
である。α̇ = ω とすれば K = 0 になるから Q̇ = ∂K/∂P = 0 , Ṗ = − ∂K/∂Q = 0 である。(Q,P )

の位相空間では, 運動は静止した点になる。(4.22)の逆変換より, Q, P を任意定数として

q = Q cosωt+ P sinωt , p = P cosωt−Q sinωt

になる。Q = q(0), P = p(0) であるから (
q(0), p(0)

)
↔
(
q(t), p(t)

) は正準変換である。
(4.22)は

p =
q cosα−Q

sinα
, P =

q −Q cosα

sinα

とも表せる。
W1(q,Q) =

(
q2 +Q2) cosα− 2qQ

2 sinα

とすれば (4.15)を満たす。

∂W1

∂t
= − α̇

q2 +Q2 − 2qQ cosα

2 sin2 α
= − α̇

2

(
p2 + q2

)
, ∴ K =

ω − α̇

2

(
p2 + q2

)
である。

4.3 ハミルトン・ヤコビの方程式
(4.16)において

K = H(q,p, t) +
∂

∂t
W2(q,P , t) = 0

であるW2 が存在するならば,正準方程式より Q̇i = Ṗi = 0であるから Qi, Pi は定数になる。(4.16)

より pi = ∂W2(q,P , t)/∂qi であるから

Qi =
∂W2

∂Pi
=定数 , H

(
q, ∂qW2, t

)
+
∂W2

∂t
= 0 , ∂qW2 ≡

(
∂W2

∂q1
, · · · , ∂W2

∂qn

)
(4.23)

になる。これが W2 =W2(q,P , t) の満たすべき方程式である。ここで, 1階の偏微分方程式

H
(
q, ∂qS, t

)
+
∂S

∂t
= 0 , S = S(q, t) (4.24)
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を考える。これをハミルトン・ヤコビの方程式という。ハミルトン・ヤコビの方程式は n+1個の独
立変数 q, t の 1階微分の方程式であるから, S は n+1個の任意定数を含む。(4.24)は qと tについ
ての 1階微分だけ含むから, Sが解のとき C を任意定数として S +C も解になる。この付加的な定
数を除いた n個の任意定数 α1, α2, · · · , αn を含む解 S = S(q,α, t)を考える。S をハミルトンの主
関数という。

pi =
∂

∂qi
S(q,α, t) , βi =

∂

∂αi
S(q,α, t) =定数 (4.25)

とする。
det

(
∂2S

∂αi∂qj

)
̸= 0 (4.26)

のとき, 第 2 式を qi について解けば qi = qi(α,β, t) が求まり, これを第 1 式に代入すると pi =

pi(α,β, t) も求まる。この qi, pi が正準方程式を満たすことを示す。(4.24) ∂S/∂t = −H(q,p, t) を
偏微分すると

∂2S

∂qi∂t
= − ∂H(q,p, t)

∂qi
−
∑
j

∂pj
∂qi

∂H(q,p, t)

∂pj
= − ∂H

∂qi
−
∑
j

∂2S

∂qi∂qj

∂H

∂pj

∂2S

∂αi∂t
= −

∑
j

∂pj
∂αi

∂H

∂pj
= −

∑
j

∂2S

∂αi∂qj

∂H

∂pj

である。(4.25)を tで微分すると

ṗi =
∑
j

q̇j
∂2S

∂qi∂qj
+

∂S

∂qi∂t
= − ∂H

∂qi
+
∑
j

(
q̇j −

∂H

∂pj

)
∂2S

∂qi∂qj

0 =
∑
j

q̇j
∂2S

∂αi∂qj
+

∂S

∂αi∂t
=
∑
j

(
q̇j −

∂H

∂pj

)
∂2S

∂αi∂qj

(4.26)及び第 2式より q̇i = ∂H/∂pi であり, これを第 1式に代入すれば ṗi = − ∂H/∂qi になる。し
たがって, (4.25)の qi = qi(α,β, t), pi = pi(α,β, t) は正準方程式 (3.3)を満たす。
2n個の連立 1階微分方程式である正準方程式の解 q(t), p(t) は, 1階微分方程式であるハミルト

ン・ヤコビの方程式 (4.24)の解 S(q, t) を求めれば (4.25)で与えられる。2n個の任意定数 α, β は
初期条件で決まる。
(4.25)より q, p −→ β, α は⺟関数 S(q,α, t) による正準変換である。また, q, p −→ Q, P は⺟

関数W2(q,P , t) による正準変換であるから, β, α −→ Q, P は Sの逆変換とW2の変換の積による
正準変換である。(4.23)と比較すると, Qi = βi, Pi = αi ならば W2(q,P , t) = S(q,α, t) になるが,

これが成り立つ必要はない。

変数分離
H が tを含まない場合 (4.24)は

H
(
q, ∂qS

)
+
∂

∂t
S(q, t) = 0

になるが, S(q, t) =W (q) + f(t) とすると, 上式は

H
(
q, ∂qW

)
= − df

dt

である。左辺は qだけ, 右辺は tだけの関数になるが, これが恒等的に一致するには定数でなければ
ならない。この定数を E とすると

H
(
q, ∂qW

)
= E , S(q, t) =W (q)− Et (4.27)
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になる。f(t)に現れる付加的な積分定数は無視した。E はエネルギーである。n個の変数 q につい
ての 1階微分方程式の解であるW (q)は, 付加的な定数を除くと n− 1個の任意定数を含む。これを
α2, · · · , αn とすると

W (q) =W (q, α1, · · · , αn) =W (q,α) , ただし α1 = E

とおける。(4.25)より

pi =
∂W

∂qi
, βi =

∂S

∂αi
=

 ∂W/∂α1 − t , i = 1

∂W/∂αi , i = 2, · · · , n
(4.28)

になる。
H が qn を含まないとき (循環変数 ), その共役運動量 pn は定数になるから pn = αn とする。

H(q1, · · · , qn−1, ∂W/∂q1, · · · , ∂W/∂qn−1, αn) = E

である。W =Wn(qn) + W̃ (q1, · · · , qn−1) とすれば

H(q1, · · · , qn−1, ∂W̃/∂q1, · · · , ∂W̃/∂qn−1, αn) = E , pn =
∂Wn

∂qn
= αn

であるから Wn = αnqn になる。一般に, qℓ, qℓ+1, · · · , qn が循環変数ならば

W (q) = W̃ (q1, · · · , qℓ−1) +

n∑
i=ℓ

αiqi

になり W̃ は
H(q1, · · · , qℓ−1, ∂W̃/∂q1, · · · , ∂W̃/∂qℓ−1, αℓ, · · · , αn) = E

で決まる。W̃ は新たに ℓ− 2個の任意定数を含む。これと n− ℓ+ 2個の定数 αℓ, · · · , αn, Eと合わ
せて n個の定数になる。
H の中で qi と pi が 1つの関数 fi(qi, pi) としてまとまった形で含まれる

H = H
(
f1(q1, p1), f2(p2, q2), · · · , fn(qn, pn)

)
の場合

W (q) =
∑
i

Wi(qi)

とする。pi = ∂W/∂qi = dWi(qi)/dqi より (4.27)は

H
(
h1(q1), h2(q2), · · · , hn(qn)

) )
= E , hi(qi) = fi

(
qi, dWi/dqi

)
になる。上式を hi(qi) について解けば

hi(qi) = hi(qi)以外の hj(qj)と E の関数

になる。これが任意の qについて成り立つには

hi(qi) = fi
(
qi, dWi/dqi

)
=定数 = αi , i = 1, 2, · · · , n

でなければならない。ただし H(α1, · · · , αn) = E である。fi
(
qi, pi

)
= αi より pi = pi(q, αi) と表せ

るから
dWi

dqi
= pi(qi, αi) , ∴ Wi(qi, αi) =

∫
dqi pi(qi, αi)
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になり
S(q,α, t) =

∑
i

Wi(qi, αi)− Et , E = H(α)

である。(4.25)は
pi = pi(qi, αi) , βi =

∂Wi

∂αi
− ∂E

∂αi
t

になり, これから運動が定まる。H(α) = E より αn を α1, · · · , αn−1, E で表せば

pi = pi(qi, αi) , βi =


∂Wi

∂αi
+
∂αn

∂αi

∂Wn

∂αn
, i = 1, · · · , n− 1

∂αn

∂E

∂Wn

∂αn
− t , i = n

である。qi が循環変数ならば fi(qi, pi) = fi(pi) =定数より pi =定数 = αi になるからWi(qi, αi) =

αiqi である。

例題
1次元等方調和振動子 H = p2/2m+mω2x2/2 の場合 (4.27)は

1

2m

(
dW

dx

)2

+
mω2

2
x2 = E ,

dW

dx
= ±

√
2mE −m2ω2x2

である。
β =

∂W

∂E
− t = ±

∫
dx

m√
2mE −m2ω2x2

− t = ± 1

ω
sin−1

(√
mω2

2E
x

)
− t

より
x =

√
2E

mω2
sin
(
ωt+ ωβ

)
である。−符号の場合 ωβ + π を ωβ と置き換えればよい。
3次元等方調和振動子の場合

H =

3∑
k=1

(
1

2m
p2k +

mω2

2
x2k

)
, ∴

∑
k

(
1

2m

(
∂W

∂xk

)2

+
mω2

2
x2k

)
= E

である。W (x1, x2, x3) =W1(x1) +W2(x2) +W3(x3) とすれば
3∑

k=1

(
1

2m

(
dWk

dxk

)2

+
mω2

2
x2k

)
= E

これが恒等的に成り立つには Ek を定数として
1

2m

(
dWk

dxk

)2

+
mω2

2
x2k = Ek , E = E1 + E2 + E3

である。各々は 1次元調和振動子と同じになる。
3次元極座標 (r, θ, ϕ)を用いれば (3.6)より

H =
1

2m

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
+ V (r) , V (r) =

mω2

2
r2

である。以下の議論は V (r)の具体形に依存しない。ϕ は循環座標であるから pϕ = 定数 = αϕ と
して(

dWr

dr

)2

+
1

r2

(
dWθ

dθ

)2

+
α2
ϕ

r2 sin2 θ
= 2m

(
E − V (r)

)
, W (r, θ, ϕ) =Wr(r) +Wθ(θ) + αϕϕ
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つまり (
dWθ

dθ

)2

+
α2
ϕ

sin2 θ
= r2

(
2m
(
E − V (r)

)
−
(
dWr

dr

)2
)

したがって, αθ を定数として(
dWθ

dθ

)2

+
α2
ϕ

sin2 θ
= α2

θ ,

(
dWr

dr

)2

= 2m
(
E − Veff(r)

)
, Veff(r) = V (r) +

α2
θ

2mr2

になる。(3.7)と比較すると α2
θ = ℓ2 である。これから εr = ± 1, εθ = ± 1 として

Wθ = εθ

∫
dθ
√
α2
θ − α2

ϕ/ sin
2 θ , Wr = εr

∫
dr
√
2m
(
E − Veff(r)

)
(4.28)は

βr =
∂W

∂E
− t =

∫
dr

εrm√
2m
(
E − Veff(r)

) − t (4.29)

βθ =
∂W

∂αθ
=

∫
dθ

εθαθ√
α2
θ − α2

ϕ/ sin
2 θ

−
∫
dr

εrαθ

r2
√
2m
(
E − Veff(r)

) (4.30)

βϕ =
∂W

∂αϕ
=

∫
dθ

εθαϕ

sin2 θ
√
α2
θ − α2

ϕ/ sin
2 θ

+ ϕ (4.31)

になる。(4.31)は V (r)を含まないから, 中心力ならば常に成り立つ。α2
θ = ℓ2 ≥ ℓ2z = α2

ϕ より

c0 = cos θ0 =
αϕ

αθ
, s0 = sin θ0 =

√
1− c20 , 0 ≤ θ0 ≤ π

とおける。変数変換 u = cot θ を行えば

ϕ− βϕ = εθc0

∫
du

1√
s20 − c20u

2
= εθ sin

−1

(
c0
s0
u

)
, ∴ sin(ϕ− βϕ) = εθ

c0 cos θ

s0 sin θ

したがって
r sin θ sin(ϕ− βϕ) = y cosβϕ − x sinβϕ = εθ

c0
s0
z

n = (sinβϕ , − cosβϕ , εθc0/s0 ) とおくと n·r = 0 である。質点は原点を含み nに直交する平面上
で運動する。平面と z軸のなす角を Θ とすると

n· ez = εθ
c0
s0

= |n| cosΘ =
cosΘ

s0
, ∴ Θ = θ0 , π − θ0

いずれにしろ, z軸とのなす角は θ0 = cos−1(αϕ/αθ) = cos−1(ℓz/|ℓ|)である。ϕ = βϕのとき θ = π/2

である。軌道上の 2点

r = r
(
cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ

)
, r0 = r0

(
cosβϕ, sinβϕ, 0

)
の間のなす角を φとすると

sinφ =
|r×r0|
rr0

=
√
cos2 θ + sin2 θ sin2(ϕ− βϕ) =

cos θ

s0

である。
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(4.29)から r = r(t) が決まる。(4.30)∫
dr

αθ

r2
√
2m
(
E − Veff(r)

) = f(θ) +
π

4
, f(θ) =

∫
dθ

εrεθ√
1− c20/ sin

2 θ
− εrβθ −

π

4

は rと θの関係を与え軌道が求まる。u = cos θ とすると∫
dθ

1√
1− c20/ sin

2 θ
= −

∫
du

1√
s20 − u2

= − sin−1 u

s0
= −φ

になるから
f(θ) = − εrεθ

(
φ+ φ0) , φ0 = εθβθ +

π

4
εrεθ

である。V (r) = mω2r2/2 の場合 x = r2 とすると∫
dr

αθ

r2
√
2m
(
E − Veff(r)

) =
1

2

∫
dx

αθ

x
√
− (mω)2x2 + 2mEx− α2

θ

=
1

2
sin−1

(
mEx− α2

θ

mx
√
E2 − ω2α2

θ

)

になるから
mEr2 − α2

θ

mr2
√
E2 − ω2α2

θ

= sin
(
2f + π/2) = cos 2f = cos2(φ+ φ0)− sin2(φ+ φ0)

したがって
r2 cos2(φ+ φ0)

a2−
+
r2 sin2(φ+ φ0)

a2+
= 1 , a2± =

α2
θ/m

E ±
√
E2 − ω2α2

θ

になるから軌道は楕円である。

4.4 作用変数と角変数
H が直接 tに依存しない場合のハミルトン・ヤコビの方程式 (4.27), (4.28)は次のようにしても導

ける。Q が循環座標になる正準変換を考える。⺟関数を W (q,P ) とすると

pi =
∂W

∂qi
, Qi =

∂W

∂Pi
, K(P ) = H(q,p)

である。Ṗi = − ∂K/∂Qi = 0 より Pi は定数である。Q̇i = ∂K/∂Pi も定数になるから

Qi =
∂K

∂Pi
t+ βi , βi =定数

である。特に, H(q,p) = H(q, ∂qW ) = P1 を満たすように W を採用すれば, K = P1 より

P1 = H(q,p) = H(q, ∂qW ) , Qi =
∂W

∂Pi
=

 t+ β1 , i = 1

βi , i = 2, · · · , n

である。定数 Pi を αi とおけば (4.27), (4.28)である。
P1 はエネルギー E であるが, これに共役な正準変数 Q1 は時間 tである。周期運動の場合, Q1 と

P1 の代わりに, 1周期すると 2π増加する変数 θとこれに共役な正準変数 J を用いると便利である。
1次元の運動を考える。H(q, p) = E を pについて解けば p = p(q, E) である。p = ∂W/∂q より

W (q, E) =

∫
dq p(q, E)
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と表せる。したがって
Q =

∂W

∂E
=

∫
dq
∂p(q, E)

∂E

である。位相空間 (q, p)における軌道が閉曲線 Cになる場合, 運動の周期 T は Cを 1周するのに要
する時間である。Q = t+ β であるから

T =

∮
C

dq
∂p

∂E

になる。閉曲線 Cに沿った線積分である。

J =
1

2π

∮
C

dq p(q, E) (4.32)

とする。閉曲線 Cは E を与えると決まるから J は E だけの関数 J = J(E) である。E は qに依存
しないから

T =
∂

∂E

∮
C

dq p(q, E) = 2π
dJ

dE

と表せる。q = q(t) を求めなくても, J = J(E) さえ分かれば, 周期運動の周期は求まる。
P = E の代わりに J を正準変数にとり, これに共役な変数を θとする。E を J で表して⺟関数

W (q, J) =

∫
dq p(q, J)

による正準変換 (q, p) → (θ, J) を考える。(4.16)において Q, P をそれぞれ θ, J に置き換える。第
1式は単に

∂W

∂q
=

∂

∂q

∫
dq p(q, J) = p(q, J)

である。第 2 式は θ = ∂W (q, J)/∂J である。これを q について解けば q = q(θ, J) と表せる。
K = H = E(J) であるから正準方程式より

J̇ = − ∂K

∂θ
= 0 , θ̇ =

∂K

∂J
=
dE

dJ
=

2π

T
, ∴ J =定数 , θ =

2π
(
t+ β

)
T

(4.33)

になる。軌道を 1周すると θ は 2π増加する。θ は回転の回転角と同じ変化をするから θを角変数,

θに共役な正準変数 J を作用変数という。

調和振動子
H = p2/2m+mω2q2/2 の場合, q =

√
2E/mω2 sinϕ とおくと

p = ±
√
2m(E −mω2q2/2) = ±

√
2mE | cosϕ| =

√
2mE cosϕ

になるから

W =

∫
dq p =

2E

ω

∫
dϕ cos2 ϕ =

E

ω

(
ϕ+

1

2
sin 2ϕ

)
, J =

1

2π

∮
dq p =

E

ω
(4.34)

である。周期 T = 2π dJ/dE = 2π/ω は直ちに求まる。θ = ∂W (q, J)/∂q では qと J を独立変数と
して W を J で微分するから

θ = ϕ+
1

2
sin 2ϕ+ J

∂ϕ

∂J

(
1 + cos 2ϕ

)
sinϕ(q, J) =

√
mω/2J q より

∂ϕ

∂J
cosϕ = − 1

2

√
mω

2J

q

J
= − sinϕ

2J
, ∴ θ = ϕ+

1

2
sin 2ϕ− sinϕ

2 cosϕ

(
1 + cos 2ϕ

)
= ϕ
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である。したがって

W (θ, J) =
J

2

(
2θ + sin 2θ

)
, q =

√
2J

mω
sin θ , p =

√
2mωJ cos θ (4.35)

(4.33)を代入すると q = q(t), p = p(t) が求まる。上式は正準変換 (4.21)である。

問題 4.3 単振り子 (3.12)で |ε| < 1の場合 cos q0 = −ε, 0 < q0 < π とすると

J =
4mℓ2ω

2π

∫ q0

0

dq
√
2
(
cos q − cos q0

)
=

4mℓ2ω

2π

∫ π/2

0

dx
4k2 cos2 x√
1− k2 sin2 x

T = 2π
dJ

dE
=

4

ω

∫ π/2

0

dx√
1− k2 sin2 x

を示せ。ただし k = sin(q0/2) である。T の定積分は第 1種完全楕円積分K(k)である。

4.5 断熱不変量
時間に依存する外力が質点に作用し周期的運動をする場合を考える。外力の効果をHがパラメー

タ λ(t)に依存する形で表し H = H(q, p, λ) とする。エネルギー E = H(p, q, λ) は正準方程式より
dE

dt
= q̇

∂H

∂q
+ ṗ

∂H

∂p
+ λ̇

∂H

∂λ
= λ̇

∂H

∂λ
(4.36)

である。λが一定ならば E は保存し, E = H(q, p, λ) で決まる閉曲線上を質点は周期運動する。
λ が t に依存すると, E は保存せず軌道は閉じない。λ(t) がゆっくり変化 (断熱変化)する場合を

考える。E(t) の時間変化は λ(t)によるゆっくりした変化と q(t), p(t)による早い変化からなる。断
熱変化の場合, 運動は近似的に周期運動をする。この周期性のため q(t), p(t)による時間変化は, 1周
期で平均化すれば, ゆっくりしたものになるだろう。平均化した ⟨E ⟩ は⻑い時間スケールにわたっ
て λ(t) の効果を概観するには適している。更に, E と λ の適当な組み合わせで, 平均化すると近似
的に時間変化しない量が存在する。この量を断熱不変量という。断熱不変量はゆっくり変化する外
力の影響をほとんど受けないという重要な性質をもつ。
簡単な例として, 調和振動子に時間に比例する外力 mω2λ(t) , λ(t) = λ0ωt が作用する場合

H =
p2

2m
+
mω2

2
q2 −mω2λq =

p2

2m
+
mω2

2

(
q − λ

)2 − mω2

2
λ2

を考える。τ = ωt とする。運動方程式 d2q/dτ2 = − q + λ0τ の解は q(0) = 0 のとき

q = A sin τ + λ0τ = A
(
sin τ + ετ

)
, p = mq̇ = mωA

(
cos τ + ε

)
, λ0 = Aε

q

p ε = 0.02になる。A > 0での軌道を右図に示す。時間の経過とともに軌道は
q の正方向に移動し閉じない。ある時刻 tの位置を •で示す。破線
は λを λ(t)に固定した楕円軌道 Cである。|ε| ≪ 1 のとき tを中心
とした 1周期程度では, 軌道は Cに近い。エネルギー E は

E(t) = A
(
1 + ε2 + 2ε cos τ − ε2τ2

)
, A =

mω2A2

2

であり, tを中心とした 1周期 T = 2π/ωでの平均 ⟨E ⟩ は

⟨E ⟩ = 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

dsE(s) = A
(
1− (ετ)2 + ε2

(
1− π2/3

))
(4.37)
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20 400 τ
0.6

0.8

1.0
J /A

E/Aε = 0.01

になる。周期的運動に伴う早い時間変化 cos τ は 1周期で平均す
ると 0である。右図に E を太い曲線で, ⟨E ⟩ を細い曲線で示す。
⟨E ⟩は外力によるゆっくりした時間変化をし, E は ⟨E ⟩のまわ
りに振幅 O(ε)で早い時間変化 cos τ をする。右図には

J = E +mω2λ2/2 = A
(
1 + ε2 + 2ε cos τ

)
も示した。⟨ J ⟩ = A

(
1 + ε2

) は定数になるから断熱不変量であ
る。ところで, 作用変数 J

J =
1

2π

∮
C

dq p ,
p2

2m
= E +

mω2

2
λ2 − mω2

2

(
q − λ

)2
は (4.34)で E を E +mω2λ2/2 と置き換えればよいから ωJ = E +mω2λ2/2 = J である。この例
では, 任意の ε に対して ⟨ J ⟩ は定数になる。
一般に, 断熱変化では ⟨ J ⟩ は近似的に一定で断熱不変量になることを示す。λ を λ(t) に固定した

とき H
(
q, p, λ

)
= E で決まる閉曲線を C, 周期を T とする。J を

J =
1

2π

∮
C

dq p
(
q, E, λ

)
(4.38)

で定義する。(4.38)より E = E(J, λ) と表せ p = p(q, J, λ) になる。⺟関数

W (q, J, λ) =

∫
dq p(q, J, λ) (4.39)

による正準変換 (q, p) → (θ, J) を考える。θ = ∂W (q, J, λ)/∂J である。これを q について解けば
q = q(θ, J, λ) と表せる。W は λ(t)のため時間に直接依存するから

K(θ, J) = H(p, q, λ) +
∂W

∂t
= E(J, λ) + λ̇Λ(θ, J, λ) , Λ(θ, J, λ) =

∂W (q, J, λ)

∂λ

になる。q, J を独立変数として W を λで微分し, その後で q = q(θ, J, λ) に置き換え Λ(θ, J, λ) が
決まる。正準方程式は

J̇ = − ∂K

∂θ
= − λ̇

∂Λ

∂θ
, θ̇ =

∂K

∂J
=
∂E

∂J
+ λ̇

∂Λ

∂J
(4.40)

である。J̇ の平均値は

⟨ J̇ ⟩ = 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds
dJ

ds
= − 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds λ̇(s)
∂Λ

∂θ
= − λ̇(t)

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds
∂Λ

∂θ
+O

(
λ̈
)

になる。ただし λ̇(s) = λ̇(t) + (s− t)λ̈(t) + · · · = λ̇(t) +O
(
λ̈
) である。(4.38), (4.39) より C を 1周

すると W は 2πJ だけ増加するが, Λ = ∂W/∂λ は J と λを独立として微分するから Λ はもとの値
に戻る。θ = ∂W/∂J は 2π増加するから Λ(θ + 2π) = Λ(θ)である。これから Λ は

Λ(θ, J, λ) =

∞∑
k=−∞

ak(J, λ)e
ikθ

とフーリエ展開でき

⟨ J̇ ⟩ = −
∑
k

ikλ̇

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds ak(s)e
ikθ(s) +O

(
λ̈
)
, ak(s) = ak(J(s), λ(s))
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である。k = 0は寄与しない。(4.40)より ak(s) = ak(t) +O
(
λ̇
)
, θ̇(s) = 2π/T +O

(
λ̇
) であるから

⟨ J̇ ⟩ = −
∑
k

ik

2π
λ̇ak(t)

∫ 2π

0

dθ eikθ +O
(
λ̇2, λ̈

)
= 0 +O

(
λ̇2, λ̈

)
したがって, J は断熱不変量である。一方, Ė = λ̇ ∂H/∂λ より ⟨ Ė ⟩ = O

(
λ̇
) になる。なお, T の時

間依存性を無視すれば

⟨ J̇ ⟩ = 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds
dJ

ds
=
J(t+ T/2)− J(t− T/2)

T
=

1

T

d

dt

∫ t+T/2

t−T/2

ds J(s) =
d

dt
⟨ J ⟩

である。

調和振動子
ω が時間に依存する調和振動子を考える。(4.38)の経路Cは ω(t)を固定したときの閉曲線であるか
ら (4.34), (4.35)はそのまま使える。Λ(θ, J, ω) = ∂W (q, J, ω)/∂ω を求めるとき θ = θ(q, J, ω) とし
て ωで微分する。(4.35)より

sin θ =

√
mω

2J
q , ∴ ∂θ

∂ω
cos θ =

1

2

√
m

2ωJ
q =

sin θ

2ω

であるから

Λ(θ, J, ω) = J
(
1 + cos 2θ

) ∂θ
∂ω

=
J

2ω
sin 2θ , ∴ K = H + ω̇Λ = ωJ +

ω̇

2ω
J sin 2θ

(4.40)は
J̇ = − ∂K

∂θ
= − ω̇

ω
J cos 2θ , θ̇ =

∂K

∂J
= ω +

ω̇

2ω
sin 2θ (4.41)

になる。
ω(t)がゆっくり変化する断熱変化の場合, t0 − T/2 ≤ t ≤ t0 + T/2 の間では ε を微小量として

ω(t) = ω0

(
1 + εω0(t− t0)

)
, T = 2π/ω0

とおける。εの 2次以上を無視すると, θ の運動方程式は

θ̇ = ω0

(
1 + ετ +

ε

2
sin 2θ

)
, τ = ω0(t− t0) , −π ≤ τ ≤ π

になるから

θ =

∫
dτ

ω0
θ̇ = τ +

ε

2
τ2 +

ε

2

∫
dτ sin 2θ = τ +

ε

2
τ2 +

ε

2

∫
dτ sin 2τ = θ0 + τ +

ε

2
f(τ)

ただし f(τ) = τ2 + (1− cos 2τ)/2 である。εの 2次までで

J̇

J
= −ω0ε

(
1− ετ

)
cos 2θ = −ω0ε cos

(
2τ + 2θ0

)
+ ω0ε

2
(
τ cos

(
2τ + 2θ0

)
+ f(τ) sin

(
2τ + 2θ0

))
である。1周期で平均すると

1

2π

∫ π

−π

dτ
J̇

J
=

3

4
ω0ε

2 sin 2θ0

になり εの 1次は現れない。J の平均は断熱不変量である。

問題 4.4 (4.41)より q̇ = p/m , ṗ = −mω2q を示せ。(4.41)は厳密な方程式である。
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運動方程式が解析的に解ける例として, 時間に依存する外力 mω2λ(t) が作用する調和振動子

E(t) = H(q, p, λ) =
p2

2m
+
mω2

2
q2 −mω2λq

つまり
E +

mω2

2
λ2 =

p2

2m
+
mω2

2

(
q − λ

)2
を改めて考える。ωは定数である。(4.34), (4.35)で E → E +mω2λ2/2, q → q − λ と置き換えれば

E = ωJ − mω2

2
λ2 , W (θ, J, λ) =

J

2

(
2θ + sin 2θ

)
(4.42)

q = λ+

√
2J

mω
sin θ , p =

√
2mωJ cos θ (4.43)

になる。ω = ω(t)の場合と同様に, Λ = ∂W/∂λ では θ = θ(q, J, λ) として λ で微分するから

Λ(θ, J, λ) =
∂W (q, J, λ)

∂θ

∂θ

∂λ
= J

(
1 + cos 2θ

) ∂θ
∂λ

であるが, (4.43)の第 1式を λで微分すると

∂θ

∂λ
= −

√
mω

2J

1

cos θ
, ∴ Λ(θ, J, λ) = −

√
2mωJ cos θ

である。したがって

K(θ, J, λ) = H + λ̇Λ = ωJ − mω2

2
λ2 −

√
2mωJ λ̇ cos θ

になる。正準方程式は

J̇ = − ∂K

∂θ
= −

√
2mωJ λ̇ sin θ , θ̇ =

∂K

∂J
= ω −

√
mω

2J
λ̇ cos θ (4.44)

Z =
√
2J/mω eiθ とすると Ż = iωZ − iλ̇ になるから, C を複素定数として

Z = Ceiωt − i

∫ t

0

ds λ̇(s)eiω(t−s) = Ceiωt +
1

ω

∫ t

0

ds λ̇(s)
d

ds
eiω(t−s)

である。部分積分すると

Z = Deiωt +
λ̇(t)

ω
− 1

ω

∫ t

0

ds λ̈(s)eiω(t−s) , D = C − λ̇(0)

ω
(4.45)

になる。断熱変化では λ̈ ≈ 0 であり, 最後の積分項は無視できる。A, α を実数として D = Aeiα と
おくと

J =
mω

2
|Z|2 =

mωA2

2
+mAλ̇ cos(ωt+ α) +

mλ̇2

2ω
+O

(
λ̈
)
, E = ωJ − mω2λ2

2

1周期 T = 2π/ωについて時間平均をとると

⟨ J ⟩ = 1

T

∫ t+T/2

t−T/2

ds J(s) =
1

2π

∫ π

−π

dx J(t+ x/ω) , ⟨E ⟩ = 1

2π

∫ π

−π

dxE(t+ x/ω)

であるが
λ̇(t+ x/ω) = λ̇(t) +O

(
λ̈
)
, λ(t+ x/ω) = λ(t) +

x

ω
λ̇(t) +O

(
λ̈
)
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より

⟨ J ⟩ = mωA2

2
+
mλ̇2

2ω
+O

(
λ̈
)
, ⟨E ⟩ = mω2A2

2
− mω2

2
λ2 +

m

2

(
1− π2

3

)
λ̇2 +O

(
λ̈
)

になる。λ̈, λ̇2 を無視すると ⟨ J ⟩ は一定になり断熱不変量であるが, ⟨E ⟩ は λ2 でゆっくり時間変
化する。λ = Aεωt の場合 ( λ̈ = 0 ), ⟨E ⟩は (4.37)である。
Z の定義より ImZ = q − λ であるから, 運動方程式 q̈ + ω2q = ω2λ は

d2

dt2
ImZ + ω2ImZ = − λ̈

になる。(4.45)の ImZ はこの方程式の一般解である。

問題 4.5 (4.43), (4.44)より q̇ = p/m , ṗ = −mω2
(
q − λ

) を示せ。
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