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第 1章

序論

4𝑑/5𝑑 電子は 3𝑑 電子に比べて遍歴性、スピン軌道相互作用 (SOC)が強いという特徴がある。SOCは
電子のスピンと軌道角運動量の相互作用であり、１電子については、

𝐻SOC = 𝜁 𝒍 · 𝒔 (1.1)

𝜁 =
ℏ2

2𝑚2𝑐2𝑟

d
d𝑟
𝑉 (𝑟) (1.2)

となる。ここで、𝒍 = −𝑖ℏ𝒓 × ∇は軌道角運動量、𝒔はスピン、𝑉 (𝑟) はポテンシャルである。特に立方対称
な結晶場中の 𝑡2𝑔 軌道では電子は有効軌道角運動量 𝑙 = 1を持ち、様々な磁気的性質を生み出す。4𝑑 およ
び 5𝑑 イオンでは 𝜁 が 0.2-0.4 eVとなり、フント結合、結晶場、ホッピングといったパラメーターに匹敵
する大きさとなる。SOCは電子間相互作用が協力して SOC誘起モット絶縁体 [1, 2, 3]、コンパス型相互
作用によるスピン液体 [4]、励起子磁性体 [5, 6, 7]などの量子状態を生み出す [8, 9]。以下ではそれらの物
性について概観する。
層状ペロブスカイト物質Sr2IrO4 は SOC の強い 𝑡52𝑔 電子系の代表的な物質であり、２次元正方格子
上のIr4+ (5𝑑5) イオンが物性を担う反強磁性モット絶縁体である。Ir を原子番号の小さい Co[10, 11] や
Rh[12, 13]に置き換えると金属となる。これは Irの強い遍歴性と矛盾しているように見えるが SOCを考
えることで理解できる。SOCの小さいSr2CoO4, Sr2RhO4 では図1.1(a)のような状態が実現しており、広
い 𝑡2𝑔 軌道に電子が 5つ入っている。SOCが大きいとき、狭いバンド幅𝑊1/2 を持つ 𝑗 = 1/2準位がハー
フフィリングとなり、クーロン相互作用 𝐻𝑈 によってモットギャップが開く。これを SOC誘起モット絶
縁体という。このようにSr2IrO4 の物性に SOCが本質的に関わっていることが認識されたことで SOCを
主役とした 4𝑑/5𝑑 系の物性研究が盛んに行われるようになった。

j=1/2

j=3/2

t2g
μ

HSOC HU

(a) (b) (c)

W1/2

図1.1: SOC誘起モット転移。(a)𝐻SOC がない状態。(b)SOCを取り入れた状態。(c)モット分裂した状態。
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j=1/2

j=3/2
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図1.2: 𝑡42𝑔 系の励起子絶縁体転移。(a)𝐻SOC がない状態。(b)SOCを取り入れた状態。(c)励起子が生成した状態。

J=1

J=0

JT†
iTj+H.c.

(a) (b)

λ T† T

図1.3: 強結合描像による励起子絶縁体転移。(a)単イオンの準位。(b)サイト間相互作用 𝐽𝑻𝑖 ·𝑻𝒋 +H.cを取り入れたと
きのエネルギー準位。

続いて、別のフィリング、𝑡42𝑔 系について考える。SOCが強いとき電子状態は図1.2(b)のように 𝑗 = 3/2
が全て詰まり、𝑗 = 1/2が空となる。このとき、系の電荷自由度、スピン自由度はともに凍結するが、クーロ
ン相互作用項 𝐻𝑈 を導入すると、スピン３重項励起子により磁性を持つ場合がある。スピン３重項励起子
とは（図1.2(c)）のように価電子帯の電子が伝導帯に遷移し、価電子帯のホールと伝導帯の電子がクーロン
相互作用によって束縛状態になったものである。合成角運動量 ( 𝑗 , 𝑚) = (3/2, 1/2) と ( 𝑗 , 𝑚) = (1/2, 1/2)
間の励起子であるため、スピン３重項励起子と呼ばれる。このように生成された励起子がボース凝縮した
状態は励起子磁性体と呼ばれる。以上は遍歴電子描像 ( 𝑗 𝑗 結合描像)であるが、クーロン相互作用がホッ
ピングより十分強い場合は強結合描像 (𝐿𝑆 結合描像)が適用できる。𝐿𝑆 結合描像では SOC項は

𝐻SOC = ∓𝜆𝑳 · 𝑺 (1.3)

となる。ここで 𝑳, 𝑺 はそれぞれ全軌道角運動量、全スピン角運動量であり、𝜆 = 𝜁/2𝑆 である。複合につ
いて負（正）は電子数がハーフフィリングより少ない（多い）場合である。𝑡2𝑔 軌道の角運動量は 𝐿𝑑 = −𝐿
となるため、𝑡42𝑔 では 𝐿𝑆 多重項の基底状態は 𝑆 = 𝐿𝑑 = 1で 𝐽 = 𝑆 + 𝐿 = 0の非磁性状態となる。𝐽 = 1は
𝐽 = 0から 𝜆離れた状態である（図1.3）。隣接サイトとの２次摂動を考えたとき、𝐽 = 0同士では電子が動
くことができないが、𝐽 = 1と 𝐽 = 0は交換することができ、𝐽 = 1のエネルギーは波数空間で分散を持
つ。このとき、相互作用が十分大きければ 𝐽 = 0の準位を下回り、𝐽 = 0と 𝐽 = 1が混成し、励起子磁性体
となる（図1.3(b)）。励起子磁性の特徴の１つはシングレットとトリプレットの線型結合であるため、その
強度比の変位による磁気励起のモード（Higgsモード）が存在することである [7]。
続いて、具体的な 5𝑑4, 4𝑑4 電子系物質、Sr2YIrO6、SrLaGaRuO6、Ca2RuO4 について紹介する。
Sr2YIrO6 はIr5+(5𝑑4+)イオンを持ち、1.3 Kで磁気転移が観測された [14]。その後、磁気秩序の起源が
励起子磁性であることが提案された [14]。しかしながら、後に第一原理計算 [15]、共鳴非弾性 X線散乱
[16]によりシングレットとトリプレットの準位差がトリプロンの分散の大きさに比べて十分大きく、励起
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子凝縮が起きえないことが示された。その後、この磁気転移は数パーセントのIr4+、Ir6+ に起因すること
が示された [17]。

SrLaGaRuO6 は 4𝑑4 系であり、励起子凝縮は起きないがトリプロンが本質的な役割を果たす物質で
ある [18]。この物質では 𝐽 = 0 のRu4+ イオン中にスピンを持つRu3+(Ru5+) イオンがランダムに存在し、
Ru3+(Ru5+)同士がトリプロンを介して RKKY相互作用することでスピングラス転移する。

Ca2RuO4 は励起子磁性体の最も有力な候補物質の一つである。Ca2RuO4 は 2次元のRuO2 面から構成
される 𝑡42𝑔 電子系物質であり、𝑇MI ≃ 360 Kで金属絶縁体転移、𝑇N ≃ 110 Kで反強磁性転移が起きる [19]。
近年、反強磁性相における非弾性中性子散乱 (INS)実験により、運動量トランスファー 𝒒 = (𝜋, 𝜋) でスペ
クトルにギャップが開き、𝒒 = (0, 0) で極大となる分散が観測されている [20, 21, 5]が、これは単純なハ
イゼンベルグ反強磁性体のマグノン分散から予想されるスペクトルとは異なるものになっている。理論的
にはスピン軌道相互作用に由来する単一イオン異方性を取り入れた 𝑆 = 1のハイゼンベルグ模型 [21]に
よる説明や、有効合成角運動量 𝐽 = 0と 𝐽 = 1の間で形成されるトリプロンの凝縮 [5, 6, 7]といった解釈
が行われている。これらの理論はいずれも有効的な強結合模型によるもので、実際にこの物質でどのよう
な励起構造を有しているかを理解するためには、系の電子状態に立脚したより詳細な模型による議論が必
要であると考えられる。
また最近では共鳴非弾性 X線散乱 (RIXS)によっても低エネルギー領域における励起スペクトルが調べ
られるようになってきており、多角的に集団励起構造の検証を行うことが可能である。RIXSとは共鳴エ
ネルギーを持つ X線を物質に照射し、内核電子が外殻の伝導帯に励起し、価電子帯の電子が内核に落ち込
み、X線を放出して緩和する現象である。元素選択的な励起が可能であること、波数分解したスペクトル
が観測可能であることが特徴である。
このような背景を元に本研究ではCa2RuO4 のバンド計算とワニエ化によって得られた 3軌道ハバード
模型を用いて、その反強磁性相における励起スペクトルを調べた [22]。平均場近似により求めた基底状態
を元に、乱雑位相近似を用いて低エネルギー領域における動的感受率の計算を行った。この結果、マグノ
ンの横モードの分散が非弾性中性子散乱実験で得られているスペクトルとよく一致していることを確認し
た。高速衝突近似を用いることで、得られた動的感受率から Ru 𝐿3 端の RIXSスペクトルの計算を行っ
た。RIXSスペクトルにおいても横モードの分散が明瞭に観測可能であることを示し、さらに入射 X線の
偏光依存性から面内方向の横モードと面外方向の横モードの励起が区別可能であることを示した。高エネ
ルギー領域における Ru 𝐿3 端の RIXSスペクトルはすでに報告されている [23]が、この領域においても
我々の模型から得られる偏光依存性とよく一致することを確認した。さらに、オーダーパラメーターの計
算結果から励起子磁性について議論を行った。SOCが十分大きい領域では軌道非対角な励起子磁性的な
オーダーが支配的になることが確認できたものの Ruの現実的な SOCのパラメーター領域では他のオー
ダーも十分強いためハイゼンベルグ反強磁性と励起子磁性体の中間的な描像であることが分かった。
本研究で得られた結果は、INSにおいて観測された縦モードを除き、実験結果と一致した。縦モードが
再現できない理由は平均場近似に起因すると考えられる。この問題を解決するには平均場近似を超えて電
子相関を取り込める手法が必要だと考えられる。
本論文の残りの構成は以下のようになっている。第2章では密度汎関数理論、多軌道ハバード模型の導
出、乱雑位相近似による線形応答、高速衝突近似による RIXSスペクトルの計算手法について解説する。
第3章では上記の手法をCa2RuO4 に適用する。最初に密度汎関数法に基づいた第一原理計算により、低エ
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ネルギー有効模型である３軌道ハバード模型を導出する。電子間相互作用を平均場近似で取り入れ、反強
磁性相を導出する。乱雑位相近似により、応答関数を計算し、INSスペクトルと比較する。高速衝突近似
により、Ru 𝐿3 端 RIXSスペクトルを計算し、低エネルギー領域での分散の予言、及び、高エネルギー領
域における実験結果の微視的解釈を行う。最後に、オーダーパラメーターの計算結果に基づいて励起子磁
性について議論を行う。第4章では総括を行う。
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第 2章

計算手法

本研究での計算の流れを説明する。

1. Ca2RuO4 の結晶構造を用いて密度汎関数理論に基づく第一原理計算を行う。この段階では反強磁
性秩序は取り入れない。

2. 得られたバンドの 𝑡2𝑔 軌道を最局在ワニエ関数でフィッティングすることにより３軌道タイトバイ
ンディング模型を作成する。

3. タイトバインディング模型にスピン軌道相互作用項、クーロン相互作用項を付け加え、反強磁性秩
序を仮定し、平均場近似によって基底状態を求める。

4. 裸の感受率を計算し、乱雑位相近似を適用することで集団励起モードを含んだ感受率を計算する。
5. 最後に、高速衝突近似を適用することで直接 RIXSのスペクトルを計算する。

本章ではこれらの計算手法について紹介する。

2.1 密度汎関数理論
2.1.1 固体中のシュレーディンガー方程式
固体中において原子核が電子より十分遅いとすると、原子核と電子の自由度を分離することができる

（ボルン-オッペンハイマー近似）。電子のシュレーディンガー方程式は[
− ℏ2

2𝑚

𝑁∑
𝑖

∇2
𝑖 +

𝑁∑
𝑖=1
𝑉 (𝒓𝑖) +

𝑁∑
𝑖=1

∑
𝑗<𝑖

𝑈 (𝒓𝑖 , 𝒓 𝑗 )
]
𝜓 = 𝐸𝜓 (2.1)

となる。ここで 𝑚 は電子の質量、𝑁 は電子数、𝑉 (𝒓) は原子核のポテンシャル、𝑈 (𝒓𝑖 , 𝒓 𝑗 ) は電子間相互作
用である。この方程式は 3𝑁 個の自由度があるため数値計算を用いても解くのが難しい。例えばCO2 のよ
うな単純な分子でさえ 66次元もの方程式を解かなければならない。この問題を解決するアプローチとし
てハートリー-フォック (HF)理論と密度汎関数理論 [24]がある。HF理論は波動関数を１個のスレイター
行列式に近似して 2.1のエネルギーを最小にする変分法である。これにより、固体中の１つの電子が他の
電子の作るポテンシャル中を運動する HF方程式が得られる。HF方程式は１つの電子の受けるポテンシ
ャルは他の個々の占有電子軌道から生じ、交換項は非局所的である。広がった軌道を持つ結晶中では非局



10 第 2章 計算手法

所的なポテンシャルの扱いは難しい。一方、密度汎関数理論では１つの電子の受けるポテンシャルは電子
の密度から生じる。厳密な密度汎関数理論では密度のポテンシャルは非局所的であるが、コーン-シャム
の方法によって局所的なポテンシャルに無理なく近似できる（局所密度近似：LDA）。さらに、交換項に
加えて相関項も取り入れることができるが、交換項は HF理論に比べてやや不正確である*¹。

2.1.2 ホーヘンバーグ-コーンの定理
ホーヘンバーグ-コーン (HK) の定理はポテンシャル 𝑉 (𝒓) によらない密度 𝑛 の汎関数 𝐹 (𝑛) が存在し、
系のエネルギーは 𝐸 (𝑛) =

∫
𝑑𝒓𝑉 (𝒓) + 𝐹 (𝑛) を最小にすることによって得られることを示す。HK定理は

定理 Iと定理 IIからなる。ここでは基底状態に縮退が無いと仮定する。

• HK定理 I ポテンシャル 𝑉 (𝒓) は基底状態の密度 𝑛(𝒓) によって（定数項を除き）一意的に決まる。
証明 背理法で示す。ポテンシャル 𝑉1 (𝒓), 𝑉2 (𝒓) の基底状態の密度がともに 𝑛(𝒓) であるとする。ポ
テンシャルが 𝑉1 (𝒓), 𝑉2 (𝒓) のときのハミルトニアンを 𝐻1, 𝐻2、基底状態を |Ψ1⟩ , |Ψ2⟩、基底エネル
ギーを 𝐸1, 𝐸2 とする。基底状態に縮退がないことから、

𝐸1 < ⟨Ψ2 |𝐻1 |Ψ2⟩
= ⟨Ψ2 |𝐻2 −𝑉2 (𝒓) +𝑉1 (𝒓) |Ψ2⟩

= 𝐸2 +
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓) (−𝑉2 (𝒓) +𝑉1 (𝒓)) (2.2)

同様に、
𝐸2 < ⟨Ψ1 |𝐻2 |Ψ1⟩

= 𝐸1 +
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓) (−𝑉1 (𝒓) +𝑉2 (𝒓)) (2.3)

(2.2)+(2.3)とすると
𝐸1 + 𝐸2 < 𝐸1 + 𝐸2 (2.4)

となり矛盾する。よって証明された。
• HK定理 II 𝑉 (𝒓) によらない密度の汎関数 𝐹 [𝑛(𝒓)] が存在し、エネルギーは 𝐸 =

∫
𝑑𝒓𝑛(𝒓)𝑉 (𝒓) +

𝐹 [𝑛(𝒓)] の最小値となる。
証明 定理 Iより 𝑛(𝒓) によって 𝑉 (𝒓) が決まるのでハミルトニアンが決まり、基底状態の波動関数
|Ψ⟩ が決まる。得られた |Ψ⟩ によって運動エネルギー項 𝑇 と電子間相互作用項 𝑈 の期待値が決定
され、

𝐹 [𝑛(𝒓)] = ⟨Ψ|𝑇 +𝑈 |Ψ⟩ (2.5)

として汎関数 𝐹 [𝑛(𝒓)] が得られる。

HK定理より、汎関数 𝐹 [𝑛(𝒓)] によって基底状態を厳密に求められることがわかった。密度は 3次元であ
るため、シュレーディンガー方程式を解くことに比べて大幅に計算量を削減できる。しかしながら、汎関
数 𝐹 [𝑛(𝒓)] の厳密な形はまだ知られておらず、局所密度近似などを使う必要がある。

*¹ LDA+𝑈 法などによって改善できる。
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2.1.3 トーマス-フェルミ-ディラック近似
トーマス [25]とフェルミは 𝐹 [𝑛(𝒓)] が同じ密度を持つ均一で相互作用のない電子ガスと同じであると
近似（局所密度近似）して運動エネルギー項を計算し、ハートリー項との和にすることで密度汎関数を作
成した。後にディラック [26]が交換項の局所近似を定式化した。汎関数は以下のようになる。

𝐹TFD [𝑛] =
3
10

(3𝜋2) 2
3

∫
𝑑𝒓𝑛(𝒓) 5

3 + 1
2

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′

𝑛(𝒓)𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | − 3

4

(
3
𝜋

) 1
3
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓) 4
3 (2.6)

第１項は運動エネルギー項、第２項はハートリー項、第３項は交換項を表す。トーマス-フェルミ-ディラ
ック近似の方程式は解きやすいが結果は粗く、定量性に乏しい。

2.1.4 コーン-シャムの方法
トーマス-フェルミ-ディラック近似が失敗した大きな原因は運動エネルギー項の近似が粗かったことに
ある。コーンとシャム [27]は次のようにこの問題を解決し、現実の物質における定量的な計算を可能に
した。

HK定理より

𝐸HK [𝑛] =
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓)𝑉 (𝒓) + 1
2

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′

𝑛(𝒓)𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | + 𝐺 [𝑛] (2.7)

電子間相互作用のある系の密度と同じ密度を持つ電子間相互作用の無い補助系があると仮定し、𝐺 [𝑛] を、
補助系の運動エネルギー項 𝑇𝑆 [𝑛] と 𝐸XC = 𝐺 [𝑛] − 𝑇𝑆 [𝑛] に分割すると、

𝐸HK [𝑛] =
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓)𝑉 (𝒓) + 1
2

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′

𝑛(𝒓)𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | + 𝑇𝑆 [𝑛] + 𝐸XC [𝑛] (2.8)

となる。𝐸XC [𝑛] は交換項、相関項、真の運動エネルギーと補助系の運動エネルギーの差、の和であり、交
換相関エネルギーと呼ばれる。補助系のハミルトニアンを

𝐻aux = − ℏ2

2𝑚

∑
𝑖

∇2
𝑖 +𝑉eff (𝒓) (2.9)

とする。𝜑𝑖 を占有電子軌道とすると運動エネルギー項は

𝑇𝑠 = − ℏ2

2𝑚

𝑁∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝜑∗𝑖 (𝒓)∇2𝜑𝑖 (𝒓)

(2.10)

密度は

𝑛(𝒓) =
𝑁∑
𝑖

|𝜑𝑖 (𝒓) |2 (2.11)
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となる。規格化条件
∫
𝑑𝒓𝜑∗𝑗 (𝒓)𝜑 𝑗 (𝒓) = 1のもとで (2.8)を 𝜑∗𝑖 (𝒓) に関して変分すると、

𝛿

𝛿𝜑∗𝑖

[
𝐸HK [𝑛] −

∑
𝑗

𝜀 𝑗

(∫
𝑑𝒓𝜑∗𝑖 (𝒓)𝜑𝑖 (𝒓) − 1

)]
= 0

𝛿

𝛿𝜑∗𝑖
𝑇𝑠 [𝑛] +

𝛿𝑛

𝛿𝜑∗𝑖

𝛿

𝛿𝑛

[∫
𝑑𝒓𝑛(𝒓)𝑉 (𝒓) + 1

2

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′

𝑛(𝒓)𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | + 𝐸XC [𝑛]

]
= 𝜀𝑖𝜑𝑖

− ℏ2

2𝑚
∇2𝜑𝑖 (𝒓) +

[
𝑉 (𝒓) +

∫
𝑑𝒓′

𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | +

𝛿𝐸XC [𝑛]
𝛿𝑛(𝒓)

]
𝜑𝑖 (𝒓) = 𝜀𝑖𝜑𝑖 (2.12)

交換相関ポテンシャルを

𝑉XC =
𝛿𝐸XC [𝑛]
𝛿𝑛(𝒓) (2.13)

と定義すると、

𝑉eff (𝒓) = 𝑉 (𝒓) +
∫

𝑑𝒓′
𝑛(𝒓′)
|𝒓 − 𝒓′ | +𝑉XC (2.14)

である。(2.12)をコーン-シャム方程式という。コーン-シャム方程式の有用さは補助系の運動エネルギー
項を計算することで残りの交換相関ポテンシャル 𝑉XC を密度の局所、またはほぼ局所的なポテンシャル
に十分な精度で近似できる点にある。局所密度近似であれば、

𝐸XC [𝑛] =
∫

𝑑𝒓𝑛(𝒓)𝜖XC (𝑛(𝒓)) (2.15)

のように近似できる。交換エネルギーに関しては、

𝜖X (𝑛(𝒓)) = −3
4

(
3
𝜋

) 1
3

𝑛(𝒓) 1
3 (2.16)

となる。相関エネルギーに関しては解析的な定式化は存在せず、量子モンテカルロ法によって得られたい
くつかの密度に関しての一様電子ガスの相関エネルギーを補間した関数を使用する [28, 29]。局所密度近
似を超える第一歩は一般化勾配近似 (GGA)であり、交換相関ポテンシャルは局所的な電子密度とその勾
配を使って表される。すなわち、

𝑉GGA
XC (𝒓) = 𝑉XC [𝑛(𝒓),∇𝑛(𝒓)] (2.17)

である*²。

2.1.5 結晶中におけるコーン-シャム方程式の解き方
コーン-シャム方程式 (2.12)を数値計算で解くために、適切な有限の基底によって行列形式に直し固有
値問題とすることを考える。運動エネルギー項 ∇2 に注目すると平面波 𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 を基底とするのは自然に見
えるが実際にはイオンの作るポテンシャルの局在性のために莫大な数の基底が必要になる。それを解決す
るのが補強された平面波法、もしくは擬ポテンシャル法である。

*² 2023年現在、GGAは最も標準的な汎関数の近似である。
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RMT(β)

RMT(α)

I II

III

図2.1: APW法における領域の分割。領域 II(III)は原子 𝛼(𝛽) から半径 𝑅MT (𝛼(𝛽)) 内であり、領域 Iはそれ以外であ
る。

補強された平面波 (APW)法
APW法はスレーター [30]により導入された。まず、セル内の領域を図2.1のように分割する。ポテンシ
ャルを領域 Iでは一定、領域 II, IIIでは球対称と近似する。これをマフィンティンポテンシャルと呼ぶ。
以下では簡単のため原子 𝛼のみを考える。ポテンシャルは

𝑉 (𝒓) =
{
𝑉0, 𝒓 ∈ I
𝑉 (𝑟), 𝒓 ∈ II (2.18)

となる。APW法における基底は以下のようにする。

𝜓APW,𝒌 (𝒓) =
{
𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 , 𝒓 ∈ I∑𝑙max

𝑙=0
∑𝑙

𝑚=−𝑙 𝐴𝑙𝑚𝑅𝑙 (𝜀, 𝑟)𝑌 𝑙
𝑚 (𝜃, 𝜑), 𝒓 ∈ II (2.19)

ここで 𝑅𝑙 (𝐸, 𝑟) は動径方向のシュレーディンガー方程式

− 1
2𝑟2

d
d𝑟

[
𝑟2 d𝑅𝑙 (𝑟)

d𝑟

]
+

[
𝑙 (𝑙 + 1)

2𝑟2 +𝑉 (𝑟)
]
𝑅𝑙 (𝑟) = 𝜀𝑅𝑙 (𝑟) (2.20)

の固有関数であり、𝑌 𝑙
𝑚 (𝜃, 𝜑) は球面調和関数である。𝐴𝑙𝑚 はマフィンティン球上で波動関数を接続するこ

とにより決まる。平面波を球面調和関数と球ベッセル関数 𝑗𝑙 (𝑘𝑟) を用いて展開すると、

𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 = 4𝜋
∑
𝑙,𝑚

𝑖𝑙𝑌 𝑙∗
𝑚 (𝜃𝒌 , 𝜑𝒌 ) 𝑗𝑙 (𝑘𝑟)𝑌 𝑙

𝑚 (𝜃, 𝜑) (2.21)
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となる。ただし、(𝑟, 𝜃, 𝜑) は 𝒓 の極座標であり、(𝑘, 𝜃𝒌 , 𝜑𝒌 ) は 𝒌 の極座標である。接続条件から、

𝐴𝑙𝑚 = 4𝜋𝑖𝑙
𝑌 𝑙∗
𝑚 (𝜃, 𝜑) 𝑗𝑙 (𝑘𝑅MT)
𝑅𝑙 (𝜀, 𝑅RT)

(2.22)

となる。こうして得られた基底によって結晶中の波動関数を

𝜓𝒌 (𝒓) =
∑
𝑖

𝑐𝒌+𝑮𝑖𝜓AKW,𝒌+𝑮𝑖 (𝒓) (2.23)

とする。ただし 𝑮𝑖 は逆格子ベクトルである。コーンシャム方程式 (2.12)を行列にすると、∑
𝑗

(𝐻 − 𝜀)𝑖 𝑗𝑐𝒌+𝑮 𝑗 = 0 (2.24)

となる。行列要素は

𝐻𝑖 𝑗 =
∫

𝑑𝒓𝜓∗
AKW,𝒌+𝑮𝑖

(𝒓)𝐻𝜓AKW,𝒌+𝑮 𝑗

= −𝜀𝐴𝑖 𝑗 + 𝐵𝑖 𝑗 +
𝑙max∑
𝑙=0

𝐶𝑖 𝑗𝑙

𝑅′
𝑙 (𝜀, 𝑅RT)
𝑅𝑙 (𝜀, 𝑅RT)

(2.25)

係数 𝐴𝑖 𝑗 , 𝐵𝑖 𝑗 , 𝐶𝑖 𝑗 は、

𝐴𝑖 𝑗 =
−4𝜋𝑅2

RT
Ω

𝑗𝑙
(��𝑮𝑖 − 𝑮 𝑗

��𝑅MT
)��𝑮𝑖 − 𝑮 𝑗

�� + 𝛿𝑖 𝑗

𝐵𝑖 𝑗 =
1
2
𝐴𝑖 𝑗

(
𝒒𝑖 · 𝒒 𝑗

)
𝐶𝑖 𝑗𝑙 = (2𝑙 + 1)

2𝜋𝑅2
RT

Ω
𝑃𝑙

(
𝒒𝑖 · 𝒒 𝑗

𝑞𝑖𝑞 𝑗

)
𝑗𝑙 (𝒒𝑖𝑅RT) 𝑗𝑙 (𝒒 𝑗𝑅RT) (2.26)

ただし、Ωはセルの体積、𝑃𝑙 はルジャンドル多項式であり、

𝒒𝑖 = 𝒌 + 𝑮𝑖 (2.27)

𝑅′
𝑙 (𝜀, 𝑟) =

d𝑅𝑙 (𝜀, 𝑟)
d𝑟

(2.28)

とした。ハミルトニアンがエネルギーに依存しているため (2.24)は単純な固有値方程式ではない。そこで
𝜀を変化させ、(𝐻 − 𝜀)𝑖 𝑗 の行列式がゼロになる値を計算する必要がある。しかしながら、𝑙𝑚𝑎𝑥 ≃ 5程度で
十分な精度が得られ、平面波に比べて基底の数を大幅に削減することができる。

擬ポテンシャル法
結晶中のコーン-シャム方程式を解く別の方法は擬ポテンシャル法である。擬ポテンシャル法では基底
関数として平面波を使う代わりにイオンの作るポテンシャルを弱くする。概念図を図2.2に示す。すなわ
ち、内核の電子は物性に関与しないとして原子核 +内核のポテンシャルを作る。擬ポテンシャル法により
得られた波動関数は原子核より離れた領域では元の波動関数と一致するようにする。これにより十分少な
い数の平面波基底によって計算を行うことができる。また、補強された平面波法などの全電子計算法より
も高速である。
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φ

r

図2.2: 擬ポテンシャル法の概念図。𝑟 は原子核からの距離。𝑉 は原子核の作る真のポテンシャル。𝑉P は内核電子によ
って遮蔽された擬ポテンシャル。𝜙は真の波動関数。𝜙P は擬ポテンシャル法により得られた波動関数。原子核
から十分離れた領域では 𝜙と 𝜙P は一致する。

2.2 多軌道ハバード模型
4𝑑 電子系のハバード模型の導出を行う。場の演算子を Ψ(𝒓) としたとき、4𝑑 電子系のハミルトニアンは

𝐻 =
∫

𝑑𝒓Ψ† (𝒓)
[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝒓)

]
Ψ(𝒓) + 1

2

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′Ψ† (𝒓)Ψ† (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)Ψ(𝒓′)Ψ(𝒓) (2.29)

となる。ただし、𝑉 (𝒓) は１体のポテンシャルであり、𝑈 (𝒓 − 𝒓′) は電子間相互作用である。これらの項が
スピンを保存するならば、

𝐻 =
∑
𝜎

∫
𝑑𝒓Ψ†

𝜎 (𝒓)
[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝒓)

]
Ψ𝜎 (𝒓) +

1
2

∑
𝜎,𝜎′

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′Ψ†

𝜎 (𝒓)Ψ†
𝜎′ (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)Ψ𝜎′ (𝒓′)Ψ𝜎 (𝒓)

(2.30)

となる。以降では、

𝐻0 =
∑
𝜎

∫
𝑑𝒓Ψ†

𝜎 (𝒓)
[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝒓)

]
Ψ𝜎 (𝒓)

𝐻int =
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′Ψ†

𝜎 (𝒓)Ψ†
𝜎′ (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)Ψ𝜎′ (𝒓′)Ψ𝜎 (𝒓) (2.31)

とする。
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2.2.1 ワニエ基底
座標 𝒓𝑖 に存在する軌道 𝜇 のワニエ関数を 𝜙𝜇 (𝒓 − 𝒓𝑖) として、スピン 𝜎 のスピン関数を 𝜒𝜎 (𝒓) とする
と場の演算子は

Ψ𝜎 (𝒓) =
∑
𝑖,𝜇

𝜙𝜇 (𝒓 − 𝒓𝑖)𝑐𝑖,𝜇,𝜎 (2.32)

と書ける。ただし、𝑐𝑖𝜇,𝜎 は電子の消滅演算子である。

運動エネルギー項
ワニエ基底を用いるとハバード模型の１体の項は

𝐻0 =
∑

𝑖,𝜇; 𝑗 ,𝜈;𝜎
𝑡 (𝒓𝑖 , 𝜇; 𝒓 𝑗 , 𝜈)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐 𝑗 ,𝜈,𝜎

𝑡 (𝒓𝑖 , 𝜇; 𝒓 𝑗 , 𝜈) =
∫

𝑑𝒓𝜙∗𝜇 (𝒓 − 𝒓𝑖)
[
− ℏ2

2𝑚
∇2 +𝑉 (𝒓)

]
𝜙𝜈 (𝒓 − 𝒓 𝑗 ) (2.33)

となる。本研究では 𝑡 (𝒓𝑖 , 𝜇; 𝒓 𝑗 , 𝜈) を第一原理計算で得られたバンドをワニエ軌道でフィッティングする
ことで求めた*³。

相互作用項
続いて相互作用項を求める。以降では 𝜙𝑖,𝜇 (𝒓) = 𝜙𝜇 (𝒓 − 𝒓𝑖) とする。ワニエ基底で表示すると、

𝐻int =
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′Ψ†

𝜎 (𝒓)Ψ†
𝜎′ (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)Ψ𝜎′ (𝒓′)Ψ𝜎 (𝒓)

=
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇,𝜇′ ,𝜈,𝜈′

∑
𝑖,𝑖′ , 𝑗 , 𝑗′

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖′ ,𝜇′ (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙 𝑗′ ,𝜈′ (𝒓′)𝜙 𝑗 ,𝜈 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖′ ,𝜇′ ,𝜎′𝑐 𝑗′ ,𝜈′ ,𝜎′𝑐 𝑗 ,𝜈,𝜎

(2.34)

ここで電子間相互作用の届く距離が格子の間隔に比べて十分短いとすれば、

𝐻int ≃
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇,𝜇′ ,𝜈,𝜈′

∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖,𝜇′ (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙𝑖,𝜈′ (𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖,𝜇′ ,𝜎′𝑐𝑖,𝜈′ ,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎

(2.35)

となる。この中で重要なのは通常次の４つである。

1. 𝜇 = 𝜇′ = 𝜈 = 𝜈′, 𝜎 = −𝜎′: 軌道内クーロン相互作用項

1
2

∑
𝜎

∑
𝜇

∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙𝑖,𝜇 (𝒓′)𝜙𝑖,𝜇 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜇,𝜎

=
1
2

∑
𝜎

∑
𝜇

∑
𝑖

𝑈𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐
†
𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜇,𝜎 (2.36)

*³フリーソフト RESPACK[31]を使用した。
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2. 𝜇 = 𝜇′ ≠ 𝜈 = 𝜈′: 軌道間クーロン相互作用項

1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖,𝜇,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎

=
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

𝑈′𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐
†
𝑖,𝜇,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎 (2.37)

3. 𝜇 = 𝜈′ ≠ 𝜇′ = 𝜈: フント結合

1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖,𝜈 (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙𝑖,𝜇 (𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖,𝜈,𝜎′𝑐𝑖,𝜇,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎

=
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

𝐽𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐
†
𝑖,𝜈,𝜎′𝑐𝑖,𝜇,𝜎′𝑐𝑖,𝜈,𝜎 (2.38)

4. 𝜇 = 𝜇′ ≠ 𝜈 = 𝜈′,𝜎 = −𝜎′: ペアホッピング

1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓)𝜙∗𝑖,𝜇 (𝒓′)𝑈 (𝒓 − 𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓′)𝜙𝑖,𝜈 (𝒓)𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐

†
𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜈,−𝜎𝑐𝑖,𝜈,𝜎

=
1
2

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

∑
𝑖

𝐽′𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐
†
𝑖,𝜇,−𝜎𝑐𝑖,𝜈,−𝜎𝑐𝑖,𝜈,𝜎 (2.39)

まとめると、

𝐻int =
𝑈

2

∑
𝑖,𝜇,𝜎

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜇𝜎̄𝑐𝑖𝜇𝜎̄ + 𝑈

′

2

∑
𝑖,𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜈𝜎′𝑐𝑖𝜈𝜎′

− 𝐽

2

∑
𝑖,𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎′𝑐†𝑖𝜈𝜎′𝑐𝑖𝜈𝜎 + 𝐽
′

2

∑
𝑖,𝜎

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜇𝜎̄𝑐𝑖𝜈 𝜎̄𝑐𝑖𝜈𝜎 , (2.40)

となる。

2.3 摂動論
本研究では実験により観測可能な物理量として、動的帯磁率、共鳴非弾性 X線散乱強度を計算する。こ
れらはともに、２体グリーン関数から計算される。本章では２体グリーン関数の計算の基礎となる久保公
式、温度グリーン関数、乱雑位相近似について解説する。

2.3.1 久保公式
正規直交基底 |𝑚⟩ で張られる空間を考える。系が 𝑝𝑚 の確率で |𝑚⟩ の状態であるとする。𝜌 =∑
𝑚 𝑝𝑚 |𝑚⟩⟨𝑚 | と定義する（密度行列）。物理量 𝑂 の期待値は

⟨𝑂⟩ = Tr[𝜌𝑂] (2.41)

である。系のハミルトニアンが 𝐻 で時間に依存せず、逆温度 𝛽、粒子数 𝑁、化学ポテンシャル 𝜇であり、
平衡状態であるとする、このとき密度行列は 𝜌eq = 𝑒−𝛽 (𝐻−𝜇𝑁 )/Ξである。時刻 𝑡 = −∞から時間に依存し
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た外場 𝐻′ (𝑡) を断熱的に加えると、系の状態は 𝜌(𝑡) = ∑
𝑚 𝑝𝑚 |𝑚(𝑡)⟩⟨𝑚(𝑡) | となる。𝜌(𝑡) = 𝜌eq + 𝜌′ (𝑡) と

して 𝑡 で微分すると、
𝜕𝜌′ (𝑡)
𝜕𝑡

=
1
𝑖ℏ
[𝐻 + 𝐻′ (𝑡), 𝜌(𝑡)]

=
1
𝑖ℏ

( [
𝐻, 𝜌eq

]
+ [𝐻, 𝜌′ (𝑡)] +

[
𝐻′, 𝜌eq

]
+ [𝐻′ (𝑡), 𝜌′ (𝑡)]

)
(2.42)

𝐻 が 𝑁 と可換であると仮定し、外場の２次の項を落とすと、
𝜕𝜌′ (𝑡)
𝜕𝑡

=
1
𝑖ℏ

(
[𝐻, 𝜌′ (𝑡)] +

[
𝐻′ (𝑡), 𝜌eq

] )
(2.43)

ハイゼンベルク表示 𝜌′ (𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ𝜌′ (𝑡)𝑒𝑖𝐻𝑡/ℏ を導入すると、

𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ 𝜕𝜌
′ (𝑡)
𝜕𝑡

𝑒𝑖𝐻𝑡/ℏ =
1
𝑖ℏ

[
𝐻′ (𝑡), 𝜌eq

]
𝜕𝜌′ (𝑡)
𝜕𝑡

=
1
𝑖ℏ
𝑒𝑖𝐻𝑡/ℏ [𝐻′ (𝑡), 𝜌eq

]
𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ (2.44)

(2.45)

𝑡 = −∞で 𝜌′ = 0だから、時刻 𝑡 の密度行列は、

𝜌′ (𝑡) = 1
𝑖ℏ

∫ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′𝑒𝑖𝐻𝑡 ′/ℏ [𝐻′ (𝑡′), 𝜌eq

]
𝑒−𝑖𝐻𝑡 ′/ℏ

𝜌′ =
1
𝑖ℏ

∫ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′𝑒𝑖𝐻 (𝑡 ′−𝑡 )/ℏ [𝐻′ (𝑡′)/ℏ, 𝜌eq

]
𝑒−𝑖𝐻 (𝑡 ′−𝑡 )/ℏ

(2.46)

となる。外場が 𝐻′ = 𝐹 (𝑡)𝐴 であるとして、時刻 𝑡 における物理量 𝐵 の期待値を考える。ただし、
⟨𝐵⟩ |𝑡=−∞ = 0とする。

⟨𝐵⟩ (𝑡) = 1
𝑖ℏ

∫ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′𝐹 (𝑡′)

〈[
𝐵̃(𝑡 − 𝑡′), 𝐴

]〉
eq (2.47)

これは時刻 𝑡′ < 𝑡における外場 𝐹 (𝑡′)の影響が時刻 𝑡における 𝐵に対して 𝑓𝐵𝐴(𝑡−𝑡′) = 1
𝑖ℏ

〈[
𝐵̃(𝑡 − 𝑡′), 𝐴

]〉
eq

の重みで伝わることを表し久保公式と呼ばれる [32]。特に、平衡状態の時間相関を計算するだけで非平衡
状態の物理量が計算できる点が重要である。因果律を考慮して遅延グリーン関数

𝑓𝐵𝐴(𝑡 − 𝑡′) = 𝑓𝐵𝐴(𝑡 − 𝑡′)𝜃 (𝑡 − 𝑡′) (2.48)

を導入すればすれば 𝑡′ > 𝑡 まで拡張でき、

⟨𝐵⟩ (𝑡) = 1
𝑖ℏ

∫ ∞

−∞
𝑑𝑡′𝐹 (𝑡′) 𝑓𝐵𝐴(𝑡 − 𝑡′) (2.49)

という畳み込み積分の形になる。正の微少量 𝛿 を用いて

⟨𝐵⟩ (𝑡) = 1
2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝛿𝑡𝐵(𝜔), 𝐹 (𝑡) = 1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝛿𝑡𝐹 (𝜔),

𝑓𝐵𝐴(𝑡) =
1

2𝜋

∫ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝛿𝑡 𝜒𝐵𝐴(𝜔) (2.50)
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とフーリエ変換すると、

𝐵(𝜔) = 𝐹 (𝜔)𝜒𝐵𝐴(𝜔) (2.51)

となる。𝜒𝐵𝐴(𝜔) を複素感受率と呼ぶ。𝐻 − 𝜇𝑁 の固有値、固有状態を 𝐸̃𝑚、|𝑚⟩ として具体的に計算す
ると、

𝜒𝐵𝐴(𝜔) =
∫ ∞

−∞
𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡−𝛿𝑡 𝑓𝐵𝐴(𝑡)

=
∑
𝑚,𝑛

(𝑝𝑚 − 𝑝𝑛) ⟨𝑚 |𝐵 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐴|𝑚⟩
ℏ𝜔 + 𝐸𝑚 − 𝐸𝑛 + 𝑖𝛿

(2.52)

となる。最後に ℏ𝛿 → 𝛿 と書き直した。これはレーマン表示と呼ばれる。

2.3.2 温度グリーン関数
𝐴𝐵をフェルミオンまたはボソンの演算子として温度グリーン関数

G𝐵𝐴(𝜏, 𝜏′) = − ⟨𝑇𝜏 [𝐵H (𝜏)𝐴H (𝜏′)]⟩ (2.53)

を導入する。ただし、0 < 𝜏, 𝜏′ < 𝛽とする。𝐴(𝜏) は演算子のハイゼンベルク表示であり、

𝐴H (𝜏) = 𝑒𝐻𝜏𝐴𝑒−𝐻𝜏 (2.54)

である。𝑇𝜏 は 𝜏 積であり、演算子を 𝜏 の降順に並べ替える作用をする。すなわち、

𝑇𝜏 [𝐵H (𝜏)𝐴H (𝜏′)] = 𝜃 (𝜏 − 𝜏′)𝐵H (𝜏)𝐴H (𝜏′) ∓ 𝜃 (𝜏′ − 𝜏)𝐴(𝜏′)𝐵(𝜏) (2.55)

である。複合は上がフェルミオン、下がボソンとする。となり、フェルミオンの場合は 𝜔𝑛 = 2(𝑛 + 1)𝜋/𝛽、
ボソンの場合は 𝜔𝑛 = 2𝑛𝜋/𝛽。この 𝜔𝑛 を松原周波数と呼ぶ。レーマン表示で実際に計算してみると、

G𝐵𝐴(𝜔𝑛) = − 1
Ξ

∫ 𝛽

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑛𝜏 Tr

[
𝑒−𝛽𝐻𝑒𝐻𝜏𝐵𝑒−𝐻𝜏𝐴

]
= − 1

Ξ

∑
𝑚,𝑛

∫ 𝛽

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑛𝜏 ⟨𝑚 |𝑒−𝛽𝐻𝑒𝐻𝜏𝐵𝑒−𝐻𝜏 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐴|𝑚⟩

= − 1
Ξ

∑
𝑚,𝑛

∫ 𝛽

0
𝑑𝜏𝑒−𝛽𝐸𝑚+(𝑖𝜔𝑛+𝐸𝑚−𝐸𝑛 )𝜏 ⟨𝑚 |𝐵 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐴|𝑚⟩

= − 1
Ξ

∑
𝑚,𝑛

𝑒−𝛽𝐸𝑚

(
∓𝑒 (𝐸𝑚−𝐸𝑛 )𝛽 − 1

)
⟨𝑚 |𝐵 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐴|𝑚⟩

𝑖𝜔𝑛 + 𝐸𝑚 − 𝐸𝑛

=
1
Ξ

∑
𝑚,𝑛

(
𝑒−𝛽𝐸𝑚 ± 𝑒−𝛽𝐸𝑛

)
⟨𝑚 |𝐵 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐴|𝑚⟩

𝑖𝜔𝑛 + 𝐸𝑚 − 𝐸𝑛

(2.56)

となる。
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= + + ...

=

χ

+ χ

図2.3: 衣を着た感受率。

εk-μ

ωn+εk-k'-μ

C C'

図2.4: 複素平面。×は極。

2.3.3 ２体グリーン関数と乱雑位相近似
ダイソン方程式の形で２対グリーン関数のダイアグラムを書くと、図2.3のようになる。裸の感受率を
求める。

𝜒0 (𝑘, 𝑖𝜔𝑛) =
∑

𝑘′ ,𝜔𝑚

G0 (𝑘, 𝜔𝑚)G0 (𝑘 − 𝑘 ′, 𝜔𝑚 − 𝜔𝑛) (2.57)

複素関数 𝐹 (𝑧) = 1
𝑒𝛽𝑧+1 を導入する。これは 𝑧 = (2𝑛+1) 𝜋

𝛽 に極を持つ。図2.4のような経路 𝐶 を考えると、

𝜒0 (𝑘, 𝑖𝜔𝑛) =
∑
𝑘′

∫
𝐶

𝑑𝑧

2𝜋𝑖
𝐹 (𝑧)G0 (𝑘, 𝑧)G0 (𝑘 − 𝑘 ′, 𝑧 − 𝑖𝜔𝑛)

=
∑
𝑘′

∫
𝐶

𝑑𝑧

2𝜋𝑖
𝐹 (𝑧) 1

𝑧 − 𝜖𝑘 + 𝜇
1

𝑧 − 𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑘−𝑘′ + 𝜇
(2.58)
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= + + ...

=

χRPA

+ χRPA

図2.5: 乱雑位相近似のファインマン・ダイアグラム

さらに積分に関与しない経路 𝐶′ を付け加えると、極 𝑧 = 𝑖𝜔𝑛 + 𝜖𝑘−𝑘′ − 𝜇, 𝜖𝑘 − 𝜇が囲まれるので、

𝜒0 (𝑘, 𝑖𝜔𝑛) = −
∑
𝑘′

(
𝑓 (𝜖𝑘 − 𝜇)

𝜖𝑘 − 𝑖𝜔𝑛 − 𝜖𝑘−𝑘′
+ 𝑓 (𝑖𝜔𝑛 + 𝜖𝑘−𝑘′ − 𝜇)

𝑖𝜔𝑛 + 𝜖𝑘−𝑘′ − 𝜖𝑘

)
= −

∑
𝑘′

(
𝑓 (𝜖𝑘−𝑘′ − 𝜇) − 𝑓 (𝜖𝑘 − 𝜇)

𝑖𝜔𝑛 + 𝜖𝑘−𝑘′ − 𝜖𝑘

)
(2.59)

となる。なお、遅延グリーン関数2.52から直接計算することもできる。乱雑位相近似はダイアグラムの寄
与を図2.5のように取る近似である。

2.4 共鳴非弾性 X線散乱
2.4.1 分光について
大部分の物性実験は熱力学実験（比熱、帯磁率など）、輸送実験（熱・電気伝導など）、分光実験に分類
される。本研究では分光実験に着目する。分光実験では物質に粒子を入射し、物質内部で相互作用させ、
散乱された粒子を観測する。入射した粒子と散乱された粒子のエネルギー、運動量の差から物質内部の情
報が分かり、微視的には相関関数として解釈される。例えば入射、散乱粒子がともに赤外～可視光の場合
はラマン分光であり、中性子線の場合は中性子線散乱である。観測したい励起（フォノン、マグノンなど）
があった場合、その励起と相互作用するような入射粒子を選ぶ必要がある。例えば非弾性中性子散乱実験
では物質中の局所磁場と相互作用してマグノンを励起する。また、励起のエネルギーや運動量のスケール
の分解能を持つ必要もある。例えばラマン分光では可視光が数 100nmであるため、励起のエネルギーは
見えても運動量は観測できない。そこで照射粒子として X線 (数 nm)を用いることで、エネルギー、運動
量を分解した分光実験を行うことができる。X線分光は内核励起を引き起こさないものと引き起こすもの
に分けられる。内核励起を利用すると、元素選択的な実験が可能となる。代表的な X線分光法として X
線光電子分光、X線吸収分光、共鳴非弾性 X線散乱 (RIXS)を紹介する。

X線光電子分光は X線を照射し、たたき出された光電子を観測する（図2.6）。光電子のエネルギー 𝐸kin、
価電子のエネルギー 𝜔、X線の角振動数 𝜔in、真空準位 𝑉0 の

𝐸kin = ℏ𝜔 + ℏ𝜔in −𝑉0 (2.60)

という関係から価電子のエネルギーが測定できる。照射された電子を角度分解することで、価電子の運動
量を含めて観測ができる。逆光電子分光ではエネルギーの揃った電子を入射し、放出された X線を測定す



22 第 2章 計算手法

ħω

ħωin

Ekin

EF

V0

E
n
e
rg
y

図2.6: 光電子分光の概念図
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図2.7: RIXSの散乱過程

ることで非占有準位を観測することができるが、光電子分光に比べて解像度が低い。
X線吸収分光は X線を照射し、透過した X線を測定する。吸収された X線は内核から伝導帯への励起
に対応しており、非占有状態の状態密度を調べることができる。同じく非占有状態を測定する逆光電子分
光に比べて圧倒的に精度が高い。

RIXSは２次の光学応答であり、共鳴 X線発光分光とも呼ばれる。本研究で対象とする直接 RIXS過
程について説明する。𝐿 端の周波数で X 線を照射すると、図2.7のように以下の 3 段階の過程が起こる
[33, 34]. まず、入射した光子が原子の内殻準位 2𝑝 軌道にある電子を伝導帯に励起する。次に、伝導帯の
電子は価電子帯の電子と相互作用する。最後に価電子帯の電子は内殻準位 2𝑝 軌道のホールに落ち、同時
に光子が放出される。入射光子と放出光子のエネルギーが異なるため、この散乱過程は非弾性的である。
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2.4.2 クラマース・ハイゼンベルク方程式
本研究の主題である RIXSの定式化を行う。始（終）状態、およびそのエネルギーを |𝑔( 𝑓 )⟩, 𝐸𝑔 ( 𝑓 )、入
射（散乱）X線の角周波数を 𝜔in(out) とする。フェルミの黄金率から、２次摂動による遷移確率は

𝑤 =
2𝜋
ℏ

∑
𝑓

����� ⟨ 𝑓 |𝐻′ |𝑔⟩ +
∑
𝑛

⟨ 𝑓 |𝐻′ |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐻′ |𝑔⟩
𝐸𝑔 − 𝐸𝑛 + ℏ𝜔in

�����2𝛿(𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔) (2.61)

となる。ただし、𝜔 = 𝜔in − 𝜔out とした。ℏ𝜔𝑖𝑛 を内核励起に対応するエネルギーにとることで第二項（共
鳴項）が支配的になる。続いて、摂動ハミルトニアン 𝐻′ について具体的に考える。ベクトルペテンシャ
ルの影響は 𝑝 → 𝑝 + 𝑒𝑨とすることで取り込むことができ、

𝐻′ =
∑
𝑗

[
𝑒

𝑚
𝑨(𝒓 𝑗 ) · 𝒑 𝑗 +

𝑒2

2𝑚
𝑨(𝒓 𝑗 )2

]
(2.62)

と書ける。ベクトルポテンシャルは波数 𝒌、偏光ベクトル 𝜺 の光子の消滅演算子 𝑎𝒌 ,𝜺 から、

𝑨(𝒓) =
∑
𝒌 ,𝜺

√
ℏ

2𝑉𝜖0𝜔𝒌
𝜺
(
𝑎𝒌 ,𝜺𝑒

𝑖𝒌 ·𝒓 + 𝑎†
𝒌 ,𝜺
𝑒−𝑖𝒌 ·𝒓

)
(2.63)

と書ける。ただし、𝑉 はサンプルの体積である。RIXSでは (2.62)内でベクトルポテンシャル 𝐴の１次ま
で考える。これは、１光子の吸収、放出と解釈できる。よってフェルミの黄金率における共鳴項の振幅は、∑

𝑛

⟨ 𝑓 |𝐻′ |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝐻′ |𝑔⟩
𝐸𝑔 − 𝐸𝑛 + ℏ𝜔in

𝛿(𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔)

=
𝑒2ℏ

2𝑚2𝑉𝜖0
√
𝜔in𝜔out

∑
𝑛

∑
𝑖, 𝑗

⟨ 𝑓 |𝑒−𝑖𝒌out ·𝒓𝑖 𝝐out · 𝒑𝑖 |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝑒𝑖𝒌in ·𝒓 𝑗 𝝐in · 𝒑 𝑗 |𝑔⟩
𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸𝑛 + 𝑖Γ𝑛

(2.64)

となる。ここで、1/Γ𝑛 は中間状態の寿命である。これはクラマース・ハイゼンベルク方程式と呼ばれる。
X線吸収、放出を記述する遷移演算子 𝑇𝒌 ,𝜺 (𝑇†

𝒌 ,𝜺
)を導入する。これにより X線の吸収（放出）は

𝑇 =
1
𝑖𝑚𝜔

𝑁∑
𝑖=1

𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑖𝜺 · 𝒑𝑖 (2.65)

と表せる。(2.64)は

𝑒2ℏ
√
𝜔in𝜔out

2𝑉𝜖0

∑
𝑛

⟨ 𝑓 |𝑇† |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝑇 |𝑔⟩
𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸𝑛 + 𝑖Γ𝑛

(2.66)

となる。２重微分断面積 𝑑2𝜎
𝑑Ω𝑑𝐸 は、遷移確率 𝑤 に放出 X線の状態密度 𝜌(𝐸) をかけて入射光子のフラッ

クス 𝐼0 で割ったものである [35]。
𝑑2𝜎

𝑑Ω𝑑𝐸
=
𝑤 · 𝜌(𝐸)

𝐼0
, (2.67)

𝜌(𝐸) = 𝑉

(2𝜋)3
𝜔2

out
ℏ𝑐3 , 𝐼0 =

𝑐

𝑉
(2.68)
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*⁴共鳴項は RIXS強度に相当し、

𝐼RIXS =
𝑒4ℏ2𝜔in𝜔out

4𝑉2𝜖2
0

· 𝑉

(2𝜋)3 ·
𝜔2

out
ℏ𝑐3 · 𝑉

𝑐
· 2𝜋
ℏ

∑
𝑓

��𝐹 𝑓 𝑔

��2𝛿 (𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔
)

= 𝑟2
𝑒𝑚

2𝜔3
out𝜔in

∑
𝑓

��𝐹 𝑓 𝑔

��2𝛿 (𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔
)

(2.69)

となる。ただし、𝑟𝑒 = 𝑒2/(4𝜋𝜖0𝑚𝑐2) は古典電子半径であり、

𝐹 𝑓 𝑔 =
∑
𝑛

⟨ 𝑓 |𝑇† |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝑇 |𝑔⟩
𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸𝑛 + 𝑖Γ𝑛

(2.70)

と定義した。

2.4.3 電気双極子近似
RIXSスペクトルの強度を得るためには、遷移演算子の行列要素を計算する必要がある。ここでは 𝐿 端

RIXSを考え、遷移は 𝐿 殻と 𝑑 軌道間で起きるとする。𝐿 端の中でも 2𝑠 軌道からの励起は 𝐿1 端、2𝑝 軌
道の全角運動量 𝑗 = 1/2 (3/2) からの励起は 𝐿2(3) 端と呼ばれる。以下では 𝐿2 端、および 𝐿3 端について
考える。

2𝑝軌道の全運動量を 𝑗、その 𝑧成分を 𝑗𝑧 とする。また、励起先の伝導バンドの 𝑑 軌道の種類を 𝛼、スピ
ンを 𝜎 とする。そして、2𝑝 軌道と 𝑑 軌道の波動関数をそれぞれ |2𝑝; 𝑗 , 𝑗𝑧⟩ = 𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓 − 𝑹𝑖), |𝑑;𝛼, 𝜎⟩ =
𝜓𝑑,𝛼,𝜎 (𝒓 − 𝑹𝑖) と書く。ここで 𝑹𝑖 は原子核の座標である。これによって、遷移演算子は

𝑇 =
1
𝑖𝑚𝜔

∑
𝛼,𝜎

∑
𝑗𝑧

⟨𝑑;𝛼, 𝜎 |𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑖 𝝐 · 𝒑𝑖 |2𝑝; 𝑗 , 𝑗𝑧⟩ 𝑑†𝑖,𝛼,𝜎 𝑝𝑖, 𝑗 , 𝑗𝑧 (2.71)

となる。行列要素は

⟨𝑑;𝛼, 𝜎 |𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑖 𝝐 · 𝒑𝑖 |2𝑝; 𝑗 , 𝑗𝑧⟩ =
1
𝑖𝑚𝜔

∫
𝑑3𝑟𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎 (𝒓𝑖 − 𝑹𝑖)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑖 𝝐 · 𝒑𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓 − 𝑹𝑖) (2.72)

となる。X線の波長が原子よりも十分大きいと仮定し、𝑒𝑖𝒌 ·𝒓𝑖 ≃ 𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖 と近似する（双極子近似）と、

=
1
𝑖𝑚𝜔

𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖

∫
𝑑3𝑟𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎 (𝒓𝑖 − 𝑹𝑖)𝝐 · 𝒑𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓 − 𝑹𝑖)

=
1
𝑖𝑚𝜔

𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖

∫
𝑑3𝑟 ′𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎

(
𝒓′𝑖

)
𝝐 · 𝒑𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓′𝑖) (2.73)

となる。ただし 𝒓′𝑖 = 𝒓𝑖 − 𝑹𝑖 とした。正準交換関係から
[
𝑝2

2𝑚 , 𝑟
]
= ℏ𝑝

𝑖𝑚 であるから、

=
1
𝜔
𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖

(
𝐸𝑑 − 𝐸2𝑝

) ∫
𝑑3𝑟 ′𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎

(
𝒓′𝑖

)
𝝐 · 𝒓𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓′𝑖)

≃ 𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖

∫
𝑑3𝑟 ′𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎

(
𝒓′𝑖

)
𝝐 · 𝒓𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓′𝑖) (2.74)

*⁴入射フラックスは１光子を考え、 𝑐
𝑉 である。放出 X 線の状態密度は以下のように求める。箱の１辺の長さを 𝐿 とす

ると波数は 𝒌 = 2𝜋
𝐿 (𝑛𝑥 , 𝑛𝑦 , 𝑛𝑧 ) となり、エネルギーは 𝐸 = 2𝜋ℏ𝑐

𝐿

��(𝑛𝑥 , 𝑛𝑦 , 𝑛𝑧 ) �� となる。エネルギー 𝐸 以下の状態数は
𝑁 (𝐸 ) = 4𝜋

3
𝐸3𝐿3

(2𝜋ℏ𝑐)3
であるから、単位立体角あたりの状態密度は 𝜌(𝐸 ) = 𝑑𝑁 (𝐸)

𝐸 /4𝜋 = 𝐸2𝐿3

(2𝜋ℏ𝑐)3
= 𝑉

(2𝜋)3
𝜔2

ℏ𝑐3。
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ここで共鳴の条件 𝜔 ≃ (𝐸𝑑 − 𝐸2𝑝) を用いた。双極子遷移行列、双極子遷移演算子を

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝛼𝜎 (𝜺) =

∫
𝑑3𝑟 ′𝑖𝜓𝑑,𝛼,𝜎

(
𝒓′𝑖

)
𝜺 · 𝒓𝑖𝜓2𝑝, 𝑗, 𝑗𝑧 (𝒓′𝑖), (2.75)

𝐷 = 𝑒𝑖𝒌 ·𝑹𝑖

∑
𝛼,𝜎

∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝛼𝜎 (𝜀)𝑑†𝑖,𝛼,𝜎 𝑝𝑖, 𝑗 , 𝑗𝑧 (2.76)

と定義する。双極子遷移演算子をフーリエ変換すると、

𝐷 =
∑
𝒌

∑
𝛼,𝜎

∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝛼𝜎 (𝜀in)𝑑†𝒌+𝒌in ,𝛼,𝜎

𝑝𝒌 , 𝑗 , 𝑗𝑧 (2.77)

ただし光子の運動量を 𝒌 in とした。エルミート共役は

𝐷† =
∑
𝒌

∑
𝛼,𝜎

∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧∗
𝛼𝜎 (𝜀out)𝑝†𝒌 , 𝑗 , 𝑗𝑧𝑑𝒌+𝒌out ,𝛼,𝜎 (2.78)

であり、X線の放出過程を表す。

2.4.4 高速衝突近似
(2.69)を求めるには中間状態を対角化する必要があるが、内核のホールと価電子の相互作用などを含ん
でおり、解くのが難しい。高速衝突近似を用いることでこれを解決できる [36]。𝐸𝑛 の幅が中間状態の寿
命 𝜏 の逆数 Γ = 1/𝜏、もしくは入射 X線と吸収端の差 𝛿𝜔 = ℏ𝜔 + 𝐸𝑔 − 𝐸𝑛 より十分小さいとする。これに
より 𝐸𝑛 を 𝐸𝑛 の平均値 𝐸̄𝑛 で置き換えることができる。また、Γ𝑛 が 𝑛によらず一定とする (Γ𝑛 ≃ Γ)と、

𝐹 𝑓 𝑔 (𝜔in, 𝜔out) =
1

𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸̄𝑛 + 𝑖Γ
∑
𝑛

⟨ 𝑓 |𝑇† |𝑛⟩ ⟨𝑛|𝑇 |𝑔⟩

=
1

𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸̄𝑛 + 𝑖Γ
⟨ 𝑓 |𝑇†𝑇 |𝑔⟩ (2.79)

となる。さらに電気双極子近似を適用すると、

⟨ 𝑓 |𝑇†𝑇 |𝑔⟩ ≃ ⟨ 𝑓 |𝐷†𝐷 |𝑔⟩

=
∑
𝒌 ′

∑
𝛼′ ,𝜎′

∑
𝑗′𝑧

∑
𝒌

∑
𝛼,𝜎

∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗′ , 𝑗′𝑧∗
𝛼′𝜎′ (𝜺out)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝛼𝜎 (𝜺in) ⟨ 𝑓 |𝑝†𝒌 ′ , 𝑗′ , 𝑗′𝑧

𝑑𝒌 ′+𝒌out ,𝛼′ ,𝜎′𝑑†
𝒌+𝒌in ,𝛼,𝜎

𝑝𝒌 , 𝑗 , 𝑗𝑧 |𝑔⟩

= −
∑
𝒌

∑
𝛼,𝛼′

∑
𝜎,𝜎′

∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝛼𝜎 (𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧∗𝛼′𝜎′ (𝜺out) ⟨ 𝑓 |𝑑†𝒌+𝒌in ,𝛼,𝜎′𝑑𝒌+𝒌out ,𝛼′ ,𝜎′ |𝑔⟩

(2.80)

ただし、始状態で内核が詰まっていることから 𝑝†
𝒌 ′ , 𝑗′ , 𝑗′𝑧

𝑝𝒌 , 𝑗 , 𝑗𝑧 |𝑔⟩ = 𝛿𝑘,𝑘′𝛿 𝑗 , 𝑗′𝛿 𝑗𝑧 , 𝑗′𝑧 |𝑔⟩ とした。(2.69)に
代入すると、

𝐼RIXS =
𝑟2
𝑒𝑚

2𝜔3
out𝜔in(

𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸̄𝑛
)2 + Γ2

∑
𝑓

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∑
𝜆𝜇
𝜅𝜈

∑
𝜎2𝜎3
𝜎1𝜎4

∑
𝑗𝑧 , 𝑗

′
𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗′𝑧∗
𝜅𝜎1 (𝜺out)𝑐

𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜆𝜎2

(𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝜇𝜎3 (𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧∗𝜈𝜎4 (𝜺out)

× ⟨𝑔 |𝑑†
𝒌 ′+𝒌out ,𝜅 ,𝜎1

𝑑𝒌 ′+𝒌in ,𝜆,𝜎2 | 𝑓 ⟩ ⟨ 𝑓 |𝑑†
𝒌+𝒌in ,𝜇,𝜎3

𝑑𝒌+𝒌out ,𝜈,𝜎4 |𝑔⟩ 𝛿
(
𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔

)
(2.81)
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1
𝑥±𝑖𝜂 = 𝑃

𝑥 ∓ 𝑖𝜋𝛿(𝑥) より、

𝐼RIXS =
𝑟2
𝑒𝑚

2𝜔3
out𝜔in(

𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸̄𝑛
)2 + Γ2

∑
𝑓

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∑
𝜆𝜇
𝜅𝜈

∑
𝜎2𝜎3
𝜎1𝜎4

∑
𝑗𝑧

Im
[
𝑐
𝑗 , 𝑗′𝑧∗
𝜅𝜎1 (𝜺out)𝑐

𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜆𝜎2

(𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝜇𝜎3 (𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧∗𝜈𝜎4 (𝜺out)

× ⟨𝑔 | 𝑑†
𝒌 ′+𝒌out ,𝜅 ,𝜎1

𝑑𝒌 ′+𝒌in ,𝜆,𝜎2

| 𝑓 ⟩⟨ 𝑓 |
𝐸𝑔 − 𝐸 𝑓 + ℏ𝜔 + 𝑖𝜂 𝑑

†
𝒌+𝒌in ,𝜇,𝜎3

𝑑𝒌+𝒌out ,𝜈,𝜎4 |𝑔⟩
]

=
𝑟2
𝑒𝑚

2𝜔3
out𝜔in(

𝐸𝑔 + ℏ𝜔in − 𝐸̄𝑛
)2 + Γ2

∑
𝜆𝜇
𝜅𝜈

∑
𝜎2𝜎3
𝜎1𝜎4

∑
𝑗𝑧

Im
[
𝑐
𝑗 , 𝑗′𝑧∗
𝜅𝜎1 (𝜺out)𝑐

𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜆𝜎2

(𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝜇𝜎3 (𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧∗𝜈𝜎4 (𝜺out)𝜒𝜆,𝜎2𝜇,𝜎3
𝜅,𝜎1𝜈,𝜎4

(𝒒, 𝒒)
]

(2.82)

となる。ただし、𝒒 = 𝒌 in − 𝒌out と定義し、動的感受率

𝜒𝜆,𝜎2𝜇,𝜎3
𝜅,𝜎1𝜈,𝜎4

(𝒒, 𝒒′) = 𝑖

ℏ

∑
𝒌 ,𝒌 ′

∫ ∞

0
𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡+𝛿𝑡 ⟨𝑔 |𝑐†

𝒌 ,𝜅 ,𝜎1
(𝑡)𝑐𝒌+𝒒,𝜆,𝜎2 (𝑡)𝑐

†
𝒌 ′+𝒒,𝜇,𝜎3

𝑐𝒌 ′ ,𝜈,𝜎4 |𝑔⟩ (2.83)

を用いた。重要でない因子を無視すると、

𝐼RIXS ∝
∑
𝜆𝜇
𝜅𝜈

∑
𝜎2𝜎3
𝜎1𝜎4

∑
𝑗𝑧

Im
[
𝑐
𝑗 , 𝑗′𝑧∗
𝜅𝜎1 (𝜺out)𝑐

𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜆𝜎2

(𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝜇𝜎3 (𝜺in)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧∗𝜈𝜎4 (𝜺out)𝜒𝜆,𝜎2𝜇,𝜎3
𝜅,𝜎1𝜈,𝜎4

(𝒒, 𝒒)
]

(2.84)

となる。

2.4.5 双極子遷移演算子
続いて双極子遷移行列 𝑐

𝑗 , 𝑗𝑧
𝛼𝜎 (𝜖) を計算する。2𝑝, 𝑑 軌道をそれぞれ水素原子の波動関数に近似して積分

する。スピン 1
2 と軌道角運動量の合成は、����𝑛, 𝑗 = 𝑙 + 1

2
, 𝑗𝑧

〉
=

√
𝑙 + 1

2 − 𝑗𝑧

2𝑙 + 1

����𝑛, 𝑙, 𝑚 = 𝑗𝑧 +
1
2

〉
|↓⟩ +

√
𝑙 + 1

2 + 𝑗𝑧
2𝑙 + 1

����𝑛, 𝑙, 𝑚 = 𝑗𝑧 −
1
2

〉
|↑⟩ (2.85)����𝑛, 𝑗 = 𝑙 − 1

2
, 𝑗𝑧

〉
=

√
𝑙 + 1

2 + 𝑗𝑧
2𝑙 + 1

����𝑛, 𝑙, 𝑚 = 𝑗𝑧 +
1
2

〉
|↓⟩ −

√
𝑙 + 1

2 − 𝑗𝑧

2𝑙 + 1

����𝑛, 𝑙, 𝑚 = 𝑗𝑧 −
1
2

〉
|↑⟩ (2.86)
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となるから、2𝑝 軌道の波動関数は、����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 =

3
2

〉
= |2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↑⟩ (2.87)����2𝑝, 𝑗 = 3

2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
=

1
√

3
|2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↓⟩ + 2

√
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↑⟩ (2.88)����2𝑝, 𝑗 = 3

2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
=

2
√

3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↓⟩ + 1

√
3
|2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↑⟩ (2.89)����2𝑝, 𝑗 = 3

2
, 𝑗𝑧 = −3

2

〉
= |2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↓⟩ (2.90)

����2𝑝, 𝑗 = 1
2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
=

√
2
3
|2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↓⟩ −

√
1
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↑⟩ (2.91)����2𝑝, 𝑗 = 1

2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
=

√
1
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↓⟩ −

√
2
3
|2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↑⟩ (2.92)

となる。続いて、𝜺 · 𝒓 について計算する。𝒓 を 𝑧 軸方向として、𝜺 が 𝑧 軸となす角を 𝜃、𝑥𝑦 平面へ射影し
たベクトルが 𝑥 軸となす角を 𝜙とする。𝜺 =

(
𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , 𝜀𝑧

) とすると、
𝜺 · 𝒓 = 𝑟

(
𝜀𝑥 sin 𝜃 cos 𝜙 + 𝜀𝑦 sin 𝜃 sin 𝜙 + 𝜀𝑧 cos 𝜃

)
= 𝑟

(
𝜀𝑥 sin 𝜃

𝑒𝑖𝜙 + 𝑒−𝑖𝜙
2

+ 𝜀𝑦 sin 𝜃
𝑒𝑖𝜙 − 𝑒−𝑖𝜙

2𝑖
+ 𝜀𝑧 cos 𝜃

)
= 𝑟

(
sin 𝜃𝑒𝑖𝜙

𝜀𝑥 − 𝑖𝜀𝑦
2

+ sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

2
+ 𝜀𝑧 cos 𝜃

)
(2.93)

球面調和関数 𝑌𝑚
𝑛 (𝜃, 𝜙) は

𝑌±1
1 (𝜃, 𝜙) = ∓

√
6𝑒±𝜙 sin 𝜃

4
√
𝜋

, 𝑌0
1 (𝜃, 𝜙) =

√
3 cos 𝜃
2
√
𝜋

(2.94)

であるから、(2.93)は

𝜺 · 𝒓 = 𝑟 2
√

3𝜋
3

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌1
1 (𝜃, 𝜙) +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌−1
1 (𝜃, 𝜙) + 𝜀𝑧𝑌0

1 (𝜃, 𝜙)
)

(2.95)

となる。行列要素は、

⟨𝑛′, 𝑙′, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛, 𝑙, 𝑚⟩ =
∫

𝑑3𝑟𝜑𝑛′𝑙′𝑚′𝑟
2
√

3𝜋
3

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌1
1 (𝜃, 𝜙) +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌−1
1 (𝜃, 𝜙) + 𝜀𝑧𝑌0

1 (𝜃, 𝜙)
)
𝜑𝑛𝑙𝑚

=
2
√

3𝜋
3

∫ ∞

0
𝑑𝑟𝑟2𝑅𝑛′ ,𝑙′ (𝑟)∗𝑅𝑛,𝑙 (𝑟)

×
∫

𝑑Ω𝑌𝑚′
𝑙′ (𝜃, 𝜙)

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌1
1 (𝜃, 𝜙) +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑌−1
1 (𝜃, 𝜙) + 𝜀𝑧𝑌0

1 (𝜃, 𝜙)
)
𝑌𝑚
𝑙 (𝜃, 𝜙)

(2.96)

となる。ここで 𝑅𝑛,𝑙 (𝑟) は動軽関数であり、𝑑Ω = sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙である。ガウント係数と呼ばれる次の量を定
義する。

𝑐𝑙1 (𝑙′, 𝑚′; 𝑙, 𝑚) =
∫

𝑑Ω𝑌𝑚′∗
𝑙′ 𝑌𝑚1

𝑙1
𝑌𝑚
𝑙 (2.97)
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これはウィグナーの 3 𝑗 記号を用いて

𝑐𝑙1 (𝑙′, 𝑚′; 𝑙, 𝑚) = (−1)𝑚′
√

(2𝑙′ + 1) (2𝑙1 + 1) (2𝑙 + 1)
4𝜋

(
𝑙′ 𝑙1 𝑙

−𝑚′ 𝑚1 𝑚

) (
𝑙′ 𝑙1 𝑙
0 0 0

)
(2.98)

となる。ウィグナーの 3 𝑗 記号は(
𝑙1 𝑙2 𝑙3
𝑚1 𝑚2 𝑚3

)
=𝛿𝑚1+𝑚2+𝑚3 ,0 (−1)𝑙1+𝑚2−𝑚3

×

√
(𝑙1 + 𝑙2 − 𝑙3)!(𝑙1 − 𝑙2 + 𝑙3)!(−𝑙1 + 𝑙2 + 𝑙3)!(𝑙3 + 𝑚3)!(𝑙3 − 𝑚3)!
(𝑙1 + 𝑙2 + 𝑙3 + 1)!(𝑙1 + 𝑚1)!(𝑙1 − 𝑚1)!(𝑙2 + 𝑚2)!(𝑙2 − 𝑚2)!

×
∑
𝜆

(−1)𝜆 (𝑙1 − 𝑚1 + 𝜆)!(𝑙2 + 𝑙3 + 𝑚1 − 𝜆)!
𝜆!(−𝑙1 + 𝑙2 + 𝑙3 − 𝜆)!(𝑙1 − 𝑙2 + 𝑚3 + 𝜆)!(𝑙3 − 𝑚3 − 𝜆)!

(2.99)

である。ただし、𝜆 は max(0, 𝑙2 − 𝑙1 − 𝑚3) ≤ 𝜆 ≤ min(𝑙3 − 𝑚3, 𝑙2 − 𝑙1 + 𝑙3) を満たす整数である。重要な
帰結として双極子遷移の場合、𝑚1 = 0,±1なので 𝑚′ = 𝑚, 𝑚 ± 1, 𝑙′ = 𝑙 ± 1という選択則が導かれる。ガウ
ント係数を用いることにより行列要素は

⟨𝑛′, 𝑙′, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛, 𝑙, 𝑚⟩

=
2
√

3𝜋
3

⟨𝑟⟩𝑛
′ ,𝑙′

𝑛,𝑙

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑐1 (𝑙′, 𝑚 + 1; 𝑙, 𝑚) +
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

2
𝑐1 (𝑙′, 𝑚 − 1; 𝑙, 𝑚) + 𝜀𝑧𝑐1 (𝑙′, 𝑚; 𝑙, 𝑚)

)
(2.100)

となる。ただし、⟨𝑟⟩𝑛
′ ,𝑙′

𝑛,𝑙 =
∫ ∞
0 𝑑𝑟𝑟2𝑅𝑛′ ,𝑙′ (𝑟)∗𝑅𝑛,𝑙 (𝑟) とした。

2.4.6 2𝑝 軌道から 4𝑑 軌道への遷移
2𝑝 軌道から 4𝑑 軌道への双極子遷移に関する行列要素を求める。

⟨𝑛′ = 4, 𝑙′ = 2, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛 = 2, 𝑙 = 1, 𝑚⟩

=
2
√

3𝜋
3

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑐1 (2, 𝑚 + 1; 1, 𝑚)𝛿𝑚′ ,𝑚+1 +
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

2
𝑐1 (2, 𝑚 − 1; 1, 𝑚)𝛿𝑚′ ,𝑚−1 + 𝜀𝑧𝑐1 (2, 𝑚; 1, 𝑚)𝛿𝑚′ ,𝑚

)
(2.101)

𝑚 は −1, 0, 1の値を取りうる。

• 𝑚 = −1のとき、

⟨𝑛′ = 4, 𝑙′ = 2, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛 = 2, 𝑙 = 1, 𝑚 = −1⟩

=
2
√

3𝜋
3

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑐1 (2, 0; 1,−1)𝛿𝑚′ ,0 +
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

2
𝑐1 (2,−2; 1,−1)𝛿𝑚′ ,−2 + 𝜀𝑧𝑐1 (2,−1; 1,−1)𝛿𝑚′ ,−1

)
(2.102)

• 𝑚 = 0のとき、

⟨𝑛′ = 4, 𝑙′ = 2, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛 = 2, 𝑙 = 1, 𝑚 = 0⟩

=
2
√

3𝜋
3

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑐1 (2, 1; 1, 0)𝛿𝑚′ ,1 +
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

2
𝑐1 (2,−1; 1, 0)𝛿𝑚′ ,−1 + 𝜀𝑧𝑐1 (2, 0; 1, 0)𝛿𝑚′ ,0

)
(2.103)
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• 𝑚 = 1のとき、

⟨𝑛′ = 4, 𝑙′ = 2, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |𝑛 = 2, 𝑙 = 1, 𝑚 = 1⟩

=
2
√

3𝜋
3

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
2

𝑐1 (2, 2; 1, 1)𝛿𝑚′ ,2 +
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

2
𝑐1 (2, 0; 1, 1)𝛿𝑚′ ,0 + 𝜀𝑧𝑐1 (2, 1; 1, 1)𝛿𝑚′ ,1

)
(2.104)

ここで現れたガウント係数を計算する *⁵と

𝑐1 (2,±2; 1,±1) =
√

30
10
√
𝜋
, 𝑐1 (2,±1, 1,±1) =

√
15

10
√
𝜋
, 𝑐1 (2, 0, ; 1,±1) =

√
5

10
√
𝜋
,

𝑐1 (2,±1; 1, 0) =
√

15
10
√
𝜋
, 𝑐1 (2, 0; 1, 0) =

√
5

5
√
𝜋

(2.107)

となる。(2.102)-(2.104)へ代入すると、

• 𝑚 = −1のとき、

⟨4𝑑, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |2𝑝, 𝑚 = −1⟩ = ⟨𝑟⟩4,2
2,1

( (
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚′ ,0 +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

5
𝑐1𝛿𝑚′ ,−2 + 𝜀𝑧

1
√

5
𝛿𝑚′ ,−1

)
(2.108)

• 𝑚 = 0のとき、

⟨4𝑑, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |2𝑝, 𝑚 = 0⟩ = ⟨𝑟⟩4,2
2,1

( (
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

10
𝛿𝑚′ ,1 +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

10
𝛿𝑚′ ,−1 + 𝜀𝑧

2
√

15
𝛿𝑚′ ,0

)
(2.109)

*⁵ガウント係数は Pythonの記号計算用ライブラリ SymPy[37]の組み込み関数に sympy.physics.wigner.gauntとして定義されて
いる。

Gaunt(𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 ) =
∫

𝑑Ω𝑌𝑚1
𝑙1

(Ω)𝑌𝑚2
𝑙2

(Ω)𝑌𝑚3
𝑙3

(Ω) (2.105)

と定義されており、𝑐𝑙2 (𝑙1, 𝑚1; 𝑙3, 𝑚3 ) との対応は

𝑐𝑙2 (𝑙1, 𝑚1; 𝑙3, 𝑚3 ) =
∫

𝑑Ω𝑌𝑚1∗
𝑙1

(Ω)𝑌𝑚2
𝑙2

(Ω)𝑌𝑚3
𝑙3

(Ω)

= (−1)𝑚1 Gaunt(𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, −𝑚1, 𝑚1 − 𝑚3, 𝑚3 ) (2.106)

のようになっている。使用例を図2.8に示す。

図2.8: SymPyを使ったガウント係数の計算。ここでは 𝑐1 (2, 2, ; 1, 1) = gaunt(2, 1, 1,−2, 1, 1) を計算している。
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• 𝑚 = 1のとき、

⟨4𝑑, 𝑚′ |𝜺 · 𝒓 |2𝑝, 𝑚 = 1⟩ = ⟨𝑟⟩4,2
2,1

( (
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

5
𝛿𝑚′ ,2 +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚′ ,0 + 𝜀𝑧

1
√

5
𝛿𝑚′ ,1

)
(2.110)

となる。(2.87)-(2.92)に代入すると、〈
4𝑑, 𝑚

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 =

3
2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

|2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↑⟩

=
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

5
𝛿𝑚,2 |↑⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,0 |↑⟩ + 𝜀𝑧

1
√

5
𝛿𝑚,1 |↑⟩ (2.111)〈

4𝑑, 𝑚
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(
1
√

3
|2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↓⟩ + 2

√
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↑⟩

)
=

(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) √
2

√
15
𝛿𝑚,2 |↓⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
3
√

5
𝛿𝑚,0 |↓⟩ + 𝜀𝑧

√
2

√
15
𝛿𝑚,1 |↓⟩

−
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,1 |↑⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,−1 |↑⟩ + 𝜀𝑧

2
3
√

5
𝛿𝑚,0 |↑⟩ (2.112)〈

4𝑑, 𝑚
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(
2
√

3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↓⟩ + 1

√
3
|2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↑⟩

)
=

(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,1 |↓⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,−1 |↓⟩ + 𝜀𝑧

√
2

3
√

5
𝛿𝑚,0 |↓⟩

−
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 2
3
√

5
𝛿𝑚,0 |↑⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) √
2

√
15
𝛿𝑚,−2 |↑⟩ + 𝜀𝑧

√
2

√
15
𝛿𝑚,−1 |↑⟩ (2.113)
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4𝑑, 𝑚

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 = −3

2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

|2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↓⟩

=
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,0 |↓⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

5
𝛿𝑚,−2 |↓⟩ + 𝜀𝑧

1
√

5
𝛿𝑚,−1 |↓⟩ (2.114)

〈
4𝑑, 𝑚

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 1
2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(√
2
3
|2𝑝, 𝑚 = 1⟩ |↓⟩ −

√
1
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↑⟩

)
=

(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) √
2

√
15
𝛿𝑚,2 |↓⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
3
√

5
𝛿𝑚,0 |↓⟩ + 𝜀𝑧

√
2

√
15
𝛿𝑚,1 |↓⟩

−
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,1 |↑⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,1 |↑⟩ + 𝜀𝑧

√
2

3
√

5
𝛿𝑚,0 |↑⟩ (2.115)〈

4𝑑, 𝑚
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 1
2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
= ⟨4𝑑, 𝑚 | 𝜺 · 𝒓

⟨𝑟⟩4,2
2,1

(√
1
3
|2𝑝, 𝑚 = 0⟩ |↓⟩ −

√
2
3
|2𝑝, 𝑚 = −1⟩ |↑⟩

)
=

(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,1 |↓⟩ +

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
√

30
𝛿𝑚,−1 |↓⟩ + 𝜀𝑧

√
2

3
√

5
𝛿𝑚,0 |↓⟩

−
(
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) 1
3
√

5
𝛿𝑚,0 |↑⟩ −

(
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦

) √
2

√
15
𝛿𝑚,−1 |↑⟩ − 𝜀𝑧

√
2

√
15
𝛿𝑚,−1 |↑⟩ (2.116)

となる。4𝑑 軌道の波動関数を実数の基底に変換すると、

|4𝑑, 𝑚 = 2⟩ = 𝑖 1
√

2
|𝑥𝑦⟩ + 1

√
2

��𝑥2 − 𝑦2〉 , |4𝑑, 𝑚 = 1⟩ = −𝑖 1
√

2
|𝑦𝑧⟩ − 1

√
2
|𝑧𝑥⟩ ,

|4𝑑, 𝑚 = 0⟩ = 1
√

2

��3𝑧2 − 𝑟2〉 , |4𝑑, 𝑚 = −1⟩ = −𝑖 1
√

2
|𝑦𝑧⟩ + 1

√
2
|𝑧𝑥⟩ ,

|4𝑑, 𝑚 = −2⟩ = −𝑖 1
√

2
|𝑥𝑦⟩ + 1

√
2

��𝑥2 − 𝑦2〉 (2.117)
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となる。これを代入すると、〈
4𝑑, 𝛾

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 =

3
2

〉
=
−𝑖𝜀𝑥 − 𝜀𝑦√

10
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↑⟩ +

−𝑖𝜀𝑧√
10
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↑⟩ +

−𝜀𝑧√
10
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↑⟩

+
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

10
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↑⟩ +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
30

𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↑⟩ (2.118)〈
4𝑑, 𝛾

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
=

2𝜀𝑦√
30
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↑⟩ +

2𝜀𝑥√
30
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↑⟩ +

2
√

2𝜀𝑧
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↑⟩

+
−𝑖𝜀𝑥 − 𝜀𝑦√

30
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↓⟩ +

−𝑖𝜀𝑧√
30
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↓⟩ +

−𝜀𝑧√
30
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↓⟩

+
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

30
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↓⟩ +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦
3
√

10
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↓⟩ (2.119)〈

4𝑑, 𝛾
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
=
𝑖𝜀𝑥 + 𝜀𝑦√

30
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↑⟩ +

−𝑖𝜀𝑧√
30
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↑⟩ +

𝜀𝑧√
30 𝛾,𝑧𝑥

|↑⟩

+
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

30
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↑⟩ +

−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦
3
√

10
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↑⟩

+
2𝜀𝑦√

30
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↓⟩ +

2𝜀𝑥√
30
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↓⟩ +

2
√

2𝜀𝑧
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↓⟩ (2.120)〈

4𝑑, 𝛾
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 3
2
, 𝑗𝑧 = −3

2

〉
=
−𝑖𝜀𝑥 + 𝜀𝑦√

10
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↓⟩ +

−𝑖𝜀𝑧√
10
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↓⟩ +

𝜀𝑧√
10
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↓⟩

+
𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

10
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↓⟩ +

−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√
30

𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↓⟩ (2.121)

〈
4𝑑, 𝛾

���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 1
2
, 𝑗𝑧 =

1
2

〉
=
−𝜀𝑦√

15
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↑⟩ +

−𝜀𝑥√
15
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↑⟩ +

−2𝜀𝑧
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↑⟩

+
−𝑖𝜀𝑥 − 𝜀𝑦√

15
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↓⟩ +

−𝑖𝜀𝑧√
15
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↓⟩ +

−𝜀𝑧√
15
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↓⟩

+
−𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦√

15
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↓⟩ +

𝜀𝑥 + 𝑖𝜀𝑦
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↓⟩ (2.122)〈

4𝑑, 𝛾
���� 𝜺 · 𝒓
⟨𝑟⟩4,2

2,1

����2𝑝, 𝑗 = 1
2
, 𝑗𝑧 = −1

2

〉
=
𝑖𝜀𝑥 − 𝜀𝑦√

15
𝛿𝛾,𝑥𝑦 |↑⟩ +

𝑖𝜀𝑧√
15
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↑⟩ −

𝜀𝑧√
15
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↑⟩

+
−𝜀𝑥 − 𝑖𝜀𝑦√

15
𝛿𝛾,𝑥2−𝑦2 |↑⟩ +

𝜀𝑥 − 𝑖𝜀𝑦
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↑⟩

+
𝜀𝑦√
15
𝛿𝛾,𝑦𝑧 |↓⟩ +

𝜀𝑥√
15
𝛿𝛾,𝑧𝑥 |↓⟩ +

2𝜀𝑧
3
√

5
𝛿𝛾,3𝑧2−𝑟2 |↓⟩ (2.123)

となる。ただし、𝛾 = 𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑥2 − 𝑦2, 3𝑧2 − 𝑟2 とした。本研究で用いる 𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦 成分を抜き出して
表2.1に記す。
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表2.1: 𝑗 = 3/2 and 1/2についての 𝑡2𝑔 基底における 𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝜇,𝜎 (𝜀𝛼)

𝑗 = 3/2 𝑗 = 1/2

𝛼 (𝜇, 𝜎) \ 𝑗𝑧 3/2 1/2 −1/2 −3/2 1/2 −1/2
𝑥 (𝑥𝑧, ↑) —

√
2/15 — — 1/

√
15 —

(𝑥𝑧, ↓) — —
√

2/15 — — −1/
√

15
(𝑥𝑦, ↑) −𝑖/

√
10 — −𝑖/

√
30 — — −𝑖/

√
15

(𝑥𝑦, ↓) — −𝑖/
√

30 — −𝑖/
√

10 𝑖/
√

15 —
𝑦 (𝑦𝑧, ↑) —

√
2/15 — — 1/

√
15 —

(𝑦𝑧, ↓) — —
√

2/15 — — −1/
√

15
(𝑥𝑦, ↑) −1/

√
10 — 1/

√
30 — — 1/

√
15

(𝑥𝑦, ↓) — −1/
√

30 — 1/
√

10 1/
√

15 —
𝑧 (𝑦𝑧, ↑) −𝑖/

√
10 — −𝑖/

√
30 — — −𝑖/

√
15

(𝑦𝑧, ↓) — −𝑖/
√

30 — −𝑖
√

10 𝑖/
√

15 —
(𝑥𝑧, ↑) −1/

√
10 — 1/

√
30 — — 1/

√
15

(𝑥𝑧, ↓) — −1/
√

30 — 1/
√

10 1/
√

15 —
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第 3章

Ca2RuO4における集団励起モードと共鳴
非弾性 X散乱

本章は “Collective mode excitations and simulated 𝐿-edge resonant inelastic x-ray scattering spectra in
antiferromagnetic Ca2RuO4”[22]を元にしている。

3.1 概要
３軌道ハバード模型を用いてCa2RuO4 の反強磁性相の低エネルギー励起を調べた。乱雑位相近似を用
いて低エネルギー領域における動的感受率を計算し、非弾性中性子散乱実験で報告されている異方的な横
モードとよく一致することを確かめた。高速衝突近似を用いることで動的感受率から Ru 𝐿3 端共鳴非弾性
X線散乱 (RIXS)スペクトルを計算した。これにより、横モードが RIXSスペクトルに明瞭に現れ、さら
に、面内横モードと面直横モードが入射 X線の偏光方向によって選択的に観測できることを示した。

3.2 Ca2RuO4 について
Ca2RuO4 の結晶構造を図3.1に示す。Ca2RuO4 は金属絶縁体転移が 𝑇MI ≃ 360 K で起こり、反強磁性

(AFM)転移が 𝑇N = 113 Kで起こる [38, 39, 19, 40]。低温相は電子状態 𝑑1
𝑦𝑧𝑑

1
𝑥𝑧𝑑

2
𝑥𝑦 の 𝑆 = 1ハイゼンベ

ルグ反強磁性 [20, 21, 41, 42]、または 𝐽 = 0 と 𝐽 = 1 準位間のトリプロンの凝縮として解釈されている
[6, 7, 43, 44, 45, 46, 47]。
長距離秩序を持った物質の性質を調べる上で集団励起モードの研究は重要である。例えば、Sr2IrO4 で
は 𝐿 端 RIXSスペクトルは運動量遷移 𝒒 = (0, 0) でエネルギー遷移 𝜔 = 0となるが、これはLa2CuO4 の
ような 𝑆 = 1/2の典型的なハイゼンベルグ反強磁性体と似た振る舞いであり、擬スピン 𝑗 = 1/2のハイゼ
ンベルク反強磁性を裏付ける。一方、Ca2RuO4 の AFM相では非弾性中性子散乱 (INS)スペクトルは運動
量遷移 𝒒 = (𝜋, 𝜋) でギャップフル、𝒒 = (0, 0) で分散の極大となり [20, 21, 5]、単純なハイゼンベルク反強
磁性体とは異なる振る舞いとなっている。先行研究では SOCによる異方性を取り入れた 𝑆 = 1ハイゼン
ベルク反強磁性 [20, 21, 41, 42]やトリプロン凝縮 [5, 6, 7]といった解釈が行われている。
これらの理論研究は 𝑈 が大きい極限における強結合模型模型に基づいて行われている。しかしながら、
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図3.1: Ca2RuO4 の結晶構造

この物質で実際にどのような励起構造が実現しているかを理解するためにはより現実的な電子状態に基づ
いた模型による計算が必要である。また、近年、O 𝐾-端 [48, 49]、Ru 𝐿3-端 [23]RIXSを用いた励起スペ
クトルの調査も行われており、多角的な視点から励起構造を調べることが可能になってきている。
本研究では、バンド計算によって得られた３軌道ハバード模型に平均場近似と乱雑位相近似 (RPA)を適
用し、Ca2RuO4 の AFM相における低エネルギー励起スペクトルを調べた。Ca2RuO4 はモット絶縁体と
して知られており、電子相関が重要な役割を果たす。本研究で用いる近似は電子相関効果の大部分を無視
するが、計算された横モードの分散は INS実験のスペクトルとよく一致する。平均場近似によるCa2RuO4

の計算は引用 [50, 51]でも行われている。さらに高速衝突近似を用いることで動的感受率から Ru 𝐿3-端の
RIXSをシミュレートした。先行研究でもモット絶縁体の AFM基底状態の低エネルギー RIXSスペクト
ルが平均場近似 +RPAによって再現されている [52, 53, 54]。これにより、計算された RIXSスペクトル
において横モードが明瞭に現れることを示す。さらに、入射 X線の偏光依存性によって面内横モードと面
直横モードの励起が区別できることを示す。最後に、高エネルギー領域における 𝑑𝑦𝑧/𝑥𝑧 と 𝑑𝑥𝑦 軌道間の
RIXS励起スペクトルが入射角に顕著に依存することを示す。これは実験結果とコンシステントである。
本章の残りの構成は以下のようになっている。第3.3節ではCa2RuO4 の有効模型として SOCを含む 3
軌道ハバード模型を導入し、平均場近似を適用する。第3.4節では RPAを適用することで INSスペクトル
に対応する動的帯磁率を計算する。第3.5節では高速衝突近似に基づき、RIXSスペクトルを低エネルギー
領域と高エネルギー領域について計算する。第3.6節ではオーダーパラメーターの結果を示し、励起子磁
性に関する議論を行う。

3.3 模型と計算手法
Ca2RuO4 の有効模型として SOC項を含む３軌道ハバード模型を導入する。平均場近似を適用すること
で AFM基底状態を得る。RPAによって動的感受率を計算する。
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図3.2: （左パネル）：有効３軌道ハバード模型のバンド分散（実線）と第一原理計算によるバンド（破線）。（右パネ
ル）：𝑑𝑦𝑧/𝑧𝑥/𝑥𝑦 軌道の部分状態密度。𝑑𝑦𝑧 軌道と 𝑑𝑧𝑥 軌道の部分状態密度は重なっている。RuO6 八面体が 𝑧

軸方向に縮んでいることから 𝑑𝑥𝑦 軌道は低いエネルギーを持つ。

3.3.1 ３軌道ハバード模型と平均場近似
Ca2RuO4 の 𝑡2𝑔 軌道の低エネルギー有効模型として周期的境界条件を持つ３軌道正方格子ハバード模
型を考える。𝑥, 𝑦 軸を Ru結合と平行に取り、𝑧 軸を正方格子と垂直に取る。格子定数を単位長さとする。
ハミルトニアンはH = H0 + HSOC + Hint と記述できる。ここでH0 は運動エネルギー項、HSOC は SOC
項、Hint は相互作用項である。
運動エネルギー項は

H0 =
∑

𝒌 ,𝜎,𝜇,𝜈

𝜖𝜇,𝜈 (𝒌)𝑐†𝒌 ,𝜇,𝜎𝑐𝒌 ,𝜈,𝜎 , (3.1)

である。ここで、𝑐†
𝒌 ,𝜇,𝜎

は波数 𝒌、軌道 𝜇 (= 𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦)、スピン 𝜎 (=↑, ↓)の生成演算子である。この項は
バンド計算によって見積もる。バンド計算には平面波基底 +擬ポテンシャル法を用いた密度汎関数法に基
づいたパッケージ QuantumESPRESSO[55, 56]を使用した。一般化勾配近似に基づいた引用 [57]による
交換相関汎関数、射影補強平面波法によって得られた擬ポテンシャル [58, 59]を使用した。平面波のカッ
トオフエネルギーは 60 Ry、𝑘-点はMonkhorst-Pack法 [60]により、5 × 5 × 2に分割した。90 Kにおけ
るCa2RuO4 の結晶構造を用いた [61]。さらにエネルギーウィンドウを −1.9 eV < 𝐸 − 𝐸𝐹 < 0.6 eVとし
て最局在ワニエ関数を構築した [31]。
近接、及び、次近接の飛び移り積分のみを考慮する。得られたバンド構造は元の第一原理計算によるバ
ンドと定量的に一致することを確かめた（図3.2）。軌道対角な項 𝜖𝜇,𝜈 (𝒌) は
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𝜖𝑥𝑦,𝑥𝑦 (𝒌) = −2𝑡NN
𝑥𝑦

(
cos 𝑘𝑥 + cos 𝑘𝑦

)
− 4𝑡NNN

𝑥𝑦 cos 𝑘𝑥 cos 𝑘𝑦 − Δ, (3.2)

𝜖𝑥𝑧,𝑥𝑧 (𝒌) = −2𝑡NN
𝑥𝑧 cos 𝑘𝑥 , 𝜖𝑦𝑧,𝑦𝑧 (𝒌) = −2𝑡NN

𝑦𝑧 cos 𝑘𝑦 , (3.3)

で与えられ、軌道非対角な項は

𝜖𝑥𝑧,𝑥𝑦 (𝒌) = −2𝑡′ cos 𝑘𝑥 , 𝜖𝑦𝑧,𝑥𝑦 (𝒌) = −2𝑡′ cos 𝑘𝑦 . (3.4)

で与えられる。ΔはRuO6八面体の 𝑧軸方向の縮みにより生じ、𝑡′はRuO6八面体のチルトにより生じる。パ
ラメーターの値は 𝑡NN

𝑥𝑦 = 0.211 eV, 𝑡NN
𝑥𝑧 = 𝑡NN

𝑦𝑧 = 0.158 eV, 𝑡NNN
𝑥𝑦 = 0.087 eV, 𝑡′ = 0.052 eV, and Δ = 0.240 eV

である。
シングルサイトにおける SOCと電子間相互作用の効果はCa2RuO4 では無視することができない。SOC
項は

HSOC = 𝜁
∑
𝑖

ℓ𝜇,𝜈 · 𝒔𝜎,𝜎′𝑐†𝑖,𝜇,𝜎𝑐𝑖,𝜈,𝜎′ , (3.5)

で与えられる。ここで 𝜁 は SOCの強度であり、𝒔 = 𝝈/2はパウリ行列によるスピン角運動量であり、

ℓ𝑥 =
©­«
0 0 0
0 0 𝑖
0 −𝑖 0

ª®¬ , ℓ𝑦 =
©­«
0 0 −𝑖
0 0 0
𝑖 0 0

ª®¬ , ℓ𝑧 =
©­«

0 𝑖 0
−𝑖 0 0
0 0 0

ª®¬ (3.6)

は 𝑡2𝑔 軌道の軌道角運動量である [62]。
オンサイトの相互作用項は

Hint =
𝑈

2

∑
𝑖,𝜇,𝜎

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜇𝜎̄𝑐𝑖𝜇𝜎̄ + 𝑈

′

2

∑
𝑖,𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜈𝜎′𝑐𝑖𝜈𝜎′

− 𝐽

2

∑
𝑖,𝜎,𝜎′

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐𝑖𝜇𝜎′𝑐†𝑖𝜈𝜎′𝑐𝑖𝜈𝜎 + 𝐽
′

2

∑
𝑖,𝜎

∑
𝜇≠𝜈

𝑐†𝑖𝜇𝜎𝑐
†
𝑖𝜇𝜎̄𝑐𝑖𝜈 𝜎̄𝑐𝑖𝜈𝜎 , (3.7)

で与えられる。𝑈, 𝑈′, 𝐽,及び 𝐽′ はそれぞれ軌道内、軌道間クーロン相互作用、フント結合、ペアホッピ
ングである。↑̄ =↓ and ↓̄ =↑と定義する。孤立イオンで満たされる関係、𝐽′ = 𝐽 and 𝑈′ = 𝑈 − 2𝐽 を仮定す
る [63]。
基底状態を得るため、相互作用項に平均場近似を適用する。波数 𝑸 の平均場 ∑

𝒌0 ⟨𝑐
†
𝒌0 ,𝜇,𝜎

𝑐𝒌0+𝑚𝑸,𝜈,𝜎′⟩
を全ての軌道とスピンの組で仮定する。ここで 𝒌0 は AFMブリルアンゾーン内の波数であり、𝑚 は整数
である。チェッカーボード型秩序、すなわち、𝑸 = (𝜋, 𝜋) 、𝑚 = 0, 1を仮定する。対角化された平均場ハ
ミルトニアンは

𝐻MF =
∑
𝒌0 , 𝜖

𝐸𝒌0 , 𝜖 𝛾
†
𝒌0 , 𝜖

𝛾𝒌0 , 𝜖 , (3.8)

と記述される。ここで 𝛾𝒌0 , 𝜖 は 𝑐𝒌0+𝑚𝑸,𝜇,𝜎 =
∑

𝜖 𝜓𝜇,𝜎,𝑚;𝜖 (𝒌0)𝛾𝒌0 , 𝜖 を満たす消滅演算子の正準変換であ
り、𝐸𝒌0 , 𝜖 はバンドインデックス 𝜖 の１粒子励起エネルギーである。絶対零度を仮定し、フェルミエネル
ギー 𝐸F はサイト当たり粒子数が 4となるように決定する。AFMブリルアンゾーンを 100 × 100のメッ
シュに分割し、平均場方程式を自己無撞着に解く。
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3.3.2 磁気モーメント
磁気モーメントはスピン角運動量と軌道角運動量の和で与えられる。すなわち、

𝑀𝛼 = 2𝑆𝛼 + 𝐿𝛼, (3.9)

である。ここで、𝐿𝛼 = ℓ𝛼 ⊗ 𝐼2、𝑆𝛼 = 𝐼3 ⊗ 𝑠𝛼、𝐼𝑛 はサイズ 𝑛の恒等演算子である。電子の生成消滅演算
子を用いることで、𝛼方向の波数 𝒒 に対応する磁気モーメントは

𝑀̂𝛼
𝒒 = 2𝑆𝛼𝒒 + 𝐿̂𝛼

𝒒 =
∑
𝒌

𝒄†
𝒌
𝑀𝛼𝒄𝒌+𝒒 , (3.10)

と表される。ここで、𝒄𝒌 = (𝑐𝒌 ,𝑦𝑧,↑, 𝑐𝒌 ,𝑥𝑧,↑, 𝑐𝒌 ,𝑥𝑦,↑, 𝑐𝒌 ,𝑦𝑧,↓, 𝑐𝒌 ,𝑥𝑧,↓, 𝑐𝒌 ,𝑥𝑦,↓)𝑡 である。
先行研究 [64, 65, 47] で用いられる値と同程度である、パラメーター 𝜁 = 0.15 eV, 𝑈 = 2.0 eV and

𝐽 = 0.47 eV を用いて磁気モーメントの計算を行った。平均場近似によって秩序ベクトル 𝑸 を伴った
AFM 秩序が安定化し、スピン角運動量と軌道角運動量が平行となることを確認した。期待値の成分は〈
𝑆𝑏𝑸

〉
= 0.956 𝜇B、

〈
𝑆𝑧𝑸

〉
= 0.103 𝜇B、

〈
𝐿̂𝑏𝑸

〉
= 0.620 𝜇B、

〈
𝐿̂𝑧
𝑸

〉
= 0.072 𝜇B であり、𝑎 軸方向はゼロであ

る。ここで、𝑎 と 𝑏 軸はそれぞれ (1,−1) であり、(1, 1) である。すなわち、磁気モーメントはほとんど 𝑏

軸に沿った成分をもつ。計算された磁気モーメントは 2.55 𝜇B は実験の値、1.3 𝜇B [39]より高い。これは
平均場近似によって角運動量のゆらぎが無視されたせいであり、似たような過大評価は平均場近似を用い
た先行研究でも見られる [64]。
図3.3(a)は相互作用項のない場合 (𝑈 = 𝐽 = 0)のエネルギーバンド分散である。SOCが無い場合（𝜁 = 0,
赤点線）(𝜋/2, 𝜋/2)で縮退した上の４つのバンドは, 𝑑𝑦𝑧/𝑥𝑧 軌道から構成されている。SOC項 (𝜁 = 0.15 eV)
を入れた場合、黒実線のようになる。相互作用項（𝑈 = 2.0 eV, 𝐽 = 0.47 eV）を取り入れ、平均場近似で
AFM相にすると、図 3.3(b)のように完全に絶縁化する。−0.5 eV付近に１つの遅く分散したバンドがあ
り、−2.0 eV付近に２つの遅く分散したバンドがあり、−2.5 eVと −1.2 eVの間に速く分散したバンドが
ある。これは先行研究の角度分解光電子分光実験 [66]とコンシステントである。

3.3.3 乱雑位相近似
多軌道系における動的感受率は一般的に

𝜒𝑢,𝑣 (𝒒1, 𝒒2, 𝜔) =
𝑖

𝑁

∑
𝒌1 ,𝒌2

∫ ∞

0
d𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡 ×

〈[
𝑐†
𝒌1 ,𝜅 ,𝜎1

(𝑡)𝑐𝒌1+𝒒1 ,𝜆,𝜎2 (𝑡), 𝑐
†
𝒌2+𝒒2 ,𝜇,𝜎3

(0)𝑐𝒌2 ,𝜈,𝜎4 (0)
]〉
, (3.11)

と書かれる。ここで 𝑁 は Brillouinゾーン内の 𝒌 点の数であり、𝑐𝒌 ,𝜇,𝜎 (𝑡) は 𝑐𝒌 ,𝜇,𝜎 のハイゼンベルグ表
示である。𝑢 = (𝜅, 𝜎1;𝜆, 𝜎2)、𝑣 = (𝜇, 𝜎3; 𝜈, 𝜎4) と定義する。今後、𝒒1 = 𝒒 + 𝑙1𝑸、𝒒2 = 𝒒 + 𝑙2𝑸 の場合を
考える。裸の感受率は

𝜒0𝑢,𝑣 (𝒒 + 𝑙1𝑸, 𝒒 + 𝑙2𝑸, 𝜔) =
1
𝑁

∑
𝒑0 ,𝑚,𝑛,𝜖 , 𝜖 ′

𝑓 (𝐸𝒑0+𝒒, 𝜖 ) − 𝑓 (𝐸𝒑0 , 𝜖 ′ )
𝐸𝒑0+𝒒, 𝜖 − 𝐸𝒑0+𝒒, 𝜖 ′ − (𝜔 + 𝑖𝜂)

× 𝜓𝜆,𝜎2 ,𝑚+𝑙1;𝜖 ( 𝒑0 + 𝒒)𝜓∗
𝜇,𝜎3 ,𝑚+𝑛+𝑙2;𝜖 ( 𝒑0 + 𝒒)𝜓∗

𝜅,𝜎1 ,𝑚;𝜖 ′ ( 𝒑0)𝜓𝜈,𝜎4 ,𝑚+𝑛;𝜖 ′ ( 𝒑0),
(3.12)
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図3.3: (a) 相互作用項の無いエネルギーバンド分散 (𝑈 = 𝐽 = 0). SOC の大きさは 𝜁 = 0.15 eV。SOC 項がない場合
(𝜁 = 0)は赤点線。(b) 𝑈 = 2.0 eV, 𝐽 = 0.47 eVで平均場近似を適用したエネルギーバンド分散。系は AFM状
態である。それぞれの図でエネルギーバンドは AFMブリルアンゾーンでプロットされている。

で与えられる。ここで 𝑓 (𝐸) はフェルミ分布関数であり、和は AFMブリルアンゾーン内に渡って 𝒑0 に
ついて取る。動的感受率を多軌道 RPAで計算する [67]、すなわち、

𝜒𝑢,𝑣 (𝒒 + 𝑙1𝑸, 𝒒 + 𝑙2𝑸, 𝜔) = 𝜒0𝑢,𝑣 (𝒒 + 𝑙1𝑸, 𝒒 + 𝑙2𝑸, 𝜔)

+
∑

𝑢′ ,𝑣′ ,𝑙′
𝜒0𝑢,𝑣′ (𝒒 + 𝑙1𝑸, 𝒒 + 𝑙′𝑸, 𝜔)𝑉𝑣′ ,𝑢′ 𝜒𝑢′ ,𝑣 (𝒒 + 𝑙′𝑸, 𝒒 + 𝑙2𝑸, 𝜔) (3.13)

相互作用行列 𝑉 は表3.1に示す。𝒒1 = 𝒒2 = 𝒒 の時、式 (3.11)を 𝜒𝑢,𝑣 (𝒒, 𝜔) と略記する。
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表3.1: 𝑉𝑣,𝑢 の非ゼロ要素

𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎3 = 𝜎4 𝜎1 = 𝜎2 ≠ 𝜎3 = 𝜎4 𝜎1 = 𝜎4 ≠ 𝜎2 = 𝜎3

𝜇 = 𝜈 = 𝜅 = 𝜆 — −𝑈 𝑈

𝜇 = 𝜅 ≠ 𝜈 = 𝜆 — −𝐽 𝐽

𝜇 = 𝜈 ≠ 𝜅 = 𝜆 −𝑈 + 3𝐽 −𝑈 + 2𝐽 𝐽

𝜇 = 𝜆 ≠ 𝜈 = 𝜅 𝑈 − 3𝐽 −𝐽 𝑈 − 2𝐽

3.4 動的帯磁率
RIXSの計算を行う前に、動的帯磁率を計算する。その虚部は INS実験で観測される励起スペクトルと
直接対応する。動的帯磁率の 𝛼成分は

𝜒𝛼𝛼 (𝒒, 𝜔) = 𝑖

𝑁

∫ ∞

0
d𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡

〈[
𝑀𝛼

𝒒 (𝑡), 𝑀𝛼
−𝒒 (0)

]〉
, (3.14)

で与えられる。ここで磁気モーメントは式 (3.10)で定義される。
動的感受率の計算において 𝑘-空間上の積分を 𝑁 = 50 × 50のメッシュで行った。図 3.4は動的帯磁率の
虚部 Im 𝜒(𝒒, 𝜔) = Im

∑
𝛼 𝜒

𝛼𝛼 (𝒒, 𝜔) である。図 3.4(a) はハミルトニアンにおいて SOC を無視している
(𝜁 = 0)。この場合、𝒒 = (𝜋, 𝜋) に強い分散があり、横モードに対応している。SOCが無く、反強磁性に秩
序したスピンの向きを任意の方向に取れるため、スピン横モードの励起ギャップが 𝒒 = (𝜋, 𝜋) で閉じる。
また、励起スペクトルは 𝒒 = (0, 0) で 𝜔 = 0に向かう。この振る舞いは AFハイゼンベルグ模型 [5]、もし
くは、AF相のハーフフィリングのシングルバンドハバード模型 [68]におけるスピン波と同じである。す
なわち、SOCが存在しない場合、励起スペクトルは通常の AF状態のスピン波として解釈できる。
続いて、SOC項を取り入れる。SOCの大きさは 𝜁 = 0.15 eVとする。この場合の動的帯磁率の虚部は
図 3.4(b)となる。𝒒 = (𝜋, 𝜋) における強いスペクトルは 𝜁 = 0の場合と同様に現れるが、ピークの位置は
有限の振動数となる。すなわち、集団励起はこの点においてギャップを持つ。これはハミルトニアンにお
ける有限の 𝜁 と 𝑡′ が共同して系に磁気異方性を作るためである。また、SOCがない場合とは異なり、集
団励起の分散は 𝒒 = (0, 0) で最大となる。この振る舞いは典型的な XY模型のスピン波の分散と似ている
[5]。動的帯磁率を磁化方向によって分解すると、この励起分散は面内横成分に由来することが分かった。
面直横成分は 𝒒 = (𝜋, 𝜋) で極大となり、𝒒 = (0, 0) で極小となるが、面内横成分に比べると弱い強度を持
つ（図 3.4(b)）。面内と面直横モードは 𝒒 = (𝜋/2, 𝜋/2) から (𝜋, 0) に沿った経路で縮退している。
上記の計算された動的帯磁率の特徴的な振る舞いは、縦モードを除き、これまでの INS実験で観測され
たスペクトル [20, 21, 5]と定性的に一致する。この縦モードはラマン散乱実験 [69]でも観測されている。
INS実験では、スペクトルにおい縦モードは面内横モードのすぐ上に現れている [5]。しかし、今回の結
果ではそのような分散は見られない [図. 3.4(b)を参照]。その理由を明らかにするために、帯磁率の縦成
分の 𝑈 依存性を調べた。縦モードは通常相から AFMへの転移点ではギャップレスである。簡単のため、
𝑡′ = 0とし、𝑥 軸方向に 𝑺と 𝑳 の向きを揃える。結果を図 3.5に示す。AFM転移は𝑈 ≃ 0.5 eVで起こり、
転移点以上では縦モード励起に対応する新しく現れたピークが 𝑈 の増加とともに急速に大きな周波数に
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図3.4: 計算された動的感受率 (a) SOC なし (𝜁 = 0), (b) SOC (𝜁 = 0.15 eV) あり. ブロードニングパラメーターを
𝜂 = 3 meVとした。
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図3.5: 𝑞 = (𝜋, 𝜋) における動的帯磁率の虚部 Im 𝜒l の縦成分の 𝑈 依存性。𝜁 = 0.15 eVとしてブロードニングパラメ
ーターを 𝜂 = 3 meVとした。
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図3.6: RIXSスペクトルの計算で使用した散乱ジオメトリ。灰色の球は Ru原子を表す。散乱面は正方格子に対して
垂直であると仮定している。𝜎 (𝜋)の偏光方向は、散乱面に対して垂直（平行）である。

成長することがわかった。したがって、縦モードのピーク位置は平均場近似により過大評価され、軌道励
起のエネルギーと同程度になると結論づけた。計算された縦モードは実験と一致しないが、RIXSスペク
トルを議論する上で問題は生じないと考えている。これは、RIXSにおける支配的な励起スペクトルが横
モードに由来するものであり、この横モードが我々の計算でよく再現されるからである。

3.5 RIXSスペクトル
本節では、Ru 𝐿3 端に調整した Ca2RuO4 の RIXSスペクトルの計算を行った。まず、 3.3節で計算した
動的帯磁率を含んだ高速衝突近似でのスペクトル強度の式を導出する。そして、計算された RIXSスペク
トルを集団励起の観点から解析する。

3.5.1 Ru 𝐿3-端 RIXSスペクトル
以下、Ruの 𝐿3 端の X線吸収、すなわち 𝑗 = 3/2の場合を考える。さらに、RIXS強度を計算するため
に、高速衝突近似を適用する。つまり、中間状態の寿命は電子の運動のスケールに比べて十分に短いと仮
定し、中間状態でのダイナミクスを無視するようにする。高速衝突近似により RIXS強度は

𝐼RIXS (𝒒, 𝜔, 𝜺in, 𝜺out) ∝ Im
∑
𝑢,𝑣

𝜒𝑢𝑣 (𝒒, 𝜔)
∑
𝑗𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗𝑧
𝜅,𝜎1 (𝜺out)𝑐 𝑗 , 𝑗𝑧𝜆,𝜎2

(𝜺in)∗
∑
𝑗′𝑧

𝑐
𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜇,𝜎3 (𝜺in)𝑐

𝑗 , 𝑗′𝑧
𝜈,𝜎4 (𝜺out)∗. (3.15)

となる（2.4.4参照）。ここでは，散乱 X線の偏光を考慮しないと仮定する．すなわち，RIXSスペクトル
の強度は，𝜎-と 𝜋-の偏光した 𝜺out を持つスペクトルの和として計算される．
図 3.6 は RIXS スペクトルの計算で想定した散乱のジオメトリを示したものである。𝒌 in (𝒌out) は入
射（散乱）X線の波数ベクトルである。𝒌 in と 𝒌out のなす角は 𝜋/2であり、散乱面は正方格子と垂直で
ある。𝑥𝑦 面と 𝒌 in のなす角を 𝜃 とする。２次元系を考えているため、運動量遷移 𝒒 は 𝒌 in − 𝒌out を 𝑥𝑦

面に射影したものである。Ru原子の 𝐿3 端の双極子活性エネルギーは約 2838.5 eVであり [23]、これは
|𝒌 in | ≃ |𝒌out | ≃ 1.76𝜋 に相当する。それゆえ、入射 x線の角度を変えることにより、運動量遷移はブリル
アンゾーン全体をスウィープすることができる。RXSスペクトルを低エネルギー領域と高エネルギー領
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図3.7: RIXS スペクトルの計算結果。運動量遷移は (a), (b) では 𝒒 = (−𝜋, 0) から (𝜋, 0) であり、(c), (d) では
𝒒 = (−𝜋,−𝜋) から (𝜋, 𝜋) である。入射 x線は (a), (c)では 𝜎 偏光であり、(b), (d)では 𝜋 偏光である。ブロード
ニングパラメーターを 𝜂 = 3 meVとした。

域の両方について調査する。

3.5.2 RIXSスペクトルのシミュレーション
図 3.7(a) , 3.7(b)は 𝒌 in と 𝒌out が (𝑘𝑦 = 0) 面内に存在する場合の 𝒒 = (−𝜋, 0) – (𝜋, 0) 経路における 𝜎,

𝜋 偏光の RIXSスペクトルである。このとき、入射光の角度は 𝜃 = 0.382𝜋 から 0.118𝜋 である。その結果、
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図3.8: 入射ｘ線が (a)𝜎 偏光ベクトルの場合と (b)𝜋 偏光の場合の RXSスペクトルの計算結果。それぞれの線は下か
ら上にかけて入射光の角度 𝜃 を 𝜋/20きざみで 0から 𝜋/2までプロットしている。ブロードニングパラメータ
ーは 𝜂 = 30 meVとした。

入射光が 𝜎 偏光である場合、面内横モードに由来する強い強度が (−𝜋, 0)に現れることがわかった。一方、
入射光が 𝜋 偏光の場合は、(𝜋, 0)に強い強度が現れることがわかった。図 3.7(c)と 3.7(d)は 𝒌 in と 𝒌out が
(𝑘𝑥 = 𝑘𝑦) 面内に存在する場合の 𝒒 = (−𝜋,−𝜋) – (𝜋, 𝜋) 経路における 𝜎, 𝜋 偏光の RIXSスペクトルであ
る。このとき、入射光の角度は 𝜃 = 0.442𝜋 から 0.058𝜋 である。その結果、𝜎 偏光では面外横モードのみ
が観測され、𝜋 偏光では面内横モードが観測されることがわかった。
最後に高エネルギー領域における RIXSスペクトルを調査した。図3.8は 𝒌 in と 𝒌out を (𝑘𝑦 = 0) 面内と
した時、入射角 𝜃 を変化させたときの RIXSスペクトルである。図 3.8(a) [図 3.8(b)]は 𝜎 [𝜋]偏光の結果
である。50 meV, 200 meV, 500 meVにピークが存在する。50meVのピークは3.4節で議論した横モードの
集団励起に対応するものである。200 (500) meV のピークは、𝑑𝑥𝑦 軌道から 𝑑𝑦𝑧/𝑥𝑧 軌道へのスピン保存
（スピン反転）を伴う励起に由来する（3.5.3節を参照）。RIXSスペクトルの 𝜋 偏光での強度が 𝜎 偏光での
それよりもはるかに大きいことを見出した。特に、200meVと 500meVのピークは 𝜃 = 0で大きな強度を
示し、𝜃 を 0から 𝜋/2まで増やすと徐々に減少する。この結果は、実験で観測された 320meVの非対称ピ
ークの 𝜃 依存性と一致している [23]。
したがって、RIXSを用いると、入射光の偏光を変えることで、Ca2RuO4 の集団モード励起を選択的に
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図3.9: 𝒒 = (0, 0) と 𝒒 = (𝜋, 𝜋) における感受率の計算結果。(a)全帯磁率。(b)𝑑𝑦𝑧 軌道におけるスピンフリップする
感受率。(c)𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑧 軌道間のスピンフリップする感受率。(d)𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑧 軌道間のスピン保存する感受率。
(d)𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑦 軌道間のスピン保存する感受率。ブロードニングパラメーターを 𝜂 = 30 meVとした。

観測することが可能である。つまり、RIXSによる測定は、励起スペクトルから特定の種類の集団モード
を識別する可能性を持っている。

3.5.3 スピン軌道分解された動的感受率
軌道ごとに重み付けしたバンド分散（図3.10）を参照しながら、励起スペクトルを解釈するためにスピ
ン軌道分解した感受率を調べた。図 3.9(a)は全帯磁率であり、低エネルギー (< 50 meV)における横モー
ドに由来するピークと、高エネルギー (∼ 200 meV)におけるピークを示す。スピン軌道分解した感受率は

𝜒(𝒒, 𝜔) = 𝑖

𝑁

∫ ∞

0
d𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡

〈[
𝑂†

𝒒 (𝑡), 𝑂−𝒒 (0)
]〉
, (3.16)

で与えられる。ここで

𝑂𝒒 =
∑
𝒌

𝒄†
𝒌
(𝑂3 ⊗ 𝑂2)𝒄𝒌+𝒒 , (3.17)

であり、𝑂3(2) は軌道（スピン）空間の行列である。
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図3.10: 軌道ごとに重み付けしたバンド分散。赤、緑、青がそれぞれ 𝑑𝑦𝑧 , 𝑑𝑥𝑧 , 𝑑𝑥𝑦 軌道に対応している。

図 3.9(b)は次式で与えられる 𝑑𝑦𝑧 軌道内におけるスピンフリップする励起である。

𝑂3 ⊗ 𝑂2 = ©­«
1 0 0
0 0 0
0 0 0

ª®¬ ⊗
(

1 𝑖 exp
(
𝑖 𝜋4

)
𝑖 exp

(
−𝑖 𝜋4

)
−1

)
. (3.18)

この感受率は横モード (< 50 meV)に寄与する。
図 3.9(c)は次式で与えられる 𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑧 軌道間におけるスピンフリップする励起である。

𝑂3 ⊗ 𝑂2 = ©­«
0 1 0
0 0 0
0 0 0

ª®¬ ⊗
(

1 𝑖 exp
(
𝑖 𝜋4

)
𝑖 exp

(
−𝑖 𝜋4

)
−1

)
. (3.19)

この感受率は低エネルギー領域の励起には寄与しない。
図 3.9(d)は次式で与えられる 𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑧 軌道間におけるスピン保存する励起である。

𝑂3 ⊗ 𝑂2 = ©­«
0 0 1
0 0 0
0 0 0

ª®¬ ⊗
(
1 0
0 1

)
. (3.20)

この感受率は 200 meVにピークを持つ。
図 3.9(e)は次式で与えられる 𝑑𝑦𝑧 と 𝑑𝑥𝑦 軌道間におけるスピンフリップする励起である。

𝑂3 ⊗ 𝑂2 =
©­«
0 0 1
0 0 0
0 0 0

ª®¬ ⊗
(

1 𝑖 exp
(
𝑖 𝜋4

)
𝑖 exp

(
−𝑖 𝜋4

)
−1

)
. (3.21)

この感受率は 500 meVにピークを持ち、INSスペクトルには寄与しないが、RIXSスペクトルには寄与す
る (Fig. 3.8参照)。
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3.6 オーダーパラメーターについて
最後に序論で触れたCa2RuO4 の磁性の起源—励起子凝縮 vs. ハイゼンベルグ反強磁性—について議論
する。スピン軌道相互作用 𝜁 が十分大きい極限で自然な基底となる全角運動量の方位量子数 𝑗 と磁気量子
数 𝑚を用いてオーダーパラメーターを定義する。相互作用項を𝑈 = 2.0 eV、𝐽 = 0.47 eVに固定し、スピン
軌道相互作用 𝜁 を 0から 1 eVまで増やしてそれぞれの値をプロットした結果が図3.11である。図3.11(a)
は軌道対角なオーダーであり、

𝑚 𝑗 ,𝑚 =
1
𝐿

∑
𝒌 ,𝑚′=±𝑚

sign(𝑚′)
〈
𝑎†
𝒌+𝑸, 𝑗 ,𝑚′𝑎𝒌 , 𝑗 ,𝑚′

〉
(3.22)

と定義される。。図3.11(b)は軌道非対角なオーダーであり、

Δ 𝑗′ ,𝑚′

𝑗 ,𝑚 =
1
𝐿

∑
𝒌

���〈𝑎†𝒌+𝑸,𝑚
𝑎𝒌 , 𝑗 ,𝑚′

〉
−

〈
𝑎†
𝒌+𝑸, 𝑗 ,𝑚̄

𝑎𝒌 , 𝑗 ,𝑚̄′

〉��� (3.23)

と定義される。特に、Δ
1
2 ,

1
2

3
2 ,

1
2
はスピン３重項励起子凝縮に対応している [45, 46]。Δ

1
2 ,

1
2

3
2 ,

1
2
は 0.3 eV付近まで

増加し、その後減少する。また、𝜁 ≳ 1となるような領域では Δ
1
2 ,

1
2

3
2 ,

1
2
が支配的となる。図3.11(c)は粒子数
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であり、

𝑛 𝑗 ,𝑚 =
1
𝐿

∑
𝒌

〈
𝑎†
𝒌 , 𝑗 ,𝑚

𝑎𝒌 , 𝑗 ,𝑚

〉
(3.24)

と定義される。𝜁 が大きい領域 (𝜁 ≳ 1) 𝑗 = 3/2の準位に電子が 4つ詰まり、𝑗 = 1/2の準位が空となる。ま
た、全領域で 𝑛3/2,1/2 > 𝑛1/2,1/2 である。これは Δ

1
2 ,

1
2

3
2 ,

1
2
のような ( 𝑗 , 𝑚) = (1/2, 1/2) と ( 𝑗 , 𝑚) = (3/2, 1/2)

の混成によるものだと考えられる。
以上の結果から、𝜁 ≳ 1の領域ではスピン３重項励起子凝縮的なオーダーが支配的となることが分かっ
た。しかしながら、本研究の対象であるCa2RuO4 では 𝜁 ∼ 0.15 eVであり、このような領域では他のオー
ダーパラメーターも十分大きい。そのため、平均場近似の範囲内ではCa2RuO4 は励起子磁性体とハイゼ
ンベルグ反強磁性体の中間的な性質を持っていると結論付けられる。
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SOCの強い 𝑡42𝑔 電子系物質の微視的理解を目指し、遍歴電子アプローチによって、Ca2RuO4 の集団励起
を解析した。まず、第一原理バンド計算により Ca2RuO4 の有効モデルである SOCを含む 3軌道 Hubbard
モデルを構築した。このモデルに対して平均場近似を適用し、AFM基底状態を得た。この状態を用いて、
RPAにより動的帯磁率を計算し、面内及び面外横モードの励起スペクトルを得た。こうして得られた励起
スペクトルは、これまでの INS実験で観測されたスペクトルと一致し、このモデルの妥当性を確認するこ
とができた。
続いて、RPAで計算した動的感受率を用いて、高速衝突近似により、Ru 𝐿3 端の RIXSスペクトルを計
算した。その結果、𝜔 < 50 meVの領域においてスピン励起の横モードに対応する RIXSスペクトルが明瞭
に現れた。この領域では偏光依存性により、INSスペクトルとは異なる以下のような振る舞いが見られた。
1. 運動量移動 𝒌 に関して (−𝜋, 0)–(𝜋, 0) の経路では 𝒌 と −𝒌 が非対称である。2. (−𝜋,−𝜋)–(𝜋, 𝜋) の経路
では入射光の偏光を変えることにより面内横モードと面外横モードを区別できる。さらに、𝜔 < 1500 meV
の領域においても RIXSスペクトルを計算した。入射 X線が 𝜋 偏光のとき、50, 200, 500 meV付近にピー
クが見られた。200, 500meVのピークは入射角度を増やすと急激に減衰する特徴が見られた。このピーク
の起源を調べるために、スピン、軌道分解した感受率を計算した。これにより、200 meVのピークはスピ
ン保存した 𝑑𝑥𝑦 軌道から 𝑑𝑦𝑧/𝑥𝑧 軌道への励起であり、500 meVのピークはスピンフリップした 𝑑𝑥𝑦 軌道
から 𝑑𝑦𝑧/𝑥𝑧 軌道への励起であることがわかった。特にスピンフリップした軌道非対角な励起は INSでは
観測されないはずであり、RIXSの強力さの一端を垣間見せていると言える。
最後に磁性の起源について、オーダーパラメーターを用いて議論した。SOCが十分大きい領域では励
起子磁性体的なオーダーが支配的になることが確認できたものの、Ruの現実的な SOCのパラメーター領
域 (𝜁 ≃ 150 meV)では他のオーダーも十分強いため、励起子磁性体とハイゼンベルク反強磁性体の中間的
な描像であるとわかった。
本論文で得られた計算結果は、INS、ラマン散乱で観測されている縦モードを除き、実験結果と一致し
た。縦モードが再現できない理由は、平均場近似が AFMオーダーの大きさを過大評価するため、縦モー
ド励起のピーク位置が厳密解より高エネルギーになることに起因すると考えられる。遍歴電子アプローチ
で適切な励起エネルギーを持つ縦モードを得るためには、平均場近似や RPAを超えて、電子-電子相関に
よる量子ゆらぎをより正確に取り込むことが必要である。さらにその場合、励起子磁性のオーダーパラメ
ーターが平均場近似からどう変わるかは興味深い。また、Ruではなく Os, Irといった SOCがより強い物
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質においては平均場近似は有効であると思われ、そのような 5𝑑4 電子系物質へ本研究の手法を適用するこ
とも興味深い。
今回の結果は横モードの励起スペクトルを適切に再現しており、予測された RIXSスペクトルはこの物
質の理解を進め、強相関系物質全般における集団励起の性格の理解につながることを強調するものであっ
た。今後、RIXSスペクトルにおける入射光の偏光に対する選択的な振る舞いが実験的に観測されること
が期待される。
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本論文では、横モードが実験結果と一致するように電子間相互作用のパラメーター 𝑈, 𝐽 を決定した
が、磁気モーメントは 2.55𝜇B となり、実験結果の 1.3𝜇B に比べて大きくなってしまった。本章では
𝑀 ∼ 1.3 𝜇B となるパラメーター領域における磁気励起スペクトルを調べた。結果としては、実験結果を
再現するようなスペクトルは得られなかった。磁気モーメントと磁気励起スペクトルを同時に再現する
には平均場近似を超えて電子相関を取り込める計算手法を使う必要があると考えられる。1 体の項に関
しては 𝑡′ = 0 として、磁化を 𝑥 軸に向けた。それ以外はCa2RuO4 と同じである。電子間相互作用項は、
𝑈 = 0.45 eV, 𝐽/𝑈 = 0.15 eV,𝑈′ = 𝑈−2𝐽 とした。この時、𝜁 = 0.1, 0.15, 0.2 eVで、𝑀 = 1.25, 1.37, 1.45 𝜇𝐵
となった。
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A.1 計算結果
A.1.1 𝜁 = 0.1 eV, 𝑀 = 1.25 𝜇𝐵
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(b) 𝜒𝑥𝑥（縦モード）
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(c) 𝜒𝑦𝑦（面内横モード）
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(d) 𝜒𝑧𝑧（面直横モード）

図A.1: (a)全帯磁率, (b)𝜒𝑥𝑥（縦モード）, (c)𝜒𝑦𝑦（面内横モード）, (d)𝜒𝑧𝑧（面直横モード）



A.1 計算結果 55

A.1.2 𝜁 = 0.15 eV, 𝑀 = 1.37 𝜇𝐵
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(b) 𝜒𝑥𝑥（縦モード）
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(c) 𝜒𝑦𝑦（面内横モード）
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(d) 𝜒𝑧𝑧（面直横モード）

図A.2: (a)全帯磁率, (b)𝜒𝑥𝑥（縦モード）, (c)𝜒𝑦𝑦（面内横モード）, (d)𝜒𝑧𝑧（面直横モード）
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A.1.3 𝜁 = 0.2 eV, 𝑀 = 1.45 𝜇𝐵
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(b) 𝜒𝑥𝑥（縦モード）
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(c) 𝜒𝑦𝑦（面内横モード）

( π , π ) ( 0 , 0 )

q

0

5 0

1 0 0

1 5 0

2 0 0

2 5 0

ω
[m
e
V
]

0 . 0

0 . 5

1 . 0

1 . 5

2 . 0

2 . 5

lo
g
1
0
Im
χ

(d) 𝜒𝑧𝑧

図A.3: (a)全帯磁率, (b)𝜒𝑥𝑥（縦モード）, (c)𝜒𝑦𝑦（面内横モード）, (d)𝜒𝑧𝑧（面直横モード）
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付録 B

LiRh2O4におけるアンダーソン条件が満た
された電荷密度波相

この章は論文 “Charge-ordered state satisfying the Anderson condition in LiRh2O4 arising from local dimer
order”[70]を理論部分を中心にまとめたものである。

B.1 概要
パイロクロアにおける全ての四面体が同じ電荷を持つ場合、アンダーソン条件が満たされていると言
う。電荷のフラストレーションが存在し、イオンの配置が無数になる。この条件はアンダーソンがマグネ
タイトFe2O3 の金属絶縁体転移（Verway転移）が低温で起きることを説明するために考案したものであ
る [71]。しかしながら後にFe2O3 ではこのような秩序は存在しないことが明らかとなった。
本研究ではLiRh2O4 が図B.1のようにアンダーソン条件を満たす初めてのスピネルであることを示した。

図B.1: LiRh2O4 における電荷密度波相
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図B.2: LiRh2O4 の PDOSの計算結果。(a)高温相 (𝐹𝑑3̄𝑚), (b)中間相 (𝐼42/𝑎𝑚𝑑), (c)低温相 (𝐴2122)。それぞれのパ
ネルの点線はフェルミ準位を示す。

B.2 第一原理計算
LiRh2O4 の電子状態について微視的に解釈するために、第一原理計算を行った。LAPW法を用いた密
度汎関数法に基づいたパッケージWIEN2k[72, 73] を用いた。電子相関に関しては一般化勾配近似を用
いており、引用 [74] による交換相関ポテンシャルを用いた。自己無同着計算においてブリルアンゾー
ン内の 𝒌 点のメッシュを高温相 𝐹𝑑3̄𝑚 と中間相 𝐼42/𝑎𝑚𝑑 については 15 × 15 × 15点、低温相 𝐴2122に
ついては 11 × 11 × 8点取った。マフィンティン半径 (𝑅MT)は高温相 𝐹𝑑3̄𝑚 についは 1.69(Li), 2.04(Rh),
1.76(O)Bohr、中間相 𝐼42/𝑎𝑚𝑑 については 1.67(Li), 2.04(Rh), 1.76(O)Bohr、低温相 𝐴2122 については
1.59(Li), 2.00(Rh), 1.72(O)Bohrとした。平面波のカットオフを 𝐾max = 8/𝑅MT とした。
図B.2(a)は高温相における軌道分解した部分状態密度 (PDOS)である。フェルミ準位付近では Rhイオ
ンの 𝑡2𝑔 軌道が支配的である。Rhイオンの局所的な点群対称性が 𝐷3𝑑 であるため、𝑡2𝑔 軌道は非縮退の
𝑎1𝑔 軌道と２重縮退した 𝑒′𝑔 軌道に分裂する。同様の結果は引用 [75]でも見られる。
図B.2(b)は中間相における PDOSである。𝑡2𝑔 軌道の PDOSは RhO6八面体の伸長により高いエネル
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ギーを持つ 𝑑𝑥𝑦 軌道と低いエネルギーを持つ 𝑑𝑦𝑧/𝑧𝑥 軌道に分裂する。フェルミ準位付近のウェイトに関
して 𝑑𝑥𝑦 軌道が最も大きい寄与を持つが、𝑑𝑦𝑧/𝑧𝑥 軌道も寄与する。
図B.2(c)は低温相における PDOSである。このとき、電荷密度波相であり、R3.5+ イオンはRh3+、Rh4+

イオンに分かれ、𝑑𝑥𝑦 軌道は結合、反結合軌道に分裂する。Rh4+ イオンは最も大きい分裂をしており、フ
ェルミ準位を近傍の反結合軌道に最も大きな寄与をしている。それに加えてRh3+ イオンの 𝑑𝑦𝑧/𝑧𝑥 軌道も
結合、反結合軌道のスプリットがある。これらの結果から、220 Kの構造転移がバンド Jahn-Teller効果に
よるものであり、170 Kの金属絶縁体転移がちょうど [76]の図 3に描かれたように、Rh 𝑑𝑥𝑦 軌道の二量
体化によるものであることが確認された。
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