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第1章 序論

物性物理学の理論研究においては、物質の微視的な構造を記述する連続体模型や格子模型を解析する
ことが、しばしば有効な手段となる。よく用いられる格子模型としては、Heisenberg模型 [1]や Kitaev
模型 [2]等の量子スピン系やHubbard模型 [3]に代表される電子系等がある。物質は非常に多数の粒子で
構成される量子多体系であるため、系のサイズを無限に大きくした熱力学極限での性質を調べることが
重要になる。有限系の基底状態を計算する代表的な手法としては、ハミルトニアンの行列要素を計算し
て粗行列の対角化手法を用いて基底状態を厳密に計算する厳密対角化法がある。しかし、厳密対角化法
では計算コストが系のサイズに対して指数関数的に増大するために、サイト数を熱力学極限での性質を
議論するのに十分な程度まで大きくすることが難しいという問題がある。それに対して、Whiteによっ
て考案された密度行列繰り込み群法 (DMRG) [4, 5]は、1次元量子系の基底状態を厳密に計算すること
ができる手法であり、1次元の量子スピン系や電子系では数百サイトから数千サイトの系を扱うことが
できる。したがって、有限系の計算結果を適切にサイズスケーリングすることで、熱力学極限での物理
量の評価を行うことも可能になる。

DMRGによる解析が特に有効である 1次元量子スピン系で記述される物質について、これまでに磁
性不純物に関する実験結果が多く報告されている。特に、スピン 1

2 反強磁性Heisenberg鎖で記述される
Sr2CuO3 と SrCuO2 においても、不純物スピンによる物性の変化が確認されている。例えば、Sr2CuO3

に非磁性不純物である Pd2+イオンや Zn2+をドープすることで、Néel温度が減少することが分かってい
る [6, 7]。また、SrCuO2にスピン 1

2 不純物である Co2+イオンをドープした場合には、バルクの相互作
用が Ising型に変化し磁気秩序が形成される温度が上昇する一方で、スピン励起のギャップレス性は保た
れること等が知られている [8]。また、理論的な研究としては反強磁性 Heisenberg鎖に非磁性不純物や
S = 1の不純物をドープした場合の効果や、反強磁性鎖に等方的な S = 1

2 の不純物をドープした場合の
効果が場の理論や繰り込み群、数値計算を用いた解析 [9, 10, 11, 12, 13]で調べられている。しかし、ス
ピン 1

2 不純物をドープした場合の実験結果は不純物スピンの異方性の効果の重要性を示しており、S > 1

の不純物や異方性をもつ磁性不純物の効果については理論的な研究がまだ十分に行われていない。
また、2次元以上の量子系に対するDMRGの効率的な適用も課題の一つである。2次元以上の量子系

では、系の総自由度が系のサイズに対して急激に増大するため、系のサイズやクラスターの形状が大き
く制限される。また、有限系の計算結果を用いて熱力学極限へのサイズスケーリングを行う際にも x方
向と y方向の 2段階のサイズスケーリングを行う必要があるため、安定したスケーリングを行うことが
難しい。こうした系では、周期境界条件やシリンダー境界条件がよく用いられるが、境界条件をうまく
設定しないと少数サイト系の最低エネルギー状態が無限系での基底状態と異なった状態になるような状
況が起こりうる。
以上を踏まえ本研究ではDMRGを用いて、1次元量子スピン系における異方的な磁性不純物の効果と

2次元量子系の境界条件に関する研究を行った。本論文の構成は以下のようになっている。
第 2章では、本研究において用いた計算手法である DMRGについて説明を行う。まず、DMRGにお

ける波動関数の最適化の原理について確認し、系を考えたいサイズまで拡張しながら基底状態の計算を
行う無限系法と、無限系法によって得られた基底状態を最適化する有限系法の手続きについて説明する。
さらに、行列の特異値分解を利用することで得られる行列積状態に対する変分法としての DMRGの定
式化についても確認する。
第 3章では、1次元スピン 1

2 反強磁性Heisenberg模型にXXZ型の異方性を持つスピン S不純物をドー
プした場合の効果について、DMRGとクラスター平均場理論 (CMFT)の手法を用いて研究した。まず、
基底状態において単一のスピン S不純物が存在する場合の効果を反強磁性相関関数や局所スピン感受率
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をDMRGを用いて計算することで調べた。それらの結果から、スピン S不純物の効果が次の 2種類に分
類されることを確かめた。(i)非磁性及び S = 1の不純物: 短距離の反強磁性相関のみを増大させる。(ii)
S = 1

2 , S > 1の不純物: 長距離の反強磁性秩序を安定化させる。次に、(ii)の場合として特に S = 1
2 の不

純物の場合に、スタッガード磁化の不純物の異方性の強さと不純物濃度に対する依存性を計算し、容易
軸異方性を持つ磁性不純物のドープにより長距離の反強磁性秩序が実現することを確認した。また、磁
化曲線についても同様の計算を行い、XXZ異方性を持つ不純物によって磁化曲線にプラトーのような特
徴や擬ギャップ的な構造が現れることを明らかにした。さらに、CMFTを用いて比熱と磁化率の温度依
存性を計算し、XXZ異方性を持つ不純物をドープすることで反強磁性相から常磁性相への転移温度が上
昇することをを確かめた。
第 4章では、スパイラル境界条件 (SBC)を用いた 2次元格子系の 1次元格子系へのマッピングの方法

についての研究を行った。SBCを用いることで、2次元以上の格子系を周期的な 1次元鎖に厳密にマッ
プすることができる。したがって、このマップされた 1次元系に対して DMRGやボソン化法、Jordan
Wigner変換等の 1次元系に対する手法を用いることができる。まず、2次元正方格子とハニカム格子上
の tight-binding模型について SBCによる 1次元的なマッピングの方法を示した。次に、基底状態のエネ
ルギーと状態密度が熱力学極限で元の 2次元格子の結果に近づいていく様子を確認した。また、SBCを
用いた 2次元量子系へのDMRGの適用例として、2次元正方格子上のHubbard模型の half fillingでの基
底状態のエネルギーと XXZ模型のスタッガード磁化を計算し、熱力学極限への有限サイズスケーリン
グを行った。そして、得られた結果を厳密解や先行研究の結果と比較することで、SBCと DMRGを用
いた 2次元量子系の計算の実用性を確認した。さらに、SBCによって得られる 1次元鎖は 1次元系とし
ての並進対称性を持っているが、これを開境界で扱うことで DMRGで計算する際の計算コストを削減
し、局所的な秩序変数を計算する方法も提案する。最後に、SBCと他の境界条件を適用した場合の物理
量の有限サイズスケーリングや相関関数の振舞を比較し、他の境界条件に対する SBCの優位性を明らか
にする。
最後に、第 5章において本研究の総括を行う。
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第2章 計算手法

2.1 密度行列繰り込み群法 (DMRG)
ここでは、本研究で用いる計算手法である密度行列繰り込み群法 (density matrix renormalization group,

DMRG) [4, 5]について説明する。DMRGは、1次元量子格子模型の基底状態を精度良く求めることがで
きる強力な手法として広く用いられている。この章ではまず、2.1.1節で DMRGにおける状態数の削減
方法について確認する。次に、2.1.2節でDMRGによる基底状態の計算手順について説明する。さらに、
2.1.3節で行列積状態を使ったDMRGの定式化について確認する。また、2.1.4節で周期境界条件を用い
る場合の注意点を説明する。DMRGについての分かり易い解説として [14, 15, 16, 17, 18]等を挙げる。
また、実装や数値計算パッケージについては [19, 20]等を参考にされたい。

2.1.1 波動関数の最適化

DMRGでは 1次元の格子系を systemと environmentという 2つの部分に分け、それぞれの状態数を削
減しつつ系のサイズを大きくしながら波動関数の最適化を行う。systemと environmentを合わせた系全
体を superblockと呼ぶ [図 2.1]。このような基底の削減を行うことで、厳密対角化では扱えないような大
きな系で、精度の高い計算を行うことができる。この節では、DMRGで行われる波動関数の状態数の削
減方法について確認する。

図 2.1: DMRGでの superblockの構成

今、system blockの Hilbert空間の次元と基底をそれぞれNS , {|i⟩}とし、 environment blockの Hilbert
空間の次元と基底をそれぞれNE , {|j⟩}として、superblockの規格化された基底状態 |ψ⟩が

|ψ⟩ =
NS∑
i=1

NE∑
j=1

ψi,j |i⟩ |j⟩ (2.1)

として求められたとする。正規直交基底 |α⟩ =
∑

i uαi |i⟩を用いて、system blockの次元をNSからmに
削減した状態

|ψ̃⟩ =
m∑

α=1

NE∑
j=1

aα,j |α⟩ |j⟩ (2.2)

を考え、真の基底状態との距離の 2乗

S = | |ψ⟩ − |ψ̃⟩ |2 = 1− 2
∑
α,i,j

ψijaαjuαi +
∑
αj

a2αj (2.3)

を最小化する問題を考える。ここで簡単のため係数は全て実数であるとして計算している。aαj につい
ての停留条件 δS

δaαj
= 0から、

∑
i ψijuαi = aαj であり

S = 1−
∑
α,i,i′

uαiρii′uαi′ (2.4)
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となる。ここで

ρii′ =
∑
j

ψijψi′j (2.5)

は、密度行列 |ψ⟩ ⟨ψ|を environment blockの状態について対角和をとった縮約密度行列 ρ̂ = TrE |ψ⟩ ⟨ψ| =∑
j ⟨j|ψ⟩ ⟨ψ|j⟩の成分 ⟨i|ρ̂|i′⟩である。したがって、|α⟩を縮約密度行列の固有状態にとれば、S を最小

にすることができることが分かる。縮約密度行列 ρ̂を対角化し、NS 個の固有値 {wα}と固有ベクトル
{|wα⟩}が得られたとする。

ρ̂ |wα⟩ = wα |wα⟩ (2.6)

ここで固有状態はw1 ≥ w2 ≥ · · · ≥ wNS
となるように並べられているとする。規格化条件 ⟨ψ|ψ⟩ = 1よ

り
∑

αwα = 1であり、ρ̂は半正定値行列でwα ≥ 0であるから、固有値を大きいものからm個残すこと
で真の基底状態との差を最小にすることができ

S = 1−
m∑

α=1

wα (2.7)

となる。この量は discarded weightと呼ばれ、DMRGの計算精度の一つの指標になる。

2.1.2 DMRGの計算手順

ここでは、DMRGでの基底状態の計算手順を説明する。DMRGによる基底状態の計算方法には、大
きく分けて無限系法 (Infinite system algorithm)と有限系法 (Finite system algorithm)の 2つのアルゴリズ
ムが存在する。以下でそれぞれの計算手順について確認する。

Infinite system algorithm

Infinite system algorithmは、系を望む大きさまで拡張するために用いる。Infinite system algorithmでの
手続きは以下の通りである [図 2.2]。

(1) lサイトの系を考え、system block Sを構成する。Sの Hilbert空間の次元をMS ,基底を {|MS
l ⟩}とし

て、Sに作用する演算子とハミルトニアン ĤS
l の基底 {|MS

l ⟩}での表現を求めておく。environment block
についても同様に構成し、2lサイトの superblockを構成する。この最初のステップでの superblock全体
の大きさとしては 4サイト等、厳密対角化等で基底状態が求められるサイズを考える。
(2) Sにサイトを 1つ加えて、l + 1サイトの sytem block S’を構成する。加えたサイトの自由度をNsite,
基底を {|σ⟩}とすれば (例えば S = 1

2 Heisenberg模型ならNsite = 2, |σ⟩ = |↑⟩ , |↓⟩である)、S’の Hilbert
空間の次元はNS = MSNsiteとなり、基底は {|MS

l σ⟩ = |MS
l ⟩ ⊗ |σ⟩}となる。同様にして l + 1サイト

の environment block E’を構成する。
(3) S’と E’から 2l + 2サイトの superblockを構成する。superblockの Hilbert空間の次元はNSNE とな
る。superblockのハミルトニアン Ĥ2l+2にDavidson法や Lanczos法等の疎行列の対角化法を用いて基底
状態の固有値と固有ベクトル |ψ⟩を計算する。必要であれば、求められた基底状態を用いて物理量の期
待値を計算する。
(4)求められた superblockの基底状態 |ψ⟩ =

∑NS

i=1

∑NE

j=1 ψij |i⟩ |j⟩ , i = (MS
l , σ), j = (ME

l , σ)から式 (2.5)
にしたがって縮約密度行列 ρ̂ = TrE |ψ⟩ ⟨ψ|を構成する。ρ̂を対角化して固有値 {wS

α}と固有ベクトル
{|wS

α⟩}を求め、固有値の大きいものからm個までの固有ベクトルを S’の新しい基底とする。この時、
元のNS 個の基底からm個の基底への変換行列を T̂S

l とすると、その行列要素は ⟨i|wS
α⟩で求められる。

同様に environment blockについても変換行列を構成する。
(5) system blockのハミルトニアンについて、ĤS,tr

l+1 = TS†
l ĤS

l+1T
S
l , Ĥ

S,tr
l+1 → ĤS

l+1として基底の変換を行
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う。system blockの他の演算子についても同様の変換を行う。同様に environment blockについても基底
の変換を行い、系が望む大きさになるまで (2)から (5)までのステップを繰り返す。

図 2.2: Infinite system algorithmにおける blockの拡張

系に反転対称性がある場合には、environment blockは system blockを反転させることで構成すること
ができ、environment blockについての計算を別に行う必要はない。また、計算する状態は基底状態に限ら
ず、疎行列の対角化法で可能であれば基底状態からいくつか上の固有状態を計算することも可能である。

Finite system algorithm

Finite system algorithmは、Infinite system algorithmで得られた有限系の基底状態を最適化するために
用いる。Finite system algorithmでの手続きは以下の通りである [図 2.3]。

(1) Infinite system algorithmを superblockが考えたいサイト数 Lになるまで実行する。このとき、各ス
テップで得られる system及び environmentのハミルトニアン ĤS

l , Ĥ
E
l や端の演算子の行列を保存してお

く。
(2)保存しておいた system及び environmentのハミルトニアンを用いて system blockのサイズを l, envi-
ronment blockのサイズを L− l − 2として super blockを構成する。
(3) Infinite system algorithmの (2)-(5)のステップを行い、ĤS

l+1, Ĥ
E
L−l−1等を更新する。

(3) l < L− 3であれば、l = l + 1として上記 (2)-(3)のステップを繰り返す。system blockを拡大するこ
の一連の操作を左から右への sweepと呼ぶ。
(4)上記と同様のステップを environmentに対して行う。すなわち、system blockのサイズを l(= L− 3),
environment blockのサイズを L− l − 2(= 1)として superblockを構成する。
(5) Infinite system algorithmの (2)-(5)のステップを行い、ĤS

l+1, Ĥ
E
L−l−1等を更新する。

(6) l > 1であれば、l = l− 1として上記 (4)-(5)のステップを繰り返す。environment blockを拡大するこ
の一連の操作を右から左への sweepと呼ぶ。
(7)上記 (2)-(6)の操作をエネルギー又は求めたい物理量の値が収束するまで繰り返す。
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図 2.3: Finite system algorithmにおける blockの拡張と縮小。retrievedと書かれた blockでは前の sweepで保存し
た blockの情報を用いる。

各 sweepにおいて残す縮約密度行列の固有値の数mは、もちろん可能な限り大きい方が精度の良い計
算ができるが、mが大きいほど計算時間や計算に必要なメモリが増加するため、必要な計算精度に応じ
て小さくとる。mを大きくすることが難しい場合には、大体の目安として discarded weightが 10−5以下
になるようにmをとれば、ある程度信頼性のある結果が得られる場合が多い。ただし、その場合も必要
に応じて計算結果をm→ ∞へ外挿することが重要である。

2.1.3 行列積状態による定式化

DMRGは行列積状態 (MPS)を用いた変分法という観点から定式化することもできる。ここでは、MPS
を用いた DMRGの計算原理 [17, 18, 21, 22]について確認する。

行列積状態 (MPS)

1 次元 L サイトの格子系を考えると、その任意の状態 |Ψ⟩ は各サイトの基底を表すインデックス
σ1, . . . , σLを用いて

|Ψ⟩ =
∑

σ1,...σL

Ψσ1,...,σL |σ1, . . . , σL⟩ (2.8)

と書くことができる 1。例えば、1次元スピン 1/2 Heisenberg模型なら |σi⟩ = |↑⟩ , |↓⟩であり、ヒルベル
ト空間の次元は単純には 2Lとなる。
行列の特異値分解 (singular value decomposition, SVD)を利用することで、この波動関数の状態数を削

減することができる。SVDを用いると、任意のm× n行列M を

Mij =

min(m,n)∑
k=1

UikSkV
†
kj (2.9)

と分解することができる。Sk は行列M の特異値で 0以上の値である。また、行列 U と V は直交条件
U †U = I , V †V = I を満たしている 2。

1ここで |σ1, . . . , σL⟩ = |σ1⟩ |σ2⟩ . . . |σL⟩.
2I は単位行列である。
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波動関数 (2.8)の係数Ψσ1,...σL に対して SVDを行うと

Ψσ1,...,σL = Ψσ1,(σ2,...,σL) =
∑
a1

Uσ1,a1Sa1V
†
a1,(σ2,...,σL)

≡
∑
a1

Uσ1,a1Ψ(a1σ2),(σ3,...,σL)

=
∑
a1

Aσ1
a1Ψ(a1σ2),(σ3,...,σL) (2.10)

となる。ここで、Aσ1
a1 = Uσ1,a1 と表した。同様にして繰り返し SVDを行うと

Ψσ1,...,σL =
∑
a1

Aσ1
a1Ψ(a1σ2),(σ3,...,σL) =

∑
a1

∑
a2

Aσ1
a1U(a1σ2),a2Sa2V

†
a2,(σ3,...,σL)

=
∑
a1

∑
a2

Aσ1
a1A

σ2
a1,a2Ψ(a2σ3),(σ4,...,σL)

= · · ·

=
∑

a1,...,aL−1

Aσ1
a1A

σ2
a1,a2 · · ·A

σL−1
aL−2,aL−1A

σL
aL−1

(2.11)

のように行列Aσ1 , . . . , AσL の積の形で書くことができる。したがって、波動関数 (2.8)は

|Ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

Aσ1Aσ2 · · ·AσL−1AσL |σ1, . . . , σL⟩ (2.12)

という形式で書くことができる。これを行列積状態 (matrix product state, MPS)と呼ぶ。
このように波動関数を表現すると、SVDにおいて小さい特異値の切り捨てを行い、各行列Aσi の次元

をある値mに制限することで、2.1.1節で紹介したような状態数の削減を行うことができる。mをMPS
のボンド次元と呼ぶ。
ここで、SVDで現れる行列 U は U †U = 1を満たしていることから

δal,a′l =
∑

al−1σl

U †
al,(al−1,σl)

U(al−1,σl),a
′
l
=
∑

al−1σl

Aσl†
al,al−1

Aσl

al−1,a
′
l
=
∑
σl

(Aσl†Aσl)al,a′l (2.13)

すなわち ∑
σl

Aσl†Aσl = I (2.14)

が成立する。このことから、特に系の左側から SVDを繰り返して得られた波動関数 (2.12)を左正準 (left
canonical)であると言う。
上記の計算では、系の左側すなわちサイト 1から SVDを実行したが、系の右側から SVDを実行すれば

Ψσ1,...,σL = Ψ(σ1,...,σL−1),σL
=
∑
aL−1

U(σ1,...,σL−1),aL−1
SaL−1V

†
aL−1,σL

≡
∑
aL−1

Ψ(σ1,...,σL−2),(σL−1aL−1)B
σL
aL−1

=
∑

aL−2,aL−1

U(σ1,...,σL−2),aL−2
SaL−2V

†
aL−2,(σL−1aL−1)

BσL
aL−1

=
∑

aL−2,aL−1

Ψ(σ1,...σL−3),(σL−2aL−2)B
σL−1
aL−2,aL−1B

σL
aL−1

= · · · =
∑

a1,aL−1

Bσ1
a1B

σ2
a1,a2 · · ·B

σL−1
aL−2,aL−1B

σL
aL−1

(2.15)

となり、波動関数 (2.8)は

|Ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

Bσ1Bσ2 · · ·BσL−1BσL |σ1, . . . , σL⟩ (2.16)
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という形式で書くことができる。
この場合も SVDで現れる行列 V †は V †V = 1を満たすことから

δal,a′l =
∑

σl+1al+1

V †
al,(al+1,σl+1)

V(al+1,σl+1),a
′
l
=

∑
σl+1al+1

B
σl+1
al,al+1B

σl+1†
al+1,a

′
l
=
∑
σl+1

(Bσl+1Bσl+1†)al,a′l (2.17)

すなわち ∑
σl

BσlBσl† = I (2.18)

が成立する。このことから、系の右側から SVDを繰り返して得られた波動関数 (2.16)を右正準 (right
canonical)であると言う。
同様にして、系の両側から SVDを実行すれば波動関数を

|Ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

Aσ1 · · ·Aσl−1MσlBσl+1 · · ·BσL |σ1, . . . , σL⟩ (2.19)

と表すこともできる。ここで行列 A, Bはそれぞれ (2.14), (2.18)を満たしている。このような波動関数
を混合正準 (mixed canonical)であると言う。

行列積演算子 (MPO)

上で考えた 1次元Lサイトの量子系の波動関数に作用する任意の演算子Oは次のように表すことがで
きる。

O =
∑

σ1,...,σL,σ
′
1,...,σ

′
L

cσ1,...,σL,σ
′
1,...,σ

′
L
|σ1, . . . , σL⟩ ⟨σ′1, . . . , σ′L|

=
∑

σ1,...,σL,σ
′
1,...,σ

′
L

c(σ1,σ′
1),...,(σL,σ

′
L)

|σ1, . . . , σL⟩ ⟨σ′1, . . . , σ′L| (2.20)

MPSの場合と同様に SVDを用いて c(σ1,σ′
1),...,(σL,σ

′
L)
を行列の積に分解することで

O =
∑

σ1,...,σL,σ
′
1,...,σ

′
L

W σ1σ′
1W σ2σ′

2 · · ·W σLσ
′
L |σ1, . . . , σL⟩ ⟨σ′1, . . . , σ′L| (2.21)

と書くことができる。これを行列積演算子 (matrix product operator, MPO)と呼ぶ。

MPSの最適化

基底状態の波動関数は、適当に初期化したMPS (|Ψ⟩とする)を規格化条件 ⟨Ψ|Ψ⟩ = 1の下で変分する
ことで計算することができる。すなわち、Lagrange未定乗数 λを導入して

⟨Ψ|H|Ψ⟩ − λ ⟨Ψ|Ψ⟩ (2.22)

を最小化することになる。この最小化の手続きが終わった時点で |Ψ⟩は基底状態、λは基底状態のエネ
ルギーとなる。

MPSとして、混合正準な状態

|Ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

Aσ1 · · ·Aσl−1MσlBσl+1 · · ·BσL |σ1, . . . , σL⟩ (2.23)
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を考えると

⟨Ψ|Ψ⟩ =
∑
σ

(Aσ1 · · ·Aσl−1MσlBσl+1 · · ·BσL)∗Aσ1 · · ·Aσl−1MσlBσl+1 · · ·BσL

=
∑
σ

∑
a

∑
a′

Aσ1∗
a1 A

σ2∗
a1,a2 · · ·A

σl−1∗
al−2,al−1M

σl∗
al−1,al

B
σl+1∗
al,al+1 · · ·BσL∗

aL−1

×Aσ1

a′1
Aσ2

a′1,a
′
2
· · ·Aσl−1

a′l−2,a
′
l−1
Mσl

a′l−1,a
′
l
B

σl+1

a′l,a
′
l+1

· · ·BσL

a′L−1

=
∑
σl

∑
al−1,al

Mσl∗
al−1,al

Mσl
al−1,al

(2.24)

となる3。ここで、行列A, Bが満たす性質 (2.14), (2.18)を繰り返し用いた。
また、ハミルトニアンがMPOを用いて

H =
∑

σ1,...,σL,σ
′
1,...,σ

′
L

W σ1σ′
1W σ2σ′

2 · · ·W σLσ
′
L |σ1, . . . , σL⟩ ⟨σ′1, . . . , σ′L| (2.25)

と表されているとすると

⟨Ψ|H|Ψ⟩ =
∑
σ,σ′

(Aσ1 · · ·Aσl−1MσlBσl+1 · · ·BσL)∗W σ1σ′
1 · · ·W σLσ

′
LAσ′

1 · · ·Aσ′
l−1Mσ′

lBσ′
l+1 · · ·Bσ′

L

=
∑
σ,σ′

∑
a,a′,b

Aσ1∗
a1 A

σ2∗
a1,a2 · · ·A

σl−1∗
al−2,al−1M

σl∗
al−1,al

B
σl+1∗
al,al+1 · · ·BσL∗

aL−1
W

σ1σ′
1

b1
W

σ2σ′
2

b1,b2
· · ·W σLσ

′
L

bL−1

×A
σ′
1

a′1
A

σ′
2

a′1,a
′
2
· · ·Aσ′

l−1

a′l−2,a
′
l−1
M

σ′
l

a′l−1,a
′
l
B

σ′
l+1

a′l,a
′
l+1

· · ·Bσ′
L

a′L−1

=
∑
σl,σ

′
l

∑
al−1,al

∑
a′l−1,a

′
l

∑
bl−1,bl

P
al−1,a

′
l−1

bl−1
W

σlσ
′
l

bl−1,bl
Q

al,a
′
l

bl
Mσl∗

al−1,al
M

σ′
l

a′l−1,a
′
l

(2.26)

と書くことができる。ここで

P
al−1,a

′
l−1

bl−1
≡

∑
a1,...,al−2

∑
b1,...,bl−2

∑
a′1,...,a

′
l−2

∑
σ1,σ′

1

Aσ1∗
a1 W

σ1σ′
1

b1
A

σ′
1

a′1

 · · ·

 ∑
σl−1,σ

′
l−1

A
σl−1∗
al−2,al−1W

σl−1σ
′
l−1

bl−2,bl−1
A

σ′
l−1

a′l−2,a
′
l−1


(2.27)

Q
al,a

′
l

bl
≡

∑
al+1,...,aL−1

∑
bl+1,...,bL−1

∑
a′l+1,...,a

′
L−1

 ∑
σl+1,σ

′
l+1

B
σl+1∗
al,al+1W

σl+1σ
′
l+1

bl,bl+1
B

σ′
L

a′l,a
′
l+1

 · · ·

∑
σL,σ

′
L

BσL∗
aL−1

W
σLσ

′
L

bL−1
B

σ′
L

a′L−1


(2.28)

とした。
したがって、(2.22)のMσl∗

al−1,al
に関する変分は

δ

δMσl∗
al−1,al

(⟨Ψ|H|Ψ⟩ − λ ⟨Ψ|Ψ⟩)

=
∑
σ′
l

∑
a′l−1,a

′
l

∑
bl−1,bl

P
al−1,a

′
l−1

bl−1
W

σlσ
′
l

bl−1,bl
Q

al,a
′
l

bl
M

σ′
l

a′l−1,a
′
l
− λMσl

al−1,al
= 0 (2.29)

となる。すなわち、固有方程式 (2.29)を解いて最小の固有値 λと対応する”ベクトル”を求めることで、
最小のエネルギー期待値を与える行列Mσl を求めることができる。エネルギーや計算したい物理量の期
待値が収束するまで、MPSの各サイトのテンソルについてこの固有値問題を繰り返し解くことにより、
基底状態の波動関数を計算することができる。
以上は、MPSの行列を 1サイトずつ最適化していく方法だが、例えば隣接する 2サイトのテンソルに

ついて同様に最適化を行うこともできる。この方法は、前節で見た DMRGの Finite system algorithmに
より近い方法である。

3ここで
∑

σ ≡
∑

σ1,...,σL
,
∑

a ≡
∑

a1,...,aL−1
,
∑

a′ ≡
∑

a′
1,...,a

′
L−1

.
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2.1.4 周期境界条件を適用する場合の注意点

周期境界条件 (PBC)を適用して DMRGの計算を実行する場合には、サイト番号の採り方に注意が必
要である。すわなち、なるべく長距離のボンドが生じないようにすることで、計算コストの増大を抑え
ることができる。例として最近接の相互作用しか存在しないような 1次元の格子系を PBCで扱うことを
考えると、8サイトでのサイト番号の採り方は単純には図 2.4(a)のようになる。この場合には、サイト 1
とサイト 8の間のボンドの距離が 7となってしまい、長距離のボンドが生じてしまう。しかし、図 2.4(b)
のようにサイト番号を採るとボンドの距離は最大でも 2である。一般に Lサイトの系で計算する場合に
は、図 2.4(a)の方法ではボンドの距離は最大で L− 1となるため、系のサイズを大きくしていくとボン
ドの最大距離が更に大きくなっていくことが分かる。一方で、図 2.4(b)の方法ではボンドの最大距離は
系のサイズに関係なく常に 2である。本論文でも、PBCを適用して DMRG計算を行う場合には、常に
図 2.4(b)のようなサイト番号の採り方を用いている。

1 2 3 4

8 7 6 5

1 3 7

6

5

2 4 8

(a) (b)

図 2.4: 8サイトの周期的な 1次元鎖の図。(a)ではボンドの距離は最大で 7であるが、(b)のように矢印に沿って
サイト番号をつけた場合にはボンドの距離は最大でも 2である。
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第3章 スピン 1
2反強磁性Heisenberg鎖における異方

的スピンS不純物の効果

3.1 研究の背景

3.1.1 磁性不純物の効果に関する先行研究

物質中における不純物の存在が、その物性を定量的に変化させることはよく知られている。例えば、
不規則な金属は無欠陥の金属に比べ高い抵抗率を持つと考えられ [23]、超伝導状態への転移温度も不純
物の存在によって変化することがある [24]。また、不純物によって系の定性的な性質が変化することも
ある。例えば、金属は Anderson局在と呼ばれる無秩序性に伴った現象により絶縁体に変化することが
ある [25, 26]。不純物によるこうした定性的な性質の変化は、磁性体でも起こることがある。量子スピ
ン系における不純物効果の例としては、ハルデン物質Ni(C2H8N2)2NO2(ClO4)に Cuをドープした時に、
Cuイオンの両端に自由な S = 1

2 スピンが現れることが知られている [27]。また、スピンパイエルス物
質 CuGeO3に低濃度の非磁性不純物をドープすることで、長距離の磁気秩序が誘起されることも分かっ
ている [28, 29, 30]。同様の観測はスピン 1

2 梯子鎖物質 SrCu2O3でも行われており、1%の Zn (Simp = 0)
をドープすることで、反強磁性的な振る舞いが現れることが確認されている (以後、不純物スピンの大き
さを Simpと表すことにする。非磁性不純物の場合は Simp = 0と表す。)。さらにこの物質では、不純物
濃度を増加させることで Néel温度が上昇することが確認されている [31]。
　こうした物質の中でも、スピン 1

2 物質である Sr2CuO3 と SrCuO2[図 3.1]は 1次元 S = 1
2 反強磁性

Heisenberg模型でよく記述される代表的な物質であり [32]、これらの物質についても実験による不純物
効果の研究がいくつか行われている。交換相互作用の値はそれぞれ J = 2200± 200K, J = 2100± 200K
で、鎖間相互作用はそれぞれ J⊥ ∼ 10−5J , J ′ = (0.1 − 0.2)|J |であり [図 3.2]、それぞれ TN = 5.4Kと
TN = 2Kまでは磁気秩序を生じないため、広い温度領域において理想的な 1次元鎖とみなせることが知
られている [32]。実験により、Sr2CuO3に Pd2+イオン (Simp = 0)をドープすることで、Néel温度が減
少することが明らかにされている [6]。一方で、スピン 1

2 Heisenberg鎖に Simp = 1不純物をドープする
と、不純物スピンが最近接の 2つのスピンとシングレットを形成し、スピン自由度がスクリーンされる
ことが知られている [9, 33]。非磁性不純物と同様に、Simp = 1不純物にシングレットが形成されること
で、スピン 1

2 Heisenberg鎖の並進対称性が壊れ、有限長の鎖に切断される。これによってスピノンが閉
じ込められ、低エネルギーの励起にスピンギャップが生じる。この効果は実験的にも確認されており、
SrCuO2に Ni (Simp = 1)を低濃度ドープすることで、大きなスピン擬ギャップが生じることが分かって
いる [34]。Ni (Simp = 1)のドープによるスピン擬ギャップは、Sr2CuO3においても観測されている [35]。
一方で、実験によりスピン鎖物質に Simp = 0, 1不純物をドープすることで、長距離の磁気秩序が形成
される温度が抑制されることが明らかにされている [7]。また、SrCuO2のスピン 1

2 磁性イオン Cu2+を
別のスピン 1

2 イオン Co2+ で置換することで、バルクでの振る舞いが Heisenbergから Ising型へ変わる
ことが確認されている [8]。これにより、Ising型 (又は XXZ型)の異方性によって誘起される磁気秩序
化温度が上昇するが、スピン励起のギャップレス性は変わらない。Co系のスピン 1

2 Ising鎖物質である
BaCo2V2O8 [36]や SrCo2V2O8 [37]でも Néel型の秩序化と同様の振る舞いが確認されている。しかし、
Coをドープした SrCuO2ではNMR測定から、低温で頂点が凹んだ非常に幅の広いスペクトルが確認さ
れており [図 3.3]、スピン格子緩和率 T−1

1 が低温でギャップ的な減少に従わず [図 3.4]、Co2+がスピン 3
2

イオンとして振る舞う可能性も示唆されている [38]。
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図 3.1: Sr2CuO3 と SrCuO2 の結晶構造の模式図 [32]

図 3.2: Sr2CuO3 と SrCuO2 の Cu鎖の模式図

図 3.3: SrCuO2, SrCu1 – xZnxO2, SrCu1 – xNixO2, SrCu0.99Co0.01O2の 80 MHz, H ∥ bの磁場の高磁場側での 63Cu NMR
スペクトル [38]
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図 3.4: SrCuO2, SrCu0.99Co0.01O2, SrCu0.99Ni0.01O2, SrCu0.99Pd0.01O2 のスピン格子緩和率 T−1
1 [38]

低次元物質に非磁性不純物や磁性不純物 (特に Simp = 1)をドープした場合の効果については、場の
理論や繰り込み群による理論的な解析 [9, 10, 11]や量子モンテカルロ法等の数値的研究 [12, 13]がなさ
れている。等方的なスピン 1

2 不純物をドープしたスピン
1
2 鎖における場の理論や DMRGによる数値的

研究では、近藤効果に類似した不純物スピンのオーバースクリーニングが期待される [10, 39, 40]。しか
し、Simp = 1

2 不純物についての実験結果は不純物スピンの異方性の効果の重要性を示している。また、
Simp > 1の磁性不純物の効果についてはほとんど理論的な研究が行われていない。
本章では以上を背景として、スピン 1

2 反強磁性Heisenberg鎖にXXZ型の異方性を持つスピン S不純
物をドープした場合の効果を、DMRGとクラスター平均場理論 (CMFT)を用いた数値計算により研究し
た結果を述べる。まず、基底状態において単一のスピン S不純物が存在する場合の効果を、反強磁性ス
ピン相関やNéel秩序の不安定性、局所スピン感受率等をDMRGを用いて計算することで調べた。それ
らの結果から、スピン S不純物が以下の 2種類に分類されることを明らかにした。すなわち、(i)非磁性
(S = 0)と S = 1の不純物は短距離の反強磁性相関のみを増大させ、(ii) S = 1

2 と S > 1の不純物は長距
離の反強磁性秩序を安定化させる。そこで、(ii)の不純物の例として S = 1

2 不純物の場合に着目し、反
強磁性の秩序変数であるスタッガード磁化を計算することで、容易軸異方性を持つ S = 1

2 不純物が有限
の濃度ドープされることで、長距離の反強磁性秩序が安定化することを確かめた。さらに、磁化曲線を
計算することで、不純物によって磁化曲線にプラトーのような構造や擬ギャップ的な構造が現れること
を明らかにした。また、いくつかの結果について CMFTでも同様の結果が得られることを確認した。最
後に、CMFTを用いて比熱や磁化率の温度依存性を計算した。それらの結果から、XXZ不純物によって
低温で実現した反強磁性状態が高温で常磁性状態へと転移する様子を確認し、不純物濃度の増加ととも
に転移温度が上昇することを確かめた。
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3.1.2 1次元スピン 1
2

XXZ模型の性質

後の計算結果の理解のため、1次元スピン 1
2 XXZ模型について基本的な性質をまとめる [41, 42]。1次

元スピン 1
2 XXZ模型のハミルトニアンは次のように表される。

H = J
∑
i

(Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1 +∆Sz

i S
z
i+1)

= J
∑
i

[
1

2
(S+

i S
−
i+1 + S−

i S
+
i+1) + ∆Sz

i S
z
i+1

]
(3.1)

ここで Sα
i (α = x, y, z)はスピン 1/2の演算子、S±

i はスピンの昇降演算子で S±
i = Sx

i ± iS
y
i である。この

ハミルトニアンは 1サイト置きにスピンを z軸の周りに πだけ回転させる正準変換 Sx
l → (−1)lSx

l , S
y
l →

(−1)lSy
l , S

z
l → Sz

l によって J → −J , ∆ → −∆と変換されるから、J > 0として全ての∆の場合を調べ
れば、J < 0の場合についても分かる。以下では、J > 0とする。

基底状態

基底状態及び励起状態の性質は、Bethe仮設や数値計算等の方法で調べられており、基底状態は∆の
値によって以下の性質を持つ。

・∆ > 1 (反強磁性相): 基底状態は容易軸に反強磁性の長距離秩序を持った状態であり、秩序変数である
スタッガード磁化mz

st =
1
L |
∑

i(−1)i ⟨Sz
i ⟩ | (Lはサイト数)が熱力学極限 L→ ∞で有限の値を持つ。ス

タッガード磁化は∆ → ∞で 0.5であり、∆が 1に近づくとき

mz
st =

π

2(∆− 1)
e
−π2/

(
2
√

2(∆−1)
)

(3.2)

の形で 0に近づく。∆ = 1ではスタッガード磁化が 0から連続的に変化する連続相転移が起こる。また、
無限系での基底状態は反強磁性の長距離秩序のため 2重に縮退しており、有限のスピンギャップを持つ。
ギャップは∆が 1に近づくとき

EG ≃ 4πJe
−π2/

(
2
√

2(∆−1)
)

(3.3)

の形で 0に近づく [43]。

・∆ = 1: 系は反強磁性 Heisenberg模型H = J
∑

i Si · Si+1と同等である。この場合は任意の軸周りに
全てのスピンを同じ角度だけ回転させてもハミルトニアンは変わらず、系は SU(2)対称性を持っている
ため、SU(2) Heisenberg模型とも呼ばれる。基底状態は磁気秩序を持たず、縮退が無い。また、熱力学
極限でスピンギャップは 0となる。スピン相関関数は遠方で

⟨Sα
i S

α
j ⟩ ∼

(−1)i−j(log |i− j|)1/2

|i− j|
(3.4)

の形で減衰する [44, 45]。熱力学極限での基底状態のエネルギーはBethe仮設により求められており [46,
47]、

E

LJ
→

L→∞

1

4
− log 2 ≃ −0.443 (3.5)

である。
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・|∆| < 1 (XY相): 基底状態は磁気秩序を持たず、縮退が無い。スピン相関関数は遠方で

⟨Sx
i S

x
j ⟩ = ⟨Sy

i S
y
j ⟩ ∼

(−1)i−j

|i− j|η
(3.6)

⟨Sz
i S

z
j ⟩ ∼

(−1)i−j

|i− j|1/η
(3.7)

の形で減衰し、xy面内での反強磁性相関が強くなっている。ここで指数 ηは

η =
1

2
+

1

π
arcsin∆ (3.8)

と表される。また、熱力学極限でスピンギャップは 0である。

・∆ < −1 (強磁性相): 基底状態は全てのスピンが Sz方向を向いた強磁性状態であり、2重に縮退してい
る。∆ = −1では自発磁化mz = 1

L |
∑

i ⟨Sz
i ⟩ |が 0から 0.5に不連続に変化する相転移が起こる。また、

スピンの励起にはエネルギーギャップ

EG = −(1 + ∆)J (3.9)

が存在する。

磁化曲線

z方向に一様に磁場 hz をかけた時の磁化mz = 1
L

∑
i ⟨Sz

i ⟩を hz に対してプロットしたものを磁化曲
線と呼ぶ。このとき系のハミルトニアンは

H = J
∑
i

[
1

2
(S+

i S
−
i+1 + S−

i S
+
i+1) + ∆Sz

i S
z
i+1

]
− hz

∑
i

Sz
i (3.10)

である。∆ > 1では、基底状態に反強磁性の長距離秩序が存在し、スピンギャップに相当する hzで磁化
が有限になる。この hz の値は、ベーテ仮設により厳密解が得られており∆ = cosh γとして

hc = J
2π sinh γ

γ

∞∑
n=0

1

cosh[(2n+ 1)π2/γ]
(3.11)

である [43, 48]。∆ = 1, |∆| < 1では、基底状態にスピンギャップは存在せず無限小の hz で磁化は有限
になる。どちらの場合も hz を大きくしていけばある hz = hcで磁化が飽和しmz = 0.5となる。この飽
和磁場の値は、hc = J(1 + ∆)で与えられる。また、∆ < −1では hz ≥ 0で常にmz = 0.5である。図
3.5に磁場下での基底状態相図を示す。

図 3.5: 1次元スピン 1
2 XXZ模型の磁場下での基底状態相図
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磁化率

z方向の磁場に対する磁化率の温度依存性も少数サイトでの数値計算、ベーテ仮設やボソン化法等の
方法で求められている [49, 50]。温度 T でのサイトあたりの磁化率は次式で与えられる。

χ(T ) =
1

T

∑
i

⟨Sz
i S

z
0⟩ (3.12)

∆ > 1の場合は、スピンギャップ EG が存在するため絶対零度での磁化率は 0となるが、有限温度で
は熱励起により有限の磁化率を持つ。低温での磁化率は exp(−EG/kBT )に比例して急激に減少する。
−1 < ∆ ≤ 1では、系はギャップレスであり磁化率は T = 0で有限の値を持つ。その値は∆ = cos θと
して、

χ(0) =
θ

Jπ(π − θ) sin θ
(3.13)

で与えられる [50]。反強磁性 Heisenberg模型 (∆ = 1)では θ = 0で χ(0) = 1/Jπ2 となり、強磁性
Heisenberg模型では発散する。また、反強磁性 Heisenberg模型の場合の磁化率は、定数 T0を用いて低
温で

χ(T ) ≃ 1

Jπ2

(
1 +

1

2 log(T0/T )

)
(3.14)

のように温度変化する [50]。図 3.6に 1次元反強磁性 Heisenberg模型の磁化率の温度依存性を示す。

図 3.6: 1次元反強磁性 Heisenberg模型の磁化率の温度依存性 [50]。

比熱

低温での比熱の振る舞いは、Bethe 仮設により求められている [51]。|∆| < 1 で、低温での比熱は
∆ = cos θとして

Cv(T ) =
2θ

3J sin θ
T (3.15)

のように振る舞う。|∆| > 1では、比熱は低温で

Cv(T ) ∝ T−3/2 exp(−EG/T ) (3.16)

の形で 0に近づく。
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3.2 模型と計算手法

3.2.1 不純物をドープしたスピン 1
2
反強磁性Heisenberg鎖

本研究では、スピン 1
2 反強磁性Heisenberg鎖にスピン Sの不純物をドープした模型を考える。不純物

は容易軸に対する異方性を持ち最近接サイトと XXZ模型のように相互作用すると仮定する。系のハミ
ルトニアンは、次のように表される。

H =
∑
i/∈imp

[
1

2
(S+

i S
−
i+1 + S−

i S
+
i+1) + Sz

i S
z
i+1

]

+
∑
j∈imp

[
1

2
(S−

j−1 + S−
j+1)S

+
imp,j +H.c.+∆imp(S

z
j−1 + Sz

j+1)S
z
imp,j

]
(3.17)

ここでSiは非不純物サイト iのスピン 1
2 の演算子であり、Simp,jは不純物サイト jのスピン Sの演算子、

∆impは不純物サイトと最近接サイト間の交換相互作用のXXZ異方性である。非不純物サイト間の交換
相互作用は等方的である [3.7(a)]。また、隣接する不純物サイト間のXXZ異方性も∆impとする [3.7(b)]。
不純物の濃度 nimpはNimp/Ncで定義される。ここでNimpは不純物の数であり、Ncはサイト数である。
Simp = 1/2の場合、系は nimp = 1で XXZ異方性が∆impのスピン 1/2 XXZ模型に対応する。

図 3.7: (a)非磁性又はスピン S の不純物をドープしたスピン 1
2 反強磁性 Heisenberg鎖の模式図。不純物をドープ

したサイトは最近接サイトと XXZ型の相互作用をする。(b)不純物サイトが隣接する場合の模式図。隣接
する不純物サイト間の交換相互作用の XXZ異方性も∆imp である。

与えられたNimp, Ncに対して、不純物はランダムに配置される。すなわち、系に不純物がドープされ
ていない長さ lの部分が存在する確率は、次の式で与えられる。

P (l) = nimp exp

[
− nimp√

1− nimp

]
(3.18)

不純物がドープされていない部分の長さの平均値は l̄ = (1− nimp)/nimpとなる。

3.2.2 DMRG

不純物をドープした S = 1/2 Heisenberg鎖の基底状態での性質を調べるため、DMRG [4]を用いた数
値計算を行う。DMRGは 1次元系の基底状態を厳密に計算するのに非常に適した手法であり、今回のよ
うな 1次元スピン系では数千サイトの系を扱うことが可能であり、不純物がランダムにドープされた系
のバルクの性質を議論することが可能である。以下の計算では最大でm = 6000までの状態数をとって
計算を行い、discarded weightは 10−13未満である。また、計算する物理量によって開境界条件 (OBC)又
は周期境界条件 (PBC)を用いて計算している。
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3.2.3 クラスター平均場理論 (CMFT)

さらに有限温度における磁性不純物の効果を調べるため、クラスター平均場理論 (cluster mean-field
theory, CMFT)を用いた計算も行う。CMFTは、有限サイズのクラスターの相互作用の一部を平均場近
似し、収束するまで秩序変数の値を繰り返し求める手法である [52]。この手法は通常の平均場近似と異
なり、平均場近似していない部分の相互作用は厳密に扱われるため、量子効果をある程度厳密に取り込
めるという利点がある。本研究では、Ncサイトのクラスターを用意し、両端のスピン S1と SNc の間の
交換相互作用を平均場近似 S1 ·SNc ≃ ⟨SNc⟩ ·S1 + ⟨S1⟩ ·SNc − ⟨S1⟩ · ⟨SNc⟩し、完全対角化を用いて秩
序変数の計算を行った。この方法で、不純物濃度が最大 nimp = (Nc − 2)/Ncの場合まで計算すること
が可能である。また、物理量の計算については、不純物サイトの分布をランダムにNav通りとって計算
し、計算結果の平均をとることで計算した。計算結果では基本的にNc = 10サイトでの結果を示してい
るが、有限サイズスケーリングを行う場合には、より大きなサイト数での計算を行っている。

CMFTでは相互作用を一部平均場近似して扱うことで対称性の破れを導入しているため、有限温度で
の相転移を再現することができる。本来、純粋な 1次元系においては連続対称性の破れた有限温度相転
移は起こり得ないことがMermin-Wagnerの定理によって知られている [53, 54]。しかし、現実の物質系
においては 1次元のスピン鎖と他のスピン鎖の間に弱い交換相互作用が存在し、有限温度における相転
移が実際に観測されるため、このような計算は物理的に意味を持っている。

3.3 基底状態に関する計算結果

スピン 1/2反強磁性Heisenberg鎖における磁性不純物の効果を基底状態についてはDMRG、有限温度
については完全対角化を用いたクラスター平均場理論 (CMFT)による数値計算で解析する。

3.3.1 スピン相関に対する単一不純物の効果

まず、基底状態においてスピン 1/2 Heisenberg鎖にスピン SのXXZ不純物を一つだけドープした場合
の効果を調べる。これは現実の物質において、磁性不純物の濃度が非常に低い場合に相当する。反強磁
性Heisenberg鎖を考えているため、スピン相関として次式で定義される反強磁性のスピン相関関数につ
いて、不純物からの距離に対する依存性を DMRGを用いて計算する。

Cs(i, j) = (−1)|i−j| ⟨Sz
i S

z
j ⟩ (3.19)

ここで、⟨O⟩は演算子Oの基底状態における期待値を表す。また、不純物の隣のサイトのサイト番号を
1とする。

非磁性不純物

非磁性不純物 (Simp = 0)をドープした場合には、不純物の近くの短距離の反強磁性スピン相関が増大
することが理論的に示唆されている [55, 56]。ここでは、それを確かめるとともに長距離のスピン相関の
振る舞いについても見ていく。非磁性不純物 (Simp = 0)をドープすることは、そのドープしたサイトで
1次元鎖を切ることに対応するため、非磁性不純物の両側のスピン間には相関は存在しない。したがっ
て、開境界条件 (OBC)を用いて計算を行えば良い。
Simp = 0の場合の短距離でのスピン相関Cs(1, r)を不純物の無い S = 1/2 Heisenberg鎖のバルクでの

値と比較したのが、図 3.8(a)である。Simp = 0の不純物によって、サイト 1とサイト 2間の反強磁性相
関の値は Cs(1, r) = 0.1456から Cs(1, r) = 0.2172に増加する。これらの値は、ベーテ仮設の結果とも
よく一致している [46, 57]。このようなスピン相関の増大は、rが偶数の場合に確認できるが、これは先
行研究での数値計算の結果とも一致している [55]。そこで長距離でのスピン相関を対数プロットしたの
が、図 3.8(b)である。Cs(1, r)は正の値を保ちながら漸近的に振る舞うため、このようなスピン相関の
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振動は長距離でも維持されることが確認できる。また、Simp = 0の場合に相関関数は r−1.5に比例して
減衰することが分かる。一方で元の S = 1/2 Heisenberg鎖の場合は r−1に比例して減衰するため、非磁
性不純物をドープした場合は、長距離でのスピン相関の減衰が速くなることが分かる。まとめると、非
磁性不純物によって短距離の反強磁性相関は増大するが、長距離の反強磁性相関は抑制される。

図 3.8: (a),(b)非磁性不純物をドープした場合の短距離及び長距離での反強磁性スピン相関関数Cs(1, r)と、Simp = 1
の不純物をドープした場合の反強磁性スピン相関関数 Cs(2, r)の DMRGによる計算結果。(a)のインセッ
ト: Simp = 1の不純物が隣の 1/2スピンとシングレットを形成する。(c),(d) Simp > 1の不純物の場合の
Cs(1, r)の対数プロット。
全ての図で比較のために元の S = 1/2 Heisenberg鎖の結果を黒線でプロットしている。

∆imp = 1の磁性不純物

次に磁性不純物の効果について調べる。非磁性不純物の場合と異なり、磁性不純物の両側のスピンに
は相関が存在するため、open chainの端を磁性不純物で置き換えるのは適切ではない。したがって、次
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のような方法で相関関数の計算を行う。まず L = 2000− 4000サイトの open chainを用意し片方の端か
ら 500番目のサイトを磁性不純物で置き換える。そして、501番目のサイトを i = 1とし、磁性不純物
からの距離 rをもう片方の端の方向にとり、相関関数 Cs(1, r + 1)を計算する。これにより系の端に生
じる Friedel振動の影響を抑えることができる。この節では、∆imp = 1の場合の磁性不純物の効果を確
認する。
まず図 3.8(a)に示すように、Simp = 1の場合は、反強磁性相関関数は非磁性不純物の場合と同様に振

る舞う。スピン相関の値は Simp = 1不純物の付近で増大し、元の S = 1/2 Heisenberg鎖のバルクの値
Cs(1, 2) = 0.1456から Cs(2, 3) = 0.1933に増大する。ここで、Simp = 1の場合には Cs(1, j)ではなく
Cs(2, j)の結果を示している。これは Simp = 1の不純物が 1/2スピン 2つに分解され、それぞれが隣の 2
サイトの 1/2スピンとシングレットを形成し、これら 3つのサイトが非磁性不純物として振る舞うと考え
ることで説明できる [図 3.8(a)のインセット]。したがって、短距離において Simp = 1の場合の Cs(2, j)

は、非磁性不純物の場合の Cs(1, j)とほぼ等しい値になることが確認できる。また、図 3.8(b)に示すよ
うに長距離においても非磁性不純物と同様に、Simp = 1の場合に Cs(2, j)は r−1.5に比例して減衰する
ことが分かる。以上のことから、スピン相関に対する Simp = 1の不純物の効果は定性的・定量的に非磁
性不純物とほぼ同等であり、Simp = 1の不純物が隣の 1/2スピンとシングレットを形成することで、非
磁性不純物として振る舞うことが示唆される。
次に、Simp > 1の不純物の場合の反強磁性相関関数の計算結果を図 3.8(c), (d)に示す。ここで、∆imp = 1

の不純物をドープした場合には、Marshall-Lieb-Mattisの定理 [58, 59]にしたがって基底状態は Simpが半
奇数の場合には Sz

tot = 0, 1, . . . , Simp − 1
2 セクターで、 Simpが整数の場合には Sz

tot =
1
2 ,

3
2 , . . . , Simp − 1

2

セクターで縮退することに注意する。Sz
totが小さい場合を図 3.8(c)に、Sz

totが大きい場合を図 3.8(d)に
示している。不純物スピン Simpが大きくなるにしたがって、短距離の反強磁性相関の値は減少している
ことが分かる。これは Simpが大きい場合には量子ゆらぎが小さく、不純物付近での反強磁性ゆらぎが抑
えられるためだと考えられる。一方で短距離 (r ≲ 100)でのスピン相関の振る舞いは、元の Heisenberg
鎖と同様に r−1に比例している。また、中距離 (100 ≲ r ≲ 1000)では元のHeisenberg鎖の相関関数の値
に近づいていき、長距離 (r ≳ 1000)で再び r−1に比例して減衰する。スピン相関がこのような振る舞い
をする理由は不明であるが、有限サイズ効果によるものではなくサイト数に依らない振る舞いである。
まとめると、スピン相関における単一不純物の効果は次の 2種類に分類できる。(i) Simp = 0, 1の不純

物は短距離の反強磁性相関を増大させ、長距離では Cs(1, r + 1) ∝ r−1.5の形で減衰する。(ii) Simp > 1

の不純物は短距離の反強磁性相関を抑制し、長距離では Cs(1, r + 1) ∝ r−1の形で減衰する。

∆imp ̸= 1の磁性不純物

反強磁性相関関数に対する磁性不純物のXXZ異方性 (∆imp)の効果について調べる。図 3.9(a)にSimp =
1
2 の場合の反強磁性相関 Cs(1, r) の ∆imp 依存性を示す。ここで、∆imp = 1 の場合は元の S = 1/2

Heisenberg鎖のバルクでの結果に相当する。結果から短距離でのスピン相関Cs(1, r)の振る舞いは∆imp

に大きくは依存せず、長距離での振る舞いも∆imp = 0でCs(1, r) ∝ r−1.05, ∆imp = 2でCs(1, r) ∝ r−0.95

と変化はわずかである。図 3.9(b)に示すように、Simp = 1での反強磁性相関関数 Cs(2, r)の振る舞いも
Simp = 1

2 の場合と同様であり∆impに大きく依存しない。∆impが大きいほど短距離でのスピン相関の値
はわずかに大きくなるが、長距離でのスピン相関の減衰率は∆impにほとんど依存せず、Cs(2, r) ∝ r−1.5

である。これは、図 3.8(a)のインセットに示したように、Simp = 1の不純物が∆impの値に依らず非磁
性不純物として振る舞うことを示唆している。
図 3.9(c)-3.9(f) に示すように Simp > 1 の場合の反強磁性相関 Cs(1, r) は ∆imp に大きく依存する。

Cs(1, r)は不純物からの距離 rに対して∆impが小さいほど速く減衰し、∆impが大きいほど遅く減衰す
る。例外として、Simp = 3

2 ,
5
2 については、∆imp = 0ではなく、ある有限の∆impにおいてスピン相関

の減衰が最も早くなると考えられる。この振る舞いについては、次節において再度確認する。
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図 3.9: (a) Simp = 1
2 , (b) Simp = 1, (c) Simp = 3

2 , (d) Simp = 2, (e) Simp = 5
2 , (f) Simp = 3 の場合の反強磁性相

関関数 Cs(1, r)の対数プロット。それぞれについて ∆imp = 0, 0.5, 1, 1.5, 2での結果を示している。また、
Simp > 1の∆imp = 1については、基底状態が縮退している全ての Sz

totセクターに関する結果を示してい
る。(a)の∆imp = 1の結果が元の S = 1/2 Heisenberg鎖のバルクでの結果に相当する。

3.3.2 Néel秩序の不安定性

前節では XXZ磁性不純物の片側での反強磁性スピン相関の振る舞いについて調べたが、不純物の両
側でのスピン相関についてはまだ調べられていない。例えば非磁性不純物は両側での反強磁性相関を増
大させることが分かっているが、非磁性不純物のドープは元の SU(2) Heisenberg鎖を切断することに相
当し、切断されたスピン鎖の間には相関が存在しない。結果として、SU(2) Heisenberg鎖に元々ある準
長距離のNéel秩序が非磁性不純物によって壊されることになる。したがって、非磁性不純物は長距離の
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Néel秩序を安定化させない。
この節では、SU(2) Heisenberg鎖の準長距離の Néel秩序が XXZ磁性不純物によってどのように影響

を受けるかを調べる。まず Simp = 1
2 の場合について調べる。ここで∆imp = 1の場合は不純物をドープ

しない場合に相当する。計算には 200サイトの SU(2) Heisenberg鎖を用い、準長距離のNéel秩序に対す
る効果を調べるために端のスピンを ⟨Sz

1⟩ = −1
2 , ⟨S

z
200⟩ = 1

2 に固定する。境界条件としてはOBCを用い
る。不純物をドープしていない場合の各サイトでの ⟨Sz

i ⟩をプロットしたのが図 3.10(a)である。系の端
からの Friedel振動によって ⟨Sz

i ⟩は反強磁性的に振動し、系の端付近では | ⟨Sz
i ⟩ |は∼ 1/rの形で減衰す

る [44, 45]、系の中央ではほぼ一様な値となる。したがって、系の中央 (サイト i = 100)を不純物で置き
換えることで、XXZ磁性不純物の効果を調べることができる。

図 3.10: (a)-(c) 200サイトの SU(2) Heisenberg鎖で、系の中央に Simp = 1
2 の磁性不純物をドープしたときの各サ

イトの ⟨Sz
i ⟩の値。(d) (−1)i ⟨Sz

i ⟩の∆imp に対する依存性。

スピン 1
2 XXZ Heisenberg鎖では、容易軸異方性を持つ (∆ > 1)ときに長距離の Néel秩序を持ち、容

易面内の異方性を持つ (|∆| < 1)ときにスピン相関はべき減衰 ⟨Sz
i S

z
i+r⟩ ∼ 1/rη (η > 1)する。このこと

から、∆imp > 1 (∆imp < 1)の XXZ不純物によって Néel秩序の安定性は増大 (抑制)されると直感的に
予想される。図 3.10(b), (c)に示すように、⟨Sz

i ⟩の振幅は∆imp = 2の場合に増大、∆imp = 0の場合に
抑制されており、この予想が正しいことが分かる。不純物のない SU(2) Heisenberg鎖は臨界状態である
ため、∆imp > 1の不純物を有限の濃度ドープすることで長距離のNéel秩序が安定化すると考えられる。
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つまり Néel状態の秩序変数としてスタッガード磁化を

mz
st =

1

Nc

Nc∑
i=1

|(−1)i ⟨Sz
i ⟩ | (3.20)

と定義すると、∆imp > 1の不純物を有限の濃度ドープした場合に熱力学極限 (Nc → ∞)でmz
st > 0が実

現するはずである。3.3.4節で詳しく見るが、nimp = 0又は∆imp ≤ 1の場合には長距離のNéel秩序は存
在せずmz

st = 0となることが確認できる。また、容易面の異方性を持つ XXZ Heisenberg鎖に∆imp > 1

の不純物をドープした場合でも、不純物のない場合のスピン相関はべき減衰であるため、長距離のNéel
秩序は同様に安定化すると考えられる。⟨Sz

i ⟩に対するXXZ不純物の効果をまとめて示すため、図 3.10(d)
に (−1)i ⟨Sz

i ⟩の∆imp依存性をプロットした。この結果から ⟨Sz
i ⟩の振幅はおおよそ∆imp − 1に比例し

ていることが分かる。

図 3.11: (a) Simp = 0, (b) Simp = 1, (c) Simp = 3
2 , (d) Simp = 2, (e) Simp = 5

2 , (f) Simp = 3の場合の (−1)i ⟨Sz
i ⟩の

∆imp 依存性。

次に、Simp = 1
2 以外の不純物の場合についても調べる。結論から言えば、Simp > 1の不純物の場

合の効果は Simp = 1
2 の場合と定量的に同様であり、Simp = 1の不純物の効果は非磁性不純物と同様

である。Simp = 1
2 の場合と同様に、反強磁性の準長距離秩序のある 200サイトの SU(2) Heisenberg鎖

の中央 (i = 100サイト)に非磁性不純物又は XXZ不純物をドープした場合の (−1)i ⟨Sz
i ⟩の値を計算す

る。図 3.11(a)に非磁性不純物の場合の (−1)i ⟨Sz
i ⟩の計算結果を示す。非磁性不純物によって元の SU(2)
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Heisenberg鎖は切断されるため、⟨Sz
i ⟩の振動は非磁性不純物の周りで抑制される。前節のスピン相関に

ついての結果から予想できるように、Simp = 1の不純物の場合の結果も同様である。図 3.11(b)に示す
ように、XXZ異方性の大きい∆imp = 2の場合でも Simp = 1の不純物の周りで ⟨Sz

i ⟩の振動は抑制され
る。この結果から Simp = 1の不純物は∆impに依らず非磁性不純物のように振る舞うことが分かる。し
たがって、非磁性不純物と Simp = 1の不純物は Néel秩序の安定性に対して負の寄与しかせず、SU(2)
Heisenberg鎖に非磁性不純物と Simp = 1の不純物をいくらドープしてもmz

st = 0になると結論付けら
れる。
一方で、図 3.11(c)-3.11(f)に示すように、Simp > 1の不純物の場合は∆impがある値∆imp,cより大きい

場合には ⟨Sz
i ⟩の振動は増大されることが分かる。結果は定性的にはSimp = 1

2の不純物の場合 [図 3.10(d)]
と同様である。しかし、Simp = 1

2 の場合と異なり Simp > 1の場合は、相互作用が等方的な∆imp = 1

の場合でも反強磁性的な振動が増大するのは興味深い。これは Simpが大きい不純物の方が Simp = 1
2 の

不純物よりも、より古典的な性質を持ち Ising異方性が大きいためであると推測される。⟨Sz
i ⟩の振動が

増大する臨界的な∆impの値は Simp = 3
2 , 2,

5
2 , 3の場合でそれぞれ∆imp,c = 0.918, 0.997, 0.994, 0.998と

なる。したがって、SU(2) Heisenberg鎖に∆imp ≳ 1の Simp > 1不純物をドープすることで、長距離の
Néel秩序が安定化することが確認できる。

3.3.3 局所スピン感受率とNMRスペクトル

局所スピン感受率

局所スピン感受率を計算することで、NMRスペクトルの測定結果に対する理論的な示唆を与えるこ
とができる [55, 60]。温度 T での局所スピン感受率は次のように定義される。

χi(T ) =
1

T

∑
j

⟨Sz
i S

z
j ⟩ (3.21)

分母と分子はともに T → 0の極限で 0になるから、χi(T = 0)を計算するためにはこの式を変形する必
要がある。低温における局所スピン感受率は [56]より次の式で計算できる。

χi =
∑
j

⟨ϕS |Sz
i S

z
j |ϕS⟩ = S ⟨ϕS |Sz

i |ϕS⟩ (3.22)

ここで |ϕS⟩は全スピンの z成分が S > 0である第一励起状態である。典型的には S は偶数サイトの系
で 1であり、奇数サイトの系で 1

2 となる。両端に不純物をドープした開境界の系において、局所スピン
感受率は系の中央に関して反転対称となる。
Sz
i の反強磁性的な振動のみを考えるので、χiは定義

χi = χu
i − (−1)iχa

i (3.23)

を用いて、一様成分 χu
i とスタッガード成分 χa

i に分けられる。一様成分とスタッガード成分はそれぞれ

χu
i = χi/2 + (χi−1 + χi+1)/4 (3.24)

χa
i = −(−1)i(χi − χu

i ) (3.25)

から得られる。
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図 3.12: (a), (b) Simp = 0, (c), (d) Simp = 1, (e), (f) Simp = 3
2 , (g), (h) Simp = 2, (i), (j) Simp = 5

2 の場合の局所スピン
感受率 χi の一様成分とスタッガード成分の DMRGによる計算結果。左側が 49サイト、右側が 50サイ
トの計算結果。

図 3.12(a), 3.12(b)にそれぞれ L = 49サイトと L = 50サイトの開境界の SU(2) Heisenberg鎖について
の、局所スピン感受率の一様成分 χu

i とスタッガード成分 χa
i の DMRGによる計算結果を示す。これは
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SU(2) Heisenberg鎖の両端に非磁性不純物をドープした場合の結果に対応する。有限サイズ効果によっ
てスタッガード成分 χa

i はLが奇数のとき系の中央に関して対称で、Lが偶数のときは反対称である。χa
i

は系の端から可能な限り離れたところで最大となっており、[56]の結果とも整合している。また、これ
は半無限の SU(2) Heisenberg鎖において χa

i が非磁性不純物からの距離に対して単調に増加するという
予測 [55]とも整合している。
次に磁性不純物の場合を考える。まず∆imp = 1の場合で計算する。同様に、SU(2) Heisenberg鎖の両

端に不純物をドープした系を考える必要があるので、100サイトと 102サイトの周期的なSU(2) Heisenberg
鎖を用意し、向かい合う 2サイトを不純物で置き換えることでそれぞれ 49サイトと 50サイトの部分を構
成する。図 3.12(c), 3.12(d)に Simp = 1の不純物の場合の χu

i と χa
i の計算結果を示す。これまでの結果か

ら期待されるように、結果は非磁性不純物の場合 [図 3.12(a), 3.12(b)]と定量的にも同様である。この結果
からも Simp = 1の不純物が非磁性不純物として振る舞うことを再確認できる。一方で、図 3.12(e)-3.12(j)
に示すように Simp > 1の不純物の場合の局所スピン感受率はかなり異なった特徴を示す。χu

i と χa
i の

計算結果は Simp = 3
2 , 2,

5
2 の不純物で定性的に同様である。偶数サイトと奇数サイトの両方で、χ

a
i は磁

性不純物の近くで最大になっている。ここで、磁性不純物の周りのスピン状態を説明するため、中央の
S = 3

2 スピン 1つとその隣の S = 1
2 スピン 2つからなる 3サイトの Heisenberg模型を考える。Sz = 1

2

セクターでの基底状態の主要な成分は次のように表される 1。

ψ ≈
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣32 , 32

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
(3.26)

つまり S = 1
2 の状態は Simp = 3

2 の不純物に局在しやすいため、|χa
i |は Simp = 3

2 の不純物付近で最大と
なる。それにも関わらず、L = 49の場合の χa

i は Simp = 3
2 の不純物からの距離とともに有限の飽和値

に減少する。これは∆imp = 1の場合には Simp > 1の不純物の近くでの S = 1
2 状態の局在性はそこまで

強くないことを意味している。
さらに χa

i の∆imp依存性を調べる。図 3.13(a)に Simp = 1不純物の場合の χa
i の∆imp依存性の計算結

果を示す。∆impを増加 (減少)させると χa
i は系全体で増大 (抑制)するが、全体的な傾向は∆impによっ

て変わらない。これは Simp = 1の不純物が∆impの値に依らず非磁性不純物として振る舞うことから予
想できる。一方で、図 3.13(b)-3.13(d)に示すように、Simp > 1の不純物の場合には χa

i は∆impに大きく
影響を受ける。∆impが増加すると、χa

i は磁性不純物の近傍で著しく増大し、鎖の中央で非常に小さくな
る。これは∆impが大きくなると式 (3.26)で表される状態が徐々に支配的になるために、S = 1

2 の状態が
Simp > 1不純物の近傍に強く局在することを意味している。∆imp < 1では磁性不純物近傍での S = 1

2

状態の局在は弱まるが、χa
i は非磁性不純物と Simp = 1不純物の場合と同様に鎖の中央で最大になる。

この効果は Simp = 2の場合に最も顕著である。ちなみに、Simp = 1
2 不純物の場合は、0 < ∆imp < 5で

常に局所スピン感受率は非常に小さくなり、|χa
i | ≲ 0.01となる。

1詳細は付録 A.2を参照
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図 3.13: (a) Simp = 1, (b) Simp = 3
2 , (c) Simp = 2, (d) Simp = 5

2 の不純物の場合の局所スピン感受率 χi の ∆imp 依
存性。L = 49サイトで計算している。

NMRスペクトル

局所スピン感受率のスタッガード成分を計算することにより、その振幅の分布として NMRスペクト
ルが得られる [55, 60]。すなわち、f をローレンチアンとして

g(χ) =
∑
i

f(χ− (−1)iχa
i ) (3.27)

でNMRスペクトルを計算することができる [60]。以下の計算ではローレンチアンの広がりを 0.01とし
ている。図 3.14(a)-3.14(c)に非磁性不純物と Simp = 1不純物の場合のNMRスペクトルを示す。この場
合は、スピノン励起の非局在性により χa

i の最大位置が不純物から遠ざかるため、ピーク間の距離が χi

の振幅にほぼ対応する 2ピーク構造が得られる。図 3.14(d)-3.14(f)に示すように、Simp = 1
2 不純物の場

合は、どの∆imp でも |χa
i | ≲ 0.01となるため、NMRスペクトルは常に単一の鋭いピーク構造を持つ。

Simp > 1不純物の場合には、NMRスペクトルは∆impに強く依存することが χa
i の計算結果から予想さ

れる。Simp = 3
2 , 2,

5
2 の不純物の場合のNMRスペクトルを図 3.14(g)-3.14(o)に示す。この 3つの場合の

NMRスペクトルは定性的に同様である。すなわち、∆imp = 1ではL = 50のNMRスペクトルは、磁性
不純物近傍での S = 1

2 状態の局在性を反映して、χ = 0を中心とした広いピークを持つ。∆imp = 2では
磁性不純物近傍の S = 1

2 状態の局在性が強く増大し、NMRスペクトルの幅はより広くなる。∆imp = 0

では χa
i の振幅が S = 1

2 の場合と同様に非常に小さくなるため、NMRスペクトルはやや狭いピークを
示す。
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図 3.14: (a) Simp = 0, (b),(c) Simp = 1, (d)-(f) Simp = 1
2 , (g)-(i) Simp = 3

2 , (j)-(l) Simp = 2, (m)-(o) Simp = 5
2 の不純

物の場合の NMRスペクトルの∆imp 依存性。

次に、SrCuO2にCoをドープしたSrCu0.99Co0.01O2のNMRスペクトルの測定結果 [38]について考える。
問題は Coイオンのスピン状態が S = 3

2 であるか S = 1
2 であるかがこれまで特定されていないことであ

る。先行研究 [38]では、低温で中央に小さな凹みを持つ非常に幅の広いピークが観測されており [図 3.3]、
これは Simp > 1の∆imp = 2での NMRスペクトルの特徴と一致している [図 3.14(i), 3.14(l), 3.14(o)]。
L = 49と L = 50の結果は∼ 2%ドーピングでの典型的な特徴を示している可能性もあり、定量的な解
析には nimp = 0.01で式 (3.18)を用いてLについての平均を取る必要があるが、NMRスペクトルの計算
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結果からこの問いに対する答えを得ることができる。すなわち、SrCu0.99Co0.01O2 の低温での幅の広い
NMRスペクトルは、Coイオンのスピン状態が S = 3

2 であり、スピン異方性を∆imp > 1と仮定した場
合にのみ説明できる。

3.3.4 スタッガード磁化

この節では、式 (3.20)で定義されるスタッガード磁化について、不純物の XXZ異方性 ∆imp と不純
物濃度 nimp に対する依存性を調べる。これまでの結果で確認したように、SU(2) Heisenberg鎖の Néel
秩序の安定性に対する磁性不純物の効果は以下の 2種類に分類することができる。一つは非磁性不純物
と Simp = 1の不純物であり、これらは単純に Néel秩序の安定性を抑制する。もう一つは Simp = 1

2 と
Simp > 1の不純物で、これらは∆imp ≳ 1の場合に長距離の Néel秩序の発達に寄与する。したがって、
Simp > 1の場合と定量的な違いはあるかもしれないが、Simp = 1

2 の場合を後者の代表例としても妥当で
ある。そこで以下では、Simp = 1

2 の不純物の場合に着目する。
SU(2) Heisenberg鎖に∆imp > 1の Simp = 1

2 不純物をドープすると、不純物からの Friedel振動として
⟨Sz

i ⟩のスタッガード振動が生じる。この Friedel振動の振幅は、SU(2) Heisenberg鎖のスピン相関関数の
減衰を模倣して ⟨Sz

r ⟩ ∼ 1/rη で減衰する [61]。図 3.9(a)での Cs(1, r)の傾きから ηの値は∼ 1と評価で
きる。これは、SU(2) Heisenberg鎖に複数の不純物をドープすると、Cs(1, 1)/l ≈ 0.2nimp/(1− nimp)の
オーダーの振幅を保ったままスタッガード振動が次の不純物に到達することを意味する。図 3.10(d)に示
すように、このスタッガード振動は次の不純物でさらに増大する。したがって、nimp > 0かつ∆imp > 1

であれば、mz
st > 0となることが期待される。言い換えれば、SU(2) Heisenberg鎖に∆imp > 1の XXZ

不純物を有限の量ドープすることで、長距離の Néel秩序が誘起される。
これを数値的に確認するため、様々な∆impと nimpについてmz

stをDMRGを用いて計算する。Nc =

40− 800サイトの開境界の系を用いて計算し、各Ncについて不純物の分布を 10000/Nc通りとってmz
st

の値を平均し、熱力学極限 Nc → ∞への有限サイズスケーリングを行う。図 3.15にいくつかの ∆imp

について、熱力学極限でのmz
stの値を nimpの関数として示している。この結果から、mz

stは nimp > 0

かつ ∆imp > 1の場合に常に有限となることが確認できる。mz
st と nimp の定性的な傾向は、あらゆる

∆imp(> 1)について共通で、nimpが低ければmz
stは小さく、ある中間の nimpで急激に増加し、nimpが

高いところである値に飽和する。このmz
stの飽和値は、XXZ Heisenberg鎖の自発磁化の値と完璧に一致

する [62, 63]。nimp(> 0)を固定すると、mz
stは∆impの増加とともに増加する。これは、∆impが大きい

ほど誘起されるスタッガード振動の振幅が大きくなることの自然な帰結である。また、傾き ∂mz
st/∂nimp

の最大値が、∆impが大きいほど小さい nimpで与えられるのは興味深い。

図 3.15: mz
st の不純物濃度 nimp に対する依存性の DMRGによる計算結果。

また、CMFTを用いてmz
stを計算することで、上記の DMRGの結果に対してクロスチェックを行う

ことができる。CMFTで得られた SU(2) Heisenberg鎖の基底状態は、非常に小さいが有限のスタッガー
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ド磁化 (スピンの大きさの 10%未満)を持ち、1サイト置きに valence bondが形成された混合状態となっ
ている。不純物をドープすることで、不純物サイトと最近接サイト間に∆impが導入される。図 3.16(a)
にNc = 10サイト (実線)とNc = 12サイト (破線)について、不純物の分布をランダムに 20通りとって
平均をとることで計算した、mz

stの nimp依存性を示す。各∆impについて、不純物濃度が増加すること
でmz

stが増加し、より強く Néel秩序が形成されることが分かる。また、異方性が低い nimp = 0.1の場
合でも秩序状態が引き起こされているというのは興味深い。Nc = 12サイトの場合でもNc = 10サイト
の結果と定性的な違いは見られないため、以降の解析はNc = 10サイトのクラスターに限定して行うこ
とにする。

図 3.16: (a) mz
stの不純物濃度 nimpに対する依存性の CMFTによる計算結果。(b) nimpを固定したときの、mz

stの
∆impに対する依存性の CMFTによる計算結果。それぞれの図で実線はNc = 10サイト、破線はNc = 12
サイトでの結果を表している。

図 3.16(b)に、∆impの増加とともにmz
stが増加する様子を異なる nimpについて示した。この結果は、

1つの不純物スピンをドープすること (Nc = 10では nimp = 0.1, Nc = 12では nimp = 0.08)が系全体
の秩序に影響を与えることを示唆している。この効果は ∆imp を大きくすることでさらに大きくなる。
ここで、端のスピンには不純物をドープしないため平均場近似されたボンドには異方性はない。CMFT
の結果は DMRGで得られた結果と定性的にはよく一致しているが、有限サイズ効果により CMFTでは
DMRGと比較してmz

st の値が大きくなっている。この効果は nimp が小さい場合により顕著であるが、
それは nimpが小さいと等方的なボンドの数が多くなり、CMFTはハミルトニアンの回転対称性を壊して
しまうためである。CMFTの結果はクラスターのサイズを大きくすることで改善するが、有限サイズ効
果に関する詳しい議論は付録 A.5に示す。

3.3.5 磁化曲線

この節では、外部磁場 hz 下での磁化の∆impと nimpに対する依存性を調べる。磁化は次のように定
義される。

mz =
1

Nc

Nc∑
i=1

⟨Sz
i ⟩ (3.28)

まず、XXZ異方性が∆の XXZ Heisenberg鎖の一様磁化mz の振る舞いを hz の関数として調べる。外
部磁場 hz下での系のハミルトニアンは、H =

∑
i[(S

+
i S

−
i+1 + S−

i S
+
i+1)/2+∆Sz

i S
z
i+1]− hz

∑
i S

z
i と表さ

れる。図 3.17(a)に XXZ Heisenberg鎖の磁化曲線の DMRGによる計算結果を示す。∆ ≤ 1では、hz を
増加させるとmzは hzが小さいところでほぼ線形に増加し、強い量子ゆらぎを反映して発散的に飽和す
る。∆ > 1では、長距離のNéel秩序があるためにmzは有限の hz(≡ hz,cr)まで 0であり、hz = hz,crで
垂直に上昇し、hz が大きいところでの振る舞いは∆ ≤ 1と定性的に同様である。また、飽和磁場は任
意の∆で hsat = 1 +∆となる。次に、Simp = 1

2 不純物をドープした SU(2) Heisenberg鎖の磁化曲線の
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nimp依存性を調べる。すなわち、nimpの増加とともに磁化曲線が∆ = 1のものから∆ = ∆impのもの
にどのように変化するかを調べる。

図 3.17: (a) XXZ Heisenberg鎖の磁化曲線。(b-d) Simp = 1
2 の XXZ不純物をドープした SU(2) Heisenberg鎖の磁

化曲線を nimp = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9についてプロットした。それぞれ (b) ∆imp = 1.5,(c) ∆imp = 2,(d)
∆imp = 10の結果を示している。

図 3.17(b)-3.17(d)にそれぞれ∆imp = 1.5, 2, 10の場合の磁化曲線をいくつかの nimpについて示す。そ
れぞれの磁化曲線について、Nc = 1000サイトの開境界の鎖を用い、ランダムな 10通りの不純物分布に
ついて平均をとることでmz を計算した。全ての∆impで磁化曲線の nimp依存性は定性的に同様である
が、その特徴は∆impが大きいほど顕著である。磁化曲線に現れる特徴は、非不純物サイトのXXXスピ
ンが容易軸異方性を持つ (∆imp > 1)不純物サイトの XXZスピンよりも磁化しやすいということで説明
できる。
不純物濃度が低い (nimp ∼ 0)ときには、飽和磁化mz ∼ 1

2 付近にプラトーのような特徴が見られる。
不純物が希薄な場合には、飽和磁場から磁場を減少させると XXZ不純物のスピンが最初に反転するた
め、高磁場では磁場により偏極したスピンと孤立したマグノンが存在している。この場合のスピン状態
を模式的に表したのが、図 3.18(a)のインセットの Iである。XXZ不純物スピンとそれ以外のスピンを分
極させる磁場の強さにはギャップが存在するため、mz ≈ (1− nimp)/2にプラトーができる。nimpが増
加すると、2つ以上のXXZ不純物が並ぶ確率が増加するため、プラトーができる hzの領域が広くなる。
例えば、図 3.18(a)のインセットの IIのように 2つの XXZ不純物が隣り合っている場合、4つのスピン
がXXZ結合で繋がった 4量体シングレット (Sz = 0)ができる (この場合の 4量体シングレットのような
鎖の部分をXXZ鎖セグメントと呼ぶことにする)。そのため、Sz = 1への有限のギャップによってプラ
トーが形成される。同様に、3つのXXZ不純物が並んでいる場合には図 3.18(a)のインセットの IIIのよ
うな 5量体が形成される。5量体の両側に偏極したスピンがあるため、Sz = −1

2 状態と Sz = 1
2 状態に

ギャップが開き、プラトーが形成される。一般的に偶数 (奇数)個のXXZ不純物からなるXXZ鎖セグメ
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ントは、Sz = 0状態と Sz = 1状態 (Sz = −1
2 状態と Sz = 1

2 状態)間にギャップを示す。このギャップ
の値はXXZ鎖セグメントの長さによって異なるため、プラトーは有限の傾きを持つ。基本的に奇数長の
XXZ鎖セグメントは偶数長のものよりギャップが大きく、短い XXZ鎖セグメントほど大きなギャップ
を持つ。また、様々な長さのXXZ鎖セグメントが存在するほど、プラトーの傾きはより急になる。実際
に図 3.17(b)-3.17(d)から、nimpの増加とともにプラトーの傾きが大きくなっていることが、nimp = 0.3

まで確認することができる。

図 3.18: 不純物濃度が (a) nimp = 0, (b) nimp = 1に近い場合の磁化曲線の模式図。(a)と (b)のインセットは、それ
ぞれ nimp ∼ 0の場合の高磁場での典型的なスピンの状態と、nimp ∼ 1の場合の低磁場での典型的なスピ
ンの状態を表している。また、インセットにおいて実線は等方的な XXX結合を、破線は異方的な XXZ
結合を表している。

不純物濃度が高い (nimp ∼ 1)場合には、系のほとんどが∆impの XXZ鎖セグメントで形成されるた
め、磁化曲線の全体的な形状は ∆ = ∆imp の XXZ Heisenberg鎖のものと同様である。しかし、XXZ
Heisenberg鎖で見られるギャップの代わりに、hz が低いところでmz がゆっくりと増加していることが
確認できる。これは、図 3.18(b)のインセットに示すように、不純物のドープされていないXXX鎖セグ
メントが散らばっているためである。XXX鎖セグメントはXXZ鎖セグメントよりも偏極しやすく、IV,
V, VIの状態を示す典型的な磁場の強さは hz(VI) > hz(V) > hz(IV)のように異なるため、hz が低いと
ころでmz は緩やかに増加している。
次に CMFTによる磁化曲線の計算結果を DMRGの結果と比較する。図 3.19に CMFTを用いて計算

した∆imp = 2の場合の磁化曲線の計算結果を示す。図 3.19(a)に示すように、DMRGの結果と同様に
nimp = 0では、全スピンが磁場の向きに揃う飽和磁場まで磁化は磁場に対して連続的に増加する。磁化
曲線に小さな階段上の特徴が見られるのは CMFTの有限サイズ効果によるものであり、これはクラス
ターのサイズを大きくすることで減少する。数値的に厳密であるDMRGの計算結果では、1次元反強磁
性 Heisenberg模型がギャップレスであることを反映して、磁化は 0から飽和磁場まで連続に増加する。
CMFTで得られたmzの中間的な振る舞いはDMRGの結果とは一致しないが、飽和磁場の値が非常によ
く一致しているのは興味深い。
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図 3.19: CMFTを用いて計算した磁化mz (赤)とスタッガード磁化mz
st (青)の磁場 hz に対する依存性。∆imp = 2

とし、Nav = 10通り不純物分布について平均をとっている。

図 3.19(b)-3.19(i)に、磁化mz (赤)とスタッガード磁化mz
st (青)の磁場 hz に対する依存性を、異なる

nimpについて示す。不純物のドープによって形成された Néel秩序は有限の磁場以上で消失し、nimpの
増加とともにNéel秩序が消失する磁場の値も上昇する。これは基底状態の上に存在するギャップが閉じ
たと理解することができる。この特徴は基底状態の上のエネルギーギャップに等しい有限の磁場の強さ
までmzが 0であることを反映している。XXZ極限 (nimp = 1)では、このギャップはハミルトニアンの
異方性と関係している [43, 64]。ここで、いくつかの磁場の値については、ランダムな不純物分布のい
くつかで CMFTの計算が収束しなかったために、結果を除いている。不純物濃度を増加させると、飽和
磁場の値も増加していく。極端な例として、nimp = 0.8の場合は平均場近似されたボンド以外の全ての
ボンドが異方的である。磁化とスタッガード磁化の振る舞いから、低磁場ではNéel秩序が形成され、高
磁場の極限では磁化が完全に飽和した状態であることが分かる。磁化曲線の結果は BaCo2V2O8で得ら
れた結果と一致している [65]。この物質は∆imp = 2の準 1次元XXZ模型で説明されると期待されてい
る。理想的なXXZ鎖は高磁場でNéel秩序相から朝長 Luttinger液体そして飽和状態への量子相転移を示
すであろう。CMFTを用いて磁場下でのこの中間的な秩序を理解するためには、さらなる研究が必要で
ある。

3.4 有限温度に関する計算結果

3.4.1 比熱と磁化率の温度依存性

前節までで、XXZ異方性を持つスピン 1
2 不純物によって、等方的なスピン鎖に反強磁性秩序が誘起さ

れることを明らかにした。そこでこの節では、不純物濃度 nimpと異方性∆impの値を変えて、比熱 (Cv)
と磁化率 (χ)の温度依存性に現れる相転移の特徴について議論する。
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図 3.20: CMFTを用いて計算した∆imp = 2の場合の (a)比熱と (b)磁化率の温度依存性。

図 3.20(a)に CMFTを用いて計算した、∆imp = 2での比熱Cvの温度依存性を異なる nimpについて示
す。不純物の無い nimp = 0では、比熱は T = 0.4付近に広いピークを持ち、滑らかに変化する。不純物
濃度が低い nimp = 0.1では、Néel状態から常磁性状態への相転移の結果として比熱に小さなピークが現
れる。比熱Cvに現れるピークは nimpの増加とともに鋭くなる。また、高温に大きな山が現れるのはス
ピン間の相関が連続的に減少しているためである。図 3.20(b)には、不純物濃度の増加とともに磁化率 χ

が減少する様子を示している。Heisenberg極限である nimp = 0での磁化率の結果は、T < 0.25で異常
な曲率を持ち、理想的な反強磁性Heisenberg鎖で期待される振る舞いとは異なっている。これは CMFT
によって得られた状態が、ダイマー相関を持つ混合Néel状態になっているためであり、磁化率は反強磁
性結合交替鎖 (弱く結合したダイマー)から予想されるものと一致している [66]。また、χの低温での振
る舞いは nimpが高い場合に差が見られるが、高温での振る舞いは定性的に同じである。
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図 3.21: CMFTを用いて計算した異なる∆impについての比熱と磁化率の温度依存性。それぞれ (a),(d) nimp = 0.1,
(b),(e) nimp = 0.4, (c),(f) nimp = 0.8の場合の結果を示している。

図 3.21に、比熱と磁化率の ∆imp に対する依存性を異なる不純物密度について示す。比熱の計算結
果から、不純物の XXZ異方性∆impの増加とともに転移温度と比熱のピークが上昇することが分かる。
図 3.21(a)-3.21(c)に示すように、この効果は nimp = 0.1, 0.4, 0.8の全ての不純物濃度で一貫している。
nimp = 0での磁化率の結果は、反強磁性ダイマー鎖から得られるものと同様である [66]。不純物濃度を
増加させると χは減少するが、この効果は∆impが大きいほど顕著である。

図 3.22: CMFTを用いて計算した∆imp = 2での比熱 Cv とスタッガード磁化mz
stの温度依存性。10サイトのクラ

スターを用いて計算している。不純物の分布をランダムにNav = 10(黄), 20(青), 40(赤)通りとって計算し
ている。

図 3.22に異なる nimpについて、∆imp = 2の場合の比熱 Cv とスタッガード磁化mz
stの温度依存性を

示す。Néel状態から常磁性状態への転移温度は、nimpの増加とともに上昇することが確認できる。この
研究では鎖間相互作用を平均場として取り入れているが、系に鎖間相互作用をあらわに取り入れてもこ
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の傾向は変わらないと考えられる。nimpが高い場合には、相互作用のほとんどが Ising的であるため、比
熱のピークは非常に鋭くなる。中間的な不純物濃度では、不純物スピンのランダムな配置方法が膨大に
なるため、磁気秩序に違いが現れる。図 3.22の色の違いは不純物分布のサンプル数Navの違いに対応し
ている。nimpが中間の値の場合は、比熱は幅の広いピークを示し、そのピークはNavを増加させること
で滑らかになる。中間的な nimpでCvが非単調な振る舞いをするのは、不純物分布の影響が直接現れて
いるためである。これらの特異性は、有限サイズ効果によるものであり、熱力学極限においては明確な
相転移を示すと考えられる。

図 3.23: CMFTを用いて計算した ∆imp = 2での磁化率 χの温度依存性。10サイトのクラスターを用いて計算し
ている。不純物の分布をランダムにNav = 10(黄), 20(青), 40(赤)通りとって計算している。

図 3.23に∆imp = 2の場合の磁化率 χの温度依存性を示す。不純物濃度の増加とともに磁化率は減少
しているが、これは不純物濃度が高いほどよりNéel秩序が安定化するためであると考えられる。磁化率
における不純物の効果は nimpが大きいほど顕著であり、T ∼ 0.25で不連続性を示す [図 3.23(g)-3.23(i)]。
SrCo2V2O8 の磁化率の結果 [37]は、nimp が高い場合の χと同様の特徴を示す。SrCo2V2O8 は XXZ模
型で記述されると予想されるが、低温では鎖間相互作用によって秩序化する。χに見られる不連続性は
Néel秩序の消失による結果である。

3.5 結論

本章ではDMRGと CMFTを用いて、XXZ異方性を持つスピン S不純物をドープしたスピン 1
2 反強磁

性Heisenberg鎖について研究した。ここで不純物はXXZ異方性∆impを持ち、最近接サイトとXXZ型
の相互作用をするとした。まず基底状態での単一不純物の効果を調べるため、スピン相関関数、Néel秩
序の不安定性、局所スピン感受率の計算を行った。その結果スピン S不純物の効果は以下の 2種類に分
類されることが分かった。(i)非磁性不純物と S = 1の不純物: 短距離の反強磁性相関は増大するが、長
距離でのスピン相関は不純物をドープしていないスピン 1

2 Heisenberg鎖よりも早く減衰する。これらの
不純物は磁気欠陥すなわち空孔として振る舞うため、長距離の Néel秩序を安定化させない。(ii) S = 1

2

と S > 1の不純物: スピン相関の減衰率は大きくは変化しないが、XXZ異方的 (∆imp ≳ 1)な不純物の周
りで反強磁性ゆらぎが増大し、長距離のNéel秩序が安定化する。また、局所スピン感受率からNMRス
ペクトルを計算することで、実験的に観測されている SrCu0.99Co0.01O2の幅の広いNMRスペクトルが
∆impの大きい S = 3/2の不純物に起因することを示唆した。
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次に、(ii)の不純物の例として S = 1
2 の不純物の場合について計算を行った。Néel状態の秩序変数で

あるスタッガード磁化mz
stの不純物濃度に対する依存性を計算し、XXZ異方性を持つ S = 1

2 不純物を
有限の濃度ドープすることで長距離のNéel秩序が実現し、mz

stは nimpと∆impとともに増大することを
確かめた。さらに、一様磁場 hz の下で磁化mz が hz の小さい領域で擬ギャップ的な構造を持つことを
確認した。この特徴は、不純物濃度が nimp = 1の完全な XXZ Heisenberg鎖に近いところでより顕著に
現れる。また nimpが小さい場合には、mz ∼ (1− nimp)/2でプラトーのような構造が現れることも明ら
かにした。
さらに、CMFTを用いて比熱や磁化率等を計算することで、有限温度でのNéel秩序から常磁性相への

相転移を確認し、転移温度や比熱のピークの大きさが nimpと∆impとともに増大することを確かめた。
この不純物濃度やその異方性の強さに対する転移温度の依存性は、鎖間相互作用によって有限温度の相
転移が可能となる現実の物質系と定性的に関係している。
また、強磁性鎖におけるスピン S不純物の効果も自明でない問題である。最近では、異方的な強磁性

鎖において、スピン S不純物として振る舞う、相互作用によって束縛されたマグノンのエッジ状態につ
いての研究が行われており [67]、強磁性鎖の場合にも本研究と同様の研究が期待される。
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第4章 スパイラル境界条件を用いた2次元格子系の1
次元格子系へのマッピング

4.1 研究の背景

4.1.1 2次元系の数値計算における問題点

量子格子模型を数値計算により解析する際には、通常は有限系で計算を行い、必要に応じて計算結果
を熱力学極限へと外挿する。しかし、2次元以上の系においては系の総自由度がサイト数に対して指数
関数的に増大し、サイト数やクラスターの形状が大きく制限されるため、熱力学極限での物理量を評価
することが難しい。こうした系では、周期境界条件やシリンダー境界条件が用いられることが多いが、
境界条件を上手く選択しないと有限系の最低エネルギー状態が無限系の基底状態と異なった状態になる
等の問題が起こりうる。ここでは、2次元系に対して既存の境界条件を適用して数値計算を行う場合に
生じうる具体的な問題点を見ていく。

周期境界条件 (PBC)

周期境界条件 (PBC)はクラスターの端のサイト同士を繋げるような境界条件であり、例えば 4× 4サ
イトでのクラスターのとり方は図 4.1(a)のようになる。DMRGで計算する場合には、長距離のボンドが
生じてしまうために計算のコストが著しく増大し、サイト数を大きくすることが非常に難しい。DMRG
と厳密対角化法 (ED)で取り得るサイト数は、正方格子の場合にスピン系でそれぞれ 10× 10, 6× 6サイ
ト、電子系でそれぞれ 6× 6, 4× 4サイト程度である。
また、PBCではサイト数が小さい場合に有限系での最低エネルギー状態が熱力学極限での状態と大き

く異なった状態になっていることが多いという問題もある。具体的な例として、4× 4サイトの 2次元正
方格子上の反強磁性 Heisenberg模型の基底状態を PBCを用いて計算すると、本来熱力学極限では Néel
状態になることが期待される。しかし、実際に得られる基底状態は縦の 4列でそれぞれ形成されている
プラケットシングレット (それぞれ |Pv1⟩ , |Pv2⟩ , |Pv3⟩ , |Pv4⟩とする)と横の 4列でそれぞれ形成されて
いるプラケットシングレット (それぞれ |Ph1⟩ , |Ph2⟩ , |Ph3⟩ , |Ph4⟩とする)の直積の和で表されるような
|Ψ0⟩ ≃ |Ph1⟩ ⊗ · · · ⊗ |Ph4⟩+ |Pv1⟩ ⊗ · · · ⊗ |Pv4⟩という状態に近い状態になっている。このような問題が
起こるのは、正方格子の PBCの場合には縦と横に小さなボンドのループができてしまっているためであ
る。例外として、図 4.1(b)に示すような 10サイトのクラスターではこうした問題は発生しない。これは
10サイトのクラスターの場合には、サイト番号が横に 1から 10まで通しで並んでおり、4× 4サイトの
ような小さなループができないためである。
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図 4.1: PBC下での 2次元正方格子 (a) 4 × 4サイト, (b) 10サイトのクラスター。赤で囲まれた部分が独立なクラ
スターを表している。

シリンダー境界条件

シリンダー境界条件はx方向に開境界条件, y方向に周期境界条件を課すような境界条件であり、DMRG
で 2次元系の計算を行う際によく用いられる。DMRGでは円周の長さが ∼ 10程度しかとれないため、
PBCを用いた場合と似たような問題が生じる。例えば、シリンダー境界条件を用いて反強磁性Heisenberg
模型の基底状態を計算した場合には、円周の長さが偶数の時には円周上にシングレットができ、円周の
長さが奇数の時にはフラストレーションが起こる。また、シリンダー境界条件では熱力学極限での物理
量の値を得るために、軸方向について Lx → ∞への外挿を行った後に円周の長さについて Ly → ∞へ
の外挿を行うという方法がよく採られる。この場合には 2段階のサイズスケーリングが必要となる上に、
円周の長さを大きくすることが難しいため、安定した有限サイズスケーリングを行うことが難しい。

開境界条件 (OBC)

まず開境界条件の問題としては、端のボンドが切断されているために Friedel振動等の有限サイズ効果
が現れる点が挙げられる。また、熱力学極限へのサイズスケーリングを行う際にも x方向と y方向の 2
方向のサイズスケーリングが必要となる。

既存の境界条件を用いた場合に生じる上記のような問題は、レベルスペクトロスコピーで行われている
ように量子数や運動量、パリティ等で状態を選別したり [68]、系の端の状態を特定の状態に固定する [69]
ことで解決することができるが、こうした方法は常に上手くいくわけではない。
そこで本章では、2次元格子系の数値計算における以上のような問題を解決する方法としてスパイラ

ル境界条件 (SBC) [70]を導入する。後で見るように、スパイラル境界条件を用いることで、2次元以上
の格子系のサイトを 1次元的に並べることができる。この方法は、元々モンテカルロ法において計算コ
ストを削減する目的で使われていた [71]が、DMRG [4]やボソン化法 [72]、Jordan-Wigner変換 [73]等
の既存の 1次元系に対する手法を効率的に適用することも可能である。まず、具体例として 2次元正方
格子とハニカム格子上の tight-binding模型について SBCによる 1次元的なマッピングの方法を示し、状
態密度や基底状態のエネルギーが熱力学極限へ近づく様子を確認する。次に、SBCの適用例として 2次
元正方格子上の Hubbard模型の half fillingでの基底状態のエネルギーと XXZ模型のスタッガード磁化
の計算を行う。さらに、SBCで得られる 1次元鎖を開境界で扱うことで、2次元系の秩序変数を効率的
に計算する方法を提案する。最後に、他の境界条件に対する SBCの優位性を物理量の有限サイズスケー
リングと相関関数の振舞を比較することで明らかにする。
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4.2 模型と計算手法

ここでは、本章において扱う 2次元の模型についてその性質を確認する。また、本章で用いるスパイ
ラル境界条件 (SBC)と DMRG計算の詳細についてもまとめる。

4.2.1 2次元正方格子 tight-binding模型

ここでは、2次元正方格子 tight-binding模型の基底状態についてまとめる。系のハミルトニアンは

H0,sq = −t
∑
x,y,σ

(c†(x,y),σc(x+1,y),σ + c†(x,y),σc(x,y+1),σ +H.c.) (4.1)

と表される。ここで、c†(x,y), c(x,y)は、それぞれサイト (x, y)のスピン σの電子の生成・消滅演算子であ
り、tは最近接のホッピングである。

分散関係

まず、分散関係について確認する。周期境界条件を課し、フーリエ変換: ck,σ = 1√
N

∑
x,y e

ik·rc(x,y),σ, r =

(x, y)を行うと、

H0,sq = −t
∑
x,y,σ

(c†(x,y),σc(x+1,y),σ + c†(x,y),σc(x,y+1),σ +H.c.)

= −t 1
N

∑
x,y,σ

∑
kk′

{
eik·r−ik′·r

(
e−ik′x + e−ik′y

)
c†k,σck′,σ +H.c.

}
= −t

∑
σ

∑
kk′

δk,k′

{(
e−ik′x + e−ik′y

)
c†k,σck′,σ +H.c.

}
= −t

∑
kσ

{(
e−ikx + e−iky

)
c†k,σck,σ +H.c.

}
= −2t

∑
kσ

(cos kx + cos ky)c
†
k,σck,σ (4.2)

となるので、分散関係は

ε(k) = −2t(cos kx + cos ky) (4.3)

である。half fillingの場合には、ε(k) ≤ 0の状態を電子が占有し、その波数領域は |kx| + |ky| ≤ πで与
えられる [図 4.2(a)]。また、分散関係 (4.3)を図 4.2(b)にプロットした。

図 4.2: 2次元正方格子 tight-binding模型の分散関係: (a)等高線プロット, (b) 3次元プロット
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基底状態のエネルギー

熱力学極限において、half fillingでの基底状態のエネルギーは、ε(k) ≤ 0を満たすような波数領域:
|kx|+ |ky| ≤ πでの積分を実行することで計算でき、

e0 ≡
E0

N
→

N→∞

−4t

(2π)2

∫ ∫
ε(k)<0

dkxdky(cos kx + cos ky)

=
−4t

π2

∫ π

0
dkx

∫ π−kx

0
dky(cos kx + cos ky)

=
−4t

π2

∫ π

0
dkx{(π − kx) cos kx + sin(π − kx)} = −16

π2
t (4.4)

となる。

状態密度

状態密度は [74]において導出されており、

D(ε) =
1

2π2t
K

(√
1− ε2

16t2

)
(4.5)

となる。ここで、K(k)は第一種完全楕円積分で

K(k) =

∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2 θ

dθ (4.6)

である。図 4.3に、この状態密度をプロットした。

図 4.3: 2次元正方格子 tight-binding模型の状態密度

4.2.2 ハニカム格子 tight-binding模型

系のハミルトニアンは

H0,hon = −t
∑
r,σ

a†r,σ(br+δ1,σ
+ br+δ2,σ

+ br+δ3,σ
) + H.c. (4.7)

と表される。ここで、ar,σと br,σはそれぞれ副格子A, Bの位置 r,スピン σの電子の消滅演算子であり、
δ1, δ2, δ3はハニカム格子の最近接サイトを結ぶベクトルである。図 4.4のように、基本並進ベクトルを
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a1 = (1, 0), a2 =
(
1
2 ,

√
3
2

)
とすると、δ1 =

(
0, 1√

3

)
, δ2 =

(
−1

2 ,−
1

2
√
3

)
, δ3 =

(
1
2 ,−

1
2
√
3

)
である。また、

逆格子ベクトルはai ·bj = 2πδi,jを満たすように b1 =
4π√
3

(√
3
2 ,−

1
2

)
, b2 = 4π√

3
(0, 1)と定義できる。この

逆格子ベクトルから決まるブリルアンゾーンを図 4.5に示す。ブリルアンゾーンの対称点の座標は、そ
れぞれ Γ: (0,0), M: 2π√

3

(√
3
2 ,

1
2

)
, K:

(
4π
3 , 0

)
である。

AA

A

A

AA A

B B

B

BB

BB

a1

a2
δ1

δ3δ2

図 4.4: ハニカム格子の基本並進ベクトル a1,a2 と最近接サイトを結ぶベクトル δ1, δ2, δ3.

kx

ky

Γ
K

M

図 4.5: ハニカム格子のブリルアンゾーン

分散関係

分散関係について考える。フーリエ変換: ck,σ = 1√
N

∑
r e

ik·rcr,σ (c = a, b)を行うと

H0,hon = −t
∑
r,σ

a†r,σ(br+δ1,σ
+ br+δ2,σ

+ br+δ3,σ
) + H.c.

= − t

N

∑
r,σ

∑
k,k′

eik·ra†k,σ(e
−ik′·(r+δ1) + e−ik′·(r+δ2) + e−ik′·(r+δ3))bk′,σ +H.c.

= −t
∑
kσ

a†k,σ(e
−ik·δ1 + e−ik·δ2 + e−ik·δ3)bk,σ +H.c.

=
∑
kσ

εka
†
k,σbk,σ +H.c.

=
∑
kσ

(
a†k,σ, b

†
k,σ

)( 0 εk

ε∗k 0

)(
ak,σ

bk,σ

)
(4.8)
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となる。ここで

εk ≡ −t
3∑

i=1

e−ik·δi = −t
(
e
−i

ky√
3 + e

i kx
2
+i

ky

2
√
3 + e

−i kx
2
+i

ky

2
√
3

)
= −t

{
cos

ky√
3
− i sin

ky√
3
+ 2 cos

kx
2

(
cos

ky

2
√
3
+ i sin

ky

2
√
3

)}
(4.9)

である。したがって、分散関係は式 (4.8)の行列を対角化することで得られ

ε(k) = ±|εk| = ±t

√
1 + 4 cos2

kx
2

+ 4 cos
kx
2

cos

√
3ky
2

(4.10)

となる。この分散関係の 3次元プロットを図 4.6(a)に、ブリルアンゾーンの Γ→M→ K→ Γの経路に
沿ったプロットを図 4.6(b)に示す。ブリルアンゾーンの K点では上下のバンドが接し、この点を Dirac
点と呼ぶ。

図 4.6: ハニカム格子 tight-binding模型の分散関係: (a)3次元プロット, (b)Γ→M→K→ Γの経路に沿ったプロット

状態密度

状態密度は [74]において導出されており、

D(ε) = |ε|Dt(ε
2 − 3) (4.11)

となる。ここで、Dt(ε)は三角格子上の tight-binding模型の状態密度であり、r =
√
3 + ε/t, z1 = 4r,

z2 = (3− r)(r + 1)3/4として

Dt(ε) =


1

π2√z2
K
(√

z1
z2

)
(−3 ≤ ε/t ≤ −2)

1
π2√z1

K
(√

z2
z1

)
(−2 ≤ ε/t ≤ 6)

0 (otherwise)

(4.12)

である。図 4.7に状態密度 (4.11)をプロットした。
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図 4.7: ハニカム格子 tight-binding模型の状態密度

4.2.3 2次元正方格子Hubbard模型

系のハミルトニアンは次のように表される。

H = −t
∑
⟨ij⟩,σ

(c†i,σcj,σ + c†j,σci,σ) + U
∑
i

ni,↑ni,↓ (4.13)

ここで、U はオンサイトのクーロン斥力であり、ni,σ = c†i,σci,σはサイト iのスピン σの電子数の演算子
である。また、⟨ij⟩についての和は全ての最近接のペアについてとる。この系は、U = 0の場合には 2
次元正方格子 tight-binding模型となる。

基底状態のエネルギー

この系は 2次元の電子系であり、U > 0の場合に熱力学極限での基底状態のエネルギーを正確に評価す
ることは難しい。図 4.8に、シリンダー境界条件と DMRGを用いて計算された U/t = 8での half filling
の基底状態のエネルギーの有限サイズスケーリングの結果 [75]を示した。
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図 4.8: 2次元正方格子 Hubbard模型の U/t = 8での基底状態のエネルギーの有限サイズスケーリングの様子 [75]。



第 4. スパイラル境界条件を用いた 2次元格子系の 1次元格子系へのマッピング 47

図 4.8では量子モンテカルロ法や DMRGによる計算結果の外挿の様子が示されているが、DMRGで
は円周の長さが 6

√
2までの外挿で、熱力学極限でのサイト当りのエネルギーが E/t = −0.5241と求め

られている。また、他の手法による外挿値を見ると、熱力学極限での基底状態エネルギーの値は大体
E/t = −0.522 ∼ −0.525程度であることが分かる。

4.2.4 2次元正方格子XXZ模型

ここでは、本章で計算する 2次元正方格子 XXZ模型の基底状態の性質についてまとめる。系のハミ
ルトニアンは次のように表される。

H =
∑
⟨ij⟩

(Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j +∆Sz

i S
z
j ) (4.14)

ここで、Sγ
i (γ = x, y, z)はスピン Sの演算子であり、∆は異方性を表すパラメータである。また、⟨ij⟩

についての和は全ての最近接のペアについてとる。

基底状態での自発磁化

第 3章の 3.1.2節で確認した 1次元の S = 1/2 XXZ模型の場合とは異なり、この系は全ての S及び∆

で磁気的な長距離秩序を持つことが知られている [76, 77]。基底状態には∆の値により以下の 3つの相
が現れる [76, 77, 78, 79, 80]。
(i) ∆ > 1のとき、z方向に反強磁性的にスピンが並んだ容易軸のNéel相となる。すなわち、熱力学極限
において容易軸のスタッガード磁化mz

st =
1
N

∑
i |(−1)i ⟨Sz

i ⟩ |が有限となる。
(ii) −1 < ∆ < 1のとき、xy面内の任意の方向に反強磁性的にスピンが並んだ容易面の Néel相となる。
すなわち、熱力学極限において容易面内のスタッガード磁化mx

st =
1
N

∑
i |(−1)i ⟨Sx

i ⟩ | (磁化が x方向を
向いているとした場合)が有限となる。
(iii) ∆ < −1のとき、z 方向に完全にスピンが偏極した強磁性相となる。すなわち、有限の磁化mz =
1
N

∑
i | ⟨Sz

i ⟩ | = Sを持つ。
また、∆ = ±1での相転移はともに 1次転移である。図 4.9に S = 1/2の場合の自発磁化の ∆依

存性を模式的に示す。∆ = 1での熱力学極限でのスタッガード磁化の値は様々な方法で計算されてお
り [81, 82, 83, 84, 85]、mz

st ≃ 0.307程度であることが分かっている。

図 4.9: 2次元正方格子 S = 1/2 XXZ模型の自発磁化の∆依存性の模式図。
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∆ = −1での基底状態

∆ = −1ではこの系を厳密に解くことができ、基底状態はサイト数をNとしてエネルギーE0 = −2NS2

を持ち、2重に縮退している。１つ目の状態は∆ < −1側の、単純な強磁性状態で

|Ψ0(FM)⟩ = 1√
2
(|⇑⟩+ |⇓⟩) (4.15)

と表される。ここで、|⇑⟩と |⇓⟩は z方向と −z方向に全てのスピンが完全に揃った状態を表している。
もう一つの状態は∆ > −1側の、スピンが xy面内に反強磁性的に並んだ状態である。磁化の向きは xy

面内の任意の方向で、大きさは Sである。この状態は

|Ψ0(XY)⟩ = λm |ψm⟩ (4.16)

と表される。ここで、|ψm⟩は Sz
tot =

∑L2

i=1 S
z
i = 0の部分空間に制限した基底であり、mは可能なスピ

ンの配置全てについて和をとる。|Ψ0(FM)⟩と |Ψ0(XY)⟩は直交しており、∆ → ∞の極限で系は Ising
模型に単純化される。基底 |ψm⟩が他の基底 |ψ′

m⟩から n回の交換操作で得られるとき、これらの基底の
係数には λm = (−1)nλ′mという関係が成り立つ。以下に、S = 1/2と S = 1の場合の具体的な係数の値
を示す。

S = 1/2

この場合には、各サイトの状態はスピン up (|↑⟩)とスピン down (|↓⟩)のいずれかである。Sz
tot = 0の空

間で考えているので、N サイトの系は N
2 個の upスピンと N

2 個の downスピンで構成される。各サイト
には 2種類の状態しかないため、係数 λmは、スピン配置の総数P = N !

(N/2)!(N/2)! を用いて、
1√
P か− 1√

P
の値をとる。

S = 1

この場合には、各サイトの状態はスピン up (|↑⟩)、スピン down (|↓⟩)、スピン 0 (|0⟩)のいずれかである。
Sz
tot = 0の空間で考えているので、upスピンと downスピンのサイトの数は等しくなる。この個数を r/2

とおくと、N サイトの系ではスピン 0のサイトの数はN − rとなる。係数の絶対値は |λm| = 2N−2r|a|
のように rに依存する。ここで、aの値は条件

|a|2
N/2∑
r=0

NC2r2rCr2
N−2r = 1 (4.17)

によって決まる。

4.2.5 スパイラル境界条件 (SBC)

スパイラル境界条件 (SBC) [70]を用いることで、2次元以上の任意の格子系を並進対称性を持つ周期的
な 1次元格子系にマップすることができる。したがって、DMRG等の 1次元系に適用される手法をこの 1
次元格子に適用することができる。ここでは、例として 2次元正方格子とハニカム格子上の tight-binding
模型を考えて SBCによる 1次元鎖へのマッピングの方法を示し、基底状態のエネルギーと状態密度が熱
力学極限へ近づいていく様子を確認する。
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2次元正方格子

最初の例として、2次元正方格子上の tight-binding模型を考える。図 4.10に 2次元正方格子 4 × 4サ
イトでの SBCを示す。ここに示しているのは、Néel状態のような k = (π, π)の周期性を持つ状態と整
合するような格子の採り方であり、SBCでは図 4.10に示した以外にも想定する秩序によって格子の形状
を柔軟に採ることができる [70]。このような格子の採り方については、付録 B.2で詳しく説明している。
サイト番号を図 4.10の緑の破線に沿って付けると、これは最近接と第 3近接のボンドを持つ周期的な 1
次元鎖と等価であることが分かる [図 4.11]。

図 4.10: 2次元正方格子 4× 4サイトの SBC

図 4.11: 図 4.10のクラスターにおいて、緑の線に沿ってサイト番号を付けることで得られる 1次元鎖。open chain
は破線に示すように、2サイト間の Lx 個のボンドを切断することで得られる。

一般的に Lx × Ly サイトの正方格子は、最近接と Lx − 1次近接のボンドを持つ周期的な 1次元鎖に
マップできる。この 1次元鎖でのハミルトニアンは次のように書ける。

Hsq,0 = −t
∑
σ

LxLy∑
i=1

(c†i,σci+1,σ + c†i,σci+(Lx−1),σ +H.c.) (4.18)

フーリエ変換: cK,σ = (1/
√
LxLy)

∑
i exp(iKri)ci,σ を代入すると、

Hsq,K = −2t
∑
K,σ

(cosK + cos(Lx − 1)K)c†K,σcK,σ (4.19)
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となり、分散関係は ε(K) = −2t(cosK + cos(Lx − 1)K)となる。ここで、Kは元の正方格子の波数を 1
次元系の波数K = 2π

LxLy
, n = nx + Lxny = 0, 1, ..., LxLy − 1に変換したものである。

Ly → ∞として、この分散関係の Lx依存性をプロットしたのが、図 4.12である。元の 2次元格子の
構造を反映して、分散関係はKの関数として振動することが分かる。また、Lx → ∞の極限で帯状のバ
ンド構造になり、これが正方格子を 1次元格子へマップした場合の分散関係であると解釈できる。
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図 4.12: ε(K)の Lx 依存性

図 4.10のクラスターで 2次元平面を覆い尽くすことができるため、熱力学極限において物理量の値は
元の正方格子と一致するはずである。half fillingの場合にこの 1次元格子の基底状態のエネルギーが、熱
力学極限で正方格子の場合と一致することを確認する。Lx = 8, Ly → ∞での分散関係を図 4.13に示す。
half fillingの場合は影のついた ε(K) < 0の領域を積分することになる。
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)/
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図 4.13: SBCを適用した正方格子の Lx = 8, Ly → ∞での分散関係。half fillingでは影のついた領域を電子が占有
する。

cosK + cos(Lx − 1)K = 2 cos LxK
2 cos (Lx−2)K

2 であるから、図 4.13で赤丸、青丸で示したフェルミ点
はそれぞれ

LxKr

2
=
π

2
+ nrπ −→ Kr =

π

Lx
(2nr − 1) (4.20)

(Lx − 2)Kb

2
=
π

2
+ nbπ −→ Kb =

π

Lx − 2
(2nb − 1), (4.21)
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で与えられる。ここで、nr, nb = 1, 2, . . . である。したがって、基底状態のエネルギーは熱力学極限で

e0 =
−2t

π

∫
ε(K)<0

dK(cosK + cos(Lx − 1)K)

=
−4t

π

∫ π

0
dK(cosK + cos(Lx − 1)K)θ(−ε(K))

=
−4t

π

([
sinK +

sin[(Lx − 1)K]

Lx − 1

] π
Lx

0

+

[
sinK +

sin[(Lx − 1)K]

Lx − 1

] 3π
Lx

π
Lx−2

+ · · ·+
[
sinK +

sin[(Lx − 1)K]

Lx − 1

] (Lx−1)π
Lx

(Lx−3)π
Lx−2


=

−4t

π

[(
sin

π

Lx
+ sin

3π

Lx
+ · · ·+ sin

(Lx − 1)π

Lx

)
+

1

Lx − 1

(
sin

(Lx − 1)π

Lx
+ sin

3(Lx − 1)π

Lx
+ · · ·+ sin

(Lx − 1)2π

Lx

)
−
(
sin

π

Lx − 2
+ sin

3π

Lx − 2
+ · · ·+ sin

(Lx − 3)π

Lx − 2

)
− 1

Lx − 1

(
sin

(Lx − 1)π

Lx − 2
+ sin

3(Lx − 1)π

Lx − 2
+ · · ·+ sin

(Lx − 3)(Lx − 1)π

Lx − 2

)]
. (4.22)

ここで sinx+ sin(3x) + · · ·+ sin[(2n− 1)x] = 1−cos(2nx)
2 sinx が成り立つことを用いると

e0 =
−4t

π

 1

sin π
Lx

+
1

(Lx − 1) sin
(
Lx−1
Lx

π
) − 1

sin π
Lx−2

− 1

(Lx − 1) sin
(
Lx−1
Lx−2π

)


−→
Lx≫1

−4t

π

(
Lx

π
+

Lx

π(Lx − 1)
− Lx − 2

π
+

Lx − 2

π(Lx − 1)

)
−→

Lx→∞
−16

π2
t (4.23)

となり、元の正方格子の無限系での基底状態エネルギー [式 (4.4)]と一致することが分かる。したがっ
て、SBC下での有限系は熱力学極限に断熱的に接続されていることが確かめられた。

ハニカム格子

もう一つの例としてハニカム格子上の tight-binding模型を考える。ハニカム格子での SBCと対応する
1次元鎖をそれぞれ図 4.14と 4.15に示す。

図 4.14: 3× 3のユニットセルのハニカム格子
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図 4.15: 図 4.14のクラスターにおいて、緑の矢印にそってサイト番号を付けることで得られる 1次元鎖

2Lx×Lyサイトのハニカム格子は、最近接と 2Lx− 1次近接のボンドを持つ 1次元格子と等価であり、
対応する 1次元格子でのハミルトニアンは

Hhon,0 = −t
LxLy∑
i=1

∑
σ

(c†2i−1,σc2i,σ + c†2i,σc2i+1,σ + c†2i,σc2i+(2Lx−1),σ +H.c.) (4.24)

と書ける。正方格子の場合と同様にフーリエ変換を行うと、Ly → ∞の極限で分散関係は

ε(K) = ±t
√
1 + 4 cos2

K

2
+ 4 cos

K

2
cos

(2Lx − 1)K

2
(4.25)

と書ける。ε(K)の Lx依存性を図 4.16, 4.17, 4.18に示す。

図 4.16: Ly → ∞での分散関係 ε(K)の Lx 依存性 (Lx = 2− 4)
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図 4.17: Ly → ∞での分散関係 ε(K)の Lx 依存性 (Lx = 8− 10)

図 4.18: Ly → ∞での分散関係 ε(K)の Lx 依存性 (Lx = 100)

2Lx − 1 = 3M (M は整数)の時のみ、K = ±2
3πで上下のバンドが接することが分かる。Lx, Ly → ∞

の極限でバンドの構造は 2次元のグラフェンをジグザグの 1次元軸に投影したものと等価になる [86]。
したがって、元のハニカム格子の Dirac点がK = ±2

3πに再現される。

状態密度

ここでは、SBCで得られる 1次元系の状態密度がどのように熱力学極限へ近づくのかを確認する。簡
単のため、以降では Lx = Ly = Lの場合を考える。正方格子とハニカム格子上の tight-binding模型の状
態密度の L依存性を図 4.19(a), (b)に示す。どちらの格子でも、Lを大きくすることで熱力学極限での状
態密度 [図 4.3, 4.7]に滑らかに繋がっていることが分かる。また、van Hove特異点を含めた全体的な形
状も比較的小さなクラスターで大体再現されている。これは、PBCでの有限サイズクラスターのエネル
ギー準位の縮退が、SBCによって回転対称性が部分的に壊されることによって解けるためである。L×L
サイトの正方格子のクラスターでは、独立な波数の数は SBCで L2

2 + 1, PBCで L2

8 + 3L
4 + 1である。詳

細は付録 B.1に記述する。
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図 4.19: (a)正方格子と (b)ハニカム格子上の tight-binding模型の状態密度の L依存性。δ関数のピークの広がりは
それぞれ 1.6/L, 0.8/Lとしている。

4.2.6 DMRG

本章では、SBCを用いた 2次元量子系へのDMRGの適用例として、2次元正方格子上のHubbard模型
とXXZ Heisenberg模型について、それぞれ half fillingでの基底状態エネルギーとスタッガード磁化の値
を計算する。DMRGは本来 1次元系の基底状態を正確に計算するのに適した手法であるが、SBCを用い
ることで 2次元系においても精度の高い計算ができることを確認する。

2次元正方格子Hubbard模型の基底状態エネルギーの計算では、SBCで得られる周期的 1次元鎖を開
境界で扱った open chainを用い、N = L2 = 144サイトまでの系で計算を行った。m = 12000までの状
態数で計算し、discarded weightは最大で∼ 10−5程度である。2次元正方格子XXZ Heisenberg模型のス
タッガード磁化の計算では、SBCで得られる周期的 1次元鎖を周期境界のまま扱った periodic chainを主
に用い、N = L2 = 100サイトまでの系で計算を行った。m = 12000までの状態数で計算し、discarded
weightは最大で 10−6のオーダーである。この discarded weightの値は、2次元量子系の DMRG計算と
しては十分な精度が得られる値と考えられる。また、計算結果は全てm → ∞への外挿を行っている。
DMRGの計算精度についての詳細は付録 B.3に示している。

4.3 DMRGによる計算結果
2次元系に対してDMRGを適用し熱力学極限での物理量を得ることは、単に有限サイズクラスターで

の計算が難しいだけでなく、計算結果を熱力学極限へ外挿する際も x方向と y方向の 2方向に有限サイ
ズスケーリングを行う必要があるため容易ではない。この問題は、SBCを用いて 2次元系を 1次元格子
系にマッピングすることで改善することができる。SBCで得られる 1次元鎖は 1次元系としての並進対
称性を持っているため、DMRGで計算する際にも discarded weightの偏りが生じにくいと考えられる。
ここでは SBCを利用した 2次元系へのDMRGの適用例として 2次元正方格子上のHubbard模型とXXZ
模型の 2種類の模型について、それぞれ基底状態のエネルギーとスタッガード磁化を計算し、熱力学極
限へ外挿した結果を示す。これらの問題は 2次元量子系の数値計算における長年の問題であり、近年決
着がついたばかりのものである [75, 85]。
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4.3.1 2次元正方格子Hubbard模型の基底状態エネルギー

最初の例として、2次元正方格子 Hubbard模型の half fillingでの基底状態エネルギーの計算を行う。
SBCを用いると、L× Lサイトでの系のハミルトニアンは

H = −t
∑
iσ

(c†i,σci+1,σ + c†i,σci+(L−1),σ +H.c.) + U
∑
i

ni,↑ni,↓ (4.26)

と表される。ここで ni,σ = c†i,σci,σ である。
まず、U = 0の場合の基底状態エネルギーは open chainを用いる場合でもサイズ毎に厳密に計算する

ことができる 1。U = 0の場合のハミルトニアンは

H =
∑
σ

L2∑
α=1

L2∑
β=1

c†α,σhαβcβ,σ, hαβ =

−t (for |β − α| = 1, L− 1)

0 (otherwise)
(4.27)

と書けるので、生成消滅演算子をある L2 × L2のユニタリ行列 U を用いて

cα,σ →
∑
j

Uαjcj,σ, c†α,σ →
∑
j

U †
jαc

†
j,σ (4.28)

と変換すれば

H =
∑
σ

∑
jj′

∑
αβ

c†j,σU
†
jαhαβUβj′cj′,σ =

∑
jσ

Λjjc
†
j,σcj,σ (4.29)

となる。ここで、Λjj′ ≡
∑

αβ U
†
jαhαβUβj′ が対角行列となるように行列 U を選んだ。したがって行列

hαβ を対角化し、その固有値を小さいものから L2/2個足して 2倍することで、half fillingでの基底状態
エネルギーを正確に計算できる。

図 4.20: U = 0の half fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケーリング。黒丸は open chainで計算した 2
ボンド当りのエネルギーであり、白丸は 1サイト当りのエネルギーである。×は periodic chainで計算し
た 1サイト当りのエネルギーを示している。また、赤の点は熱力学極限での厳密なエネルギー−16/π2で
ある。

図4.20にU = 0のhalf fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケーリングの様子を示す。periodic
chainを使った場合は、サイト当りのエネルギー e0は 1/Lの 2次関数的に− 16

π2 に近づいていくことが分

1periodic chainの場合はフーリエ変換を利用できる。
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かる。open chainを使ってサイズスケーリングを行う場合には興味深い振舞が見られる。open chainは
periodic chainの隣接する 2サイトの L個のボンドを切ることで得られる [図 4.11]。この場合でも切れて
しまうボンドの数は、元の 2次元格子の場合の 2LからLに減らすことができる。それでも open chainの
場合は 1サイト当りのボンドの数が 2からずれてしまうため、基底状態のエネルギーをサイト当りのエ
ネルギーと 2ボンド当りのエネルギーの 2通りの方法で評価する。図 4.20に示すように、どちらの方法
でもエネルギーはほぼ 1/Lの 1次関数で熱力学極限に外挿されることが分かる。片方はエネルギーの高
い方から、もう片方はエネルギーの低い方から熱力学極限に近づいていくため、この方法でスケーリン
グの信頼性を高めることができる。結局、open chainを使った場合の有限サイズスケーリングは periodic
chainを用いる場合よりも単純になることが分かる。

図 4.21: DMRGを用いて計算した U/t = 8の half fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケーリング。黒
丸は 2ボンド当たりのエネルギーであり、白丸は 1サイト当たりのエネルギーである。

図 4.21に、DMRGを用いて計算したU/t = 8の half fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケー
リングを示す。N = L2 = 144サイトまでの open chainを用いて計算しており、U = 0の tight-binding模
型の基底状態エネルギー同様に直線で外挿を行っている。サイズ毎の基底状態エネルギーの DMRGの
状態数mに関する依存性や discarded weightの値、またm → ∞への外挿値は付録 B.3の表 B.1に示し
ている。熱力学極限での値は e0 = −0.5228であり、シリンダー境界条件を用いたDMRGでの先行研究
の値 e0 = −0.5241 [75]と整合するが、わずかに高い値が得られた。これはおそらくシリンダー境界条件
の外挿では、円周の長さが十分に採れないために、円周の長さについてのスケーリングが不安定である
ためと考えられる。

4.3.2 2次元正方格子XXZ模型のスタッガード磁化

2つ目の例として 2次元正方格子XXZ模型のスタッガード磁化の計算を行う。系のハミルトニアンは

H =
∑
⟨i,j⟩

(Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j +∆Sy

i S
y
j ) (4.30)

で表される。ここで、Sγ
i はサイト iのスピン 1

2 演算子の γ(γ = x, y, z)成分であり、∆は異方性を表す
パラメータである。また、⟨i, j⟩に関する和は全ての最近接ペアについての和を表している。この系は、
1次元と異なり∆ = 1においても熱力学極限で有限のスタッガード磁化mst

z ∼ 0.307を持つことが知ら
れており、様々な手法で計算が行われている。ここでは 1次元鎖に周期境界条件を課して計算を行う。
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系の並進対称性を破るため、図 4.22(a)に示すように、周期的 1次元鎖のサイト iとサイト i+ 1に磁場
をかけることでスピンの z成分を ⟨Sz

i ⟩ = −⟨Sz
i+1⟩ = 1

2 と固定し、この 2サイトから最も離れたサイト
のスピンモーメントを計算することで、mst

z = ⟨Sz
i+N

2

⟩ = −⟨Sz
i+N

2
+1

⟩としてスタッガード磁化mst
z を計

算する。

図 4.22: (a)スタッガード磁化mst
z の計算に用いた周期的な 1次元鎖の模式図。(b) mst

z の有限サイズスケーリング。
黒の点は周期的 1次元鎖を用いて∆ = 1.0, 1.1, 1.2, 2.0でのmst

z をDMRGで計算した結果であり、白の点
は開境界の 1次元鎖で静的構造因子を用いて∆ = 1.0でのmst

z を DMRGで計算した結果を表している。

いくつかの∆について、DMRGを用いてN = L2 = 100サイトまででmst
z を計算し、熱力学極限への

有限サイズスケーリングを行った結果を図 4.22(b)に示す。スケーリングには、mst
z (L) = a/L3+b/L2+c

として 3次関数でのフィッティングを行っている。∆ = 1の等方的な場合においては、熱力学極限で
mst

z = 0.3071± 0.0005を得た。この値は、シリンダー境界条件を用いた DMRGによる先行研究の結果
(mst

z = 0.3067) [84]及び量子モンテカルロ法による先行研究の結果 (mst
z = 0.30743) [85]と十分に近い値

になっている。
∆の増加とともにmst

z は増加し、Ising極限 (∆ → ∞)で 0.5に近づく。図 4.23(a)に、熱力学極限に
外挿したmst

z の値を∆の関数としてプロットした。mst
z の全体的な振る舞いは先行研究 [81, 82, 83, 87]

の結果と同様である。スピン波理論によれば ∆ = 1の近傍で mst
z =

∑∞
n=0 µn(1 − ∆−2)n/2 すなわち

dmst
z

d∆ →
∆→1

∞となり、∆ = 1が特異点となることが示唆されている [81, 88, 89]。しかし、図 4.23(a)の

インセットに示すように、我々の計算結果ではこのような振る舞いは確認できない。これは結合クラ
スター法による先行研究 [87]の結果とも整合している。また、図 4.23(b)に示すように、∆が大きい
領域 (0 ≥ 1/∆ ≥ 0.05)の結果を 2mst

z = 1 + m2/∆
2 + m4/∆

4 + m6/∆
6 でフィッティングすると、

m2 = −0.222222225,m4 = −0.0355542736,m6 = −0.0189663810となった。これは、級数展開による
結果 2mst

z = 1 − (2/9)/∆2 − (8/225)/∆4 − 0.01894258/∆6 + O(1/∆8)[2/9 = 0.22222222 . . . , 8/225 =

0.0355555 . . . ] [81]とよく一致している。
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図 4.23: (a) mst
z の熱力学極限への外挿値を∆の関数としてプロットした図。インセットは∆ = 1近傍でのmst

z を
拡大して示している。(b) mst

z の熱力学極限への外挿値を 1/∆の関数としてプロットした図。インセット
は 1/∆ = 0近傍でのmst

z を 1/∆の多項式でフィッティングした図である。

上記の計算では周期的な 1次元鎖を用い、スピンの回転対称性を意図的に破ることでスタッガード磁
化を計算した。この方法では DMRG計算をより安定的にすることができるが、このように対称性を意
図的に破らなくてもmst

z の値を正確に評価することは可能である。すなわち、開境界の 1次元鎖を用い
て静的構造因子から (mst

z )
2 = limL→∞(1/L2)

∑
i,j(−1)i−j ⟨Si · Sj⟩としてmst

z の値を計算することがで
きる。ここで、和は 1次元鎖の全サイトに渡ってとる。この方法でN = L2 = 144サイトまでの系を用
いて∆ = 1でのmst

z を計算し、有限サイズスケーリングを行った結果を図 4.22(b)に白の点で示してい
る。1/Lの 3次関数でフィッティングを行い、熱力学極限でmst

z = 0.30762± 0.0032を得た。

4.4 Open chainを用いた秩序変数の計算
4.3.2節では、主に周期的な 1次元鎖 [図 4.22(a)]を用いてスタッガード磁化の計算を行った。しかし、

DMRGを用いて計算する場合には 1次元鎖を開境界で扱った方が計算がしやすい。ここでは、SBCに
よって得られる 1次元鎖を open chainとして扱うことで、2次元系の局所的な秩序変数を計算する方法
を提案する。具体例として、2次元正方格子スピン S XXZ模型について、Néel状態の秩序変数であるス
タッガード磁化をDMRGを用いて計算する。open chainを用いることで、状態数や基底の数が増えるた
めにDMRGでは計算が難しい、XY相やスピンが大きい (S ≥ 1)場合にも熱力学極限でのスタッガード
磁化の値を評価することができることを示す。
最近でも、Ba2FeSi2O7 (S = 2) [90, 91, 92], NaMnSbO4 (S = 5/2) [93]等の正方格子や PbMnTeO6 (S =

3/2) [94], AgCrSe2 (S = 3/2) [95], α-CrOO(H, D) (S = 3/2) [96], Ba8MnNb6O24 (S = 5/2) [97],
Ag2FeO2 (S = 5/2) [98]等の三角格子、CoPS3 (S = 3/2) [99]等のハニカム格子、Cs2(K, Na)Cr3F12 (S =

3/2) [100], Li9Fe3(P2O7)3(PO4)2 (S = 5/2) [101], PbFe3(PO4)(SO4)(OH)6 (S = 5/2) [102]等のカゴメ格子
上の高スピンの磁性体についての研究が報告されており、こうした高スピンの 2次元量子スピン系の精
確な数値計算の必要性が高まっていると言える。
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4.4.1 2次元正方格子スピン S XXZ模型

系のハミルトニアンは次のように表される。

H =
∑
⟨ij⟩

(Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j +∆Sz

i S
z
j ) (4.31)

ここで、Sγ
i (γ = x, y, z)はスピン Sの演算子, ∆は交換相互作用の異方性を表すパラメータであり、⟨ij⟩

についての和は全ての最近接サイトのペアについてとる。4.2.4節で述べたように、この系は全ての Sの
場合に∆ ≥ −1の範囲で有限のスタッガード磁化を持つことが分かっている [76, 77]。

4.4.2 秩序変数の計算方法

図 4.24: (a) L = 4の 2次元正方格子のクラスター。赤線で囲まれた部分が独立なクラスターを示している。(b) (a)
の緑の線に沿ってサイト番号をつけることで得られる周期的な 1次元格子。open chainは、2サイト間の
L本のボンドを切断することで得られる (破線)。

ここでは、秩序変数の計算方法について説明する。4.2.5節で述べたように、SBCを用いることでL×L
サイトの 2次元正方格子は最近接と (L− 1)次近接のボンドを持つ 1次元鎖にマップされる。図 4.24(a),
(b)に、4× 4サイトの場合のマッピングの例を示す。したがって、この 1次元格子での系のハミルトニ
アンは

H =
L2∑
i=1

(Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1 +∆Sz

i S
z
i+1) +

L2∑
i=1

(Sx
i S

x
i+(L−1) + Sy

i S
y
i+(L−1) +∆Sz

i S
z
i+(L−1)) (4.32)

と表される。SBCを適用した場合の DMRG計算における利点として、周期的な 1次元鎖にマップされ
るためエンタングルメントの度合いが一様になり、discarded weightの偏りが生じにくいことが考えられ
る。また、元の 2次元正方格子と比較してボンドの最大距離を L− 1に減らすことができる点も重要で
ある。さらに、1次元系にマップされるため 2次元格子の場合と異なり、1回の有限サイズスケーリング
で熱力学極限での物理量を得ることができる。

図 4.25: スタッガード磁化mz
st を計算するために用いる 1次元の open chain. 矢印は磁場によってピン止めされた

スピンを表し、mz
st は塗りつぶされたサイトで計算する。
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元の 2次元正方格子での k = (π, π)の Néel秩序は、マップされた 1次元鎖においては k = πの秩序
となる。したがって、open chainを用いた場合には、Néel状態の秩序変数であるスタッガード磁化は、
系の端から中央に向かって減衰するスピンモーメント ⟨Sα

i ⟩ (α = x, y, z)の Friedel振動の振幅から計算
することができる。スタッガード磁化の計算に用いる open chainを図 4.25に示す。スタッガード磁化を
計算するために、容易軸と容易面内のNéel状態に対して、系の端の近くの 2サイトのスピンをそれぞれ
⟨Sz

L⟩ = 1/2, ⟨Sz
L2−L+1⟩ = −1/2 (⟨Sx

L⟩ = 1/2, ⟨Sx
L2−L+1⟩ = −1/2)と磁場によってピン止めし、系の中央

でのスピンモーメント ⟨Sz
L2/2⟩, ⟨S

z
L2+1⟩ (⟨Sx

L2/2⟩, ⟨S
x
L2+1⟩)を計算する。この方法で、容易軸と容易面内

の Néel状態の秩序変数はそれぞれmst
z = | ⟨Sz

L2/2⟩ − ⟨Sz
L2/2+1⟩ |/2, mst

x = | ⟨Sx
L2/2⟩ − ⟨Sx

L2/2+1⟩ |/2と定
義される。1次元系でスタッガード磁化を計算する場合は、典型的にスピンのピン止めは系の端すなわ
ちサイト i = 1, i = L2に対して行う。しかし、系の両端から L− 1サイトでは元の周期的 1次元鎖のボ
ンドが切断されているため、ピン止めをサイト i = L, i = L2 − L+ 1に対して行うことで、秩序変数の
過小評価を避けることができる。

図 4.26: (a,c,e)サイト i = L, i = L2 −L+ 1のスピンをピン止めした場合の局所スピンモーメント (a) ⟨Sz
i ⟩とその

絶対値 (c,e) | ⟨Sz
i ⟩ |. (b,d,f)サイト i = 1, i = L2 のスピンをピン止めした場合の局所スピンモーメント (b)

⟨Sz
i ⟩とその絶対値 (d,f) | ⟨Sz

i ⟩ |. 破線は先行研究の値mz
st = 0.3067を比較のために示している。塗りつぶ

しの点は元のボンドが切断されているサイトを示している。

ピン止めの位置によるスピンモーメントの振動の違いを示すため、図 4.26(a)に S = 1/2, ∆ = 1の場合
にL = 8の系で、サイト i = L, i = L2−L+1のスピンをピン止めした場合の ⟨Sz

i ⟩の Friedel振動の様子
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を示す。1次元鎖において実際に、スピンモーメントが k = πで振動している様子が確認できる。また、
図 4.26(c),(e)に示すように、⟨Sz

i ⟩の振動は系の中央に向かってよく収束していることが分かる。サイト
i = 1, i = L2のスピンをピン止めした場合の結果を図 4.26(b)に示す。ピン止めされたスピン付近での振
幅は系の中央付近での振幅よりも明らかに小さくなっていることが分かる。結果として、図 4.26(d),(f)
に示すように Lを固定した場合の振幅はかなり小さくなる。したがって、秩序変数の値は過小評価され
るか、熱力学極限への収束が遅くなると考えられる。外側の L− 1サイトは元の周期的 1次元鎖のボン
ドが切断されているため、外側の 2(L− 1)個のスピンをまとめて端のスピンとみなすのが、妥当である
と考えられる。以上から、内側のサイト i = L, i = L2 − L+ 1のスピンをピン止めするのが良い選択で
あるといえる。
以下の計算では、N = L2 = 196サイトまでの open chainを用いてスタッガード磁化をDMRGで計算

する。DMRGの状態数は最大でm = 8000とし、discarded weightは最大で 10−5のオーダーである。計
算結果は、必要であればm→ ∞への外挿を行っている。

4.4.3 計算結果

S = 1/2,∆ ≥ 1

最初に S = 1/2の場合に、容易軸内のNéel相とXY相の境界である∆ = 1での計算結果を確認する。
これは量子揺らぎが最も大きい場合であり、熱力学極限でのスタッガード磁化を数値的に評価するのが最
も難しい。したがって、この方法の有効性を検証するのに最も適していると考えられる。∆ = 1において
磁化の方向は任意であるため、z軸に平行であるとしてmst

z を計算する。これにより、S
z
tot =

∑
i S

z
i = 0

の空間に限定して計算を実行することができる。

図 4.27: (a) S = 1/2, ∆ ≥ 1でのmst
z の有限サイズスケーリング。1/Lでの塗りつぶしの点は periodic chainを用

いた場合の外挿値 [図 4.22(b)]を表している。(b) mst
z の外挿値の ∆依存性。比較のために、結合クラス

ター法 (CCM)による先行研究の結果 [87]を×で示している。インセットは ∆ = 1の近傍でのmst
z の外

挿値を∆− 1の関数として示している。

図 4.27(a)に mst
z の有限サイズスケーリングの様子を示している。計算には N = L2 = 196サイト

までの系を用いており、DMRGの状態数は最大で m = 8000である。前節の periodic chainを用いた
計算では N = L2 = 100サイトまでの系を用いており、open chainを用いることでおよそ倍程度の系
での計算を実行することができている。1/Lに対する mst

z の収束は、安定したスケーリングを行うの
に十分に速いことが確認できる。1/Lの 3次関数 mst

z (L) = mst
z + a/L2 + b/L3 を用いてフィッティ

ングを行い、∆ = 1での熱力学極限の値として mst
z = 0.3065が得られた。この値は先行研究の結果:
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DMRG (mst
z = 0.3067), QMC (mst

z = 0.30743), CCM (mst
z = 0.3093)とよく一致しているが、periodic

chainを用いた結果 (mst
z = 0.3071± 0.0005)よりも若干小さい値が得られている。これは、open chainを

用いた場合の方がより大きなサイズでの計算を行うことができ、安定した有限サイズスケーリングを実
行できるためと考えられる。

表 4.1: S = 1/2の場合の容易軸の Néel相 (∆ ≥ 1)でのmst
z の外挿値。δ = mst

z (CCM)−mst
z (DMRG)は DMRG

による計算結果と CCMによる結果 [87]の差である。

∆ mst
z (DMRG) mst

z (CCM) δ

1.0 0.3065 0.3093 0.0028
1.2 0.4079 0.4067 -0.0012
1.5 0.4459 0.4466 0.0007
2.0 0.4709 0.4712 0.0003
3.0 0.4874 0.4875 0.0001
4.0 0.4930 0.4930 <0.0001

∆ = 1では系はギャップレスであるが、∆ > 1では Sz
tot = 0の基底状態と Sz

tot = 1の励起状態との間
にギャップが開く。これはスタッガード磁化の方向が z軸に並行に固定されることを示唆している。次
に、∆ > 1の場合でのmst

z を評価する。図 4.27(a)にいくつかの∆について、mst
z の有限サイズスケーリ

ングの様子を示している。∆が大きい場合には、量子揺らぎが減少することによりmst
z のサイズ依存性は

小さくなる。mst
z の外挿値の∆依存性を図 4.27(b)に示す。∆を大きくすることで急激に Ising極限での

値 0.5に近づいていくことが分かる。比較のために、結合クラスター法 (CCM)による結果 [87]を×で示
している。全体的にCCMの結果 [87]との一致は非常に良いことが分かる。いくつかの∆について、mst

z

の値を表 4.1に示している。結果の差が最も大きくなるのは∆ = 1の場合である。DMRGの計算結果の
熱力学極限L→ ∞への外挿と、CCMの LSUBmレベルでのm→ ∞への外挿は∆ = 1の場合に最も大
きくなると考えられるが、その場合でもmst

z のずれは 0.9%程度である。次に、∆ = 1の近傍でのmst
z の

特異的な振舞について確認する。スピン波理論 (SWT) [81, 88, 89]によって、mst
z =

∑∞
n=0mn(∆− 1)n/2

の形で∆ = 1に特異点が現れることが示唆されている。しかし、図 4.27(b)のインセットに示すように、
1 ≤ ∆ ≲ 1.01でmst

z は∆− 1にほぼ比例しており、SWTで予想されるような特異的な振舞は確認でき
ない。これは CCMによる結果 [87]とも整合している。

図 4.28: 正方格子 S = 1/2 XXZ模型のスタッガード磁化mst
z を 1/∆2 の関数としてプロットした図。実線は多項

式 2mst
z = 1 +m2/∆

2 +m4/∆
4 +m6/∆

6 でのフィッティングを示している。
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計算結果の正確性を更に確かめるため、∆の大きい場合の結果を 1/∆の級数展開 (SE)による結果と比較
する。0 ≤ 1/∆ ≤ 0.05での計算結果を多項式 2mz

st = 1+m2/∆
2+m4/∆

4+m6/∆
6でフィッティングす

ると、m2 = −0.222222225,m4 = −0.0355542736,m6 = −0.0189663810となった [図 4.28]。これらの値
は SEによる結果: m2 = −2/9 = −0.222222 . . . ,m4 = −0.0355555 . . . ,m6 = −0.01894258 [81, 89, 103]
とほぼ完璧に一致している。

S = 1/2,−1 < ∆ < 1

次に、XY相 (−1 < ∆ < 1)でのスタッガード磁化を計算する。XY相での磁化は xy面内の任意の方
向に並行であるため、⟨Sx

L⟩ = 1/2, ⟨Sx
L2−L+1⟩ = −1/2と 2サイトのスピンをピン止めし、x軸に並行な

スタッガード磁化mst
x を計算する。この場合は系に横磁場をかけることになり Sz

totが保存しないため、
先程のmst

z の場合に比べて DMRGでの計算が難しくなる。しかし、この場合も安定した有限サイズス
ケーリングを行うのに十分なデータを得ることができる。図 4.29(a)にmst

x の有限サイズスケーリングの
様子をいくつかの∆について示した。ここで、N = L2 = 144サイトまでの open chainを用いて計算を
行っており、DMRGの状態数は最大でm = 4000である。期待されるようにmst

x のサイズ依存性は、ス
ピンが等方的な∆ = 1から古典的な極限である∆ = −1に近づくにつれ小さくなる。図 4.29(b)にmst

x

の外挿値を∆の関数としてプロットした。比較のため、CCMによる結果 [87]も一緒に示している。mst
x

は∆の減少とともに増加し、∆ → −1で 1/2に近づくことが確認できる。したがって、この系の量子揺
らぎは∆ = 1のときに最も強いことが分かる。XY相についても全体的に CCMの結果との一致は良い
ことが確認できる。表 4.2で、いくつかの∆について DMRGでの外挿値と CCMの結果を比較してい
る。各∆について、DMRGでの値は CCMでの値に比べて若干小さくなっていることが分かる。これ
は、DMRGの方が CCMに比べてより量子揺らぎを取り込めているからかもしれない。また、XY模型
に相当する∆ = 0での外挿値mst

x = 0.4331は SEによる結果mst
x = 0.43548 [104]や QMCによる結果

mst
x = 0.437 [105]と十分に整合している。

図 4.29: (a) S = 1/2, |∆| < 1でのmst
x の有限サイズスケーリング。(b) mst

x の外挿値の∆依存性。比較のために、
CCMによる結果 [87]を×で示している。

これまでの結果で、open chainを用いたスタッガード磁化の計算が S = 1/2の場合に有効であること
が確かめられた。実際に、mst

α (α = x, z)の有限サイズスケーリングには困難はなく、先行研究の結果と
比較する限り熱力学極限での外挿値は∆全体で極めて正確であるといえる。そこで、数値計算が困難で
ある S = 1から S = 6までの Sが大きい場合についても同じ方法でmst

z の評価を行う。
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表 4.2: S = 1/2の場合の XY相 (−1 < ∆ ≤ 1)でのmst
x の外挿値。δ = mst

x (CCM)−mst
x (DMRG)は DMRGによ

る計算結果と CCMによる結果 [87]の差である。

∆ mst
x (DMRG) mst

x (CCM) δ

-1.0 0.5000 0.5000 0.0000
-0.8 0.4844 0.4856 0.0012
-0.5 0.4649 0.4667 0.0018
0.0 0.4331 0.4346 0.0015
0.5 0.3943 0.3960 0.0017
1.0 0.3065 0.3093 0.0028

S = 1,∆ ≥ 1

まず、S = 1の場合の計算を行う。S ≥ 1の場合でも系は∆ ≥ −1のとき、Néel秩序を持つことが分
かっている [76, 77]。ここでも、S = 1/2の場合と同様に∆ ≥ 1でのmst

z の計算を行うことができる。図
4.30(a)にいくつかの∆でのmst

z の有限サイズスケーリングの様子を示す。∆ = 1での熱力学極限の値と
して、mst

z = 0.8017が得られた。この値は iPEPSによる先行研究の結果mst
z = 0.802 [106]と非常によく

一致している。図 4.30(b)には、mst
z の外挿値の∆依存性をプロットしている。比較のために、SEによる

結果 [81, 107]を一緒にプロットしている。図 4.30(b)のインセットに示しているのは、0 ≤ 1/∆ ≤ 0.03

での計算結果を多項式mst
z = 1+m2/∆

2 +m4/∆
4 +m6/∆

6でフィッティングした様子である。フィッ
ティングの結果は、m2 = −0.081632653, m4 = −0.026959397, m6 = −0.013867377となった。これらの
値は SEでの結果m2 = −4/49 = −0.081632653 . . . , m4 = −0.026959397, m6 = −0.013867377 [81, 107]
と非常によく一致している。

図 4.30: S = 1, ∆ ≥ 1での (a) mst
z の有限サイズスケーリングと、(b) mst

z の外挿値の∆依存性。インセットに∆
の大きい領域でのmst

z を 1/∆2 に対してプロットした。破線は SE [81, 107]による結果を示している。

S > 1,∆ = 1

次に、S > 1の場合の計算を行う。図 4.31(a)にS ≥ 1, ∆ = 1の場合のmst
z の有限サイズスケーリングを

示す。ここで、N = L2 = 144サイトまでの open chainを用いて計算を行っている。DMRGの状態数は最
大でm = 5000であり、discarded weightは最大でも 2×10−6程度である。Sが大きいほど量子揺らぎの効
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果が小さくなることから予想されるように、mst
z のサイズ依存性はSの増加とともに小さくなる。しかし、

最もSが小さいS = 1の場合でも有限サイズスケーリングは容易である。図 4.31(b)にmst
z /Sの外挿値を

Sの関数として示している。古典的な極限S → ∞においてmst
z /Sは滑らかに 1に収束することが確認で

きる。mst
z /SのS依存性は、3次までのスピン波理論 (SWT)でmst

z /S = 1−0.1966019S−1+0.00087S−3

と求められている [82, 108, 109]。この表式は、1/Sより高次の項の係数が非常に小さいため、広い範囲
の Sで上手く機能すると考えられる。実際に、図 4.31(b)のインセットに示すように、各 Sでの我々の
計算結果と SWTの結果との差∆mst

z /Sは常に 3× 10−3よりも小さい。

図 4.31: (a) S ≥ 1, ∆ = 1 での mst
z の有限サイズスケーリング。(b) ∆ = 1 での mst

z の外挿値の S 依存性。破
線は SWT での結果 [82, 108, 109] を表している。インセットは、DMRG での計算結果と SWT での結
果 [82, 108, 109]の差∆mst

z /S をプロットしている。

図 4.32: 正方格子 Heisenberg模型のスタッガード磁化を 1/S の関数としてプロットした図。赤と黒の破線は、そ
れぞれ SWTの結果 [82, 108, 109]と多項式mst

z /S = 1 +m1S
−1 +m3S

−3 でのフィッティングである。

また、S = 1/2から S = 6での外挿値をmst
z /S = 1 +m1S

−1 +m3S
−3でフィッティングした結果、

m1 = −0.19895398, m3 = 0.00136057となった [図 4.32]。これらの値は SWTの結果とも整合している。
したがって、open chainを使った方法は少なくとも S = 6の場合まで有効であることが確かめられた。
また、S = 2, 4, 6の場合でも各ボンドでシングレットのペアを形成するようなハルデン状態は存在しな
い [76, 77]ことが数値的に確かめられた。
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4.5 他の境界条件と比較した SBCの優位性
ここまでで、SBCによる 2次元格子系の周期的 1次元鎖へのマッピング方法と、SBCを利用した 2次

元量子系への DMRGの適用について示した。この節では、物理量の有限サイズスケーリングと相関関
数の振舞という観点から、他の境界条件と比較した SBCの優位性を明らかにする。ここでは、厳密に計
算することができる 2次元正方格子上の tight-binding模型を考え、境界条件毎の half fillingの基底状態
のエネルギーの有限サイズスケーリングと密度相関関数の振舞を比較する。

4.5.1 基底状態エネルギーの有限サイズスケーリング

ここでは、境界条件毎の基底状態エネルギーの有限サイズスケーリングの様子を比較する。図 4.33
に、2次元正方格子 tight-binding模型の half fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケーリング
を、様々な境界条件で行った様子を示す。ここで、SBCについての結果 [図 4.33(c)]は図 4.20と同じで
ある。まず、OBCでの有限サイズスケーリング [図 4.33(a)]は SBCでマップした 1次元鎖に開境界条件
を適用した場合 [図 4.33(c)]と同様に 1/Lの 1次関数で外挿可能であることが分かる。一方、PBCでは
基底状態エネルギーは 1/L2で熱力学極限へ近づいていくことが分かる。DMRGを用いる場合は、2次
元の周期的なクラスターでは基底状態は L ≲ 10程度までしか計算できないため、PBCで基底状態エネ
ルギーの有限サイズスケーリングを行うのは困難である。
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図 4.33: (a) OBC, (b) PBC, (c) SBC, (d-f)シリンダー境界条件下での 2次元正方格子上の tight-binding模型の half
fillingでの基底状態エネルギーの有限サイズスケーリング。熱力学極限での厳密なエネルギー e0 = −16/π2

を赤の点で示している。黒丸と白丸はそれぞれサイト毎のエネルギーと 2ボンド当りのエネルギーである。
シリンダーの場合に、円周の長さ Ly を固定して Lx → ∞に外挿した様子を (d)に、得られた Lx → ∞の
外挿値を Ly → ∞に外挿した様子を (e)に示している。さらに、縦横の長さの比を Lx = Ly に保って無
限系に外挿した様子を (f)に示している。
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シリンダー境界条件を用いる場合は x方向と y方向の 2方向に有限サイズスケーリングを行う必要があ
る。まず図 4.33(d)に示すように、与えられた円周の長さLyに対して軸の長さLxについてのスケーリン
グを行い、Ly毎にLx → ∞での基底状態エネルギーを求める。次に、得られたLx → ∞での値をさらに
Ly についてスケーリングする [図 4.33(e)]。PBCの場合と同様に、e0 = −16/π2 + α/Lβ

y (α < 0, β > 2)

ようなスケーリング挙動を示していることが分かる。また、Lxについての外挿値の Ly依存性も他の境
界条件と比較してあまり滑らかでないことが分かる。したがって、シリンダー境界条件を用いてDMRG
で 2次元の遍歴系の熱力学極限での基底状態エネルギーを正確に評価することは、Lx → ∞への外挿に
不確実性があることや外挿値が Ly ≲ 10までしか得られないことを考えれば、あまり現実的ではないと
言える。また、図 4.33(f)に Lx = Ly を保って有限サイズスケーリングを行った様子を示す。スケーリ
ングの様子は単純に見えるが、OBCや SBC下での open chainの場合の 1次関数的な振舞からは外れて
いることが分かる。
以上の理由から、2次元系の熱力学極限での基底状態エネルギーを評価する場合には、OBCか SBCが

最適な選択であると言える。

4.5.2 相関関数の振舞

ここでは、境界条件による相関関数の影響を調べる。相関関数の長距離での振舞を調べるため、厳密
に計算することができる 2次元正方格子上の tight-binding模型の密度相関関数

C(r) = 1− ⟨nini+r⟩ (4.33)

を考える。
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図 4.34: 2次元正方格子 tight-binding模型の half fillingでの密度相関関数 C(r)のボンドの方向、すなわち (1,0),
(0,1)方向に沿った距離 rに対する依存性。それぞれ (a) OBC, (b) PBC, (c) SBC, (d,e)シリンダー境界条件
での結果を示している。シリンダーについては、(1,0)方向と (0,1)方向の両方の結果をプロットしている。
参考として、OBCでの 100 × 100サイトの系での結果を黒の点でプロットしている。解析計算から期待
されるように、C(r) ∝ 1/r4 で減衰する。
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図 4.34に、各境界条件下の half fillingでの C(r)をボンドの方向すなわち (1,0), (0,1)方向の距離 rの
関数としてプロットした。OBC, PBC, SBCを用いた場合には、結果は同程度に良いことが分かる。例え
ば、L = 18の系において r ∼ 9の点まで、解析的な結果C(r) ∝ 1/r4に乗っていることが確認できる 2。
一方で、シリンダー境界条件を用いた場合の結果は明らかに悪く、C(r) ∝ 1/r4からのずれが最も大き
い。先行研究でも報告されているように [110]、シリンダーの場合は縦と横の比を一定に保って系のサイ
ズを大きくすることで結果を改善できるようである。それでも、図 4.33(d)に示すように、Lx = Ly = 18

の場合でも C(r) ∝ 1/r4の振舞は r ∼ 5までしか確認できない。これは、シリンダー境界条件では元の
等方的な 2次元正方格子のクラスターに、一種の空間的な異方性を課しているためである。さらに、図
4.33(e)に示すように、円周の長さを固定して軸の長さを増加させても結果は改善されないことが分かる。
以上から、2次元系の相関関数を計算する場合にはOBCか SBCのいずれかを選択することができる。

しかし、OBC下での 2次元系はドープされたり何らかの相互作用を導入すると、Friedel振動によって簡
単に乱される。したがって、2次元系の相関関数を DMRGで計算する場合には SBCが最初の選択肢と
なりうる。

4.6 結論

本章では、2次元格子系の境界条件としてスパイラル境界条件 (SBC)を導入した。SBCを適用するこ
とで、周期境界条件 (PBC)下の 2次元以上の格子系は、並進対称性を持つ周期的な 1次元鎖に厳密にマッ
プできる。したがって、SBCによってマップされた 1次元格子系に対して DMRG等の 1次元量子系に
用いられる手法を適用することが可能になる。また、熱力学極限での物理量を得るために、2次元格子
の場合は通常 x方向と y方向の 2段階のサイズスケーリングを行う必要があるが、1次元方向のサイズ
スケーリングのみで良いという利点がある。
まず 4.2.5節では、具体例として 2次元正方格子とハニカム格子上の tight-binding模型について、SBC
を用いた 1次元格子へのマッピングを実空間と波数空間の両方で示した。次に、状態密度と基底状態の
エネルギーのクラスターサイズに対する依存性を示し、それらが熱力学極限へ近づいていく様子を確認
した。そして 4.3節では、SBCによる 1次元鎖へのマッピングを利用した 2次元量子系への DMRGの
適用例として、2次元正方格子Hubbard模型の基底状態エネルギーと 2次元正方格子XXZ模型のスタッ
ガード磁化の計算を行った。結果を厳密解や先行研究の結果と比較することで、SBCを用いて十分な精
度で 2次元量子系の DMRG計算を行えることを確認した。
また 4.4節では、SBCで得られた 1次元鎖を open chainで扱うことで 2次元量子系の秩序変数をDMRG

で計算する方法を提案した。この方法のベンチマークとして、まず 2次元正方格子 S = 1
2 XXZ模型のス

タッガード磁化の評価をあらゆる範囲の XXZ異方性について行った。結果を先行研究での解析的・数
値的な結果と比較し、計算結果の信頼性を確かめた。さらに、スピンの大きい S = 1から S = 6の場合
にも、この方法を用いてスタッガード磁化の計算が行えることを確認した。
最後に 4.5節において、他の境界条件と比較した SBCの優位性を物理量の有限サイズスケーリングと、

相関関数の振舞の観点から明らかにした。2次元正方格子上の tight-binding模型について、half fillingで
の基底状態のエネルギーの有限サイズスケーリングの様子と、密度相関関数の振舞を比較した。基底状
態のエネルギーについては、OBCと SBCが計算コストや有限サイズスケーリングの容易さの観点から
適していることが分かった。また、密度相関関数の振舞については SBCがOBC及び PBCと同程度に熱
力学極限での振舞を再現しており、シリンダー境界条件の場合には熱力学極限での振舞を上手く再現で
きないことを確認した。いずれの場合も、ドープした場合や相互作用を導入した場合の Friedel振動によ
る影響や計算コストを考慮すると、SBCが良い選択肢となると考えられる。

SBCを用いた 1次元系へのマッピングは、さらなる研究に応用可能である。例えば、SBCによって得ら
れる 1次元鎖は 1次元系としての並進対称性を保っているため、MPSに基づいたDMRGや iDMRG [111]
等を用いた無限系の DMRG計算にも適している。また 2次元系における長距離の相関関数を 1次元鎖
に沿って計算することで体系的に研究することも可能である。そして、本章では 2次元正方格子とハニ

2導出は付録 B.5を参照。
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カム格子の 2種類の格子を考えているが、同様の 1次元的なマッピングは 2次元以上のあらゆる周期的
格子に対して可能である [71]。
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第5章 総括

本論文では密度行列繰り込み群法 (DMRG)を用いて、1次元量子スピン系における異方的な磁性不純
物の効果と 2次元量子系の境界条件に関する研究を行った。
まず、1次元のスピン 1

2 反強磁性Heisenberg模型にXXZ型の異方性を持つスピン S不純物をドープし
た場合の効果について調べた。基底状態において、単一の不純物をドープした場合の反強磁性相関関数
と不純物付近でのスピンモーメントの振動を計算することで、S = 1不純物が有効的に非磁性不純物と
して振る舞うことと、スピン S不純物の効果が以下の 2種類に分類できることが分かった。(i)非磁性不
純物及び S = 1の不純物: 短距離の反強磁性相関は増大するが、長距離の反強磁性相関は元のHeisenberg
鎖よりも速く減衰する。(ii) S = 1

2 , S > 1の不純物: 長距離の反強磁性秩序を安定化させる。また、局
所スピン感受率とNMRスペクトルを計算し実験結果との比較を行うことで、SrCu0.99Co0.01O2における
Coイオンのスピン状態が S = 3/2であり容易軸異方性を持つ場合に相当することを確かめた。
次に、(ii)の場合の不純物の代表例として S = 1

2 不純物をドープした場合の、スタッガード磁化の不純
物の異方性の強さと不純物濃度に対する依存性を計算し、容易軸異方性を持つ不純物を有限の濃度ドー
プすることで長距離の反強磁性秩序が安定化することを確かめた。また、容易軸異方性を持つ不純物を
ドープした場合に、磁化曲線にプラトーのような構造が現れることを明らかにした。この結果は Ising型
の異方性を持つ不純物サイトが等方的な非不純物サイトよりも磁場によって偏極しにくいことから、直
感的に理解することができる。
さらに、完全対角化を用いたクラスター平均場近似により、S = 1

2 不純物をドープした場合の比熱と磁
化率の温度依存性を計算した。その結果、異方的な不純物のドープによって反強磁性秩序が安定化する
ことにより、反強磁性相から常磁性相への転移温度が不純物濃度とともに上昇することを明らかにした。
次に、スパイラル境界条件 (SBC)を用いた 2次元格子系の 1次元格子系へのマッピングの方法につい

て研究した。SBCを用いることで、2次元格子系を周期的な 1次元鎖に厳密にマップすることができる
ため、DMRG等の既存の 1次元系に対する手法を効率的に適用することが可能になる。また、熱力学極
限の物理量を得る場合にも通常は x方向と y方向の 2段階のサイズスケーリングを行う必要があるが、1
段階のサイズスケーリングのみで良い。さらに、SBCでは従来の境界条件に比べてボンドの距離を短く
することができるため計算コストを削減できることや、open chainとして扱う場合でも切断されるボン
ドの数が少ないため Friedel振動等の有限サイズ効果を抑えることができると考えられる。
まず具体例として、2次元正方格子とハニカム格子上の tight-binding模型について、SBCによる 1次

元的なマッピングの方法を示した。次に、基底状態のエネルギーと状態密度が熱力学極限で元の 2次元
格子の結果に一致することを解析的及び数値的に確認した。そして、SBCによる 1次元的なマッピン
グの手法を用いた 2次元量子系への DMRGの適用例として、2次元正方格子上の Hubbard模型の half
fillingでの基底状態のエネルギーとXXZ模型のスタッガード磁化を計算し、熱力学極限への有限サイズ
スケーリングを行った。前者については、open chainで計算した基底状態のエネルギーが 1/Lの 1次関
数でフィッティングできることを確認し、熱力学極限での外挿値もシリンダー境界条件による先行研究
の結果と整合することを確かめた。後者についても、∆ = 1でのスタッガード磁化の外挿値が先行研究
による結果と十分一致することを確かめた。また、∆の大きい領域で計算結果が級数展開による結果と
非常に良く一致することが確かめられた。
さらに、SBCで得られた 1次元格子を open chainで扱うことで秩序変数を計算する方法についても提

案した。open chainを用いることで、periodic chainを用いる場合よりもDMRGの計算コストを大きく抑
えることができ、更に大きなサイズの系での計算を実行することができるため、計算精度の向上やより
安定した有限サイズスケーリングが期待される。ベンチマークとして、2次元正方格子 S = 1

2 XXZ模型
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の熱力学極限でのスタッガード磁化の評価をあらゆる範囲の異方性について行い、先行研究と比較する
ことで計算結果の信頼性を確かめた。さらなる応用として、基底の数が増大するために DMRGでの計
算が難しい、スピンの大きい (1 ≤ S ≤ 6)場合についてもスタッガード磁化の評価を行った。
最後に、2次元正方格子上の tight-binding模型について、half fillingでの基底状態のエネルギーの有限

サイズスケーリングの様子と密度相関関数の振舞を様々な境界条件で計算することで、他の境界条件と
比較した SBCの優位性を調べた。いずれの場合も有限サイズスケーリングの容易さや、計算コスト等を
考慮すると SBCが良い選択肢となることを明らかにした。
以上の研究は、1次元反強磁性スピン鎖において磁性不純物のスピンの大きさと異方性が反強磁性秩

序の安定化に与える影響について詳細に明らかにするとともに、2次元量子系におけるDMRGの効率的
な適用や既存の境界条件における問題の改善に繋がると考えられる。さらなる研究として、強磁性のス
ピン鎖における不純物効果についても同様の研究を行うことが考えられる。また、SBCにより得られる
1次元鎖は並進対称性を保っているため、iDMRG等を用いて無限系の物理量の計算を行うことも可能で
あると考えられる。
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付録A スピン 1
2反強磁性Heisenberg鎖における異方

的スピンS不純物の効果の研究に関する補遺

A.1 不純物サイトでの交換相互作用の値を変えた場合の結果

本文では、不純物ドープによって交換相互作用の値が変化しない場合を考えたが、現実の物質では不
純物ドープによって交換相互作用の値が変わることも考え得る。ここでは、図A.1のように不純物サイ
トでの交換相互作用の値 Jimpを変えた場合について、3.3.2節で計算した局所スピンモーメントの計算
結果を示す。

図 A.1: 不純物スピンをドープしたスピン 1
2 反強磁性Heisenberg鎖の模式図。不純物スピンと最近接サイトの交換

相互作用の値を Jimp, XXZ異方性を∆imp としている。
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(f) Simp = 1, Jimp = 1.5
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図 A.2: (a)-(c) Simp = 1
2 , Jimp = 0.5, 1, 1.5, (d)-(f) Simp = 1, Jimp = 0.5, 1, 1.5の場合の (−1)i ⟨Sz

i ⟩の∆imp依存性。
破線は不純物をドープしていない場合の結果である。

まず、S = 1/2, 1の不純物をドープした場合の結果を図 A.2に示す。3.3.2節と同様に、200サイトの
開境界の系のサイト i = 100に不純物スピンをドープした時の局所スピンモーメントをDMRGを用いて
計算している。不純物サイトでの交換相互作用の値は Jimp = 0.5, 1, 1.5として計算している。S = 1/2

の不純物をドープした場合は、∆imp > 1であれば不純物付近で反強磁性の振動が増大し、∆imp < 1で
あれば抑制されるという効果が Jimpの値にほぼ依らず確認できる。
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また、S = 1の不純物をドープした場合は、Jimp = 1, 1.5では∆impの値に依らず反強磁性の振動は抑

制されるが、Jimp = 0.5では∆imp > 1の場合に反強磁性の振動が増大していることが分かる。本文で
述べたように不純物ドープにより交換相互作用の値が変化しない場合には、S = 1の不純物は両隣の 1

2

スピンとシングレットを形成し有効的に非磁性不純物として振る舞うために、不純物付近での反強磁性
の振動は抑制される。図A.2(d)の結果は、S = 1不純物のドープによって交換相互作用の値が小さくな
る場合には、S = 1不純物が両隣の 1

2 スピンとシングレットを形成しにくくなるために、∆impが大きい
場合に反強磁性秩序が安定化され得ることを示唆している。
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(i) Simp = 5 / 2, Jimp = 1.5
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図 A.3: (a)-(c) Simp = 3
2 , Jimp = 0.5, 1, 1.5, (d)-(f) Simp = 2, Jimp = 0.5, 1, 1.5, (g)-(i) Simp = 5

2 , Jimp = 0.5, 1, 1.5
の場合の (−1)i ⟨Sz

i ⟩の∆imp 依存性。

次に、S = 3/2, 2, 5/2の不純物をドープした場合の結果を図 A.3に示す。S > 1の不純物をドープし
た場合には S = 1

2 の不純物をドープした場合と同様に、∆imp ≳ 1であれば不純物付近で反強磁性の振
動が増大し、∆imp ≲ 1では抑制されるという効果が Jimp = 0.5, 1, 1.5のいずれの場合も確認できる。
以上の結果から、不純物サイトでの交換相互作用の値を変えたとしても 3.3.2節で確認したように、(i)

非磁性と S = 1の不純物では∆impに依らず反強磁性の振動が減衰し、(ii) S = 1/2, S > 1の不純物では
∆imp ≳ 1の場合に反強磁性振動が増大するという傾向は変わらないと言える。しかし、S = 1の不純物
では Jimp < 1とすると、∆imp > 1の場合に反強磁性振動が増大することが確認できた。これは、交換
相互作用の値を小さくすることで S = 1の不純物スピンが隣接する 1

2 スピンとシングレットを形成しに
くくなるためだと考えられる。
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A.2 Simp > 1の不純物近傍に局在するS = 1
2状態

3.3.3節で、Sz = 1
2 セクターにおいて S = 1

2 の状態が Simp > 1不純物の近傍に局在すると主張し
た。これを説明するため、Simp = T

2 の不純物サイトとその両隣の S = 1
2 のサイトから成る 3サイトの

Heisenberg鎖を考える。系のハミルトニアンは

H =
1

2
(S+

1 S
−
imp,2 + S−

1 S
+
imp,2) + ∆impS

z
1S

z
imp,2 +

1

2
(S+

imp,2S
−
3 + S−

imp,2S
+
3 ) + ∆impS

z
imp,2S

z
3 (A.1)

と表される。
Sz = 1

2 セクターでの基底は

ϕ1 =

∣∣∣∣12 , 12
〉
⊗
∣∣∣∣T2 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣12 , 12

〉
(A.2)

ϕ2 =

∣∣∣∣12 , 12
〉
⊗
∣∣∣∣T2 , 12

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
(A.3)

ϕ3 =

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣T2 , 12

〉
⊗
∣∣∣∣12 , 12

〉
(A.4)

ϕ4 =

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣T2 , 32

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
(A.5)

の 4つである。ここで |jm⟩はスピンの大きさが jでスピンの z成分の固有値がmの状態を表す。した
がって、Sz = 1

2 セクターでのハミルトニアンは

H =


−∆imp

2

√
T (T+2)+1

4

√
T (T+2)+1

4 0√
T (T+2)+1

4 0 0

√
T (T+2)−3

4√
T (T+2)+1

4 0 0

√
T (T+2)−3

4

0

√
T (T+2)−3

4

√
T (T+2)−3

4 −3
2∆imp

 (A.6)

と書ける。
∆imp = 1の場合にこの行列を対角化すると、基底状態のエネルギーは ε0 = −(T + 2)/2と求められ、

その波動関数は

ψg.s.(∆imp = 1) = A

(
ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 +

√
T + 3

T − 1
ϕ4

)
(A.7)

となる。ここでA =
√

T−1
4T である。T が十分小さい場合には基底状態の主要な成分は

ψg.s.(∆imp = 1) ≈
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
⊗
∣∣∣∣T2 , 32

〉
⊗
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
(A.8)

と書ける。これは Sz が不純物サイトで最大になることを意味しており、S = 1
2 の状態が Simp > 1の不

純物の近傍に局在することが結論付けられる。また、(A.8)は∆impを大きくすると厳密な基底状態に近
づいていくため、S = 1

2 状態の局在化は∆impが大きいほど強くなる。
∆imp = 0の極限では、基底状態は

ψg.s.(∆imp = 0) =
1

2

(
T + 1√

T 2 − 2T − 1
ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 +

√
T 2 + 2T − 3

T 2 + 2T − 1
ϕ4

)
(A.9)

となり、基底 (A.3)と (A.4)の係数が大きくなる。したがって、∆impが小さいほど S = 1
2 状態の局在化

は弱くなる。
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A.3 DMRG計算での不純物分布のランダムサンプリングと有限サイズスケー
リング

図 A.4(a)に、DMRGを用いて計算した∆imp = 1.1, nimp = 0.1でのスタッガード磁化mz
stの有限サ

イズスケーリングの様子を示す。これは熱力学極限 L → ∞での外挿値が小さいため最もサイズスケー
リングが難しい場合である。l =

√
Lの 3次関数と 4次関数での fittingで、L → ∞の極限でそれぞれ

mz
st = 2.617× 10−3とmz

st = 2.270× 10−3が得られた。この外挿値は十分に近い値であり、図A.4(a)に
示すように fittingの曲線も妥当であるため、mz

stの有限サイズスケーリングの妥当性が確認できる。

図 A.4: (a) DMRGで計算したスタッガード磁化mz
stの∆imp = 1.1, nimp = 0.1での有限サイズスケーリング。(b)

∆imp = 1.5, nimp = 0.1での磁化曲線の DMRGでの計算結果。L = 1000サイトでランダムな 10個の不純
物分布について結果を示している。

　また、図 A.4(b)に∆imp = 1.5, nimp = 0.1での磁化曲線の DMRGの計算結果を示す。L = 1000サイ
トでランダムに 10サンプル採った不純物分布それぞれについて、計算結果を示している。不純物分布の
ランダムサンプリングの違いによる磁化曲線のずれは小さいため、L = 1000サイトの系は不純物ドープ
によるあらゆる現象を再現するのに十分な大きさであると考えられる。より正確な結果を得るため、図
3.17に示す磁化曲線では 10個のランダムサンプリングについて平均をとっている。
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A.4 CMFT計算での不純物分布のランダムサンプリング
図A.5は不純物分布のサンプル数の増加に対するmz

stの依存性を示している。クラスターのサイズが
小さいため、nimp = 0.1, 0.8についてはサンプル数を増やすことができない。図 A.5(a)から、不純物分
布のサンプル数を増やすことでmz

stのずれを小さくできることが確認できる。図 A.5(b)に異なる∆imp

についてのmz
stのサンプル数依存性を示す。不純物濃度の低い nimp = 0.2, 0.4においてmz

stのサンプル
数Nav に対する依存性が顕著であることが確認できる。

図 A.5: (a) ∆imp = 1.2 (点線), ∆imp = 1.5 (破線), ∆imp = 2.0 (実線)での、Nav 通りの不純物分布について平均を
とったmz

st の nimp 依存性。(b) nimp = 0.2, 0.4, 0.6でのmz
st の∆imp 依存性。
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A.5 CMFT計算での有限サイズ効果
図 A.6に、不純物の数NiをNc/2とNc − 2に固定したときのmz

stのクラスターサイズに対する依存
性を示す。Ni = Nc/2の場合はごく少数 (Nav = 10)の不純物分布について平均をとるため、サイズ依
存性には揺らぎが見られる。サイズを大きくするとmz

stはあるサイズまでは増加し、それ以降は減少し
始めることが分かる。べき関数による fittingから、クラスターサイズを更に大きくするとmz

stはDMRG
により得られた値と近い値に外挿されることが分かる [図 A.6(a)の丸印]。Ni = Nc − 2の場合には Nc

を大きくするとmz
st の値も増加することが分かる。この振舞は、系のサイズを大きくするとmz

st が減
少する完全に等方的な Ising (∆ → ∞)や Heisenberg (∆ = 1)鎖の場合と比べて直感に反する。しかし、
我々のCMFT計算では平均場近似するボンドの相互作用はHeisenberg型であり、不純物サイトの個数を
Ni = Nc − 2に保ってクラスターサイズを増やすと、等方的なボンドの数に比べて異方的なボンドの数
の割合が増加していく。このHeisenberg型のボンドと Ising型 (XXZ型)のボンドの競合によってmz

stは
系のサイズとともに増加し、最大値に収束する。図 A.6(b)の丸印は nimp = 0.8での DMRGによる結果
である。べき関数による fittingから、異方性が∆imp = 1.1に比べて大きいほど DMRGの結果との一致
が良いことが分かる。

図 A.6: 不純物の個数が (a) Ni = Nc/2と (b) Ni = Nc − 2の場合のmz
stのクラスターサイズによるスケーリング。

最大で 10通りのランダムな不純物分布について平均をとっている。鎖線はべき関数による fittingを示し
ている。また、丸印は DMRGの計算結果の外挿値である。
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付録B スパイラル境界条件に関する補足資料

B.1 スパイラル境界条件による縮退したエネルギー準位の分裂

PBCと SBCを用いた場合ではクラスターの対称性が異なる。ここでは正方格子の場合を例にとって
説明する。PBCの下で L× Lサイトのクラスターは C4回転対称性を持つ。結果として、独立な波数の
数は L2

8 + 3L
4 + 1となる。一方で SBCを適用した場合は、縮退したエネルギー準位が分裂することによ

り回転対称性は C4から C2に減少する。したがって、独立な波数の数は L2

2 + 1に増加する。

図 B.1: (a,b)それぞれ周期境界条件とスパイラル境界条件下の 4× 4正方格子クラスターでの取り得る波数点。黒
丸は独立な波数点の組の一例を示している。(c,d)それぞれ周期境界条件とスパイラル境界条件下の 4× 4
サイトの正方格子 tight-binding模型の状態密度 (赤線)。黒線は熱力学極限での状態密度である。

図 B.1(a, b)に PBCと SBC下での 4× 4クラスターの取り得る波数点を示す。黒丸で示した独立な波
数点の数はそれぞれ 6と 9である。結果として、図 B.1(c, d)に示すように、SBCでの状態密度は熱力学
極限での状態密度により近くなっている。
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B.2 スパイラル境界条件でのクラスターのとり方の柔軟性
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図 B.2: (a) k = (π, 0)の周期性を持つ状態に対応する SBC下での 2次元正方格子のクラスター。(b) SBCでとり得
る 10サイトの非長方形のクラスター。

本文でも言及したように、SBCを用いた 1次元系へのマッピング方法はただ一つではない [70]。すな
わち、波動関数の周期性を PBCよりも柔軟に設定することができる。本研究で 2次元正方格子に対して
用いたのは、Néel状態のような k = (π, π)の周期性を持つ状態を計算するのに適した方法である。しか
し、もし k = (π, 0)の周期性を持つ状態を計算する場合には、図 B.2(a)のように SBCを適用するのが適
している。この場合には、Lx × Ly サイトの 2次元正方格子のクラスターは、最近接と Lx次近接のボ
ンドを持つ並進対称な 1次元鎖に厳密にマップされる。この格子上の tight-binding模型のハミルトニア
ンは

Hsq,0 = −t
∑
σ

LxLy∑
i=1

(c†i,σci+1,σ + c†i,σci+Lx,σ
+H.c.) (B.1)

と書け、フーリエ変換すると

Hsq,K = −2t
∑
K,σ

(cosK + cosLxK)c†K,σcK,σ, (B.2)

となる。図 4.10での k = (π, π)と図 B.2(a)での k = (π, 0)の周期性は共に、マップされた 1次元鎖では
k = πの周期性で表される。
また、SBCを適用する場合には一般的に、格子の形状を正方形や長方形または平行四辺形等にするこ

とに拘る必要はない。クラスターの形状やサイト数は、SBC下では比較的柔軟に選ぶことができる。例
えば、図B.2(b)に示すように 10サイトのクラスターを構成することができる。この場合、マップされた
1次元鎖は最近接と次近接のボンドを持ち、並進対称性も保たれていることが分かる。したがって、考
えている物理に応じて SBCの適用方法を変えることができる。
別の例として、三角格子反強磁性 Heisenberg模型の 120◦構造で見られるような k = (2π/3, 2π/3)の

周期性を持つ状態を考えることもできる。この場合は、図 B.3のように格子をとることで、並進対称性
を持つ 1次元鎖として表すことができる。すなわち、Lx×Lyサイトの三角格子クラスターであれば、最
近接と (Lx − 2)及び (Lx − 1)次近接のボンドを持つ周期的な 1次元鎖に厳密にマップされる。
このように、SBCにおいてクラスターの周期性は柔軟に選択することができる。また、非整合の秩序

を持つ状態を考える必要がある場合には、できる限り近い周期性を持つクラスターを用意することで、
物理量の熱力学極限への収束を速くすることができると考えられる。
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図 B.3: SBC下での三角格子のクラスター。赤で囲まれた部分が独立なクラスターを表している。この格子のとり
方は k = (2π/3, 2π/3)の周期に対応している。異なる副格子に属するサイトは色を分けて示している。

B.3 DMRG計算の収束に関するデータ
ここでは、SBCを適用した場合のDMRG計算の精度を確認する。表 B.1に、2次元正方格子Hubbard

模型の half filling, U/t = 8での基底状態エネルギーE0(m)と discarded weight wdのDMRGの状態数m

に対する依存性を、各サイト数 L×Lについて示す。全てのサイト数について、m→ ∞ (wd → 0)での
基底状態エネルギーは、E0(m)をwdの 1次関数で外挿することで得られる。discarded weightはおおよ
そ Lに比例しているが、12× 12の場合でも∼ 10−5程度のオーダーである。これは、2次元の電子系の
DMRG計算としては十分精確であると考えられる。

表 B.1: SBCを適用して計算した 2次元正方格子 L×Lサイトの Hubbard模型の half filling, U/t = 8での基底状態
エネルギー E0(m)と discarded weight wdの DMRGの状態数mに対する依存性. m→ ∞でのエネルギー
の外挿値は E0(m)を wd の 1次関数で外挿することで得た。

L = 6

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
2000 3.432e-06 -17.79364790 0.01227902
4000 7.856e-07 -17.80326286 0.00266406
6000 3.052e-07 -17.80489349 0.00103344
8000 1.516e-07 -17.80541043 0.00051649

10000 8.614e-08 -17.80563244 0.00029448
12000 5.332e-08 -17.80574150 0.00018542
∞ -17.80592692

L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
2000 1.286e-05 -31.76311291 0.26322934
4000 8.420e-06 -31.87302879 0.15331346
6000 5.681e-06 -31.91448613 0.11185612
8000 4.550e-06 -31.93686464 0.08947761
10000 4.165e-06 -31.95093410 0.07540815
12000 3.815e-06 -31.96253340 0.06380885
∞ -32.02634225

L = 10

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
2000 2.119e-05 -49.50077175 1.02132882
4000 1.379e-05 -49.84727132 0.67482925
6000 1.198e-05 -49.99628942 0.52581115
8000 9.848e-06 -50.09485526 0.42724531

10000 7.774e-06 -50.15642914 0.36567143
12000 5.854e-06 -50.19615496 0.32594561
∞ -50.52210057

L = 12

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
2000 - - -
4000 1.840e-05 -71.40452905 1.73164686
6000 1.486e-05 -71.71734724 1.41882867
8000 1.365e-05 -71.91712273 1.21905318

10000 1.224e-05 -72.06942431 1.06675160
12000 9.293e-06 -72.19219444 0.94398147
∞ -73.13617591

また、表 B.2に 2次元正方格子 Heisenberg模型の基底状態エネルギーの DMRG計算について、各境
界条件での基底状態エネルギーと discarded weightの値を示す。discarded weightはOBCとシリンダー境
界条件の場合に同程度で、SBCでマップした periodic chainの場合に若干大きい。驚くべきことに、SBC
でマップした open chainを用いた場合には discarded weightはさらに小さくなる。したがって、discarded
weightの観点からは 2次元系のDMRG計算において、OBCと SBC及びシリンダー境界条件は同程度に
良い選択肢であると言える。
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表 B.2: 各境界条件での、2次元正方格子 Heisenberg模型の基底状態エネルギー E0(m)と discarded weight wd の
DMRGの状態数 mに対する依存性。6 × 6 (L = 6)サイトと 8 × 8 (L = 8)サイトの結果を示している。
m→ ∞での基底状態エネルギーは E0(m)を wd の 1次関数で外挿することで得られる。

OBC
L = 6 L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞) wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
1000 1.100e-07 -21.72673267 0.00005340 8.166e-06 -39.60759545 0.01078493
2000 6.466e-09 -21.72678301 0.00000307 1.587e-06 -39.61627493 0.00210544
3000 9.883e-10 -21.72678556 0.00000051 5.714e-07 -39.61762743 0.00075294
4000 2.279e-10 -21.72678592 0.00000015 2.636e-07 -39.61803809 0.00034228

-21.72678607 -39.61838038

PBC
L = 6 L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞) wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
1000 2.981e-05 -24.40302953 0.03665799 - - -
2000 9.188e-06 -24.42949472 0.01019281 - - -
3000 3.938e-06 -24.43541285 0.00427468 - - -
4000 1.982e-06 -24.43743236 0.00225516 - - -

-24.43968752

SBC (periodic chain)
L = 6 L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞) wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
1000 9.130e-06 -24.45300594 0.00801971 9.025e-05 -42.79118365 0.32899812
2000 1.661e-06 -24.45965335 0.00137230 4.565e-05 -42.96307806 0.15710371
3000 5.365e-07 -24.46058729 0.00043835 2.898e-05 -43.02157949 0.09860228
4000 2.260e-07 -24.46083548 0.00019017 1.973e-05 -43.05183014 0.06835163
∞ -24.46102565 -43.12018177

SBC (open chain)
L = 6 L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞) wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
1000 1.037e-09 -23.07464567 0.00000050 9.819e-07 -41.31375095 0.00116164
2000 2.447e-11 -23.07464616 0.00000001 1.161e-07 -41.31476448 0.00014811
3000 2.351e-12 -23.07464617 < 10−8 2.987e-08 -41.31487486 0.00003773
4000 3.837e-13 -23.07464618 < 10−8 1.058e-08 -41.31489881 0.00001379
∞ -23.07464618 -41.31491259

cylinder
L = 6 L = 8

m wd E0(m) E0(m)− E0(∞) wd E0(m) E0(m)− E0(∞)
1000 3.349e-08 -23.09009340 0.00001678 4.299e-06 -41.34358356 0.00569929
2000 1.512e-09 -23.09010942 0.00000076 7.206e-07 -41.34831869 0.00096415
3000 2.012e-10 -23.09011008 0.00000010 2.330e-07 -41.34898086 0.00030198
4000 4.556e-11 -23.09011016 0.00000002 9.196e-08 -41.34916154 0.00012131
∞ -23.09011018 -41.34928284
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B.4 スパイラル境界条件の利点
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図 B.4: (a) OBC, (b) PBC, (c)シリンダー境界条件下での 6× 6サイトの 2次元正方格子クラスター。それぞれのク
ラスターについて、DMRG計算に適したサイト番号の採り方を示している。

DMRG計算においては、考えている系や物理量に応じて適切な境界条件を選択する必要がある。格子
系に対する DMRGの適用性は最も長距離の項で繋がっている 2サイト間の距離で大まかに判断するこ
とができる。ここではその距離を dと表す。一般的には DMRGでは、dが∼ 10より大きいと計算が難
しくなる。そこで、各境界条件での dの値を評価する。図 B.4に、各境界条件下の 2次元正方格子のク
ラスターで dを最小にするようなサイト番号の採り方を示している。OBCかシリンダーを用いた場合に
は、L×Lサイトのクラスターに対して dは Lであり、これは SBCの場合の d = L− 1または d = Lと
同程度である。しかし、PBCを用いる場合には dは 2Lに急増し、DMRGで扱うには当然都合が悪い。
例えば、Heisenberg模型の場合は系のサイズは L ∼ 6まで制限される。したがって、PBCは数値計算で
は万能な境界条件と思われがちではあるものの、最初に選択肢から外れる。
実際、これまでのDMRG計算ではOBCかシリンダーが典型的に用いられてきた。これらの境界条件

では、サイト番号を最適に採れば dの値を Lまで減らせるため、DMRG計算においてはかなり都合が
良い。しかし、物理的性質に関してはいくつかの問題を生じることがしばしばある。問題点の例として
は以下のようなことが挙げられる。OBCでは、外側のボンドが切断されているためにバルクの状態が
Friedel振動によって大きく乱されたり、バルクと端の状態の性質が完全に異なったりすることが起こり
うる。こうした問題は端の状態をコントロールすることで解決できることもあるが、必ずしもうまくい
く訳ではない。また、シリンダー境界条件では元の等方的な 2次元正方格子のクラスターに一種の空間
的な異方性が導入される。問題は円周方向に沿ってボンドの短いループが形成されることである。これ
により、波動関数に不自然な周期性が生じ、起こり得ない粒子とスピンのプラケット的な制限が起こり
うる。結果として 4.5.2節で示したように、シリンダー境界条件では密度相関関数は大きく乱されること
になる。

SBCでは、Friedel振動を避けることができ、ボンドの短いループは一切生じない。また、dも Lまた
は L− 1である。さらに、前節で示したように SBCでマップした 1次元鎖に開境界条件を課した場合に
は、OBCとシリンダー境界条件を用いた場合よりもさらにDMRG計算の精度が良くなる。したがって、
SBCではOBCやシリンダー境界条件の場合に現れる有限サイズ効果を回避して、精確なDMRG計算を
行うことができる。しかし、SBCで常に良い結果が得られるとは限らない。例えば、プラケット秩序や
ボンド秩序のような valence-bond solid状態を示す系を研究する場合には OBCがより適切な可能性もあ
り、空間的な回転対称性が破れた磁気秩序や電荷秩序、ボンド秩序状態を示す系を研究する場合にはシ
リンダーのクラスターを用いるのが適切な場合もある。
したがって、以上のような技術的な理由や物理的な理由から、DMRG計算での境界条件として SBC

は主要な選択肢になり得ると考えられる。
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B.5 2次元正方格子 tight-binding模型の密度相関の振舞
ここでは、2次元正方格子 tight-binding模型の half fillingでの密度相関を厳密に計算する。周期境界条

件を課し、フーリエ変換:

ckσ =
1

L

∑
r

eik·rcrσ, crσ =
1

L

∑
k

e−ik·rckσ, k =
2π

L
(nx, ny) (B.3)

を行うと、ハミルトニアンは

H =
∑
k,σ

ε(k)c†kσckσ, ε(k) = −2t(cos kx + cos ky) (B.4)

となり、密度相関は

⟨n(0)n(r)⟩ =
∑
σ,σ′

〈
c†0σc0σc

†
rσ′crσ′

〉
=

1

L4

∑
k1,k2,k3,k4

∑
σσ′

ei(k3−k4)·r
〈
c†k1σ

ck2σc
†
k3σ′ck4σ′

〉
. (B.5)

と書ける。Wickの定理を使えば、最右辺の期待値の部分は half fillingの場合に〈
c†k1σ

ck2σc
†
k3σ′ck4σ′

〉
=
〈
c†k1σ

(δk2k3δσσ′ − c†k3σ′ck2σ)ck4σ′

〉
= δk2k3δk1k4δσσ′ ⟨nk1σ⟩ −

〈
c†k1σ

c†k3σ′ck2σck4σ′

〉
= δk2k3δk1k4δσσ′ ⟨nk1σ⟩+ δk1k2δk3k4 ⟨nk1σ⟩ ⟨nk3σ′⟩ − δk1k4δk2k3δσσ′ ⟨nk1σ⟩ ⟨nk3σ⟩
= δk2k3δk1k4δσσ′θ(−ε(k1)) + δk1k2δk3k4θ(−ε(k1))θ(−ε(k3))

− δk1k4δk2k3δσσ′θ(−ε(k1))θ(−ε(k3)) (B.6)

となるので、

1

L2

∑
k

e−ik·r = δ(r) (B.7)

を用いると

⟨n(0)n(r)⟩ = 1

L4

∑
k1,k2

∑
σ

ei(k2−k1)·rθ(−ε(k1)) +
1

L4

∑
k1,k3

∑
σ,σ′

θ(−ε(k1))θ(−ε(k3))

− 1

L4

∑
k1,k2

∑
σ

ei(k2−k1)·rθ(−ε(k1))θ(−ε(k2))

=
2

L2

∑
k1

e−ik1·rδ(r)θ(−ε(k1)) +

 2

L2

∑
k1

θ(−ε(k1))

2

− 2

L4

∑
k1,k2

ei(k2−k1)·rθ(−ε(k1))θ(−ε(k2))

= δ(r) + 1− 2

∣∣∣∣∣ 1L2

∑
k

eik·rθ(−ε(k))

∣∣∣∣∣
2

(B.8)
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となる。r = 0のとき、⟨n(0)n(0)⟩ = 1 + 1− 2× 1
4 = 1.5である。

以下、r ̸= 0とする。絶対値の中身を計算すると

1

L2

∑
k

eik·rθ(−ε(k)) →
L→∞

∫
dk

(2π)2
eik·rθ(−ε(k))

=
1

(2π)2

∫ ∫
|kx|+|ky |≤π

ei(kxx+kyy)dkxdky

=
1

(2π)2

[∫ π

0
dkx

∫ π−kx

0
dky +

∫ π

0
dkx

∫ 0

kx−π
dky

+

∫ 0

−π
dkx

∫ kx+π

0
dky +

∫ 0

−π
dkx

∫ 0

−kx−π
dky

]
ei(kxx+kyy). (B.9)

x ̸= yの場合に各項を計算すると

(第一項) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkx

∫ π−kx

0
dkye

i(kxx+kyy) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkxe

ikxx

[
eikyy

iy

]π−kx

0

=
1

(2π)2iy

∫ π

0
dkxe

ikxx(ei(π−kx)y − 1) =
1

(2π)2iy

[
(−1)yeikx(x−y)

i(x− y)
− eikxx

ix

]π
0

=
1

(2π)2iy

[
(−1)y

(−1)x−y − 1

i(x− y)
− (−1)x − 1

ix

]
=

1

(2π)2y

[
(−1)x − 1

x
− (−1)x − (−1)y

x− y

]
(B.10)

(第二項) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkx

∫ 0

kx−π
dkye

i(kxx+kyy) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkxe

ikxx

[
eikyy

iy

]0
kx−π

=
1

(2π)2iy

∫ π

0
dkxe

ikxx(1− ei(kx−π)y) =
1

(2π)2iy

[
eikxx

ix
− (−1)yeikx(x+y)

i(x+ y)

]π
0

=
1

(2π)2iy

[
(−1)x − 1

ix
− (−1)y

(−1)x+y − 1

i(x+ y)

]
=

1

(2π)2y

[
(−1)x − (−1)y

x+ y
− (−1)x − 1

x

]
(B.11)

(第三項) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkx

∫ kx+π

0
dkye

i(kxx+kyy) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkxe

ikxx

[
eikyy

iy

]kx+π

0

=
1

(2π)2iy

∫ 0

−π
dkxe

ikxx(ei(kx+π)y − 1) =
1

(2π)2iy

[
(−1)yeikx(x+y)

i(x+ y)
− eikxx

ix

]0
−π

=
1

(2π)2iy

[
(−1)y

1− (−1)x+y

i(x+ y)
− 1− (−1)x

ix

]
=

1

(2π)2y

[
(−1)x − (−1)y

x+ y
− (−1)x − 1

x

]
= (第二項) (B.12)
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(第四項) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkx

∫ 0

−kx−π
dkye

i(kxx+kyy) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkxe

ikxx

[
eikyy

iy

]0
−kx−π

=
1

(2π)2iy

∫ 0

−π
dkxe

ikxx(1− ei(−kx−π)y) =
1

(2π)2iy

[
eikxx

ix
− (−1)yeikx(x−y)

i(x− y)

]0
−π

=
1

(2π)2iy

[
1− (−1)x

ix
− (−1)y

1− (−1)x−y

i(x− y)

]
=

1

(2π)2y

[
(−1)x − 1

x
− (−1)x − (−1)y

x− y

]
= (第一項) (B.13)

となるので、x ̸= yのとき

1

L2

∑
k

eik·rθ(−ε(k)) →
L→∞

2{(−1)x − (−1)y}
(2π)2y

(
1

x+ y
− 1

x− y

)
= −(−1)x − (−1)y

π2(x2 − y2)
(B.14)

である。また、x = yのときに各項を計算すると

(第一項) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkx

∫ π−kx

0
dkye

i(kxx+kyx) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkxe

ikxx

[
eikyx

ix

]π−kx

0

=
1

(2π)2ix

∫ π

0
dkxe

ikxx(ei(π−kx)x − 1) =
1

(2π)2ix

[
(−1)xkx −

eikxx

ix

]π
0

=
1

(2π)2ix

[
(−1)xπ − (−1)x − 1

ix

]
(B.15)

(第二項) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkx

∫ 0

kx−π
dkye

i(kxx+kyx) =
1

(2π)2

∫ π

0
dkxe

ikxx

[
eikyx

ix

]0
kx−π

=
1

(2π)2ix

∫ π

0
dkxe

ikxx(1− ei(kx−π)x) =
1

(2π)2ix

[
eikxx

ix
− (−1)xe2ikxx

2ix

]π
0

=
1

(2π)2ix

(−1)x − 1

ix
(B.16)

(第三項) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkx

∫ kx+π

0
dkye

i(kxx+kyx) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkxe

ikxx

[
eikyx

ix

]kx+π

0

=
1

(2π)2ix

∫ 0

−π
dkxe

ikxx(ei(kx+π)x − 1) =
1

(2π)2ix

[
(−1)xe2ikxx

2ix
− eikxx

ix

]0
−π

=
1

(2π)2ix

(−1)x − 1

ix
= (第二項) (B.17)

(第四項) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkx

∫ 0

−kx−π
dkye

i(kxx+kyx) =
1

(2π)2

∫ 0

−π
dkxe

ikxx

[
eikyx

ix

]0
−kx−π

=
1

(2π)2ix

∫ 0

−π
dkxe

ikxx(1− ei(−kx−π)x) =
1

(2π)2ix

[
eikxx

ix
− (−1)xkx

]0
−π

=
1

(2π)2ix

[
1− (−1)x

ix
+ (−1)xπ

]
= (第一項) (B.18)

となるので、x = yのとき

1

L2

∑
k

eik·rθ(−ε(k)) →
L→∞

2

(2π)2ix
(−1)xπ =

(−1)x

2πix
(B.19)
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である。
したがって式 (B.8), (B.14), (B.19)から、(1,0)方向は

⟨n(0)n(r)⟩ →
L→∞

1− 2

∣∣∣∣(−1)x

π2x2

∣∣∣∣2 = 1− 2

π4x4
(B.20)

となって距離の 4乗で減衰し、(1,1)方向は

⟨n(0)n(r)⟩ →
L→∞

1− 2

∣∣∣∣(−1)x

2πix

∣∣∣∣2 = 1− 1

2π2x2
(B.21)

となって距離の 2乗で減衰する。
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